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1. Introduction. Soient k£ un corps de nombres de degré fini sur Q,
p un nombre premier, C}, le groupe de classes de k et Cy ) le p-groupe de

(1)

classes de k. On note k:pl le p-corps de classes de Hilbert de k au sens large.
Soit k:z(;n) (pour n un entier naturel) la suite de p-corps de classes de Hilbert
définie par kY = k et k5" = (k™). Alors on a

0 1 n
ké)gké)g...gkz(y)g...‘

Cette suite est appelée la tour des p-corps de classes de Hilbert de k; on
sait qu’elle est finie si et seulement s’il existe une p-extension finie F de k telle
que le p-nombre de classes (la p-partie du nombre de classes) de E est égal
a 1. Mais cette caractérisation ne permet pas d’obtenir une procédure pour
dire que cette suite s’arréte ou non; cependant, il est connu par un résultat

de Taussky ([Ta-37]) que si C.o . est cyclique alors C 2) , est trivial, ce qui
P P >
)

implique que kz(f) = kl(gg . Or, si p =2 et Cy ) est de type (2,4), alors d’aprés
un résultat de Blackburn ([BI-58]), le rang de C ) , est <3.
J )
L’objet de ce travail est I’étude du probléme de la tour pour le corps
k = Q(v/2p, 1), dont le 2-groupe de classes est de type (2,4). Nous déter-
minons aussi les 2-classes de Cy qui capitulent dans les sous-extensions

propres de kgl) /K, ce qui nous permet de trouver une représentation de
G = Gal(kg)/k), le groupe de Galois de ng)/k, lorsque kgl) # kg2). Notre
théoréme principal est le suivant :

THEOREME PRINCIPAL. Soit k = Q(\/2p,i) avec p un nombre premier
tel que p =1 mod 8 et (%)4 (g)4 = —1. Alors il existe e, f € N tels que
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p = €2+ 16f2. Soient m; = e + 4fi, my = e — 4fi, 2" le 2-nombre de classes
de Q(\/—p), et Hi, Ha et H les idéaux premiers au-dessus de 71, o et 1+1
dans k. Alors

(1) Les idéaux 'H, H1 et Ha représentent la méme classe dans k.

(2) G = Gal(kg)/k) = (a,b) est un groupe métacyclique non modulaire
otra?" =bt =1 et b=tab = a 1t*2""" avec k un nombre mpaar.

(3) Seules la classe de H et son carré capitulent dans chacune des trois
ertensions quadratiques non ramifiées de K.

(4) Les huit classes de Cx o capitulent dans les trois extensions abéliennes
non ramifices de degré 4 de k.

Dans ce qui suit, on adoptera les notations et les conventions suivantes :

p est un nombre premier; si p = 1 mod 8§, le symbole (%) 4 (biquadratique

rationnel) est égal & 1 ou —1, suivant que 2(r=1)/4 = +1 mod p. Le symbole
(g)4 est égal a (—1)P~1)/8_ On désigne par h(F) le 2-nombre de classes d’un
corps de nombres F'. Rappelons aussi que D3 (resp. 3) est le groupe diédral
(resp. des quaternions) d’ordre 23.

2. Résultats préliminaires. Ce paragraphe est réservé a certains ré-
sultats utiles dans le reste de 'article. Les deux premiers résultats concernent
des cas particuliers des extensions non ramifiées.

THEOREME 1 ([Hi]). Soient K/k une extension quadratique et pn un
nombre de k premier a 2 tel que K = k(\/it). L’extension de K/k est non
ramifice auxr premiers finis de k si et seulement si p vérifie les propriétés
sutvantes :

e L’idéal principal engendré par p est le carré d’un idéal (fractionnaire)
de k.

o Il existe un nombre non nul & € k vérifiant p = &2 mod 4 (il s’agit
d’une congruence (multiplicative) dans k, modulo le sous-groupe des
nombres de la forme 1 + 4r/s avec r et s entiers de k tel que s soit
premier a 2).

ProOPOSITION 1 (|R-R-33|). Soit K/F une extension quadratique telle
que le nombre de classes de F' est impair. Si K admet une extension non
ramifiée cyclique R d’ordre 4, alors R/F est normale et Gal(R/F') ~ Ds.

On aura besoin aussi de certains résultats sur les symboles quadratiques

bien connus, notamment ceux de Hilbert (%b) et les symboles des restes

quadratiques %] (pour plus de détails, voir [Gr-73] et [Za-99]). Explicite-
ment, la valeur du symbole de Hilbert est donné dans un cas particulier

par :
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PROPOSITION 2 ([Se-70]). Soient K un corps de nombres de degré n tel
que son anneau des entiers est principal, a = 1" @y et b = "y deus
éléments de K ou (I) est un idéal premier de K au-dessus d’un mombre
premier p tel que p — 1 > n et v; est la valuation l-adique. Alors

(&) -

Le résultat suivant est la formule de Kuroda.

PROPOSITION 3 ([Lm-94]). Soient K/k une extension normale dont le
groupe de Galois est de type (2,2), et k; (j = 1,2,3) ses trois sous-extensions
quadratiques. Alors

h(EK) = 275727 q(K ) h(k1)h(k2)h(ks) /h(k)?,

ot ¢(K) = (Ex : Ex, Ey,Ey,) est Uindice des unités de K/k, d le nombre
des premiers infinis de k qui sont ramifiés dans K, k est le Z-rang du groupe
des unités Ey, de k et v =1 ou 0 suivant que K C k(v/Ex) ou non.

Maintenant on va rappeler des résultats concernant la théorie des groupes
qui se révélerons trés utiles dans la suite de ce travail.

DEFINITION 1. On dit qu'un groupe fini G est métacyclique s’il posséde
un sous-groupe cyclique normal H tel que le quotient G/H est cyclique.

THEOREME 2 ([Hu-67]). Soit p un nombre premier. Tout p-groupe mé-
tacyclique d’ordre p peut étre représenté par

G={a,b:a”" =1, =d', b~lab = a%)
avec les conditions suivantes :
(i) n+m=N,
(ii) ¢*" =1 mod p",
(iii) i(¢ —1) =0 mod p".
Remarquons que les groupes métacycliques abéliens sont les groupes cy-

cliques ou les groupes abéliens de rang 2, donc on suppose dans toute la suite
qu’un groupe métacyclique est non abélien.

REMARQUE 1. Soit G un groupe métacyclique. Alors le groupe des com-
mutateurs G’ est cyclique.

Démonstration. Comme G est métacyclique, il existe un sous-groupe nor-
mal H de G tel que G/H est cyclique, donc abélien ; par suite G’ C N, ce
qui montre que G’ est cyclique. m

DEFINITION 2. Le groupe modulaire est un groupe G d’ordre 2" (n > 3)
métacyclique tel que G/G’ ~ (2,2"2). En particulier G’ est d’ordre deux.
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PROPOSITION 4 ([Be-Sn-94|). Soient G un 2-groupe métacyclique non
modulaire et G' le groupe des commutateurs de G. Si le groupe G/G' est de
type (2,2™) avec m > 1 et G = (a,b) avec a®> = b*" mod G’, alors G’ = (a?)
et G est de l'un des types suivants :

e Typel:a* =1,0"" =1, b lab=a"', a>1;

e Type2:a> =1,02" =a2" ", b lab=0a"!, a > 1;

e Type3:a*" =1,0*" =1, b lab= a7 1 < s < o, k impair;

e Typed: a2 =1, 0" =a® ', b lab=a 1% 1 < s < q, k impair.

Soient k£ un corps de nombres dont le 2-groupe de classes est de type
(2,4) et G = Gal(kéz)/k). Alors G/G’ est de type (2,4), donc G = (a,b)
avec a* = b* = 1 mod G’ (théoréme de la base de Burnside) et Cyo =
(r,0) ~ (aG',bG") ot (1,k /k) = aG' et (0,k3 k) = bG' avec (-, k$? /k)
le symbole d’Artin dans kf) /k. Par suite, il existe trois sous-groupes de G
d’indice 2 : Hq 9, Ha 9 et H3 o tels que

HLQ = <b, G/>, H272 = <ab, G/>, H3,2 = (a, b2, G,>
Il existe aussi trois sous-groupes de G d’indice 4 : Hy 4, Ho 4 et H3 4 tels que
Hisy=(a,G"), Hyy={(ab®,G), Hsy= (" G").

Soient H un sous-groupe de G d’indice 2 ou 4, K un sous-corps de k§2) /k
laissé fixe par H et j = j,_x l'application de Cy o vers C 2, qui fait cor-
respondre & la classe d’un idéal I de k la classe de l'idéal engendré par I
dans K. Artin a prouvé :

PROPOSITION 5 (|Mi-89)]). Il existe un homomorphisme de groupes Vo i
de G/G' vers H/H' appelé le transfer de G vers H tel que le diagramme
sutvant est commutatif :

Chr2 7, Ck 2
) | [ x m0
G/G" =1, g

ot les fleches verticales sont des isomorphismes donnés par la loi de récipro-
cité d’Artin et (-,k§2)/k) (resp. (-,Kéz)/K)) est le symbole d’Artin dans
k§2)/k (resp. K§2)/K).

Comme les H, s sont des sous-groupes normaux de G = Gal(kf) /k), nous
utilisons la proposition suivante ([Mi-89]) pour trouver les classes de k qui
(2)

capitulent dans les extensions K, s (K, s est le sous-corps de k,’ laissé fixe
par H, ).
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PROPOSITION 6. Soit H un sous-groupe normal d’un groupe G. Pour
g € G, on pose f =[(9)H : H| et soit {x1,...,z:} un ensemble de représen-
tants de G/(g)H. Alors

Ve—n(9G') HfE g'ziH

On finit par un résultat concernant le 2-groupe de classes des corps de
nombres de type (2",2™) ot n et m sont deux entiers strictement positifs.

PROPOSITION 7 ([Be-Le-Sn-98]). Soient k un corps de nombres dont le 2-
groupe de classes est de type (2",2") ot n et m sont deuz entiers strictement

positifs, et k;l) le 2-corps de classes de Hilbert de k. S’il existe une extension
quadratique non ramifiée de k dont le 2-nombre de classes est égale a 2T,
alors le 2-nombre de classes des trois extensions quadratiques non ramifiées
de k est égale a 2"t™~ 1 et la suite des 2-corps de classes de Hilbert s’arréte

en kél).

3. Capitulation dans le corps de genres de k. Soient p un nombre
premier tel que p = 1 mod 8, k* le corps de genres de k = Q(1/2p, 1),
h(m) le 2-nombre de classes de Q(y/m) et h(F') le 2-nombre de classes d’un
corps de nombres F. Si F' = Q(+/d1,/dz) est un corps biquadratique, Qg
désigne I'indice du groupe engendré par les groupes des unités de Q(v/d1),
Q(V/dz) et Q(v/didz) dans le groupe des unités de F. Si d; = d # 2,3 et
dy = i, alors Qp est 'indice de Hasse de K (voir p. 114). On sait d’aprés
[H-S-82] que le nombre de classes qui capitulent dans une extension cyclique
non ramifiée M/N est égal a [M : N|[Ey : Nyyn(En)], ot Ey (resp. Eny)
est le groupe des unités de N (resp. M). Alors pour calculer le nombre de
classes qui capitulent dans k*/k il faut chercher un systéme fondamental
d’unités (SFU) de k*. Comme k* = Q(\/p, /2, 1), on va chercher un SFU de
F = Q(,/p, V2) afin de trouver un SFU de k* (pour plus de détails sur cette
méthode voir [Az-99]).

LEMME 1. Soient p, p', q1, q2 et q des nombres premiers différents tels
quep =p = —q = —q@=—qg=1mod 4 7€ {2p,q2qqp}
F = Q(\/p, V7). Alors lindice d’unités Qy est égal a 2.

Démonstration. D’aprés [Wa-66], on a h(F) = Qgh(p)h(m)h(pr)/4. Or
dans tous les cas de 7, on a h(w) = 1 et aussi h(p) = 1, donc h(F) =
Qrh(pr)/4. On trouve dans [Az-Mo-01| que h(F) = h(pm)/2, ce qui prouve
que Qp = 2. =

THEOREME 3. Sotent p un nombre premier tel que p = 1 mod 8, F =
Q(/p:V2), k* =F(v/-1) et ey (resp. e2, €3) l'unité fondamentale de Q(./p)
(resp. Q(v/2), Q(yZp)). Alors
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(i) {\/E1€2¢3,¢€2,e3} est un SFU de F si et seulement si €3 est de
norme —1.
(ii) {e1,e2,+/E3} est un SFU de F si et seulement si €3 est de norme 1.

Dans les deuzx cas tout SF'U de F est un SFU de k*.

Démonstration. Comme l'indice des unités de F est égal a 2 et les deux
unités €1 et e sont de norme —1, le systéme {,/€1€2¢3, €2, €3} ou {e1, €2, /23}
est un SFU de F suivant que €3 est de norme —1 ou 1 (|[Kub-56]). Si 3
est de norme —1, alors d’aprés [Az-99] {\/e1€2€3,¢€2,€3} est un SFU de k*
si et seulement si il n’existe pas d’entiers «, 3,7 € {0,1} non tous nuls
tels que (2 + ﬁ)masgsg est un carré dans F. Supposons que 1'on a
(2+2) \/mo‘eg e] = X% avec X € F et les conditions précédentes. Soit o
le Q-automorphisme défini par v/2 — —v/2 et /p — /p. Alors (X o(X))? =
2e9(—=1)P(=1)7 = 28 (—1)7 = +2¢¢, ce qui implique que 2 est un carré
dans Q(,/p) ou bien 2e; est un carré dans Q(,/p), et ce n’est pas le cas.
Si €3 est de norme 1 on reprend la méme démonstration, et on trouve des
contradictions. m

REMARQUE 2. Soient p un nombre premier impair, Qy lindice des
unités de k et & Uunité fondamentale de Q(\/2p). Alors € est un carré dans
Q(\/]_), \/5) st et seulement si Qy = 2 si et seulement si € est de norme 1.

Démonstration. On trouve dans [Az-99] que Qx = 2 si et seulement si &
est de norme 1, et d’aprés [Az-00], on a Qi = 2 si et seulement si 2¢ est un
carré dans k. Alors pour obtenir la remarque il suffit d’observer que ¢ est un
carré dans Q(,/p, V/2) si et seulement si 2¢ est un carré dans k. =

THEOREME 4. Soient k = Q(v/2p,1) avec p un nombre premier tel que
p =1 mod 8, k* = Q(,/p, V2,4) le corps de genres de k, Cx2 le 2-groupe
de classes de k au sens large et € l'unité fondamentale de Q(+/2p). Alors
Cikz >~ (2",2™) (n > 0 et m > 1) et deux ou quatre classes de Cy o capitulent
dans k*, suivant que € est de norme —1 ou 1.

Démonstration. Comme p = 1 mod 8, le 2-rang(Cy2) est égal a 2 d’aprés
[Mc-Pa-Ra-95|, donc Cy 2 est de type (2",2™). On peut conclure facilement
que n > 1 et m > 2 (en utilisant la formule de Wada [Wa-66] et les résultats
de Kaplan [Ka-73|). Soit £1 (resp. €2, €3) 'unité fondamentale de Q(,/p)
(resp. Q(v/2), Q(v/2p)) et F = Q(,/p, v2). D’aprés le théoréme 3 et [Az-99],

on a les propriétés suivantes :
e Sic est de norme —1, alors Ey« = ((g, \/E1€2€3, €2, €3), ainsi Ny« /i (Fi+)
== <i, €3> = Ek.
e Si ¢ est de norme 1, alors Ey- = ((3,€1,€2,/€3), ainsi Ny« i (Ei+) =
<i,€3>, mais Ek = <i, \/iE3>.
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Puisque le nombre de classes qui capitulent dans k*/k est égal a 2[F) :
Ny k(B )], on a le résultat du théoréme. w

4. Commutativité de G = Gal(ng) /k). Le théoréme suivant donne
deux conditions nécessaires et suffisantes pour que la tour des 2-corps de
classes de Hilbert de k ne s’arréte pas en premier terme. Ces conditions

caractérisent la commutativité de G' = Gal(kg)/ k).

THEOREME 5. Soient k = Q(v/2p,1) avec p un nombre premier tel que
p=1mod 8§, kgl) le 2-corps de classes de Hilbert de k et kgz) le 2-corps de
classes de Hilbert de kgl). Alors

KV kP o p=2?432° <2> = (1—7> :
Py 2/4

Démonstration. Comme k* = Q(v/'2,/p, ) est une extension de type

(2,2,2) sur Q, d’aprés [Wa-66| on a

() = YD (@)~ 2)h(-p)h(2p)h(~2p).

De plus, h(2) = h(p) = h(~1) = h(~2) = 1 et h(k) = h(2p)h(~2p)/2Qx.
ce qui implique que (k") = g(k*/Q)h(—p)h(k)/21Qx, ot g(k"/Q) = [E -
(i,€1,€2,€3)], avec €1 (resp. €2, €3) I'unité fondamentale de Q(,/p) (resp.
Q(v2), Q(+v/2p)). Dans les deux cas de la norme de €3, il est facile de voir
que q(k*/Q) = 4. Par suite, puisque k* est une extension non ramifiée de
k et le rang du 2-groupe de classes de k est 2, on a k;l) = kg) < h(k*) =
h(k)/2 < h(—p) = 2Qx, ce qui équivalent a h(—p) = 4 et Qx = 2 ou
h(—p) = 2 et Qg = 1. Or si h(—p) = 4 on a Qx = 2 ([Sc-34]). D’autre
part P. Barrucand et H. Cohn [B-C-69]| ont montré que h(—p) = 4 si et
seulement si p # 2 + 32y%. On en déduit que kgl) %+ ng) si et seulement
si p = 22 + 32y%. Pour compléter la preuve du théoréme, on utilise lemme
ci-dessous. m

LEMME 2. Soit p un nombre premier tel que p =1 mod 8. Alors

2
p=a2>+32° & <—> = <£> .
P/ 4 24

Démonstration. Comme p = 1mod 8, on a p = 22+42b2. D’aprés [Ka-76],
(%)4@)4 = (—1)"2, par suite p =22+ 32y & b =4y & (12—))4(%)4 =1 =

COROLLAIRE 1. Soient k = Q(v/2p, i) avec p un nombre premier tel que
p =1 mod 8 et Cx o le 2-groupe de classes au sens large de k. Si Cy o est de
type (2,4), alors

2
I
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Démonstration. Comme Cy o est de type (2,4), d’aprés [Wa-66] le 2-
nombre de classes h(k) de k est donné par

1
h(k) = 5 Qh(2p)h(-2p)
o () = Qy désigne l'indice des unités de k. Selon [Ka-73|, 4|h(2p) et
4| h(—2p) ou 2| h(2p) et 4| h(—2p), donc h(k) = 8 si et seulement si h(2p) =
h(—2p) =4 et Q =1 ou h(—2p) = 2h(2p) = 4 et Q = 2. A. Scholz a montré

dans [Sc-34] que les derniers conditions sont équivalentes & (%) A= (g) A=
ou bien (%) 4= —(12—’) 4 = —1. Alors d’aprés le théoréme précédent, dans le

) RN

premier cas on a kgl) # k;Q et dans le deuxiéme on a k;’ =

5. Les sous-extensions de kgl)/k. Dans toute cette section on suppose
que p est un nombre premier tel que p = 1 mod 8 et (%)4 = (g)4 = —1.
Alors Cyx o = (0,7) ott 0 = 72 et 07 = 70, car Cy est de type (2,4). 11
est clair que Cy 2 admet trois sous-groupes d’indice 2 et trois sous-groupes
d’indice 4. Par la théorie des corps de classes, on sait que chaque sous-
groupe H de Ck 2 correspond & une extension non ramifiée K de kg) telle
que Cyo/H ~ Gal(K/k) et H = Nk i(Ck2). La situation est schématisée
par le diagramme suivant :

Kk

\
/

K1’4 K374 K2 4
Kio Ks 2 K2
k

Diagramme 1

Dans cette section on va essayer de construire les corps K 2, Ko 2, K32,

1 . , .
Ki4, Koy, K34, et kg ). Pour cela on aura besoin des deux résultats sui-
vants :

REMARQUE 3. Si on garde les notations précédentes, alors
Gal(K1,4/(@(i)) ~ Gal(KgA/Q(i)) >~ D3.
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Démonstration. Si on pose F' = Q(i) et K le corps Kj4 ou Koy, la
proposition 1 implique que Gal(K; 4/Q(7)) ~ Gal(K24/Q(i)) ~ D3. =

LEMME 3 (|[Lm-94|). Soit K/F wune extension biquadratique telle que
Gal(K/F) = (o, ¢) ~ /27 x Z.]2Z et soit R = K (/). Alors R/F' est nor-
male si et seulement si ' =2 est un carré dans K pour tout o € Gal(K/F).

- l—0 _ 2 -7 _ .2 l—0p _ 2 -
Dans ce cas écrivons p=~¢ = ag, p =y, et p % = ag,. Il est facile
de voir que ay @ = £1 pour tout o € Gal(K/F); on définit S(u, K/F) =

1 1 1
(a9+g asoﬂj Q$Q¢)

. Alors a une permutation prés on a :
(2,2,2) & S, K/F)=(+1,+1,+1),

)
(2,4) & S(uK/F)=(-1,-1,+1),
)
)

Gal(R/F) ~
(B/F) Ds & S, K/F) = (—1,+1,+1 ,
Q3 < S(NaK/F):(_l)_la_l .
De plus R est cyclique sur le corps fixé par (o) si et seulement si ozéﬂ’ = -1,

et est de type (2,2) dans le cas contraire.

THEOREME 6. Soient k = Q(1/2p,i) avec p un nombre premier tel que
p=1mod 8, (%)4 = (5)4 = -1, k* = Q(/p, V2,1) le corps de genres de k
et K12, Koo, K32, K14, Koy, K34 les sous-extensions du diagramme 1. St
on pose p=e? +16f2 = 22 +32y> = ¢ — 32d?%, m, = e+ 4fi, mp = e — 4fi,
T3 = +4yy/—2 et my = ¢+ 4dV/2 (c et d > 0), alors

o Ko =k(y/m), K32 =k* Koy =k(\/m2),

e Ki4=k"(y/m3), Ksa =k"(ym1), Kou = k*(y/ma),

o k) =K (\/75, /7).

Démonstration. Comme les premiers m; et mo (resp. T3, 71'4) sont rami-
fibes dans k/Q(7) (resp. dans k*/Q(v/2,1), k/Q(v/2)) et I'extension k* /k est
non ramifiée, les idéaux engendrés par m et my (resp. 73 et m4) sont des
carrés d’idéaux de k (resp. k*). Observons que e, z et ¢ sont des nombres
impairs, donc e = z = ¢ = +1 = 7% mod 4, alors les équations m; = &2
sont résolubles. Le théoréme 1 implique que les extensions k(/71), k(y/72),
k*(\/m3) et k*(/m4) sont des extensions différentes non ramifiées de k. Sup-
posons que k(,/71) = k*(y/72). Alors il existe un élément ¢ tel que 1 = t2mo,
ce qui implique que p = 273, et ce n’est pas le cas, car VP ¢ k. Comme
I'extension k*/Q est normale et k(m;)/Q (i = 1,2) n’est pas normale, on a
k(m;) # k*. De la méme fagon on montre que k*(\/m;) # k*(y/71) (i = 3,4).
Puisque w4 > 0, le corps réel maximal de k*(/74) est Q(v2, VT4,./P) et
pour k*(,/m3) c’est Q(v/2,/p), ainsi k*(y/73) # k*(/71). Or il est facile
de vérifier que S(ms3, k*)/Q(i) = S(ms,k*)/Q(7) = (—1,+1,+1). Le lemme
précédent donne alors Gal(k*(,/73)/Q(i)) ~ Gal(k*(\/71)/Q(%)) ~ D3, ce

qui achéve la preuve. =
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REMARQUE 4. On garde les notations précédentes. Alors les deux corps
K2 et Koo sont conjugués, en particulier h(Kj 2) = h(Ka2).

6. Le 2-nombre de classes de Q(v/2, /7, /P, 1). Soit p un nombre
premier tel que p = 1 mod 8. Alors il existe des entiers c et d tels que
p = c® —32d%. Soient m = ¢+ 4dv/2, L = Q(v/2, /T, /P, 1) et h le 2-nombre
de classes de Q(v/2,/—m) = Q(v/—7). Dans cette section, on va calculer
h(L), le 2-nombre de classes de L et h. Soit E/F une extension de corps de
nombres tel que les anneaux des entiers de E et F' sont principaux. Notons [-]
(resp. (-)) le symbole de reste quadratique de E (resp. F'), Ng/p 'application
norme de E/F, et [ (resp. p) un nombre premier de F (resp. F') dont la norme
absolue est impaire, vy la valuation l-adique et N, p((1)) = (p)/. Nous avons
alors :

PROPOSITION 8. Pour tout élément a de F' tel que vi(a) =0, on a

ol ()

Démonstration. Rappelons que le symbole de Hilbert sur E a la propriété

suivante :
w o x, NE/F(y)
3 N P

pour z € ', y € E et P un idéal premier de F' au-dessus de l'idéal premier
B de E. Comme v;(a) = 0 et d’aprés la proposition 2, on a

- (- (%) ()~ () - (3) -

Avant de démontrer le lemme suivant, rappelons que Q(\/ﬁ) admet deux
premiers infinis, Pu, et P... Si u est un élément de Q(+/2) nous notons v’
son conjugué et s(u) = uu'|uu’| =L

LEMME 4. On garde les notations précédentes. Alors

— — 2
(i) ( 7&7)60) = ( 7;})\/_> = 1 pour tout nombre premier | de Q(\/i)
différent de T et de /2.

o (72)-40(3)
w () -(35)- 6.0
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Démonstration. (i) évident, car v;(—7) = v;(g0) = v (v/2) = 0.
(ii) Soit 41 : v/2 + /2 (resp. i : v/2 — —+/2) le Q-plongement de Q(/2)
dans le Q(v2)p,, =R (resp. Q(v2)p,. = R) le complété de Q(v/2) pour la

valeur absolue associée & Py, (resp. P.). Alors d’aprés [Gr-03], on a

(ﬂ) _ {1'1_1((—7?771)7900) =ijt(1) =1 siu >0,

i ((—mu)p) =i (1) =1 siu<O0,

((
(—W,u) B iy (=" u)p ) =iy (1) =1 siu >0,
a ((=n",u")pr )=-1 siu' <0

(car (v,u)g = —1 si et seulement si les deux nombres u et v sont négatifs)
ot (—m,u)p,, (resp. (—m,u)p; ) est le symbole local de Hilbert définit sur

Q(v2)p, x Q(v2)p,. (resp. Q(\/i)’péo X Q(ﬁ)péo). D’oul le résultat.

(iii) Comme v;(—m) = 1 et v;(e) = 0 et d’aprés la proposition 2, on a

o) =[]

oil [-] est le symbole de reste quadratique sur Q(v/2). Or gg = 1 + /2 et
T=c+ 4d\/§, alors

&l- B - E] - Wl

D’aprés |[Ka-76, théoréme 2, p. 324| et la proposition précédente on a

- )51 6).6)
L (m) w1l (») P)4\2/y
Notons S I’ensemble des nombres premiers [ de Q(ﬂ) différents de 7, de v/2,

et de Py et P, les deux premiers infinis de Q(v/2). Alors d’aprés la formule
du produit pour le symbole de Hilbert, on a

() () (70 () () -

Puisque s(gg) = —1, alors (%jo) = —(=52). 1l résulte de (i) que

(&)= (75) - (2),(8),

(iv) De la méme facon que dans (iii), on trouve le résultat annoncé. =

THEOREME 7. On garde les notations et hypothéses précédentes. Alors
le 2-groupe de classes de Q(\/—m) est cyclique. De plus, on a
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Lo (2, =)
h=q2 (2= (3), =1
>4 (2),=(3), =1

Démonstration. On a Q(v/—7) = Q(v/2)(/—7). Le nombre de classes de
Q(v/2) est égal a 1, donc d’aprés [Gr-73], le 2-rang du 2-groupe de classes de
Q(v/—7) est 1y = t—1—e, ot t est le nombre des premiers de Q(v/2) qui sont
ramifiés dans Q(1/—7) et e est 'entier naturel tel que 2¢ est I'indice du groupe
engendré par les unités de Q(v/2) qui sont des normes dans Q(/—7) dans le
groupe des unité de Q(v/2). Observons que ¢ est un nombre impair tel que

—(c+4dvV2)=-r=—-() = —(%)4@)4 mod 4 (voir [Ka-76, théoréme 2,

p. 324]; donc d’aprés la proposition 1.2 de [Gr-73, p. 11], Q(v/—7)/Q(v/2)
est non ramifié en V2 si et seulement si (%)4 = —(%)4. De plus, Q(v/2)
admet deux premiers infinis, Py, et P’ se ramifiant dans Q(v/—7)/Q(v/2).
Comme —7 et —1 sont deux nombres négatifs et s(eg) = —1, le (ii) du lemme
précédent donne que

—m,—1 _ —m,E0\ _ (7o
(Poo )‘ bt (Poo)‘ (%)'

Nous avons toujours e = 2, car —1 et g¢ ne sont pas des normes dans

Iextension Q(v/—7)/Q(v/2) (un élément u de Q(v/2) est norme dans cette

extension si et seulement si la valeur du symbole de Hilbert (_(7;)’“) est égale

a 1 pour tout idéal premier (1) de Q(1/2)). Si (%)4 = —(%)4, alors e = 2 et

t = 3, par suite h = 1. Supposons dans toute la suite que (%)4 = (§)4. On

vérifie facilement que t = 4 et nous avons e = 2, ce qui prouve que ro = 1 et
le 2-groupe de classes de Q(y/—m) est cyclique.

Soient 74 le 4-rang du 2-groupe de classes de Q(y/—) et a I'idéal premier
de Q(v/—7) tel que (v/2) = a?. 1l est facile de voir que la classe de a dans
Q(v/=7) est une classe ambigué non triviale et I'idéal de Q(/2) engendré par
V2 est engendré aussi par 2+v/2 car —v/2 = (2+v2)(1-v2) = (2+v2)g; .
D’aprés la théorie des genres, 4 > 1 si 2 + /2 est norme dans l’extension
Q(v=7)/Q(+/2). Ainsi le (iv) du lemme précédent entraine que r4 > 1 si et

P

seulement si (%)4 = (5)4 = 1. D’otu le résultat énoncé. n

Rappelons qu’une extension CM est une extension quadratique totale-
ment imaginaire d’un corps de nombres totalement réel. Soit K/k une ex-
tension CM. Alors l'indice des unités de Hasse est défini par Qx = [Ek :
W Ey] ou Wi est le groupe des racines de 'unité contenues dans K, et Ex
(resp. Ej) le groupe des unités de K (resp. k). On note par wg le cardinal
de Wk. Il est & noter que Qx = 1 ou 2 (voir [Ha-85]).
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Dans le lemme suivant on va calculer 'indice des unités de Hasse de
M =Q(V2,v/=n,/p), L = M(i) et k*, le corps de genres de k = Q(y/2p, ).

LEMME 5. On garde les notations et hypothéses précédentes. Alors

Qu=Qk =Qr =1
Démonstration. Soient p un nombre premier tel que p =1 mod 8§, F =
Q(\/P: V2) et &1 (resp. €2, £3) I'unité fondamentale de Q(/p) (resp. Q(v/2),
Q(v2p)). Alors {\/e1e2¢e3, €2, €3} ou {e1,€2,/€3} est un SFU de F suivant

que £3 est de norme —1 ou 1. Si €3 est de norme —1, alors d’aprés [Az-99],
{\/E1€2¢3, €2, €3} est un SFU de M si et seulement s'il n’existe pas d’entiers
a, 3,7 € {0,1} non tous nuls et tels que Wmaegsg est un carré dans F.
Supposons que 7r\/€16—263a£g g4 est un carré dans F. Comme 7 (resp. £1,€2)
est de norme p (resp. —1) dans F/Q(1/2p), pe%(—l)ﬁs? est un carré dans
Q(v/2p), ce qui implique que p est un carré dans Q(1/2p) ou bien pes est un
carré dans Q(1/2p), et ce n’est pas le cas. Si €3 est de norme 1 on reprend
la méme démonstration, et on trouve des contradictions. Il reste de prouver
que Qg+ = @ = 1. Le théoréme 3 implique que Qi+ = 1. On en déduit,
avec le lemme 25 de [Ok-01], que Q, = 1. »

THEOREME 8. Soient L = Q(v/2, /T, VD, 1) avec p = c? — 32d* un

nombre premier tel que p = 1 mod 8, 7 = ¢ + 4dv/2 (¢c,d > 0) et h le
2-nombre de classes de Q(v/—m). Alors

h\? h(k*
(5) "5 s G-t
h(L) =
h(k*) .
— sinon.
2
Démonstration. Notons que L/F est une extension normale de type (2, 2)
qui vérifie les hypothéses de la proposition 2 de [Lm-95]. Il en résulte que
h(L) = QL wr,  h(M)h(k*)h(N)
QMQk* WM Wi h(F)2

avec M = Q(/p,v—m), N = Q(/p, v7), k* = Q(v2,/p,7) le corps de
genres de k = Q(y/2p, ) et F = Q(v/2, /p). Lorsque (2)4 =—(%),, onavu

P
aux sections 4 et 5 que la suite des 2-corps de classes de k de Hilbert s’arréte

en kgl) et L est une extension quadratique non ramifiée de k* ; par suite,
h(L) = h(k")/2.
< (2 2 -1 .
Si (5)4 = (%), alors (1—3)4(%)4 = (=}) =1 (voir [Ka-76]). Dans ce cas,
¢ =1 mod 4, ainsi 7 = 1 mod 4. Sous ces conditions, le théoréme 1 implique
que N = F(4/m) est une extension quadratique non ramifiée, et donc puisque

le groupe de classes de F est cyclique (voir [Az-Mo-01]) on a
(6.1) h(N) = h(F)/2.
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Maintenant, remarquons que M/Q(y/2) est une extension normale de
type (2,2); nous pouvons alors appliquer la formule de Kuroda (proposi-
tion 3) et on a

hh'h(F
h(M) = 2 (F)

2h(Q(v2))?
avec ¢ = [Ey @ EE'Eg], h (resp. h') le 2-nombre de classes de Q(v/—)
(resp. Q(v/—7')), ' = ¢ — 4dv/2 et E (resp. E') le groupe des unités de
Q(v/—m) (resp. Q(v/—7")). Comme Q(y/—7) et Q(+/—7’) sont deux corps de
nombres conjugués, on a h = h’ et le lemme précédent implique que

[Ey : BEp] = 1.
Il est clair que Q(v/—m) et Q(v/—7') sont des extensions CM dont les

indices des unités sont égaux a 1 (il suffit de remarquer que —mwey n’est
jamais un carré dans Q(v/2) ot g est I'unité fondamentale de Q(v/2)). Par
suite, F et E’ sont engendrés par —1 et g et inclus dans Ep, c’est-a-dire
q = [EM : EE/EF] = [EM : EF] = 1. Ainsi

(6.2) h(M) = %th(F).

Compte tenu du lemme précédent on a

1 8 1
(6.3) Qo _wr _ =
QuQxr wywir  1-12-8 2
Les résultats (6.1)—(6.3) impliquent que h(L) = (h/2)* - h(k*)/2. Les
résultats du théoréme 7 achévent la preuve. =

7. Structure de G = Gal(kg)/k) et de Ok

THEOREME 9. Soient k = Q(v/2p,1) avec p un nombre premier tel que
p=1mod 8, k* = Q(v2, VD, 1) le corps de genres de k et Cy= o le 2-groupe
de classes de k*. Alors le rang de Cy= 2 est 2 ou 3. De plus, le rang de Cy o

est 3 si et seulement si (%)4 = (§)4 =1.

Démonstration. Notons F le corps Q(v/2,i) = Q((s), Am(k*/F) le
groupe de classes ambigués dans k*/F et r le rang de Ci- . Il est bien
connu que le groupe des unités de F' est engendré par eg = 1 + /2, l'unité
fondamentale de Q(ﬁ), et (g, la racine 8-iéme de l'unité; de plus, le nombre
de classes de F' est égal & 1. Alors la formule de genres donne le nombre des
classes ambigués dans k* /I :

Am(c'/F) & y

[EF : Ep N Ny (k)] 7
car il existe quatre idéaux premiers de F' qui se ramifient dans k* ; ces idéaux
sont au-dessus de p. Comme F' est imaginaire, k* = F'(/p) et grace a la
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formule de produit pour le symbole de Hilbert (ﬁ), le théoréme de Hasse
entraine qu’'une unité € de F' est une norme si et seulement si (p,e)g =1
pour tout idéal premier de F' qui n’est pas au-dessus de 2. En utilisant
les propriétés du symbole de Hilbert et le méme raisonnement que dans le
lemme 4 on trouve que

(1 si 3 n’est pas au-dessus de p,
<g) si 0 est au-dessus de p et € = (g,
peN_) o/, Yy
6 ) (—) (—) si @ est au-dessus de p et € = &,
2)4\P/4
2
<—> si (0 est au-dessus de p et € = o(s.
PJy
En particulier,
(Csr20) st (3),= (), =1,
o ) Geo) s (F), = (5), =1,
Fr0NertO=0 ) s (2), =—(8), = -1
8,0 pl4 2/4 ’
frooGe) i (2), = ~(3), =1
Enfin
_ — 1’

3 o (2 4
Am(k*/F)| = {2 (2).=(5),
22 sinon.
D’ot le résultat. m

REMARQUE 5. Soient p un nombre premier tel que p =1 mod 8 et k* le
corps de genres de k = Q(\/2p, ). Alors on a les décompositions suivantes :

(p) = (n7) dans Q(V/2),

(m) = (mime) et (7') = (mw3ma) dans Q((s),
(m) = QZZ dans k*,

(p) = B° dans Q(v/2p),

o 3 ="P 1Py dans Q(v/2, VD)

e P1 = G1Gs dans k*,

o (1) =P} dans Q(V2, /D).

THEOREME 10. Soient k = Q(v/2p, i) avec p un nombre premier tel que
p=1mod 8§, (%)4 = (%)4 =1, k* = Q(V2, VD, 1) le corps de genres de k
et Cx= 2 le 2-groupe de classes de k*. Alors le 4-rang de Cy= 2 est 1.

Démonstration. D’aprés le théoréme précédent, la condition (%)4 = (%)4
= —1 entraine que le rang de Ck= o est égal & 2 ou encore il y a exactement
quatre classes ambigués dans k*/Q((g).



118 A. Azizi et M. Taous

Il est & noter que, si E/F est une extension quadratique de corps de
nombres telle que le nombre de classes de F' est impair et il existe exactement
2" classes ambigués qui sont des carrés, alors le 4-rang de Cg est égal a 7.
Comme le 2-nombre de classes de k* est égal & 2h(—p) et est divisible par 16,
le 4-rang de Cy~ o est 1 ou 2. Il reste de trouver la classe ambigué non triviale
de Cy+ 2 qui n’est pas un carré.

Nous reprenons les notations de la remarque précédente. Alors 1’'idéal
B est non principal car sinon pe est un carré dans Q(1/2p) ou ¢ est 'unité
fondamentale de Q(/2p), ce qui implique que € est un carré dans Q(v/2, VD),
c’est-a-dire que € est de norme 1 (voir remarque 2). Mais puisque (%) 4=
(g) 4 = —1, ¢ est de norme —1, et on obtient une contradiction. Or la relation
N@(\/i V/P)/Q(v/2p) (P1) = B implique que P; est non principal, et par suite
la classe de P; est d’ordre 2. De méme /\/'k*/@(\/i\/@(gl) = P; et Gy est

non principal dans k*, donc la classe [Gi] est ambigué non triviale dans
k*/Q(Cg) car (m) = G?. Rappelons que puisque (%)4 = (g)4 = -1, le
nombre de classes de Q(\/i, V/P) est égal & 2, ce qui prouve que la classe
[P1] = Mo, /) ([G1]) engendre le groupe de classes de Q(V2, /p); ainsi
la classe [G1] n’est pas un carré dans Ci« 5. D’ou le résultat énoncé. =
LEMME 6. Soit L/k une extension quadratique non ramifiée telle que la

suite des 2-corps de Hilbert de k s’arréte en kél). Alors NL/k(C’ng) ~CrLa.
Démonstration. Montrons que ’homomorphisme suivant est injectif :
Cra2 — Cra, ¢ Npj(c).

Comme L est une extension non ramifiée de k, d’aprés la théorie des corps
de classes on a

[Cr2 : Npyji(Cr2)l = [L: k] =2,
ce qui implique que
INe(Cra)l = h(k)/2.
Puisque la suite des 2-corps de Hilbert de k s’arréte en kél) et que L est une
extension quadratique non ramifiée de k, on a
h(L) = h(k)/2.
Ceci prouve que h(L) = [Ny /4(CL2)|, par suite N7, est injectif et
Npi(Cr2) ~Cro. =
THEOREME 11. Soient k = Q(v/2p,i) avec p = c® — 32d*> un nombre
premier tel que p =1 mod 8, T = ¢ + 4dv/2 > 0, (%)4 = (%)4 = —1, kél)
le 2-corps de classes de Hilbert de Kk, k;Q) le 2-corps de classes de Hilbert
de kgl) et G = Gal(kg)/k). Alors G est métacyclique non modulaire et la
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suite des 2-corps de classes de Hilbert de k (resp. k*) s’arréte en kg) (resp.

k;(l) — ng))_

Démonstration. Compte tenu des théorémes 9 et 10, on peut conclure
que le 2-groupe de classes de k* est de type (2,2™). Alors k* admet trois
extensions quadratiques non ramifiées. Le diagramme 1 et le théoréme 6
montrent que ces trois extensions sont Kj 4, Ko 4 et K34 et donc, d’apres
le théoréme 8, h(Kz4) = h(k*)/2 = h(—p). Dans ce cas, la proposition 7
implique que la suite des 2-corps de classes de Hilbert de k* s’arréte en k;(l).
Par ailleurs, il découle du lemme précédent que Ny, ic(Car,2) = Cy, 2, 01t
M; = K, 4. La théorie des corps de classes nous donne que NMi/k(CM,',Q)
est cyclique pour deux indices 7. On en déduit que M; et kgl) ont le méme
2-corps de classes de Hilbert kgz), donc G’ est d’ordre h(—p)/2 > 4. Par suite,
k;(l) = kg2) et G est non modulaire. Soit i tel que M;/k est cyclique; alors
H = Gal(kg) /M;) est un sous-groupe cyclique normal de G = Gal(kg) /k)
tel que G/H ~ Gal(M;/k). Donc G est un groupe métacyclique non modu-
2 _ k®
2 — 2 - u

laire, ce qui entraine que G’ est cyclique, et par conséquent k

LEMME 7. Soit L/k une extension quadratique ramifiée. Alors I’homo-
morphisme suivant est surjectif :

Cr2 — Cra, c— Nppl(c).
Démonstration. Comme L/k est ramifiée, la théorie des corps de classes
implique que
[Ck.2 3NL/k(CL,2)] <|[L:Ek]=2.
Autrement dit, N, est surjectif. m

PROPOSITION 9. Soient d un entier naturel sans facteurs carrés, k =
Q(\/ﬂ,i), € lunité fondamentale de k et 'H lidéal premier au-dessus de
1+ i dans k. St Uindice des unités de k est égal a 1, alors la classe de 'H
dans k est d’ordre 2. De plus, la classe H capitule dans k(\/2).

Démonstration. Méme démonstration que dans [Az-00]. =

THEOREME 12. Soient k = Q(1/2p, i) avec p un nombre premier tel que
p =1 mod 8, (12—))4 = (%)4 = —1, Cx 2 le 2-groupe de classes de k et H ["idéal
premier au-dessus de 1 + i dans k. Alors Cyxo = (0,7) avec 0 = [H] (la
classe de M dans k) et Ny jq(,/25)(7) = 1.

Démonstration. Comme (%)4 = (5)4 = —1, le 2-groupe de classes de
Q(V/2p) est cyclique d’ordre 4, engendré par une classe c et

(71) Ck,2 = <0', T> avec 0'4 = T2 =1letor =710.
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On note « le noyau de 'homomorphisme N /Q(V2p) 5 d’aprés le lemme précé-
dent,

(7.2) Cx2/k ~ (c) ~ Z/AZ.
Soit 3 I'idéal premier de Q(+/2p) au-dessus de 2. Alors

2 =% dans Q(v/2p), B=H>dansk, Nz (H])=I[0

Par suite, la classe de 3 est d’ordre 2 dans Q(1/2p) (car I'unité fondamentale
de Q(+/2p) est de norme —1). Ceci implique que [3] = ¢?, en particulier

(7.3) Njayzp) (H]) = ¢

Les résultats (7.1)—(7.3) donnent le théoréme énoncé. m

8. Preuve du théoréme principal. Reprenons la situation et les nota-
tions de la section 5. Alors le groupe G = Gal(kg) /k) est métacyclique et non
modulaire. Donnons maintenant une démonstration du théoréme principal ;
pour cela nous avons besoin du lemme suivant :

LEMME 8. Soit k = Q(v/2p, i) avec p un nombre premier tel que (%)4 =

(5), = —1. Si on suppose que G = (a,b) = Gal(k(f)/k) avec a®> = bt =
1 mod &', alors ab® = ba.

Démonstration. Nous avons vu que la suite des 2-corps de classes de k*
s’arréte en k;(l) = ng) ; alors le groupe Gal(kgz)/k*) = Hj5 = {(a,b*,G’) est
abélien, ce qui implique que ab® = b%a. w

Preuwve du théoréme principal. Montrons que la classe [H;] de H; est
d’ordre 2. Comme 7; se ramifie dans k/Q(7) et p se ramifie dans Q(v/2p),
il existe un idéal H; de k tel que H? = (m;) et un idéal 3 de Q(y/2p) tel
que 32 = (p). On suppose que H; = (y) pour un certain y de k. On a donc,
en prenant la norme, Ny g /25 (Hi) = (z) pour un certain = de Q(y/2p) et
% = (z%) = (p). Cela est équivalent a I'existence d’une unité & de Q(+/2p)
telle que pe = 22 ; alors € est égal a +e9, oll €9, est I'unité fondamentale de
Q(+/2p) ou bien +1, ce qui montre que la norme de €9, est positive ou bien p
est un carré dans Q(y/2p). Cela méne a une contradiction, puisque la norme
de g9, vaut —1 et \/p ¢ Q(y/2p). Il s’ensuit que la classe de H; est d’ordre 2.

Montrons que H; et H représentent la méme classe dans k. Rappelons
que si L/M est une extension cyclique, on désigne par Am(L/M) le groupe
de classes ambigués et par Amg¢(L/M) celui des classes fortement ambigués.
Alors on a

|Am(L/M)| = |Ame(L/M)[[Exr O Npyn (L) 2 Ny (EL)],

ou E, (resp. Eps) est le groupe des unités de L (resp. M). Dans le notre
cas le 2-groupe de classes de k est de type (2,4), donc |[Am(k/Q(7))| = 4.
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De plus, Ex est engendré par €3, et i; or i est norme dans k/Q(7), par suite
|Am¢(k/Q(7))] = 2, c’est-a-dire qu’il existe une seule classe de k d’ordre 2,
fortement ambigué. Comme (7;) = H? et (1 + 1) = H?, les classes de H; et
H sont fortement ambigués. Finalement, on a [H1] = [Ha] = [H].

Montrons que G = Gal(kg2)/ k) = (a,b) est un groupe métacyclique non
modulaire ou a2" = b* = 1 et b7 lab = a " avec 1 < s < a et k
un nombre impair. On sait d’aprés la proposition 9 que la classe de H est
d’ordre 2 et capitule dans k* = K3». Or, on a vu (théoréme 4) quil y a
exactement deux classes qui capitulent dans k*, donc ker ji i+ = [H] = o2
Par la loi de réciprocité d’Artin, on trouve que ker Vo g5 , = b2G'. D’aprés la
proposition 6 et le lemme précédent, on a Vo g, ,(b*G') = b_lbgbeHZ’))’2 =
b* = 1, ce qui se produit seulement si G est un groupe métacyclique non
modulaire de type 1 ou 3 (voir proposition 4). Supposons que G est de type 1,
donc btab = a~!. D’aprés la proposition 6, Vo, ,(aG') = b~ laba =
a la =1, ce qui implique qu’il y a exactement quatre classes qui capitulent
dans k*, ce qui n’est pas le cas. Donc G est de type 3, c’est-a-dire G = (a, b)
ot a® =1, =1, b tab=a 2" avec 1 < s < a, k un nombre impair, et
G est d’ordre 2912, Or, on sait d’aprés le théoréme 11 que la suite des 2-corps
de classes de k* s’arréte en k;(l) = k;2). Alors Gal(k;(l)/k*) = Gal(kg)/k*).
De plus, h(k*) = 2h(—p) = 2 - 2", par conséquent l'ordre de G est égal a
2"*2 ot o = n.

Montrons que seules la classe de H et son carré capitulent dans chacune
des trois extensions quadratiques non ramifiées de k. On a vu que la classe de
H et son carré capitulent dans k*. Calculons Vg_ g, ,(aG'), Va—m, ,(b*G),
V-t (aG') et Vg, ,(b*°G’). Remarquons d’abord que Hy = (b,G’) =
(b,a?), donc le groupe des commutateurs Hj o est (a=2b=1a?b). Comme
b=lab = a 112" on a

H{,z — <a72a72+k25+1> _ <a—2+k2$>2 _ <a’1b*1ab>2 — G2 = <a4>.

De la méme facon, on trouve que Hé,z = (a*). Les résultats de la propo-
sition 6 et le lemme précédent montrent que

Voot ,(V*G) = a7 'VPab’H] y = a ' ab®b’H] y = b"H{ , = H{ , = 1.
Avec le méme raisonnement, on montre les résultats suivants :
Voot 2(aG) = a®H{ 5 = Va1, ,(aG') et Vam,,(bV°G') = Hy, = 1.

Puisque a? ¢ Hj ,, H} 5, par la loi de réciprocité d’Artin, seules la classe
de H et son carré czipitulént dans K 2/k et dans Kj o /k.

Montrons que les huit classes de C 5 capitulent dans les trois extensions
abéliennes non ramifiées de degré 4 de k. On peut comme précédemment
montrer que Vg_p,,(aG") = Vo, ,(aG") = Vg, ,(aG’) = ak?" et
Voot . (bG') = Vaop,, (bG') = Vg, ,(bG') = b*. Soient F le corps de
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genres de k/Q(i) et Am(k/Q(7)) le sous-groupe des classes ambigués dans
k/Q(i) de Cx 2. Comme le nombre de classes de Q(4) est égal a 1, d’aprés la
théorie des genres on a

Am(k/Q(i)) ~ Gal(F/k) =~ Cy2/(Cx2)* ~ Z/27 x 7./ 27,

en particulier Am(k/Q(i)) = (02,7) et F = Ks4 (car K34 est la seule
extension abélienne non ramifiée de type (2,2) sur k). Comme (0%, 7) ~
(B®°G’,aG"), d’aprés F. Terada toutes les classes ambigués de k relative-
ment a Q(i) capitulent dans K34 (voir par exemple [Su-91|). Par suite
on a (b*G',aG’) C kerVg_m,,. Les résultats précédents impliquent que

+1 ) . . . . .
akf?*™ =1, par conséquent 2" divise k25!, Puisque k est un nombre impair

et a d’ordre 27, on trouve que 2" divise 2Tl et n < s+1;oronas <n—1,

. +1 . .
ce qui prouve que s =n — 1 et " =R =t = 1, ainsi

VG—>H1,4 (G/GI) = VG—>H2,4 (G/GI) = VG—>H3,4 (G/G/) =1

Ceci achéve la preuve du théoréme principal. =
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