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Capitulation des 2-
lasses d'idéaux de k = Q(
√

2p, i)par
Abdelmalek Azizi et Mohammed Taous (Oujda)

1. Introdu
tion. Soient k un 
orps de nombres de degré �ni sur Q,
p un nombre premier, Ck le groupe de 
lasses de k et Ck,p le p-groupe de
lasses de k. On note k

(1)
p le p-
orps de 
lasses de Hilbert de k au sens large.Soit k

(n)
p (pour n un entier naturel) la suite de p-
orps de 
lasses de Hilbertdé�nie par k

(0)
p = k et k

(n+1)
p = (k

(n)
p )

(1)
p . Alors on a

k(0)
p ⊆ k(1)

p ⊆ · · · ⊆ k(n)
p ⊆ · · · .Cette suite est appelée la tour des p-
orps de 
lasses de Hilbert de k ; onsait qu'elle est �nie si et seulement s'il existe une p-extension �nie E de k telleque le p-nombre de 
lasses (la p-partie du nombre de 
lasses) de E est égalà 1. Mais 
ette 
ara
térisation ne permet pas d'obtenir une pro
édure pourdire que 
ette suite s'arrête ou non ; 
ependant, il est 
onnu par un résultatde Taussky ([Ta-37℄) que si C

k
(1)
p ,p

est 
y
lique alors C
k
(2)
p ,p

est trivial, 
e quiimplique que k
(2)
p = k

(3)
p . Or, si p = 2 et Ck,p est de type (2, 4), alors d'aprèsun résultat de Bla
kburn ([Bl-58℄), le rang de C

k
(1)
p ,p

est ≤ 3.L'objet de 
e travail est l'étude du problème de la tour pour le 
orps
k = Q(

√
2p, i), dont le 2-groupe de 
lasses est de type (2, 4). Nous déter-minons aussi les 2-
lasses de Ck qui 
apitulent dans les sous-extensionspropres de k

(1)
2 /k, 
e qui nous permet de trouver une représentation de

G = Gal(k
(2)
2 /k), le groupe de Galois de k

(2)
2 /k, lorsque k

(1)
2 6= k

(2)
2 . Notrethéorème prin
ipal est le suivant :Théorème prin
ipal. Soit k = Q(

√
2p, i) ave
 p un nombre premiertel que p ≡ 1 mod 8 et (

2
p

)

4
=

(p
2

)

4
= −1. Alors il existe e, f ∈ N tels que2000 Mathemati
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104 A. Azizi et M. Taous
p = e2 + 16f2. Soient π1 = e + 4fi, π2 = e − 4fi, 2n le 2-nombre de 
lassesde Q(

√−p), et H1, H2 et H les idéaux premiers au-dessus de π1, π2 et 1 + idans k. Alors(1) Les idéaux H, H1 et H2 représentent la même 
lasse dans k.(2) G = Gal(k
(2)
2 /k) = 〈a, b〉 est un groupe méta
y
lique non modulaireoù a2n

= b4 = 1 et b−1ab = a−1+k2n−1 ave
 k un nombre impair.(3) Seules la 
lasse de H et son 
arré 
apitulent dans 
ha
une des troisextensions quadratiques non rami�ées de k.(4) Les huit 
lasses de Ck,2 
apitulent dans les trois extensions abéliennesnon rami�ées de degré 4 de k.Dans 
e qui suit, on adoptera les notations et les 
onventions suivantes :
p est un nombre premier ; si p ≡ 1 mod 8, le symbole (

2
p

)

4
(biquadratiquerationnel) est égal à 1 ou −1, suivant que 2(p−1)/4 ≡ ±1 mod p. Le symbole

(p
2

)

4
est égal à (−1)(p−1)/8. On désigne par h(F ) le 2-nombre de 
lasses d'un
orps de nombres F . Rappelons aussi que D3 (resp. Q3) est le groupe diédral(resp. des quaternions) d'ordre 23.2. Résultats préliminaires. Ce paragraphe est réservé à 
ertains ré-sultats utiles dans le reste de l'arti
le. Les deux premiers résultats 
on
ernentdes 
as parti
uliers des extensions non rami�ées.Théorème 1 ([Hi℄). Soient K/k une extension quadratique et µ unnombre de k premier à 2 tel que K = k(

√
µ). L'extension de K/k est nonrami�ée aux premiers �nis de k si et seulement si µ véri�e les propriétéssuivantes :

• L'idéal prin
ipal engendré par µ est le 
arré d'un idéal (fra
tionnaire)de k.
• Il existe un nombre non nul ξ ∈ k véri�ant µ ≡ ξ2 mod 4 (il s'agitd'une 
ongruen
e (multipli
ative) dans k, modulo le sous-groupe desnombres de la forme 1 + 4r/s ave
 r et s entiers de k tel que s soitpremier à 2).Proposition 1 ([R-R-33℄). Soit K/F une extension quadratique telleque le nombre de 
lasses de F est impair. Si K admet une extension nonrami�ée 
y
lique R d'ordre 4, alors R/F est normale et Gal(R/F ) ≃ D3.On aura besoin aussi de 
ertains résultats sur les symboles quadratiquesbien 
onnus, notamment 
eux de Hilbert (a,b

P
) et les symboles des restesquadratiques [

a
P

] (pour plus de détails, voir [Gr-73℄ et [Za-99℄). Expli
ite-ment, la valeur du symbole de Hilbert est donné dans un 
as parti
ulierpar :
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lasses d'idéaux de k = Q(
√

2p, i) 105Proposition 2 ([Se-70℄). Soient K un 
orps de nombres de degré n telque son anneau des entiers est prin
ipal , a = lvl(a)u et b = lvl(b)v deuxéléments de K où (l) est un idéal premier de K au-dessus d'un nombrepremier p tel que p − 1 ≥ n et vl est la valuation l-adique. Alors
(

a, b

(l)

)

=

[−1

(l)

]vl(a)vl(b)
[

u

(l)

]vl(b)
[

v

(l)

]vl(a)

.Le résultat suivant est la formule de Kuroda.Proposition 3 ([Lm-94℄). Soient K/k une extension normale dont legroupe de Galois est de type (2, 2), et kj (j = 1, 2, 3) ses trois sous-extensionsquadratiques. Alors
h(K) = 2d−κ−2−vq(K)h(k1)h(k2)h(k3)/h(k)2,où q(K) = (EK : Ek1Ek2Ek3) est l'indi
e des unités de K/k, d le nombredes premiers in�nis de k qui sont rami�és dans K, κ est le Z-rang du groupedes unités Ek de k et v = 1 ou 0 suivant que K ⊆ k(

√
Ek) ou non.Maintenant on va rappeler des résultats 
on
ernant la théorie des groupesqui se révélerons très utiles dans la suite de 
e travail.Définition 1. On dit qu'un groupe �ni G est méta
y
lique s'il possèdeun sous-groupe 
y
lique normal H tel que le quotient G/H est 
y
lique.Théorème 2 ([Hu-67℄). Soit p un nombre premier. Tout p-groupe mé-ta
y
lique d'ordre pN peut être représenté par

G = 〈a, b : apn

= 1, bpm

= ai, b−1ab = aq〉ave
 les 
onditions suivantes :(i) n + m = N ,(ii) qpm ≡ 1 mod pn,(iii) i(q − 1) ≡ 0 mod pn.Remarquons que les groupes méta
y
liques abéliens sont les groupes 
y-
liques ou les groupes abéliens de rang 2, don
 on suppose dans toute la suitequ'un groupe méta
y
lique est non abélien.Remarque 1. Soit G un groupe méta
y
lique. Alors le groupe des 
om-mutateurs G′ est 
y
lique.Démonstration. Comme G est méta
y
lique, il existe un sous-groupe nor-mal H de G tel que G/H est 
y
lique, don
 abélien ; par suite G′ ⊂ N , 
equi montre que G′ est 
y
lique.Définition 2. Le groupe modulaire est un groupe G d'ordre 2n (n > 3)méta
y
lique tel que G/G′ ≃ (2, 2n−2). En parti
ulier G′ est d'ordre deux.



106 A. Azizi et M. TaousProposition 4 ([Be-Sn-94℄). Soient G un 2-groupe méta
y
lique nonmodulaire et G′ le groupe des 
ommutateurs de G. Si le groupe G/G′ est detype (2, 2m) ave
 m > 1 et G = 〈a, b〉 ave
 a2 ≡ b2m

mod G′, alors G′ = 〈a2〉et G est de l'un des types suivants :
• Type 1 : a2α

= 1, b2m

= 1, b−1ab = a−1, α > 1 ;
• Type 2 : a2α

= 1, b2m

= a2α−1 , b−1ab = a−1, α > 1 ;
• Type 3 : a2α

= 1, b2m

= 1, b−1ab = a−1+k2s , 1 < s < α, k impair ;
• Type 4 : a2α

= 1, b2m

= a2α−1 , b−1ab = a−1+k2s , 1 < s < α, k impair.Soient k un 
orps de nombres dont le 2-groupe de 
lasses est de type
(2, 4) et G = Gal(k

(2)
2 /k). Alors G/G′ est de type (2, 4), don
 G = 〈a, b〉ave
 a2 ≡ b4 ≡ 1 mod G′ (théorème de la base de Burnside) et Ck,2 =

〈τ, σ〉 ≃ 〈aG′, bG′〉 où (τ, k
(2)
2 /k) = aG′ et (σ, k

(2)
2 /k) = bG′ ave
 (·, k(2)

2 /k)le symbole d'Artin dans k
(2)
2 /k. Par suite, il existe trois sous-groupes de Gd'indi
e 2 : H1,2, H2,2 et H3,2 tels que

H1,2 = 〈b, G′〉, H2,2 = 〈ab, G′〉, H3,2 = 〈a, b2, G′〉.Il existe aussi trois sous-groupes de G d'indi
e 4 : H1,4, H2,4 et H3,4 tels que
H1,4 = 〈a, G′〉, H2,4 = 〈ab2, G′〉, H3,4 = 〈b2, G′〉.Soient H un sous-groupe de G d'indi
e 2 ou 4, K un sous-
orps de k

(2)
2 /klaissé �xe par H et j = jk→K l'appli
ation de Ck,2 vers CK,2, qui fait 
or-respondre à la 
lasse d'un idéal I de k la 
lasse de l'idéal engendré par Idans K. Artin a prouvé :Proposition 5 ([Mi-89℄). Il existe un homomorphisme de groupes VG→Hde G/G′ vers H/H ′ appelé le transfer de G vers H tel que le diagrammesuivant est 
ommutatif :

Ck,2
j−−−−→ CK,2

(·,k(2)
2 /k)





y





y(·,K(2)
2 /K)

G/G′ VG→H−−−−→ H/H ′où les �è
hes verti
ales sont des isomorphismes donnés par la loi de ré
ipro-
ité d'Artin et (·, k(2)
2 /k) (resp. (·, K(2)

2 /K)) est le symbole d'Artin dans
k

(2)
2 /k (resp. K

(2)
2 /K).Comme les Hr,s sont des sous-groupes normaux de G = Gal(k

(2)
2 /k), nousutilisons la proposition suivante ([Mi-89℄) pour trouver les 
lasses de k qui
apitulent dans les extensions Kr,s (Kr,s est le sous-
orps de k

(2)
2 laissé �xepar Hr,s).
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lasses d'idéaux de k = Q(
√

2p, i) 107Proposition 6. Soit H un sous-groupe normal d'un groupe G. Pour
g ∈ G, on pose f = [〈g〉H : H] et soit {x1, . . . , xt} un ensemble de représen-tants de G/〈g〉H. Alors

VG→H(gG′) =
t

∏

i=1

x−1
i gfxiH

′.On �nit par un résultat 
on
ernant le 2-groupe de 
lasses des 
orps denombres de type (2n, 2m) où n et m sont deux entiers stri
tement positifs.Proposition 7 ([Be-Le-Sn-98℄). Soient k un 
orps de nombres dont le 2-groupe de 
lasses est de type (2n, 2m) où n et m sont deux entiers stri
tementpositifs, et k
(1)
2 le 2-
orps de 
lasses de Hilbert de k. S'il existe une extensionquadratique non rami�ée de k dont le 2-nombre de 
lasses est égale à 2n+m−1,alors le 2-nombre de 
lasses des trois extensions quadratiques non rami�éesde k est égale à 2n+m−1 et la suite des 2-
orps de 
lasses de Hilbert s'arrêteen k

(1)
2 .3. Capitulation dans le 
orps de genres de k. Soient p un nombrepremier tel que p ≡ 1 mod 8, k

∗ le 
orps de genres de k = Q(
√

2p, i),
h(m) le 2-nombre de 
lasses de Q(

√
m) et h(F ) le 2-nombre de 
lasses d'un
orps de nombres F . Si F = Q(

√
d1,

√
d2) est un 
orps biquadratique, QFdésigne l'indi
e du groupe engendré par les groupes des unités de Q(

√
d1),

Q(
√

d2) et Q(
√

d1d2) dans le groupe des unités de F . Si d1 = d 6= 2, 3 et
d2 = i, alors QF est l'indi
e de Hasse de K (voir p. 114). On sait d'après[H-S-82℄ que le nombre de 
lasses qui 
apitulent dans une extension 
y
liquenon rami�ée M/N est égal à [M : N ][EN : NM/N (EM )], où EN (resp. EM )est le groupe des unités de N (resp. M). Alors pour 
al
uler le nombre de
lasses qui 
apitulent dans k

∗/k il faut 
her
her un système fondamentald'unités (SFU) de k
∗. Comme k

∗ = Q(
√

p,
√

2, i), on va 
her
her un SFU de
F = Q(

√
p,
√

2) a�n de trouver un SFU de k
∗ (pour plus de détails sur 
etteméthode voir [Az-99℄).Lemme 1. Soient p, p′, q1, q2 et q des nombres premiers di�érents telsque p ≡ p′ ≡ −q1 ≡ −q2 ≡ −q ≡ 1 mod 4, π ∈ {2, p′, q, 2q, q1q2} et

F = Q(
√

p,
√

π). Alors l'indi
e d'unités QF est égal à 2.Démonstration. D'après [Wa-66℄, on a h(F) = QFh(p)h(π)h(pπ)/4. Ordans tous les 
as de π, on a h(π) = 1 et aussi h(p) = 1, don
 h(F) =
QFh(pπ)/4. On trouve dans [Az-Mo-01℄ que h(F) = h(pπ)/2, 
e qui prouveque QF = 2.Théorème 3. Soient p un nombre premier tel que p ≡ 1 mod 8, F =
Q(

√
p,
√

2), k∗ = F(
√
−1) et ε1 (resp. ε2, ε3) l'unité fondamentale de Q(

√
p)(resp. Q(

√
2), Q(

√
2p)). Alors



108 A. Azizi et M. Taous(i) {√ε1ε2ε3, ε2, ε3} est un SFU de F si et seulement si ε3 est denorme −1.(ii) {ε1, ε2,
√

ε3} est un SFU de F si et seulement si ε3 est de norme 1.Dans les deux 
as tout SFU de F est un SFU de k
∗.Démonstration. Comme l'indi
e des unités de F est égal à 2 et les deuxunités ε1 et ε2 sont de norme−1, le système {√ε1ε2ε3, ε2, ε3} ou {ε1, ε2,

√
ε3}est un SFU de F suivant que ε3 est de norme −1 ou 1 ([Kub-56℄). Si ε3est de norme −1, alors d'après [Az-99℄ {√ε1ε2ε3, ε2, ε3} est un SFU de k

∗si et seulement si il n'existe pas d'entiers α, β, γ ∈ {0, 1} non tous nulstels que (2 +
√

2)
√

ε1ε2ε3
αεβ

2εγ
3 est un 
arré dans F. Supposons que l'on a

(2+
√

2)
√

ε1ε2ε3
αεβ

2εγ
3 = X2 ave
 X ∈ F et les 
onditions pré
édentes. Soit ̺le Q-automorphisme dé�ni par √2 7→ −

√
2 et √p 7→ √

p. Alors (X̺(X))2 =

2εα
1 (−1)β(−1)γ = 2εα

1 (−1)β+γ = ±2εα
1 , 
e qui implique que 2 est un 
arrédans Q(

√
p) ou bien 2ε1 est un 
arré dans Q(

√
p), et 
e n'est pas le 
as.Si ε3 est de norme 1 on reprend la même démonstration, et on trouve des
ontradi
tions.Remarque 2. Soient p un nombre premier impair , Qk l'indi
e desunités de k et ε l'unité fondamentale de Q(

√
2p). Alors ε est un 
arré dans

Q(
√

p,
√

2) si et seulement si Qk = 2 si et seulement si ε est de norme 1.Démonstration. On trouve dans [Az-99℄ que Qk = 2 si et seulement si εest de norme 1, et d'après [Az-00℄, on a Qk = 2 si et seulement si 2ε est un
arré dans k. Alors pour obtenir la remarque il su�t d'observer que ε est un
arré dans Q(
√

p,
√

2) si et seulement si 2ε est un 
arré dans k.Théorème 4. Soient k = Q(
√

2p, i) ave
 p un nombre premier tel que
p ≡ 1 mod 8, k

∗ = Q(
√

p,
√

2, i) le 
orps de genres de k, Ck,2 le 2-groupede 
lasses de k au sens large et ε l'unité fondamentale de Q(
√

2p). Alors
Ck,2 ≃ (2n, 2m) (n > 0 et m > 1) et deux ou quatre 
lasses de Ck,2 
apitulentdans k

∗, suivant que ε est de norme −1 ou 1.Démonstration. Comme p ≡ 1 mod 8, le 2-rang(Ck,2) est égal à 2 d'après[M
-Pa-Ra-95℄, don
 Ck,2 est de type (2n, 2m). On peut 
on
lure fa
ilementque n ≥ 1 et m ≥ 2 (en utilisant la formule de Wada [Wa-66℄ et les résultatsde Kaplan [Ka-73℄). Soit ε1 (resp. ε2, ε3) l'unité fondamentale de Q(
√

p)(resp. Q(
√

2), Q(
√

2p)) et F = Q(
√

p,
√

2). D'après le théorème 3 et [Az-99℄,on a les propriétés suivantes :
• Si ε est de norme −1, alors Ek∗ =〈ζ8,

√
ε1ε2ε3, ε2, ε3〉, ainsi Nk∗/k(Ek∗)

= 〈i, ε3〉 = Ek.
• Si ε est de norme 1, alors Ek∗ = 〈ζ8, ε1, ε2,

√
ε3〉, ainsi Nk∗/k(Ek∗) =

〈i, ε3〉, mais Ek = 〈i,√iε3〉.



Capitulation des 2-
lasses d'idéaux de k = Q(
√

2p, i) 109Puisque le nombre de 
lasses qui 
apitulent dans k
∗/k est égal à 2[Ek :

Nk∗/k(Ek∗)], on a le résultat du théorème.4. Commutativité de G = Gal(k
(2)
2 /k). Le théorème suivant donnedeux 
onditions né
essaires et su�santes pour que la tour des 2-
orps de
lasses de Hilbert de k ne s'arrête pas en premier terme. Ces 
onditions
ara
térisent la 
ommutativité de G = Gal(k

(2)
2 /k).Théorème 5. Soient k = Q(

√
2p, i) ave
 p un nombre premier tel que

p ≡ 1 mod 8, k
(1)
2 le 2-
orps de 
lasses de Hilbert de k et k

(2)
2 le 2-
orps de
lasses de Hilbert de k

(1)
2 . Alors

k
(1)
2 6= k

(2)
2 ⇔ p = x2 + 32y2 ⇔

(

2

p

)

4

=

(

p

2

)

4

.Démonstration. Comme k
∗ = Q(

√
2,
√

p, i) est une extension de type
(2, 2, 2) sur Q, d'après [Wa-66℄ on a

h(k∗) =
q(k∗/Q)

25
h(2)h(p)h(−1)h(−2)h(−p)h(2p)h(−2p).De plus, h(2) = h(p) = h(−1) = h(−2) = 1 et h(k) = h(2p)h(−2p)/2Qk,
e qui implique que h(k∗) = q(k∗/Q)h(−p)h(k)/24Qk, où q(k∗/Q) = [Ek∗ :

〈i, ε1, ε2, ε3〉], ave
 ε1 (resp. ε2, ε3) l'unité fondamentale de Q(
√

p) (resp.
Q(

√
2), Q(

√
2p)). Dans les deux 
as de la norme de ε3, il est fa
ile de voirque q(k∗/Q) = 4. Par suite, puisque k

∗ est une extension non rami�ée de
k et le rang du 2-groupe de 
lasses de k est 2, on a k

(1)
2 = k

(2)
2 ⇔ h(k∗) =

h(k)/2 ⇔ h(−p) = 2Qk, 
e qui équivalent à h(−p) = 4 et Qk = 2 ou
h(−p) = 2 et Qk = 1. Or si h(−p) = 4 on a Qk = 2 ([S
-34℄). D'autrepart P. Barru
and et H. Cohn [B-C-69℄ ont montré que h(−p) = 4 si etseulement si p 6= x2 + 32y2. On en déduit que k

(1)
2 6= k

(2)
2 si et seulementsi p = x2 + 32y2. Pour 
ompléter la preuve du théorème, on utilise lemme
i-dessous.Lemme 2. Soit p un nombre premier tel que p ≡ 1 mod 8. Alors

p = x2 + 32y2 ⇔
(

2

p

)

4

=

(

p

2

)

4

.Démonstration. Comme p ≡ 1 mod 8, on a p = x2+2b2. D'après [Ka-76℄,
(

2
p

)

4

(p
2

)

4
= (−1)b/2, par suite p = x2 + 32y ⇔ b = 4y ⇔

(

2
p

)

4

(p
2

)

4
= 1.Corollaire 1. Soient k = Q(

√
2p, i) ave
 p un nombre premier tel que

p ≡ 1 mod 8 et Ck,2 le 2-groupe de 
lasses au sens large de k. Si Ck,2 est detype (2, 4), alors
k

(1)
2 6= k

(2)
2 ⇔

(

2

p

)

4

=

(

p

2

)

4

= −1.



110 A. Azizi et M. TaousDémonstration. Comme Ck,2 est de type (2, 4), d'après [Wa-66℄ le 2-nombre de 
lasses h(k) de k est donné par
h(k) =

1

2
Qh(2p)h(−2p)où Q = Qk désigne l'indi
e des unités de k. Selon [Ka-73℄, 4 |h(2p) et

4 |h(−2p) ou 2 |h(2p) et 4 |h(−2p), don
 h(k) = 8 si et seulement si h(2p) =
h(−2p) = 4 et Q = 1 ou h(−2p) = 2h(2p) = 4 et Q = 2. A. S
holz a montrédans [S
-34℄ que les derniers 
onditions sont équivalentes à (

2
p

)

4
=

(p
2

)

4
= −1ou bien (

2
p

)

4
= −

(p
2

)

4
= −1. Alors d'après le théorème pré
édent, dans lepremier 
as on a k

(1)
2 6= k

(2)
2 et dans le deuxième on a k

(1)
2 = k

(2)
2 .5. Les sous-extensions de k

(1)
2 /k. Dans toute 
ette se
tion on supposeque p est un nombre premier tel que p ≡ 1 mod 8 et (

2
p

)

4
=

(p
2

)

4
= −1.Alors Ck,2 = 〈σ, τ〉 où σ4 = τ2 et στ = τσ, 
ar Ck,2 est de type (2, 4). Ilest 
lair que Ck,2 admet trois sous-groupes d'indi
e 2 et trois sous-groupesd'indi
e 4. Par la théorie des 
orps de 
lasses, on sait que 
haque sous-groupe H de Ck,2 
orrespond à une extension non rami�ée K de k

(2)
2 telleque Ck,2/H ≃ Gal(K/k) et H = NK/k(CK,2). La situation est s
hématiséepar le diagramme suivant :

k
(2)
2
OO

k
(1)
2

<<

yy
yy

yy
yy

OO bb

EE
EE

EE
EE

K1,4
bb

FF
FFF

FFF
K3,4
<<

xxx
xx

xx
x OO bb

FF
FF

FFF
F

K2,4
<<

xxx
xxx

xx

K1,2
cc

FF
FF

FF
FF

F
K3,2

OO

K2,2
;;

xx
xx

xx
xx

x

kDiagramme 1Dans 
ette se
tion on va essayer de 
onstruire les 
orps K1,2, K2,2, K3,2,
K1,4, K2,4, K3,4, et k

(1)
2 . Pour 
ela on aura besoin des deux résultats sui-vants :Remarque 3. Si on garde les notations pré
édentes , alors

Gal(K1,4/Q(i)) ≃ Gal(K2,4/Q(i)) ≃ D3.
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lasses d'idéaux de k = Q(
√

2p, i) 111Démonstration. Si on pose F = Q(i) et K le 
orps K1,4 ou K2,4, laproposition 1 implique que Gal(K1,4/Q(i)) ≃ Gal(K2,4/Q(i)) ≃ D3.Lemme 3 ([Lm-94℄). Soit K/F une extension biquadratique telle que
Gal(K/F ) = 〈̺, ϕ〉 ≃ Z/2Z×Z/2Z et soit R = K(

√
µ). Alors R/F est nor-male si et seulement si µ1−̺ est un 
arré dans K pour tout ̺ ∈ Gal(K/F ).Dans 
e 
as é
rivons µ1−̺ = α2

̺, µ1−τ = α2
ϕ et µ1−̺ϕ = α2

̺ϕ. Il est fa
ilede voir que α1+̺
̺ = ±1 pour tout ̺ ∈ Gal(K/F ) ; on dé�nit S(µ, K/F ) =

(α1+̺
̺ , α1+ϕ

ϕ , α1+̺ϕ
̺ϕ ). Alors à une permutation près on a :

Gal(R/F ) ≃



















(2, 2, 2) ⇔ S(µ, K/F ) = (+1, +1, +1),

(2, 4) ⇔ S(µ, K/F ) = (−1,−1, +1),

D3 ⇔ S(µ, K/F ) = (−1, +1, +1),

Q3 ⇔ S(µ, K/F ) = (−1,−1,−1).De plus R est 
y
lique sur le 
orps �xé par 〈̺〉 si et seulement si α1+̺
̺ = −1,et est de type (2, 2) dans le 
as 
ontraire.Théorème 6. Soient k = Q(

√
2p, i) ave
 p un nombre premier tel que

p ≡ 1 mod 8, (

2
p

)

4
=

(p
2

)

4
= −1, k

∗ = Q(
√

p,
√

2, i) le 
orps de genres de ket K1,2, K2,2, K3,2, K1,4, K2,4, K3,4 les sous-extensions du diagramme 1. Sion pose p = e2 + 16f2 = x2 + 32y2 = c2 − 32d2, π1 = e + 4fi, π2 = e − 4fi,
π3 = x + 4y

√
−2 et π4 = c + 4d

√
2 (c et d > 0), alors

• K1,2 = k(
√

π1), K3,2 = k
∗, K2,2 = k(

√
π2),

• K1,4 = k
∗(
√

π3), K3,4 = k
∗(
√

π1), K2,4 = k
∗(
√

π4),
• k

(1)
2 = k

∗(
√

π3,
√

π4).Démonstration. Comme les premiers π1 et π2 (resp. π3, π4) sont rami-�ées dans k/Q(i) (resp. dans k
∗/Q(

√
2, i), k/Q(

√
2)) et l'extension k

∗/k estnon rami�ée, les idéaux engendrés par π1 et π2 (resp. π3 et π4) sont des
arrés d'idéaux de k (resp. k
∗). Observons que e, x et c sont des nombresimpairs, don
 e ≡ x ≡ c ≡ ±1 ≡ i2 mod 4, alors les équations πi ≡ ξ2sont résolubles. Le théorème 1 implique que les extensions k(

√
π1), k(

√
π2),

k
∗(
√

π3) et k
∗(
√

π4) sont des extensions di�érentes non rami�ées de k. Sup-posons que k(
√

π1) = k
∗(
√

π2). Alors il existe un élément t tel que π1 = t2π2,
e qui implique que p = t2π2
2, et 
e n'est pas le 
as, 
ar √

p /∈ k. Commel'extension k
∗/Q est normale et k(πi)/Q (i = 1, 2) n'est pas normale, on a

k(πi) 6= k
∗. De la même façon on montre que k

∗(
√

πi) 6= k
∗(
√

π1) (i = 3, 4).Puisque π4 > 0, le 
orps réel maximal de k
∗(
√

π4) est Q(
√

2,
√

π4,
√

p) etpour k
∗(
√

π3) 
'est Q(
√

2,
√

p), ainsi k
∗(
√

π3) 6= k
∗(
√

π4). Or il est fa
ilede véri�er que S(π3,k
∗)/Q(i) = S(π4,k

∗)/Q(i) = (−1, +1, +1). Le lemmepré
édent donne alors Gal(k∗(
√

π3)/Q(i)) ≃ Gal(k∗(
√

π4)/Q(i)) ≃ D3, 
equi a
hève la preuve.



112 A. Azizi et M. TaousRemarque 4. On garde les notations pré
édentes. Alors les deux 
orps
K1,2 et K2,2 sont 
onjugués, en parti
ulier h(K1,2) = h(K2,2).6. Le 2-nombre de 
lasses de Q(

√
2,
√

π,
√

p, i). Soit p un nombrepremier tel que p ≡ 1 mod 8. Alors il existe des entiers c et d tels que
p = c2 − 32d2. Soient π = c + 4d

√
2, L = Q(

√
2,
√

π,
√

p, i) et h le 2-nombrede 
lasses de Q(
√

2,
√−π) = Q(

√−π). Dans 
ette se
tion, on va 
al
uler
h(L), le 2-nombre de 
lasses de L et h. Soit E/F une extension de 
orps denombres tel que les anneaux des entiers de E et F sont prin
ipaux. Notons [ ](resp. ( )) le symbole de reste quadratique de E (resp. F ),NE/F l'appli
ationnorme de E/F , et l (resp. p) un nombre premier de E (resp. F ) dont la normeabsolue est impaire, vl la valuation l-adique et NE/F ((l)) = (p)f . Nous avonsalors :Proposition 8. Pour tout élément a de F tel que vl(a) = 0, on a

[

a

(l)

]

=

(

a

(p)

)f

.Démonstration. Rappelons que le symbole de Hilbert sur E a la propriétésuivante :
(

x, y

β

)

=

(

x,NE/F (y)

P

)

pour x ∈ F , y ∈ E et P un idéal premier de F au-dessus de l'idéal premier
β de E. Comme vl(a) = 0 et d'après la proposition 2, on a

[

a

(l)

]

=

(

a, l

(l)

)

=

(

a,NE/F ((l))

(p)

)

=

(

a, pf

(p)

)

=

(

a, p

(p)

)f

=

(

a

(p)

)f

.Avant de démontrer le lemme suivant, rappelons que Q(
√

2) admet deuxpremiers in�nis, P∞ et P ′
∞. Si u est un élément de Q(

√
2) nous notons u′son 
onjugué et s(u) = uu′|uu′|−1.Lemme 4. On garde les notations pré
édentes. Alors(i) (−π, ε0

(l)

)

=

(−π,
√

2

(l)

)

= 1 pour tout nombre premier l de Q(
√

2)di�érent de π et de √
2.(ii) (−π, u

P∞

)

= s(u)

(−π, u

P ′
∞

).
(iii) (−π, ε0

(π)

)

= −
(−π, ε0

(
√

2)

)

=

(

2

p

)

4

(

p

2

)

4

.
(iv) (−π, 2 +

√
2

(π)

)

=

(−π, 2 +
√

2

(
√

2)

)

=

(

p

2

)

4

.
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lasses d'idéaux de k = Q(
√

2p, i) 113Démonstration. (i) évident, 
ar vl(−π) = vl(ε0) = vl(
√

2) = 0.(ii) Soit i1 :
√

2 7→
√

2 (resp. i2 :
√

2 7→ −
√

2) le Q-plongement de Q(
√

2)dans le Q(
√

2)P∞
= R (resp. Q(

√
2)P ′

∞
= R) le 
omplété de Q(

√
2) pour lavaleur absolue asso
iée à P∞ (resp. P ′

∞). Alors d'après [Gr-03℄, on a
(−π, u

P∞

)

=

{

i−1
1 ((−π, u)P∞

) = i−1
1 (1) = 1 si u > 0,

i−1
1 ((−π, u)P∞

) = i−1
1 (−1) = −1 si u < 0,

(−π, u

P ′
∞

)

=

{

i−1
2 ((−π′, u′)P ′

∞
) = i−1

2 (1) = 1 si u′ > 0,
i−1
2 ((−π′, u′)P ′

∞
) = i−1

2 (−1) = −1 si u′ < 0(
ar (v, u)R = −1 si et seulement si les deux nombres u et v sont négatifs)où (−π, u)P∞
(resp. (−π, u)P ′

∞
) est le symbole lo
al de Hilbert dé�nit sur

Q(
√

2)P∞
× Q(

√
2)P∞

(resp. Q(
√

2)P ′

∞
× Q(

√
2)P ′

∞
). D'où le résultat.(iii) Comme vl(−π) = 1 et vl(ε) = 0 et d'après la proposition 2, on a

(−π, ε0

(l)

)

=

[

ε0

(π)

]

,où [ ] est le symbole de reste quadratique sur Q(
√

2). Or ε0 = 1 +
√

2 et
π = c + 4d

√
2, alors

[

ε0

(π)

]

=

[

4d

(π)

][

4d + 4
√

2 d

(π)

]

=

[

4d

(π)

][

4d − c + π

(π)

]

=

[

d

(π)

][

4d − c

(π)

]

.D'après [Ka-76, théorème 2, p. 324℄ et la proposition pré
édente on a
[

ε0

(π)

]

=

[

d

(p)

][

4d − c

(p)

]

=

(

2

p

)

4

(

p

2

)

4

.Notons S l'ensemble des nombres premiers l de Q(
√

2) di�érents de π, de √2,et de P∞ et P ′
∞, les deux premiers in�nis de Q(

√
2). Alors d'après la formuledu produit pour le symbole de Hilbert, on a

∏

l∈S

(−π, ε0

(l)

)(−π, ε0

P∞

)(−π, ε0

P ′
∞

)(−π, ε0

(π)

)(−π, ε0

(
√

2)

)

= 1.

Puisque s(ε0) = −1, alors (−π,ε0

P∞

)

= −
(−π,ε0

P ′

∞

). Il résulte de (i) que
(−π, ε0

(π)

)

= −
(−π, ε0

(
√

2)

)

=

(

2

p

)

4

(

p

2

)

4

.(iv) De la même façon que dans (iii), on trouve le résultat annon
é.Théorème 7. On garde les notations et hypothèses pré
édentes. Alorsle 2-groupe de 
lasses de Q(
√−π) est 
y
lique. De plus, on a



114 A. Azizi et M. Taous
h =















1 si (

2
p

)

4
= −

(p
2

)

4
,

2 si (

2
p

)

4
=

(p
2

)

4
= −1,

≥ 4 si (

2
p

)

4
=

(p
2

)

4
= 1.Démonstration. On a Q(

√−π) = Q(
√

2)(
√−π). Le nombre de 
lasses de

Q(
√

2) est égal à 1, don
 d'après [Gr-73℄, le 2-rang du 2-groupe de 
lasses de
Q(

√−π) est r2 = t−1−e, où t est le nombre des premiers de Q(
√

2) qui sontrami�és dans Q(
√−π) et e est l'entier naturel tel que 2e est l'indi
e du groupeengendré par les unités de Q(

√
2) qui sont des normes dans Q(

√−π) dans legroupe des unité de Q(
√

2). Observons que c est un nombre impair tel que
−(c + 4d

√
2) = −π ≡ −

(−1
c

)

≡ −
(

2
p

)

4

(p
2

)

4
mod 4 (voir [Ka-76, théorème 2,p. 324℄ ; don
 d'après la proposition 1.2 de [Gr-73, p. 11℄, Q(

√−π)/Q(
√

2)est non rami�é en √
2 si et seulement si (

2
p

)

4
= −

(p
2

)

4
. De plus, Q(

√
2)admet deux premiers in�nis, P∞ et P ′

∞, se rami�ant dans Q(
√−π)/Q(

√
2).Comme −π et −1 sont deux nombres négatifs et s(ε0) = −1, le (ii) du lemmepré
édent donne que

(−π,−1

P∞

)

= −1 et

(−π, ε0

P∞

)

= −
(−π, ε0

P ′
∞

)

.Nous avons toujours e = 2, 
ar −1 et ε0 ne sont pas des normes dansl'extension Q(
√−π)/Q(

√
2) (un élément u de Q(

√
2) est norme dans 
etteextension si et seulement si la valeur du symbole de Hilbert (−π,u

(l)

) est égaleà 1 pour tout idéal premier (l) de Q(
√

2)). Si (

2
p

)

4
= −

(p
2

)

4
, alors e = 2 et

t = 3, par suite h = 1. Supposons dans toute la suite que (

2
p

)

4
=

(p
2

)

4
. Onvéri�e fa
ilement que t = 4 et nous avons e = 2, 
e qui prouve que r2 = 1 etle 2-groupe de 
lasses de Q(

√−π) est 
y
lique.Soient r4 le 4-rang du 2-groupe de 
lasses de Q(
√−π) et a l'idéal premierde Q(

√−π) tel que (
√

2) = a2. Il est fa
ile de voir que la 
lasse de a dans
Q(

√−π) est une 
lasse ambiguë non triviale et l'idéal de Q(
√

2) engendré par√
2 est engendré aussi par 2+

√
2 
ar −√

2 = (2+
√

2)(1−
√

2) = (2+
√

2)ε−1
0 .D'après la théorie des genres, r4 ≥ 1 si 2 +

√
2 est norme dans l'extension

Q(
√−π)/Q(

√
2). Ainsi le (iv) du lemme pré
édent entraîne que r4 ≥ 1 si etseulement si (

2
p

)

4
=

(p
2

)

4
= 1. D'où le résultat énon
é.Rappelons qu'une extension CM est une extension quadratique totale-ment imaginaire d'un 
orps de nombres totalement réel. Soit K/k une ex-tension CM. Alors l'indi
e des unités de Hasse est dé�ni par QK = [EK :

WKEk] où WK est le groupe des ra
ines de l'unité 
ontenues dans K, et EK(resp. Ek) le groupe des unités de K (resp. k). On note par ωK le 
ardinalde WK . Il est à noter que QK = 1 ou 2 (voir [Ha-85℄).
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lasses d'idéaux de k = Q(
√

2p, i) 115Dans le lemme suivant on va 
al
uler l'indi
e des unités de Hasse de
M = Q(

√
2,
√−π,

√
p), L = M(i) et k

∗, le 
orps de genres de k = Q(
√

2p, i).Lemme 5. On garde les notations et hypothèses pré
édentes. Alors
QM = Qk∗ = QL = 1.Démonstration. Soient p un nombre premier tel que p ≡ 1 mod 8, F =

Q(
√

p,
√

2) et ε1 (resp. ε2, ε3) l'unité fondamentale de Q(
√

p) (resp. Q(
√

2),
Q(

√
2p)). Alors {√ε1ε2ε3, ε2, ε3} ou {ε1, ε2,

√
ε3} est un SFU de F suivantque ε3 est de norme −1 ou 1. Si ε3 est de norme −1, alors d'après [Az-99℄,

{√ε1ε2ε3, ε2, ε3} est un SFU de M si et seulement s'il n'existe pas d'entiers
α, β, γ ∈ {0, 1} non tous nuls et tels que π

√
ε1ε2ε3

αεβ
2εγ

3 est un 
arré dans F.Supposons que π
√

ε1ε2ε3
αεβ

2εγ
3 est un 
arré dans F. Comme π (resp. ε1, ε2)est de norme p (resp. −1) dans F/Q(

√
2p), pεα

3 (−1)βε2γ
3 est un 
arré dans

Q(
√

2p), 
e qui implique que p est un 
arré dans Q(
√

2p) ou bien pε3 est un
arré dans Q(
√

2p), et 
e n'est pas le 
as. Si ε3 est de norme 1 on reprendla même démonstration, et on trouve des 
ontradi
tions. Il reste de prouverque Qk∗ = QL = 1. Le théorème 3 implique que Qk∗ = 1. On en déduit,ave
 le lemme 25 de [Ok-01℄, que QL = 1.Théorème 8. Soient L = Q(
√

2,
√

π,
√

p, i) ave
 p = c2 − 32d2 unnombre premier tel que p ≡ 1 mod 8, π = c + 4d
√

2 (c, d > 0) et h le
2-nombre de 
lasses de Q(

√−π). Alors
h(L) =















(

h

2

)2

· h(k∗)

2
si (

2
p

)

4
=

(p
2

)

4
= 1,

h(k∗)

2
sinon.Démonstration. Notons que L/F est une extension normale de type (2, 2)qui véri�e les hypothèses de la proposition 2 de [Lm-95℄. Il en résulte que

h(L) =
QL

QMQk∗

ωL

ωMωk∗

h(M)h(k∗)h(N)

h(F)2ave
 M = Q(
√

p,
√−π), N = Q(

√
p,
√

π), k
∗ = Q(

√
2,
√

p, i) le 
orps degenres de k = Q(
√

2p, i) et F = Q(
√

2,
√

p). Lorsque (

2
p

)

4
= −

(p
2

)

4
, on a vuaux se
tions 4 et 5 que la suite des 2-
orps de 
lasses de k de Hilbert s'arrêteen k

(1)
2 et L est une extension quadratique non rami�ée de k

∗ ; par suite,
h(L) = h(k∗)/2.Si (

2
p

)

4
=

(p
2

)

4
, alors (

2
p

)

4

(p
2

)

4
=

(−1
c

)

= 1 (voir [Ka-76℄). Dans 
e 
as,
c ≡ 1 mod 4, ainsi π ≡ 1 mod 4. Sous 
es 
onditions, le théorème 1 impliqueque N = F(

√
π) est une extension quadratique non rami�ée, et don
 puisquele groupe de 
lasses de F est 
y
lique (voir [Az-Mo-01℄) on a

(6.1) h(N) = h(F)/2.



116 A. Azizi et M. TaousMaintenant, remarquons que M/Q(
√

2) est une extension normale detype (2, 2) ; nous pouvons alors appliquer la formule de Kuroda (proposi-tion 3) et on a
h(M) =

qhh′h(F)

2h(Q(
√

2))2ave
 q = [EM : EE′EF], h (resp. h′) le 2-nombre de 
lasses de Q(
√−π)(resp. Q(

√
−π′)), π′ = c − 4d

√
2 et E (resp. E′) le groupe des unités de

Q(
√−π) (resp. Q(

√
−π′)). Comme Q(

√−π) et Q(
√
−π′) sont deux 
orps denombres 
onjugués, on a h = h′ et le lemme pré
édent implique que

[EM : EF] = 1.Il est 
lair que Q(
√−π) et Q(

√
−π′) sont des extensions CM dont lesindi
es des unités sont égaux à 1 (il su�t de remarquer que −πε0 n'estjamais un 
arré dans Q(

√
2) où ε0 est l'unité fondamentale de Q(

√
2)). Parsuite, E et E′ sont engendrés par −1 et ε0 et in
lus dans EF, 
'est-à-dire

q = [EM : EE′EF] = [EM : EF] = 1. Ainsi
(6.2) h(M) =

1

2
h2h(F).Compte tenu du lemme pré
édent on a

(6.3)
QL

QMQk∗

ωL

ωMωk∗

=
1

1 · 1
8

2 · 8 =
1

2
.Les résultats (6.1)�(6.3) impliquent que h(L) = (h/2)2 · h(k∗)/2. Lesrésultats du théorème 7 a
hèvent la preuve.7. Stru
ture de G = Gal(k

(2)
2 /k) et de C2,kThéorème 9. Soient k = Q(
√

2p, i) ave
 p un nombre premier tel que
p ≡ 1 mod 8, k

∗ = Q(
√

2,
√

p, i) le 
orps de genres de k et Ck∗,2 le 2-groupede 
lasses de k
∗. Alors le rang de Ck∗,2 est 2 ou 3. De plus, le rang de Ck∗,2est 3 si et seulement si (

2
p

)

4
=

(p
2

)

4
= 1.Démonstration. Notons F le 
orps Q(

√
2, i) = Q(ζ8), Am(k∗/F ) legroupe de 
lasses ambiguës dans k

∗/F et r le rang de Ck∗,2. Il est bien
onnu que le groupe des unités de F est engendré par ε0 = 1 +
√

2, l'unitéfondamentale de Q(
√

2), et ζ8, la ra
ine 8-ième de l'unité ; de plus, le nombrede 
lasses de F est égal à 1. Alors la formule de genres donne le nombre des
lasses ambiguës dans k
∗/F :

|Am(k∗/F )| =
23

[EF : EF ∩ Nk∗/F (k∗)]
= 2r,
ar il existe quatre idéaux premiers de F qui se rami�ent dans k

∗ ; 
es idéauxsont au-dessus de p. Comme F est imaginaire, k
∗ = F (

√
p) et grâ
e à la
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β

)

, le théorème de Hasseentraîne qu'une unité ε de F est une norme si et seulement si (p, ε)β = 1pour tout idéal premier de F qui n'est pas au-dessus de 2. En utilisantles propriétés du symbole de Hilbert et le même raisonnement que dans lelemme 4 on trouve que
(

p, ε

β

)

=











































1 si β n'est pas au-dessus de p,
(

p

2

)

4

si β est au-dessus de p et ε = ζ8,
(

p

2

)

4

(

2

p

)

4

si β est au-dessus de p et ε = ε0,
(

2

p

)

4

si β est au-dessus de p et ε = ε0ζ8.En parti
ulier,
EF ∩ Nk∗/F (k∗) =























〈ζ8, ε0〉 si (

2
p

)

4
=

(p
2

)

4
= 1,

〈i, ε0〉 si (

2
p

)

4
=

(p
2

)

4
= −1,

〈ζ8, ε
2
0〉 si (

2
p

)

4
= −

(p
2

)

4
= −1,

〈i, ε0ζ8〉 si (

2
p

)

4
= −

(p
2

)

4
= 1.En�n

|Am(k∗/F )| =

{

23 si (

2
p

)

4
=

(p
2

)

4
= 1,

22 sinon.D'où le résultat.Remarque 5. Soient p un nombre premier tel que p ≡ 1 mod 8 et k
∗ le
orps de genres de k = Q(

√
2p, i). Alors on a les dé
ompositions suivantes :

• (p) = (ππ′) dans Q(
√

2),

• (π) = (π1π2) et (π′) = (π3π4) dans Q(ζ8),
• (πi) = G2

i dans k
∗,

• (p) = β2 dans Q(
√

2p),
• β = P1P2 dans Q(

√
2,
√

p),
• P1 = G1G2 dans k

∗,
• (π) = P2

1 dans Q(
√

2,
√

p).Théorème 10. Soient k = Q(
√

2p, i) ave
 p un nombre premier tel que
p ≡ 1 mod 8, (

2
p

)

4
=

(p
2

)

4
= −1, k

∗ = Q(
√

2,
√

p, i) le 
orps de genres de ket Ck∗,2 le 2-groupe de 
lasses de k
∗. Alors le 4-rang de Ck∗,2 est 1.Démonstration. D'après le théorème pré
édent, la 
ondition (

2
p

)

4
=

(p
2

)

4
= −1 entraîne que le rang de Ck∗,2 est égal à 2 ou en
ore il y a exa
tementquatre 
lasses ambiguës dans k

∗/Q(ζ8).



118 A. Azizi et M. TaousIl est à noter que, si E/F est une extension quadratique de 
orps denombres telle que le nombre de 
lasses de F est impair et il existe exa
tement
2r 
lasses ambiguës qui sont des 
arrés, alors le 4-rang de CE est égal à r.Comme le 2-nombre de 
lasses de k

∗ est égal à 2h(−p) et est divisible par 16,le 4-rang de Ck∗,2 est 1 ou 2. Il reste de trouver la 
lasse ambiguë non trivialede Ck∗,2 qui n'est pas un 
arré.Nous reprenons les notations de la remarque pré
édente. Alors l'idéal
β est non prin
ipal 
ar sinon pε est un 
arré dans Q(

√
2p) où ε est l'unitéfondamentale de Q(

√
2p), 
e qui implique que ε est un 
arré dans Q(

√
2,
√

p),
'est-à-dire que ε est de norme 1 (voir remarque 2). Mais puisque (

2
p

)

4
=

(p
2

)

4
= −1, ε est de norme −1, et on obtient une 
ontradi
tion. Or la relation

N
Q(

√
2,
√

p)/Q(
√

2p)(P1) = β implique que P1 est non prin
ipal, et par suitela 
lasse de P1 est d'ordre 2. De même N
k∗/Q(

√
2,
√

p)(G1) = P1 et G1 estnon prin
ipal dans k
∗, don
 la 
lasse [G1] est ambiguë non triviale dans

k
∗/Q(ζ8) 
ar (π1) = G2

1 . Rappelons que puisque (

2
p

)

4
=

(p
2

)

4
= −1, lenombre de 
lasses de Q(

√
2,
√

p) est égal à 2, 
e qui prouve que la 
lasse
[P1] = N

k∗/Q(
√

2,
√

p)([G1]) engendre le groupe de 
lasses de Q(
√

2,
√

p) ; ainsila 
lasse [G1] n'est pas un 
arré dans Ck∗,2. D'où le résultat énon
é.Lemme 6. Soit L/k une extension quadratique non rami�ée telle que lasuite des 2-
orps de Hilbert de k s'arrête en k
(1)
2 . Alors NL/k(CL,2) ≃ CL,2.Démonstration. Montrons que l'homomorphisme suivant est inje
tif :

CL,2 → Ck,2, c 7→ NL/k(c).Comme L est une extension non rami�ée de k, d'après la théorie des 
orpsde 
lasses on a
[Ck,2 : NL/k(CL,2)] = [L : k] = 2,
e qui implique que

|NL/k(CL,2)| = h(k)/2.Puisque la suite des 2-
orps de Hilbert de k s'arrête en k
(1)
2 et que L est uneextension quadratique non rami�ée de k, on a

h(L) = h(k)/2.Ce
i prouve que h(L) = |NL/k(CL,2)|, par suite NL/k est inje
tif et
NL/k(CL,2) ≃ CL,2.Théorème 11. Soient k = Q(

√
2p, i) ave
 p = c2 − 32d2 un nombrepremier tel que p ≡ 1 mod 8, π = c + 4d

√
2 > 0, (

2
p

)

4
=

(p
2

)

4
= −1, k

(1)
2le 2-
orps de 
lasses de Hilbert de k, k

(2)
2 le 2-
orps de 
lasses de Hilbertde k

(1)
2 et G = Gal(k

(2)
2 /k). Alors G est méta
y
lique non modulaire et la
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2p, i) 119suite des 2-
orps de 
lasses de Hilbert de k (resp. k
∗) s'arrête en k

(2)
2 (resp.

k
∗(1)
2 = k

(2)
2 ).Démonstration. Compte tenu des théorèmes 9 et 10, on peut 
on
lureque le 2-groupe de 
lasses de k

∗ est de type (2, 2m). Alors k
∗ admet troisextensions quadratiques non rami�ées. Le diagramme 1 et le théorème 6montrent que 
es trois extensions sont K1,4, K2,4 et K3,4 et don
, d'aprèsle théorème 8, h(K2,4) = h(k∗)/2 = h(−p). Dans 
e 
as, la proposition 7implique que la suite des 2-
orps de 
lasses de Hilbert de k

∗ s'arrête en k
∗(1)
2 .Par ailleurs, il dé
oule du lemme pré
édent que NMi/k(CMi,2) ≃ CMi,2, où

Mi = Ki,4. La théorie des 
orps de 
lasses nous donne que NMi/k(CMi,2)est 
y
lique pour deux indi
es i. On en déduit que Mi et k
(1)
2 ont le même

2-
orps de 
lasses de Hilbert k
(2)
2 , don
 G′ est d'ordre h(−p)/2 ≥ 4. Par suite,

k
∗(1)
2 = k

(2)
2 et G est non modulaire. Soit i tel que Mi/k est 
y
lique ; alors

H = Gal(k
(2)
2 /Mi) est un sous-groupe 
y
lique normal de G = Gal(k

(2)
2 /k)tel que G/H ≃ Gal(Mi/k). Don
 G est un groupe méta
y
lique non modu-laire, 
e qui entraîne que G′ est 
y
lique, et par 
onséquent k

(2)
2 = k

(3)
2 .Lemme 7. Soit L/k une extension quadratique rami�ée. Alors l'homo-morphisme suivant est surje
tif :

CL,2 → Ck,2, c 7→ NL/k(c).Démonstration. Comme L/k est rami�ée, la théorie des 
orps de 
lassesimplique que
[Ck,2 : NL/k(CL,2)] < [L : k] = 2.Autrement dit, NL/k est surje
tif.Proposition 9. Soient d un entier naturel sans fa
teurs 
arrés, k =

Q(
√

2d, i), ε l'unité fondamentale de k et H l'idéal premier au-dessus de
1 + i dans k. Si l'indi
e des unités de k est égal à 1, alors la 
lasse de Hdans k est d'ordre 2. De plus, la 
lasse H 
apitule dans k(

√
2).Démonstration. Même démonstration que dans [Az-00℄.Théorème 12. Soient k = Q(

√
2p, i) ave
 p un nombre premier tel que

p ≡ 1 mod 8, (

2
p

)

4
=

(p
2

)

4
= −1, Ck,2 le 2-groupe de 
lasses de k et H l'idéalpremier au-dessus de 1 + i dans k. Alors Ck,2 = 〈σ, τ〉 ave
 σ2 = [H] (la
lasse de H dans k) et N

k/Q(
√

2p)(τ) = 1.Démonstration. Comme (

2
p

)

4
=

(p
2

)

4
= −1, le 2-groupe de 
lasses de

Q(
√

2p) est 
y
lique d'ordre 4, engendré par une 
lasse c et
(7.1) Ck,2 = 〈σ, τ〉 ave
 σ4 = τ2 = 1 et στ = τσ.



120 A. Azizi et M. TaousOn note κ le noyau de l'homomorphisme N
k/Q(

√
2p) ; d'après le lemme pré
é-dent,

(7.2) Ck,2/κ ≃ 〈c〉 ≃ Z/4Z.Soit β l'idéal premier de Q(
√

2p) au-dessus de 2. Alors
2 = β2 dans Q(

√

2p), β = H2 dans k, Nk/Q(
√

2p)([H]) = [β].Par suite, la 
lasse de β est d'ordre 2 dans Q(
√

2p) (
ar l'unité fondamentalede Q(
√

2p) est de norme −1). Ce
i implique que [β] = c2, en parti
ulier
(7.3) Nk/Q(

√
2p)([H]) = c2.Les résultats (7.1)�(7.3) donnent le théorème énon
é.8. Preuve du théorème prin
ipal. Reprenons la situation et les nota-tions de la se
tion 5. Alors le groupe G = Gal(k

(2)
2 /k) est méta
y
lique et nonmodulaire. Donnons maintenant une démonstration du théorème prin
ipal ;pour 
ela nous avons besoin du lemme suivant :Lemme 8. Soit k = Q(

√
2p, i) ave
 p un nombre premier tel que (

2
p

)

4
=

(p
2

)

4
= −1. Si on suppose que G = 〈a, b〉 = Gal(k

(2)
2 /k) ave
 a2 ≡ b4 ≡

1 mod G′, alors ab2 = b2a.Démonstration. Nous avons vu que la suite des 2-
orps de 
lasses de k
∗s'arrête en k

∗(1)
2 = k

(2)
2 ; alors le groupe Gal(k

(2)
2 /k∗) = H3,2 = 〈a, b2, G′〉 estabélien, 
e qui implique que ab2 = b2a.Preuve du théorème prin
ipal. Montrons que la 
lasse [Hi] de Hi estd'ordre 2. Comme πi se rami�e dans k/Q(i) et p se rami�e dans Q(

√
2p),il existe un idéal Hi de k tel que H2

i = (πi) et un idéal β de Q(
√

2p) telque β2 = (p). On suppose que Hi = (y) pour un 
ertain y de k. On a don
,en prenant la norme, N
k/Q(

√
2p)(Hi) = (x) pour un 
ertain x de Q(

√
2p) et

β2 = (x2) = (p). Cela est équivalent à l'existen
e d'une unité ε de Q(
√

2p)telle que pε = x2 ; alors ε est égal à ±ε2p où ε2p est l'unité fondamentale de
Q(

√
2p) ou bien ±1, 
e qui montre que la norme de ε2p est positive ou bien pest un 
arré dans Q(

√
2p). Cela mène à une 
ontradi
tion, puisque la normede ε2p vaut −1 et √p /∈ Q(

√
2p). Il s'ensuit que la 
lasse de Hi est d'ordre 2.Montrons que Hi et H représentent la même 
lasse dans k. Rappelonsque si L/M est une extension 
y
lique, on désigne par Am(L/M) le groupede 
lasses ambiguës et par Amf(L/M) 
elui des 
lasses fortement ambiguës.Alors on a

|Am(L/M)| = |Amf(L/M)|[EM ∩ NL/M (L×) : NL/M (EL)],où EL (resp. EM ) est le groupe des unités de L (resp. M). Dans le notre
as le 2-groupe de 
lasses de k est de type (2, 4), don
 |Am(k/Q(i))| = 4.
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2p, i) 121De plus, Ek est engendré par ε2p et i ; or i est norme dans k/Q(i), par suite
|Amf(k/Q(i))| = 2, 
'est-à-dire qu'il existe une seule 
lasse de k d'ordre 2,fortement ambiguë. Comme (πi) = H2

i et (1 + i) = H2, les 
lasses de Hi et
H sont fortement ambiguës. Finalement, on a [H1] = [H2] = [H].Montrons que G = Gal(k

(2)
2 /k) = 〈a, b〉 est un groupe méta
y
lique nonmodulaire où a2n

= b4 = 1 et b−1ab = a−1+k2s ave
 1 < s < α et kun nombre impair. On sait d'après la proposition 9 que la 
lasse de H estd'ordre 2 et 
apitule dans k
∗ = K3,2. Or, on a vu (théorème 4) qu'il y aexa
tement deux 
lasses qui 
apitulent dans k

∗, don
 ker jk→k∗ = [H] = σ2.Par la loi de ré
ipro
ité d'Artin, on trouve que ker VG→H3,2 = b2G′. D'après laproposition 6 et le lemme pré
édent, on a VG→H3,2(b
2G′) = b−1b2bb2H ′

3,2 =

b4 = 1, 
e qui se produit seulement si G est un groupe méta
y
lique nonmodulaire de type 1 ou 3 (voir proposition 4). Supposons que G est de type 1,don
 b−1ab = a−1. D'après la proposition 6, VG→H3,2(aG′) = b−1aba =
a−1a = 1, 
e qui implique qu'il y a exa
tement quatre 
lasses qui 
apitulentdans k

∗, 
e qui n'est pas le 
as. Don
 G est de type 3, 
'est-à-dire G = 〈a, b〉où a2α

= 1, b4 = 1, b−1ab = a−1+k2s ave
 1 < s < α, k un nombre impair, et
G est d'ordre 2α+2. Or, on sait d'après le théorème 11 que la suite des 2-
orpsde 
lasses de k

∗ s'arrête en k
∗(1)
2 = k

(2)
2 . Alors Gal(k

∗(1)
2 /k∗) = Gal(k

(2)
2 /k∗).De plus, h(k∗) = 2h(−p) = 2 · 2n, par 
onséquent l'ordre de G est égal à

2n+2 et α = n.Montrons que seules la 
lasse de H et son 
arré 
apitulent dans 
ha
unedes trois extensions quadratiques non rami�ées de k. On a vu que la 
lasse de
H et son 
arré 
apitulent dans k

∗. Cal
ulons VG→H1,2(aG′), VG→H1,2(b
2G′),

VG→H2,2(aG′) et VG→H2,2(b
2G′). Remarquons d'abord que H1,2 = 〈b, G′〉 =

〈b, a2〉, don
 le groupe des 
ommutateurs H ′
1,2 est 〈a−2b−1a2b〉. Comme

b−1ab = a−1+k2s , on a
H ′

1,2 = 〈a−2a−2+k2s+1〉 = 〈a−2+k2s〉2 = 〈a−1b−1ab〉2 = G′2 = 〈a4〉.De la même façon, on trouve que H ′
2,2 = 〈a4〉. Les résultats de la propo-sition 6 et le lemme pré
édent montrent que

VG→H1,2(b
2G′) = a−1b2ab2H ′

1,2 = a−1ab2b2H ′
1,2 = b4H ′

1,2 = H ′
1,2 = 1.Ave
 le même raisonnement, on montre les résultats suivants :

VG→H1,2(aG′) = a2H ′
1,2 = VG→H2,2(aG′) et VG→H2,2(b

2G′) = H ′
2,2 = 1.Puisque a2 /∈ H ′

1,2, H
′
2,2, par la loi de ré
ipro
ité d'Artin, seules la 
lassede H et son 
arré 
apitulent dans K1,2/k et dans K2,2/k.Montrons que les huit 
lasses de Ck,2 
apitulent dans les trois extensionsabéliennes non rami�ées de degré 4 de k. On peut 
omme pré
édemmentmontrer que VG→H1,4(aG′) = VG→H2,4(aG′) = VG→H3,4(aG′) = ak2s+1 et

VG→H1,4(bG
′) = VG→H2,4(bG

′) = VG→H3,4(bG
′) = b4. Soient F le 
orps de



122 A. Azizi et M. Taousgenres de k/Q(i) et Am(k/Q(i)) le sous-groupe des 
lasses ambiguës dans
k/Q(i) de Ck,2. Comme le nombre de 
lasses de Q(i) est égal à 1, d'après lathéorie des genres on a

Am(k/Q(i)) ≃ Gal(F/k) ≃ Ck,2/(Ck,2)
2 ≃ Z/2Z × Z/2Z,en parti
ulier Am(k/Q(i)) = 〈σ2, τ〉 et F = K3,4 (
ar K3,4 est la seuleextension abélienne non rami�ée de type (2, 2) sur k). Comme 〈σ2, τ〉 ≃

〈b2G′, aG′〉, d'après F. Terada toutes les 
lasses ambiguës de k relative-ment à Q(i) 
apitulent dans K3,4 (voir par exemple [Su-91℄). Par suiteon a 〈b2G′, aG′〉 ⊂ kerVG→H3,4 . Les résultats pré
édents impliquent que
ak2s+1

= 1, par 
onséquent 2n divise k2s+1. Puisque k est un nombre impairet a d'ordre 2n, on trouve que 2n divise 2s+1 et n ≤ s+1 ; or on a s ≤ n−1,
e qui prouve que s = n − 1 et ak2s+1
= ak2n

= b4 = 1, ainsi
VG→H1,4(G/G′) = VG→H2,4(G/G′) = VG→H3,4(G/G′) = 1.Ce
i a
hève la preuve du théorème prin
ipal.
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