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Résultants yliques et polyn�mes ylotomiquespar
Jean-Paul Bézivin (Caen)

1. Introdution et résultats. Dans et artile, nous allons revenir surun sujet introduit par D. Fried dans [1℄, qui est elui des résultants yliques.Soit K un orps ommutatif de aratéristique nulle, que l'on peut sup-poser algébriquement los, et P (X) = a0
∏d

i=1(X−λi) un polyn�me non nulà oe�ients dans K. On note rn(P ) le résultant de P et de Xn − 1 pour
n ≥ 1 :

rn(P ) = Res(P, Xn − 1).On appelle ette suite la suite des résultants yliques de P .On a immédiatement la formule rn(P ) = an
0

∏d
i=1(λ

n
i − 1). Dans toute lasuite, on va supposer que les polyn�mes onsidérés n'ont pas de raines quisoient des raines de l'unité.Le problème posé est de savoir dans quelle mesure la donnée des rn(P )pour n ≥ 1 aratérise le polyn�me P . Dans [1℄, D. Fried donne une réponsepartielle à ette question dans le as de polyn�mes réiproques à oe�ientsréels. Dans [2℄, C. J. Hillar reprend la question, et démontre le résultatgénéral suivant :Théorème 1.1 (C. Hillar). Soient f et g deux polyn�mes de C[x] n'ayantpas omme zéros de raines de l'unité. Alors f et g engendrent la même suitede résultants yliques si et seulement si il existe u, v ∈ C[x] ave u(0) 6= 0et des entiers naturels l1, l2 tels que deg(u) ≡ l2 − l1 (mod 2) et

f(x) = (−1)l2−l1xl1v(x)u(x−1)xdeg(u), g(x) = xl2v(x)u(x).Nous renvoyons le leteur à [3℄ pour d'autres renseignements sur l'utili-sation de es résultats dans divers domaines.Nous utiliserons la dénomination introduite par C. Hillar : un polyn�me
P (x) =

∏d
i=1(X − λi) sera dit générique si les λi ne sont pas des rainesde l'unité, et si la ondition suivante est satisfaite. Notons pour S partie de2000 Mathematis Subjet Classi�ation: Primary 11B83, 11B37; Seondary 12D05.Key words and phrases: yli resultant, ylotomi polynomial.[171℄ © Instytut Matematyzny PAN, 2008
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{1, . . . , d} par λS le produit ∏

i∈S λi, ave la onvention que si S est vide,
λS = 1. On demande alors que pour S et T parties distintes de {1, . . . , d},on ait λS 6= λT .Dans le as partiulier où l'on suppose que les deux polyn�mes f et g sontunitaires et génériques, il résulte du théorème de Hillar que si rn(f) = rn(g)pour tout n ≥ 1, alors f = g.Il est alors naturel de se poser la question de savoir si un nombre �nid'égalités rn(f) = rn(g) impliquent dans le as générique que f = g, et desavoir (si une telle propriété est vraie) quel nombre de résultants yliqueségaux sont néessaires pour avoir l'égalité f = g.Dans [3℄, C. Hillar et L. Levine énonent dans e as partiulier la on-jeture suivante :Conjeture 1.2. Un polyn�me unitaire générique de degré d est déter-miné par ses d + 1 premiers résultants yliques.Dans et artile, nous allons donner une réponse partielle à ette ques-tion :Théorème 1.3. Soit d un entier ≥ 1. Il existe un ouvert de Zariski
U de Cd tel que, si deux polyn�mes P (X) =

∏d
k=1(X − xk) et Q(X) =

∏d
k=1(X − yk) sont tels que x = (x1, . . . , xd) et y = (y1, . . . , yd) soientdans U et qu'auune des omposantes xk ou yk de x et y ne soit une rainede l'unité d'ordre ≤ d + 1, et si de plus rn(P ) = rn(Q) pour 1 ≤ n ≤ d + 1,alors P = Q.Cependant, notre méthode de démonstration de e résultat ne nous per-met pas de déterminer expliitement l'ouvert U , et en partiulier de savoirsi e résultat s'applique à tout ouple de polyn�mes unitaires génériques.2. Rédution du problème. Pour j ≥ 1, on note φj le j-ième poly-n�me ylotomique ; son degré est don ϕ(j), où nous avons noté ϕ l'india-teur d'Euler. Soit d ≥ 1. On a le premier résultat immédiat suivant :Proposition 2.1. Soit N un entier naturel non nul , et P (X) =

∏d
k=1(X − xk) un polyn�me unitaire de degré d ≥ 1 à oe�ients dans C,n'ayant auune raine qui soit nulle ou une raine de l'unité d'ordre ≤ N .Alors la donnée de rn(P ) =

∏d
k=1(x

n
k − 1) pour 1 ≤ n ≤ N équivaut à ladonnée des ∏d

k=1 φj(xk), j = 1, . . . , N .Démonstration. Cela vient de la formule Xn − 1 =
∏

j|n φj(X), qui on-duit à
rn(P ) =

∏

j|n

d
∏

k=1

φj(xk),et du fait que pour tout h ≤ N la quantité ∏n
k=1 φh(xk) est non nulle.



Résultants yliques et polyn�mes ylotomiques 173Du fait de e résultat, la onjeture 1.2 devient :Conjeture 2.2. Soient P (X) =
∏d

k=1(X−xk), Q(X) =
∏d

k=1(X−yk)deux polyn�mes unitaires génériques de degré d à oe�ients dans C. Si
∏d

k=1 φj(xk) =
∏d

k=1 φj(yk) pour 1 ≤ j ≤ d + 1, alors P = Q.En raison de ette forme de la onjeture, nous allons essentiellementtravailler ave des polyn�mes ylotomiques dans le reste de l'artile.3. Lemmes préliminaires. Nous allons ommener par rappeler desrésultats d'A. Pªoski ([4℄). Soient n un entier, et F = (F1, . . . , Fn+1) uneappliation polynomiale de Cn dans Cn+1.On dira que la famille {F1, . . . , Fn+1} est non dégénérée si elle ontient
n éléments algébriquement indépendants sur C.Dans e as, l'extension C(F1, . . . , Fn+1) ⊂ C(Z1, . . . , Zn) est une exten-sion algébrique �nie. On note q(F ) son degré. Il existe, à un fateur multi-pliatif non nul près, un unique polyn�me P de degré minimal, irrédutible,tel que P (F1, . . . , Fn+1) = 0.On note de plus F+

i la partie homogène de plus haut degré du poly-n�me Fi.On a le premier résultat suivant :Théorème 3.1 (A. Pªoski). Soit F = (F1, . . . , Fn+1) une appliationpolynomiale non dégénérée, q = q(F ) et P omme dé�nis i-dessus. Alorson a(1) deg(P q) ≤ max
1≤j≤n+1

{

∏

i6=j

deg(Fi)
}

.

Soit de plus i0 un indie tel que deg(Fi) ≥ deg(Fi0) pour tout i. Si le systèmed'équations F+
i = 0, i 6= i0, n'a que la solution triviale nulle, alors l'inégalité

(1) est une égalité.Démonstration. Voir [4, Theorem 1.1℄.Soit d ≥ 1. On note σk,d(X1, . . . , Xd) = σj,d(X) le k-ième polyn�mesymétrique élémentaire en d variables, et on dé�nit des polyn�mes symé-triques Tj,d de la façon suivante :
Tj,d(X) = Tj,d(X1, . . . , Xd) =

d
∏

k=1

φj(Xk).Nous notons Qj,d l'unique polyn�me en Y1, . . . , Yd tel que l'on ait Tj,d(X) =
Qj,d(σ1,d(X), . . . , σd,d(X)).On a d'abord la formule suivante, qui donne une expression plus expliitepour es polyn�mes :



174 J.-P. BézivinProposition 3.2. On fait la onvention que Y0 = 1. Soit Σj l'ensembledes raines primitives j-ièmes de l'unité. On a alors
Qj,d(Y ) = (−1)dϕ(j)

∏

ζ∈Σj

(

d
∑

l=0

(−1)lζd−lYl

)

.

Démonstration. Soit P (T ) =
∏d

k=1(T − Xk). On a
P (T ) =

d
∑

l=0

(−1)lσl,d(X)T d−l,ave la onvention que σ0,d(X) = 1.D'autre part, φj(T ) =
∏

ζ∈Σj
(T − ζ). Don omme on a Tj,d(X) =

∏d
k=1 φj(Xk), il vient

Tj,d(X) = (−1)dϕ(j)
∏

ζ∈Σj

d
∏

k=1

(ζ − Xk)

= (−1)dϕ(j)
∏

ζ∈Σj

(

d
∑

l=0

(−1)lζd−lσl,d(X)
)

et il su�t de remplaer σl,d(X) par Yl pour terminer la démonstration.Proposition 3.3. Soit d ≥ 1. Les polyn�mes T1,d(X), . . . , Td,d(X) sontalgébriquement indépendants sur C, et il en est de même pour les polyn�mes
Q1,d, . . . , Qd,d.Démonstration. Nous allons raisonner par réurrene sur l'entier d. Pour
d = 1, on a T1,1(X1) = σ1,1(X1) = X1, de sorte que le résultat est trivial.Cei se produit aussi pour d = 2, puisque T1,2(X1, X2) = σ2,2(X1, X2) −
σ1,2(X1, X2) + 1 et T2,2(X1, X2) = σ2,2(X1, X2) + σ1,2(X1, X2) + 1.Nous supposons maintenant le résultat aquis pour d−1 variables, et nousdémontrons l'assertion pour d. On raisonne par l'absurde. On suppose qu'ilexiste un polyn�me P à oe�ients dans C, non nul, en d variables Y1, . . . , Yd,tel que P (T1,d(X), . . . , Td,d(X)) = 0. On peut lairement hoisir P de degréminimal possible en Yd, et on a alors Q(Y1, . . . , Yd−1) = P (Y1, . . . , Yd−1, 0),qui est un polyn�me non nul.Choisissons λ raine primitive d-ième de 1. On note que bj = φj(λ) 6= 0pour j ≤ d − 1, et que l'on a

Tj,d(X1, . . . , Xd−1, λ) =
(

d−1
∏

k=1

φj(Xk)
)

φj(λ) = bjTj,d−1(X1, . . . , Xd−1).Par ontre, si j = d, on a Td,d(X1, . . . , Xd−1, λ) = 0. Il en résulte que
0 = P (b1T1,d−1(X1, . . . , Xd−1), . . . , bd−1Td−1,d−1(X1, . . . , Xd−1), 0)



Résultants yliques et polyn�mes ylotomiques 175est égal à
Q(b1T1,d−1(X1, . . . , Xd−1), . . . , bd−1Td−1,d−1(X1, . . . , Xd−1)) = 0,e qui est absurde puisque par l'hypothèse de réurrene, les Tj,d−1 sontalgébriquement indépendants et Q est non nul. Cei démontre l'assertion.La dernière a�rmation vient du fait que les σk,d(X) sont algébriquementindépendants.Nous allons maintenant appliquer les résultats de A. Pªoski à la familledes polyn�mes Q1,d, . . . , Qd+1,d. On a le résultat suivant :Proposition 3.4. Soit µd le degré de l'extension C(Q1,d, . . . , Qd+1,d) ⊂

C(Y1, . . . , Yd). Si Pd est l'un des polyn�mes de degré minimal , dé�ni à uneonstante multipliative non nulle près telle que P (Q1,d, . . . , Qd+1,d) = 0,alors on a
µd deg(Pd) = ϕ(1) · · ·ϕ(d + 1).Démonstration. Le fait que les polyn�mes Qj,d, 1 ≤ j ≤ d, soient algé-briquement indépendants est une onséquene de la proposition 3.3. La fa-mille {Q1,d, . . . , Qd+1,d} onsidérée est don non dégénérée.Le degré de Qj,d est lairement ϕ(j). Par suite, Q1,d et Q2,d sont deuxpolyn�mes de plus bas degré parmi les Qj,d.La famille Q+

j,d, 2 ≤ j ≤ d + 1, est telle que le système d'équations
Q+

j,d = 0 n'a omme solution que l'élément nul de Cd. En e�et, il résulteimmédiatement des formules donnant les Qj,d que
Q+

j,d(Y ) = (−1)dϕ(j)
∏

ζ∈Σj

(

d
∑

l=1

(−1)lζd−lYl

)

.

Soit y = (y1, . . . , yd) une solution du système d'équations Q+
j,d = 0, j =

2, . . . , d + 1. On voit don que pour tout j, il existe une raine primitive
j-ième de l'unité ζj telle que ∑d

l=1(−1)lζd−l
j yl = 0.Il existe x ∈ Cd tel que yi = σi,d(x) pour i = 1, . . . , d. Il existe don pourtout j une raine primitive de l'unité ζj telle que ∑d

l=1(−1)lζd−l
j σl,d(x) = 0.Mais l'expression ∑d

l=1(−1)lζd−l
j σl,d(x) est égale à ∏d

k=1(ζj − xk) − ζd
j . Lepolyn�me H(T ) =

∏d
k=1(T −xk)−T d, qui est de degré ≤ d−1, admet donles d raines distintes ζj , j = 2, . . . , d+1, et par suite est identiquement nul.Cei fournit que yl = σl,d(x) est nul pour tout l, e qui démontre l'assertion.La quantité max1≤j≤n+1{

∏

i6=j deg(Qi,d)} est égale à ϕ(1) · · ·ϕ(d + 1).Le théorème 3.1 donne alors que
deg(Pµd

d ) = µd deg(Pd) = ϕ(1) · · ·ϕ(d + 1).



176 J.-P. Bézivin4. Propriétés du polyn�me Pd. Pour d = 2, des aluls donnent
P2(Z1, Z2, Z3) = 4Z3 − Z2

1 − 3Z2
2 + 6Z1 + 6Z2 − 12.Ce polyn�me est de degré 2, égal à ϕ(1)ϕ(2)ϕ(3). D'autre part, si on a

t1, t2, t3 et θ non nuls dans C tels que P2(t1Z1, t2Z2, t3Z3) = θP2(Z1, Z2, Z3),on voit immédiatement que t1 = t2 = t3 = θ = 1.Cette partie est onsarée à la démonstration du résultat suivant, quigénéralise e qui préède à d ≥ 2 quelonque :Proposition 4.1. Soit , pour d ≥ 2, Pd(Y1, . . . , Yd+1) le polyn�me nonnul à d + 1 variables, dé�ni à une onstante multipliative non nulle près,irrédutible, tel que Pd(Q1,d, . . . , Qd+1,d) = 0. On a alors :(i) Le degré de Pd est égal à ϕ(1) · · ·ϕ(d + 1).(ii) Si t = (t1, . . . , td+1) ∈ (C∗)d+1 est tel qu'il existe une onstante θ 6= 0dans C telle que
Pd(t1Z1, . . . , td+1Zd+1) = θPd(Z1, . . . , Zd+1)alors tj = 1 pour 1 ≤ j ≤ d + 1, et θ = 1.Démonstration. Nous allons démontrer e résultat par réurrene surl'entier d. Il résulte de e qui préède que le résultat est vrai si d = 2.On va montrer que si le résultat est vrai pour d − 1, il est vrai pour d.4.1. Démonstration de (i) pour d. Le polyn�me Pd(Z1, . . . , Zd, 0) est nonnul, par l'hypothèse d'irrédutibilité faite sur e polyn�me. D'autre part,par dé�nition du polyn�me Pd, si on y remplae Yj par σj,d(X), on trouveque Pd(T1,d(X), . . . , Td+1,d(X)) = 0. On remplae la variable Xd par uneraine primitive (d+1)-ième de l'unité ζ. On a alors Tj,d(X1, . . . , Xd−1, ζ) =

φj(ζ)Tj,d−1(X), où X = (X1, . . . , Xd−1), pour 1 ≤ j ≤ d, le terme Td+1,ddonnant 0. Par suite, Pd(φ1(ζ)T1,d−1(X), . . . , φd(ζ)Td,d−1(X), 0) = 0. Lepolyn�me Pd−1(Z1, . . . , Zd) divise alors Pd(φ1(ζ)Z1, . . . , φd(ζ)Zd, 0). Paronséquent, le polyn�me
Hζ = Pd−1

(

Z1

φ1(ζ)
, . . . ,

Zd

φd(ζ)

)

divise Pd(Z1, . . . , Zd, 0). Par la partie (ii) de l'hypothèse de réurrene, pourdes ζ distints dans l'ensemble Σd+1 des raines primitives de l'unité, lespolyn�mes irrédutibles Hζ ne sont pas égaux à une onstante multipliativeprès, puisque φ1(ζ) 6= φ1(λ) si ζ 6= λ. Don le produit ∏

ζ∈Σd+1
Hζ divise

Pd(Z1, . . . , Zd, 0).Par la proposition 3.4, Pd est toujours de degré ≤ ϕ(1) · · ·ϕ(d + 1),don e sera aussi le as pour Pd(Z1, . . . , Zd, 0). Comme par la partie (i)de l'hypothèse de réurrene, le degré de Pd−1 est ϕ(1) · · ·ϕ(d), le degrédu produit ∏

ζ∈Σd+1
Hζ est ϕ(1) · · ·ϕ(d + 1). Il en résulte que le degré de
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Pd(Z1, . . . , Zd, 0) est égal à ϕ(1) · · ·ϕ(d + 1), et que de plus il existe uneonstante τ non nulle telle que
(2) τ

∏

ζ∈Σd+1

Pd−1

(

Z1

φ1(ζ)
, . . . ,

Zd

φd(ζ)

)

= Pd(Z1, . . . , Zd, 0).

Comme le degré de Pd est plus grand que le degré de Pd(Z1, . . . , Zd, 0), etau plus égal à ϕ(1) · · ·ϕ(d + 1), il est égal à ette quantité, e qui démontrel'assertion (i) pour d.4.2. Démonstration de (ii) pour d. Soient t = (t1, . . . , td+1) ∈ (C∗)d+1 et
θ ∈ C∗ tels que Pd(t1Z1, . . . , td+1Zd+1) = θPd(Z1, . . . , Zd+1).On ommene par faire Zd+1 = 0, d'où

Pd(t1Z1, . . . , tdZd, 0) = θPd(Z1, . . . , Zd, 0).Nous allons utiliser la formule (2). Il vient, après simpli�ation par τ ,
∏

ζ∈Σd+1

Pd−1

(

t1Z1

φ1(ζ)
, . . . ,

tdZd

φd(ζ)

)

= θ
∏

ζ∈Σd+1

Pd−1

(

Z1

φ1(ζ)
, . . . ,

Zd

φd(ζ)

)

.Soit ζ ∈ Σd+1. Il résulte de la formule préédente qu'il existe ζ∗ ∈ Σd+1tel que Pd−1(t1Z1/φ1(ζ), . . . , tdZd/φd(ζ)) et Pd−1(Z1/φ1(ζ
∗), . . . , Zd/φd(ζ

∗))di�èrent d'une onstante multipliative non nulle. Si on remplae Zj/φj(ζ
∗)par Yj , la partie (ii) de l'hypothèse de réurrene implique que pour tout j, ona φj(ζ

∗) = τjφj(ζ), où on a noté τj = t−1
j . Soit Ωd+1 l'ensemble des d-upletsd'éléments de C∗ de la forme (φ1(ζ), . . . , φd(ζ)), où ζ ∈ Σd+1. Alors Ωd+1est un ensemble �ni à ϕ(d + 1) éléments, et l'appliation x = (x1, . . . , xd) ∈

Ωd+1 7→ (τ1x1, . . . , τdxd) applique Ωd+1 dans Ωd+1. Comme elle est laire-ment injetive, 'est don une permutation de l'ensemble Ωd+1. Il en résulteimmédiatement que tous les τj sont des raines de l'unité.Comme 2 ≤ d, on peut reprendre l'égalité φ2(ζ
∗) = τ2φ2(ζ), qui s'érit

ζ∗ + 1 = τ2(ζ + 1). Si on prend le onjugué, il vient
ζ∗ + 1

ζ∗
=

ζ + 1

τ2ζ
,d'où ζ∗ = ζτ2

2 . En remplaçant dans la formule de départ, il vient que ζτ2
2 +1 =

τ2(ζ + 1), d'où τ2 = 1 ou τ2 = ζ−1.Si τ2 6= 1, on a τ2 = ζ−1, don τ2 est une raine de l'unité d'ordre d + 1exatement. Si on prend un élément quelonque ω = (ω1, . . . , ωd) de Ωd+1(don ωj 6= 0 pour tout j), il en résulte que les (τ l
1ω1, . . . , τ

l
dωd) ∈ Ωd+1sont tous distints pour l = 0, . . . , d, ar si deux d'entre eux sont égaux,on a τ l

2ω2 = τk
2 ω2 par exemple pour l > k, don τ l−k

2 = 1, e qui, puisque
0 < l − k ≤ d, ontredit le fait que τ2 est une raine primitive (d + 1)-ièmede 1. Mais omme le ardinal de Ωd+1 est ϕ(d + 1) < d + 1, on a uneontradition.



178 J.-P. BézivinDon τ2 = 1, il en résulte immédiatement que ζ∗ = ζ, et par suite τj = 1pour j = 1, . . . , d. Don les tj , j = 1, . . . , d, sont tous égaux à 1. Il nous resteà montrer que θ = 1 et td+1 = 1. On a
Pd(Z1, . . . , Zd, td+1Zd+1) = θPd(Z1, . . . , Zd, Zd+1).En faisant Zd+1 = 0, omme le polyn�me Pd(Z1, . . . , Zd, 0) n'est pas nul, ontrouve que θ = 1. Érivons
Pd(Z1, . . . , Zd, Zd+1) =

N
∑

k=0

Ak(Z1, . . . , Zd)Z
k
d+1ave AN 6= 0. L'égalité se traduit par le fait que si Ak 6= 0, on a tkd+1 = 1.Don td+1 est une raine de l'unité. Soit m son ordre ; nous allons supposer

m ≥ 2, et montrer qu'il y a ontradition.Les indies k tels que Ak 6= 0 sont tous multiples de m. Don le polyn�me
Pd s'érit

Pd(Z1, . . . , Zd+1) =
M
∑

j=0

Ajm(Z)Zjm
d+1où mM = N . Soit Sd le polyn�me

Sd(Z1, . . . , Zd+1) =
M
∑

j=0

Ajm(Z)Zj
d+1.On a don

Pd(Z1, . . . , Zd+1) = Sd(Z1, . . . , Z
m
d+1)et par dé�nition de Pd,

Sd(T1,d(X), . . . , Td,d(X), Td+1,d(X)m) = 0.On dérive par rapport à la variable Xd ; il vient 0 = A + B ave
A =

d
∑

j=1

φ′
j(Xd)Tj,d−1(X)

∂Sd

∂Zj
(T1,d(X), . . . , Td,d(X), Td+1,d(X)m),

B = mφ′
d+1(Xd)(φd+1(Xd))

m−1(Td+1,d−1(X))m

×
∂Sd

∂Zd+1
(T1,d(X), . . . , Td,d(X), Td+1,d(X)m).On remplae enore Xd par ζ, une raine primitive (d + 1)-ième de 1, etpare que m − 1 ≥ 1, il vient (φd+1(ζ))m−1 = 0, don B = 0, et par suite

d
∑

j=1

φ′
j(ζ)Tj,d−1(X)

∂Sd

∂Zj
(φ1(ζ)T1,d−1(X), . . . , φd(ζ)Td,d−1(X), 0) = 0,



Résultants yliques et polyn�mes ylotomiques 179ou enore, ompte tenu du fait que Pd(Z1, . . . , Zd, 0) = Sd(Z1, . . . , Zd, 0),
d

∑

j=1

φ′
j(ζ)Tj,d−1(X)

∂Pd

∂Zj
(φ1(ζ)T1,d−1(X), . . . , φd(ζ)Td,d−1(X), 0) = 0.Par suite, le polyn�me

d
∑

j=1

φ′
j(ζ)Zj

∂Pd

∂Zj
(φ1(ζ)Z1, . . . , φd(ζ)Zd, 0)

est divisible par Pd−1(Z1, . . . , Zd), ou enore, le polyn�me
d

∑

j=1

φ′
j(ζ)

φj(ζ)
Zj

∂Pd

∂Zj
(Z1, . . . , Zd, 0)

est divisible par le polyn�me Pd−1(Z1/φ1(ζ), . . . , Zd/φd(ζ)).Nous allons maintenant utiliser de nouveau la relation (2) que nous rap-pelons :
Pd(Z1, . . . , Zd, 0) = τ

∏

λ∈Σd+1

Pd−1

(

Z1

φ1(λ)
, . . . ,

Zd

φd(λ)

)

.

La dérivée partielle de Pd(Z1, . . . , Zd, 0) par rapport à la variable Zj estégale à
τ

∑

η∈Σd+1

1

φj(η)

∂Pd−1

∂Zj

(

Z1

φ1(η)
, . . . ,

Zd

φd(η)

)

∏

λ6=η

Pd−1

(

Z1

φ1(λ)
, . . . ,

Zd

φd(λ)

)

.

Cette dernière quantité est ongrue modulo Pd−1(Z1/φ1(ζ), . . . , Zd/φd(ζ)) à
τ

1

φj(ζ)

∂Pd−1

∂Zj

(

Z1

φ1(ζ)
, . . . ,

Zd

φd(ζ)

)

∏

λ6=ζ

Pd−1

(

Z1

φ1(λ)
, . . . ,

Zd

φd(λ)

)

.

Don la quantité
d

∑

j=1

φ′
j(ζ)

φj(ζ)
Zj

∂Pd

∂Zj
(Z1, . . . , Zd, 0)

est ongrue modulo Pd−1(Z1/φ1(ζ), . . . , Zd/φd(ζ)) à
[

τ
d

∑

j=1

φ′
j(ζ)

φj(ζ)2
Zj

∂Pd−1

∂Zj

(

Z1

φ1(ζ)
, . . . ,

Zd

φd(ζ)

)]

∏

λ6=ζ

Pd−1

(

Z1

φ1(λ)
, . . . ,

Zd

φd(λ)

)

.

Par suite,
d

∑

j=1

φ′
j(ζ)

φj(ζ)2
Zj

∂Pd−1

∂Zj

(

Z1

φ1(ζ)
, . . . ,

Zd

φd(ζ)

)



180 J.-P. Bézivinest divisible par Pd−1(Z1/φ1(ζ), . . . , Zd/φd(ζ)). Cei veut dire enore que
d

∑

j=1

φ′
j(ζ)

φj(ζ)
Zj

∂Pd−1

∂Zj
(Z1, . . . , Zd)est divisible par Pd−1(Z1, . . . , Zd). Pour des raisons de degré, il existe uneonstante τ(ζ) telle que

d
∑

j=1

φ′
j(ζ)

φj(ζ)
Zj

∂Pd−1

∂Zj
(Z1, . . . , Zd) = τ(ζ)Pd−1(Z1, . . . , Zd).On érit Pd−1(Z) =

∑

aνZν . La relation préédente donne que
d

∑

j=1

νj

φ′
j(ζ)

φj(ζ)
= τ(ζ)si aν 6= 0. Comme φ′

1(ζ)/φ1(ζ) = 1/(ζ − 1) est non nul, on a une relationnon triviale entre les ν tels que aν soit non nul. Cei donne une relation dela forme
c1ν1 + · · · + cdνd = b,ave ette fois-i les cj dans Z non tous nuls, b indépendant de ν, valide pourtous les d-uplets ν tels que aν soit non nul.Posons tj = exp(cj). Par e qui préède, l'un au moins des tj n'est paségal à 1. L'expression Pd−1(t1Z1, . . . , tdZd) est égale à

∑

aνt
ν1

1 · · · tνd

d Zν = exp(b)
∑

aνZν = exp(b)Pd−1(Z1, . . . , Zd),e qui ontredit la partie (ii) de l'hypothèse de réurrene. Par suite, on nepeut avoir m ≥ 2, don l'ordre m de td+1 est égal à 1, et td+1 = 1, e quiahève la démonstration de la proposition.5. Démonstration du théorème 1.3. On utilise le théorème 3.1.On a déjà vu que les hypothèses de e théorème étaient satisfaites par
Q = (Q1,d, . . . , Qd+1,d). Par la proposition 4.1, le degré du polyn�me Pd,dé�ni à une onstante multipliative non nulle près, liant algébriquement
Q1,d, . . . , Qd+1,d et de degré minimal pour ette propriété, est égal à ϕ(1) · · ·
· · ·ϕ(d + 1). Si µd est le degré de C(Y1, . . . , Yd) sur C(Q1,d, . . . , Qd+1,d), laproposition 3.4 montre que l'on a la relation µd deg(Pd) = ϕ(1) · · ·ϕ(d + 1).Il en résulte que µd = 1, de sorte que

C(Y1, . . . , Yd) = C(Q1,d, . . . , Qd+1,d).En tenant ompte du fait que Qd+1,d est algébrique sur C(Q1,d, . . . , Qd,d),on peut don exprimer haque Yj sous la forme
Yj =

Uj(Q1,d, . . . , Qd+1,d)

Vj(Q1,d, . . . , Qd,d)
,



Résultants yliques et polyn�mes ylotomiques 181où Vj est un polyn�me non nul en d variables. Remplaçons les Yj par les
σj,d(X) ; il vient que

σj,d(X) =
Uj(T1,d(X), . . . , Td+1,d(X))

Vj(T1,d(X), . . . , Td,d(X))
.Soit U l'ouvert de Zariski de Cd dé�ni par ∏d

j=1 Vj(T1,d(X), . . . , Td,d(X))

6= 0. Soient P (X) =
∏d

k=1(X−xk) et Q(X) =
∏d

k=1(X−yk) deux polyn�mestels que x = (x1, . . . , xd) et y = (y1, . . . , yd) soient dans U , tels qu'auunedes omposantes xk et yk de x et y ne soit une raine de l'unité d'ordre
≤ d + 1, et tels que rn(P ) = rn(Q) si 1 ≤ n ≤ d + 1. Comme on l'a vu, ladonnée des rn(P ), 1 ≤ n ≤ d+1, est alors équivalente à la donnée des Tj,d(x),
1 ≤ j ≤ d+1, et de même la donnée des rn(Q), 1 ≤ n ≤ d+1, est équivalenteà la donnée de Tj,d(y), 1 ≤ j ≤ d + 1. Don Tj,d(x) = Tj,d(y) pour 1 ≤
j ≤ d + 1. Comme les Vj(T1,d(x), . . . , Td,d(x)) et les Vj(T1,d(y), . . . , Td,d(y))sont non nuls, les égalités préédentes impliquent que σj,d(x) = σj,d(y) pour
j = 1, . . . , d, et par suite les polyn�mes P (X) et Q(X) sont égaux, e quitermine la démonstration du théorème 1.3.
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