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Le grand théoreme de Picard pour les
multifonctions analytiques finies
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Abstract. Let D be a domain of the complex plane containing the origin. The famous
great theorem of Emile Picard asserts that if h is holomorphic on D\{0}, with an essential
singularity at 0, then the image under h of any pointed neighbourhood of 0 covers all the
complex plane, with at most one exception. Introducing the concept of essential singularity
for analytic multifunctions, we extend this theorem to a finite analytic multifunction K,
of degree N, defined on D\{0}. In this case U0<|>\\<7’ K(X) covers all the complex plane,
with at most 2N — 1 exceptions. In particular, this theorem can be used in the case of
N x N matrices whose entries are holomorphic on D \ {0} with essential singularities
at 0. In this case, if their spectra avoid 2N points on a pointed neighbourhood of 0, these
spectra must be constant.

0. Introduction. Rappelons que les multifonctions analytiques définies
sur D sont les multifonctions du type A — K()\), ou K(A) est un compact
non vide du plan complexe, qui sont semi-continues supérieurement et telles
que le complémentaire de leur graphe

I'={\z):ze KN} CcDxC

soit un ouvert pseudo-convexe. Ce sont les généralisations naturelles des
fonctions holomorphes sur D et elles ont de trés nombreuses propriétés et
applications dans beaucoup de secteurs des mathématiques. On pourra trou-
ver un exposé détaillé sur ces propriétés et applications dans [1, 2].

Dans le cas général des multifonctions analytiques définies sur tout le
plan complexe, le petit théoreme de Picard a été généralisé dans [3]. On a
montré que K (A)" est constant ou sinon C\J, ¢ K (A)" est un ensemble G5
de capacité nulle, ou K ()" dénote I'enveloppe polynomialement convexe
de K(\), c'est-a-dire la réunion de K () avec ses trous. Il n’y a aucun
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espoir d’obtenir mieux, sauf bien str pour des classes des multifonctions
analytiques plus restreintes.

Si on considere les multifonctions analytiques de degré N (voir le Théo-
réme 1.1 plus loin), A. Zraibi a pu montrer dans sa these [9] (voir aussi [1],
pp. 161-166), en utilisant des idées de G. Rémoundos [8] et des calculs sur
les déterminants de Vandermonde, que dans ce cas |J,.c K()) couvre tout
le plan complexe avec au plus 2N — 1 exceptions. Ce résultat est d’ailleurs
le meilleur possible ([1], Theorem 7.3.5).

C’est ce résultat qui a suggéré d’étendre le grand théoreme de Picard
aux cas des multifonctions analytiques finies de degré N. Tout d’abord il a
fallu définir le concept de singularité essentielle (voir §2) et ensuite utiliser le
critere fondamental de normalité de J. Dufresnoy (voir §3). Dans le §4 nous
obtenons la meilleure généralisation possible du grand théoreme de Picard
en se servant du critere du Dufresnoy et en généralisant un théoreme de
Paul Montel (Théoréeme 4.2).

Ce résultat, déja plutot difficile a démontrer, suggere qu’il existe peut-
étre un grand théoréeme de Picard pour les multifonctions analytiques arbi-
traires, ce qui aurait d’intéressantes conséquences pour la distribution des
valeurs spectrales des familles analytiques d’opérateurs. Peut-étre est-il vrai
que K est analytique multiforme sur D avec une singularité essentielle en
0, alors |, <pj<r K (A" couvre tout le plan complexe, avec possiblement
un ensemble d’exceptions qui est de capacité nulle. Mais cela semble bien
difficile & démontrer (voir au moins la forme faible du Théoreme 4.1).

1. Les multifonctions analytiques finies. Soit K une multifonction
analytique définie sur D. Nous dirons qu’elle est finie si, quel que soit A € D,
on a K(A) fini. Dans ce cas, on a le résultat suivant di a B. Aupetit (voir
[1], Theorem 7.1.7, Lemma 7.3.3, Theorem 7.3.5).

THEOREME 1.1. Soient D un domaine du plan complexe et K une mul-
tifonction analytique finie sur D. Alors on a les propriétés suivantes :

(i) 1l existe un plus petit entier N et un sous-ensemble F discret de D
tel que K(X) ait N points sur D\ F' et moins de N points sur F.
(ii) Il existe N fonctions holomorphes ay,...,an sur D telle que

KN ={z:2Y +a, (V)" + .. +an()) =0}

(iii) Il existe une fonction analytique f de D dans My (C), lalgébre des
matrices N x N, telle que K()\) soit le spectre de f()).

Bien sur la réciproque est vraie. Autrement dit les multifonctions ana-
lytiques finies sur D ne sont pas autre chose que les multifonctions qui as-
socient a un parametre I’ensemble des valeurs propres d’une matrice N x N
dont les coefficients dépendent holomorphiquement de ce parametre. De
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telles multifonctions analytiques finies sont parfois appelées fonctions al-
gébroides de degré N.

2. Singularités. Soit K une multifonction analytique sur D \ {0} ou
D est un domaine du plan complexe contenant ’origine. Nous dirons que
0 est une singularité éliminable de K s’il existe » > 0 et R > 0 tels que
K(\) C B(0,R) pour 0 < |\ < 7. Dans ce cas, il n’est pas difficile de
démontrer qu'en posant K(0) = limy_oK()), au sens de la distance de
Hausdorff, K admet une extension analytique a tout D. Cela résulte du
fait, bien connu, que si ¢ est sous-harmonique sur D \ {0} et si p(A) < R
pour 0 < |A| < r, alors ¢ admet une extension sous-harmonique sur tout
D. Ce résultat vient également d’un résultat beaucoup plus général ([7],
Proposition 6.1).

Supposons h holomorphe pour 0 < || < r avec un pole d’ordre n en 0.
Alors elle peut s’écrire sous la forme h(A) = f(A)/A™, ou f est holomorphe
pour |\ < r, avec f(0) # 0. Si on prend une transformation de Mobius
g(u) = 1/(u—a), il est facile de voir que g(h(A)) est holomorphe dans
un petit voisinage de 0. Réciproquement si g(h(\)) est holomorphe dans un
petit voisinage de 0, pour une certaine transformation de Mébius de la forme
précédente, il est aussi facile de voir que A a au plus un poéle en 0. Cela nous
amene a poser la définition suivante.

Si K est une multifonction analytique sur D\ {0}, ou D est un domaine
du plan complexe contenant ’origine, nous dirons que 0 est un pole de K s’il
existe une transformation de Mébius g(u) = 1/(u — a) telle que g(K(\)) =
{1/(z —a) : z € K(\)} devienne analytique dans un petit voisinage de 0.

Dans le cas ou K est analytique sur D \ {0}, avec 0 ni éliminable ni un
pole, nous dirons que 0 est une singularité essentielle de K.

Un exemple tres simple de multifonction analytique de degré 2, définie
sur C\ {0}, ayant une singularité essentielle en 0, est donné par les spectres

des matrices
el/* 1
1 0/’

ol bien sir K(\) = {z : 22 — ze!/* =1 = 0} (voir 'argument de la
démonstration du Théoréme 4.4). Dans ce cas on aura

1/

U Sp(e 1>:(C\{0717_1}7
-1 0

o<|A|I<r

quel que soit r > 0.

3. Familles normales. Commencons par remarquer que si l’on a une
suite de multifonctions analytiques finies de degré N qui converge vers une
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multifonction L, cette multifonction n’est pas nécessairement a valeurs com-
pactes dans le plan complexe, donc n’est pas nécessairement une multifonc-
tion analytique, au sens donné a la premiere page. Par exemple si on prend

K,AN)={z:2N —nx=0}, n=12...,

alors les K, () vont converger vers L(\) = {oo}.

De plus si les K, sont finies avec des degrés non bornés, il se peut que L
ne soit pas finie. Prenons D = {\ : |A\| < 1} et K,,(\) = {2z : 2" = A}, pour
n =1,2,... Il n’est pas bien difficile de voir que cette suite converge pour
la distance de Hausdorff vers

| {0} si A =0,
L()\)_{{z:|z|:1} S0 <A <1

Dans son gros article [5], J. Dufresnoy a défini la normalité des familles de
multifonctions finies de degré fixé N, a valeur dans la sphere de Riemann, en
utilisant la distance Dg définie sur les ensembles de multiplicité de la sphere
de Riemann de la fagon suivante:

DS({ala cee 704]\/'}, {517 DR 7/BTL}> = a'rg‘lsr]l\r IISHZE%)%V d(a’hﬁ(r(i))v

ou Sy dénote ’ensemble des permutations de N éléments et ou d dénote
la distance cordale sur la sphere de Riemann, les {a;}, {8;} désignant des
ensembles de multiplicité, c’est-a-dire des suites de N nombres ol quelques
valeurs peuvent étre répétées (dans ce cas on dit qu’elles ont une multi-
plicité). Cette distance n’est pas équivalente a la distance de Hausdorff des
ensembles (pour plus de détails voir le chapitre 1 de [6]), mais dans le cas
des familles de multifonctions analytiques de degré NV, il n’est pas difficile
de voir que localement la convergence au sens de Dg est équivalente a la
convergence selon la distance de Hausdorff A pour les compacts du plan
complexe, si la limite a ses valeurs compactes dans le plan complexe, ou a
la convergence selon la distance de Hausdorff modulo une transformation de
Mbobius (cela résulte du Théoreme 1.1(iii) et du Théoreme 1.2.3 de [6]) si la
limite & des branches infinies.

Autrement dit une famille 7 de multifonctions analytiques de degré fixé
N sera normale au sens de Dufresnoy si pour toute suite (K,,) de F on peut
extraire une sous-suite (K, ) qui converge uniformément sur tout compact
de D vers L de facon que :

(i) ou bien L(\g) est compact dans C, auquel cas dans un voisinage E
de A\ ou aura lim,,_,, A(K,(N), L(A)) =0,

(ii) ou bien L(Ao) 3 oo, auquel cas, dans un voisinage E de Ao et avec
une transformation de Mébius convenable du type g(u) = 1/(u — a), on aura

Jim A(g(Kn(A), 9(L(A))) = 0.
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Dans son article [5], J. Dufresnoy a démontré les deux résultats fonda-
mentaux suivants qui généralisent bien sur des résultats de P. Montel.

THEOREME 3.1. Soit F une famille de multifonctions algébroides mé-
romorphes sur un domaine D du plan complexe, qui sont toutes de degré N
et qui omettent toutes 2N + 1 wvaleurs données sur la sphére de Riemann.
Alors cette famille F est normale au sens de Dufresnoy.

Dans le cas qui nous intéresse, c’est-a-dire les multifonctions analytiques
finies de degré N, la valeur oo est toujours omise, autrement dit on obtient
le résultat qui, avec le Théoreme 4.2, sera la base de la démonstration du
Théoreme 4.3.

COROLLAIRE 3.2 (Critere fondamental). Soit F une famille de multi-
fonctions analytiques finies de degré N qui omettent 2N valeurs données du
plan complexe. Alors cette famille F est normale au sens de Dufresnoy.

4. Résultats principaux. Nous commencons par donner une forme
faible du grand théoreme de Picard, dans le cas des multifonctions analy-
tiques générales, résultat qui est une généralisation du théoreme classique
de Casorati—Weierstrass. Ce résultat nous sera utile dans la démonstration
du théoreme suivant.

THEOREME 4.1. Soit D un domaine du plan complexe contenant l’ori-
gine. Supposons que K est une multifonction analytique sur D \ {0} qui
admet une singularité essentielle en 0. Alors pour v > 0 tel que B(0,7) soit
inclus dans D, Uensemble G = o |5 <, K () est dense dans C.

Démonstration. Si G n’est pas dense dans C, il existe « € C et s > 0
tels que K(\) N B(a, s) = 0 pour 0 < |\| < . Si on prend la transformation
de Moébius g(z) = s/(z — «), alors g(U) € B(0,1) ou U = {z: |z — a| > s},
donc g(K(\)) € B(0,1) pour 0 < |A| < r, ce qui veut dire que g(K(\))
a une singularité éliminable en 0, donc que K a un pole en 0, ce qui est
contradictoire. m

Nous allons maintenant généraliser un résultat de P. Montel (1927), dont
on trouvera la démonstration classique par exemple dans [4], page 438. Pour
notre extension, nous aurons besoin du fait que si K est analytique multi-
forme alors A — o(K(A)) = max{|z| : z € K(\)} est sous-harmonique ([1],
Theorem 7.1.3).

THEOREME 4.2. Soit D le disque centré a lorigine et de rayon v et
K une multifonction analytique finie de degré N sur D \ {0}, ayant une
singularité essentielle en 0. Alors la suite de multifonctions analytiques de
degré N définies par

K,(A\)=K(\/2") pour0<|A\<2r, n=12,...
n’est pas normale (au sens défini dans §2).
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Démonstration. D’apres le théoreme précédent il existe deux suites (sg)
et (ay), convergeant vers 0, telles que

1/4> |s1| > [s2] > ..., ap € K(sg).
Soit (ny) une suite croissante d’entiers tels que
1/2M%2 < s < 1/2™ T pour k=1,2,...

Alors wy, = 2" sy, € C(1/4,1/2), la couronne fermée de centre 0 et de rayons
1/4 et 1/2. De plus,

Knk (wk) = K(Q”ksk/Q”k) = K(Sk) S .

Supposons que la famille {K,,} soit normale. Alors la suite (K,,) contient
une sous-suite, que nous noterons (Knkj), qui converge uniformément sur

tout compact de D\ {0}, donc en particulier sur C(1/4,1/2), vers une mul-
tifonction analytique M de degré N ou vers une multifonction finie dont une
ou plusieurs branches sont réduites a la constante oo.

Plagons nous dans le premier cas, ot M()\) # oo sur C(1/4,1/2). Dans
ce cas (Knkj) est uniformément bornée sur le compact C(1/4,1/2), donc il
existe R > 0 tel que

Kn,, (w) € B(0,R) pour w e C(1/4,1/2) et tout ng,.

Le voisinage pointé B(0,1/2™+1) \ {0} peut s’écrire comme la réunion
dénombrable de couronnes C; = {w : 1/2™%? < |w| < 172"} et
de couronnes intercalaires D; dont les frontieres sont incluses dans les C;
précédents.

Siw e Cj, ona?2m™w € C(1/4,1/2), donc K(w) = K,, (2"w) C
B(0, R), ainsi o(K(w)) < R sur chaque C;. Comme X\ — o(K())) est
sous-harmonique sur D \ {0}, donc satisfait le principe du maximum, on
a o(K(w)) < R sur Dj. Ainsi on a prouvé que K(w) C B(0,R) pour
0 < |w| < € avec € > 0 assez petit, autrement dit 0 n’est pas une singularité
essentielle, ce qui est absurde.

Supposons maintenant que M (\) 3 oo sur C(1/4,1/2). Le fait que oy €
K (sk), avec limg_,o o = 0, implique que toutes les branches de M ne
peuvent étre réduites a co. Supposons que 'une des branches soit réduite a
oo. Il existe une transformation de Mobius g et un voisinage V' de 0 tel que
g(K (X)) soit analytique multiforme (& valeurs compactes) sur V' \ {0}. Le
méme argument que dans le cas précédent montrerait que g(K(\)) admet
une singularité non essentielle en 0, donc que 0 serait un pole de K(\) sur
D\ {0}, ce qui contredit I'hypothese. m

THEOREME 4.3 (Grand théoreme de Picard pour les multifonctions ana-
lytiques de degré N). Soit D un domaine du plan complexe contenant
Uorigine et soit K une multifonction analytique finie de degré N sur D\ {0}
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ayant une singularité essentielle en 0. Alors UAeD\{O} K (X) est tout le plan
complexe moins possiblement 2N — 1 valeurs.

Démonstration. On peut supposer que D = {z : |z] < r}. Supposons
que 2N points ne sont pas dans (Jy|y <, K(A). Alors les multifonctions
analytiques finies, de degré IV, définies par

K,(A\)=K(\/2") pour0< |\ <r, n=12,...,

ne prennent pas ces 2N valeurs exceptionnelles. D’apres le critere fonda-
mental de Dufresnoy (Corollaire 3.2), la famille {K,,} est normale au sens
défini dans §2, mais cela contredit le Théoréme 4.2. m

Nous montrons maintenant que 2N — 1 est la meilleure valeur possible.

THEOREME 4.4. Soient ai,...,asn_1 des nombres complezes deux d
deux distincts. Considérons la multifonction analytique finie, de degré N,

définie sur C\ {0} par

KN ={z:(z—a1)...(z —an) + e’ (z —ant1) ... (2 — aany_1) = 0}.
Alors K admet une singularité essentielle en 0 et elle excepte les 2N — 1
points ai,...,aaN—1-

Démonstration. Posons q(z) = (z—aq1)...(z—an) et r(z) = (z—an+1)
...(z —agn_1); alors K(\) est définie par le polynéme

(1) pa(z) = a(2) + e/ (z).
Si on dénote par z1(A),...,zn(A) les branches de K (\) répétées avec leurs
multiplicités, on a donc

(2) (z=21(N) ... (2= 2n(A) = pa(2),
(3) 2N+ .. v\ =a1 + ... +ay + e/

Cette relation (3) implique que 0 n’est pas une singularité éliminable pour
K, puisque K ne peut étre bornée dans aucun voisinage de 0. Montrons
maintenant que A = 0 ne peut pas étre un pole pour K. Pour cela il suffit
de montrer que g(K(\)) n’est pas bornée au voisinage de 0, pour toute
transformation de Mobius de la forme g(z) = 1/(z — b). Nous avons

(4) g(z1(A)) ... g(zn(N) = (b— Zl(A)()i.l.)(b —2n(A)
(=D~

~ a(®) + e A (p)
d’apres les relations (1) et (2). On ne peut pas avoir ¢(b) = r(b) = 0,
car les a; sont distincts deux & deux. Si 7(b) # 0, comme e'/* admet une
singularité essentielle en 0, il existe une suite (\,) convergeant vers 0 telle
que e'/*» converge vers —q(b)/r(b), donc g(K(\,)) ne peut pas étre bornée.
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Si r(b) = 0, auquel cas ¢(b) # 0, en considérant la (N — 1)-ieme fonction
symétrique de s1 = g(z1(N)),..., sy = g(zn(\)) on a alors

1 1
Z Sil---SiN,lz(Sl---SN)g—i‘---‘i’—

s
1<i1<...<in_1<N N

— (;(11))) [21(N) = b+ ...+ zn(N) = b
:%[a1+...+aN+el/)‘—Nb]v

d’apres les relations (3) et (4). Cela prouve donc que g(K(A)) ne peut pas

étre bornée au voisinage de 0 puisque e

/X peut prendre des valeurs aussi

grandes que l'on veut quant A s’approche de 0. =
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