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Inégalités de Markov tangentielles locales

sur les courbes algébriques singulières de Rn

par Laurent Gendre (Toulouse)

Abstract. We prove that every singular algebraic curve in R
n admits local tangential

Markov inequalities at each of its points. More precisely, we show that the Markov expo-
nent at a point of a real algebraic curve A is less than or equal to twice the multiplicity
of the smallest complex algebraic curve containing A.

1. Introduction. Nous montrons que toutes les courbes algébriques de
R

n admettent des inégalités de Markov tangentielles. Nous donnons une si-
gnification géométrique à l’exposant de ces inégalités en montrant qu’il est
minoré par la multiplicité complexe du complexifié de la courbe réelle ; cette
minoration est optimale pour certaines classes de courbes données explicite-
ment dans [6]. Les techniques de démonstration que nous employons diffèrent
de celles utilisées par les auteurs s’intéressant à ce sujet, puisqu’elles allient
la théorie du pluripotentiel complexe et la géométrie analytique. Cependant
la paramétrisation de Puiseux a déjà été employée par [3].

Dans l’article [5], Bos, Milman, Levenberg et Taylor montrent que les
inégalités de Markov tangentielles d’exposant 1 caractérisent les sous-va-
riétés algébriques lisses, sans bord et compacts de R

n. Fefferman et Nara-
simhan montrent dans [10] qu’il existe des inégalités de Markov locales d’ex-
posant 2 sur les sous-ensembles algébriques, uniquement pour les points
réguliers. Récemment Baran et Pleśniak ont démontré dans [4] que l’image
d’un compact HCP par une application analytique non dégénérée dans une
sous-variété algébrique admet des inégalités de Markov tangentielles.

2. Notations et définitions. On identifie C
n à R

n ⊕ iRn, par consé-
quent, on a une injection naturelle entre R[x1, . . . , xn] et R[z1, . . . , zn]. Nous
conviendrons que Ci = C

i × {0} est un sous-espace de C
i × C

n−i.
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Pour tout compact K ⊂ C
n, on écrira

‖f‖K := sup
z∈K

|f(z)| (f est une fonction continue dans K),

la norme uniforme dans K. On notera ‖ · ‖2 la norme Euclidienne dans C
n

et

B(z0, r) = {z ∈ C
n : ‖z − z0‖2 < r} (∀r > 0)

la boule ouverte de centre z0 et de rayon r.

2.1. Cône tangent. Si E ⊂ C
n, on dira que v ∈ C

n est un vecteur tangent

de E en a ∈ E, s’il existe une suite (an)n∈N de E et une suite (λn)n∈N de
réels strictement positifs, telles que v = limn→+∞ λn(a − an). L’ensemble
des vecteurs tangents à E en a est appelé cône tangent de E en a et on le
note C(E, a).

2.2. Sous-ensemble algébrique de R
n. Si S est une partie de K

n (n ≥ 2)
(K = R ou C), l’ensemble

IK(S) := {p ∈ K[x1, . . . , xn] : p|S = 0}
est un idéal de K[x1, . . . , xn] ayant un nombre fini de générateurs. Si P est
une partie non vide de K[x1, . . . , xn], on écrira

locP = {x ∈ K
n : (∀p ∈ P) p(x) = 0}

le locus de P.

Les sous-ensembles algébriques de K
n sont les parties A de K

n telles que

loc IK(A) = A.

On notera respectivement Areg et Asing l’ensemble des points réguliers et sin-
guliers de A dans K. De l’identification C

n ≡ R
n ⊕ iRn, nous considérerons,

pour tout sous-ensemble algébrique A de R
n, le complexifié Ã de A comme

étant le plus petit sous-ensemble algébrique complexe de C
n contenant A.

On notera que

IC(Ã) = IR(A) ⊗R C

et A = Ã ∩ R
n. Pour plus de précisions, il faut se référer au livre de

Narasimhan ([15, p. 91]).

Un sous-ensemble A de R
n est une courbe algébrique s’il existe des

polynômes p1, . . . , ps dans R[x1, . . . , xn] (s ∈ N
⋆) tels que A = {x ∈ R

n :
p1(x) = · · · = ps(x) = 0} et dimRA = 1.

2.3. La fonction de Green avec pôle à l’infini dans les sous-ensembles

algébriques de C
n

2.3.1. Définition. Si K ⊂ C
n est un compact, on définit la classe de

Lelong comme ci-dessous :
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LK(Cn) := {u ∈ PSH(Cn) : u|K ≤ 0,

(∃cu ∈ R) (∀z ∈ C
n) u(z) ≤ cu + log(1 + |z|)},

où |z| := max1≤j≤n |zj| pour z = (z1, . . . , zn).

La fonction de Green avec pôle à l’infini est définie par

(1) VK(z) := sup {u(z) : u ∈ L+
K(Cn)} (∀z ∈ C

n),

où L+
K(Cn) := {u ∈ LK(Cn) : u ≥ 0}. Notons que la définition (1) de la

fonction de Green avec pôle à l’infini n’est valide que dans le cas où K
est un sous-ensemble borné de C

n (cf. [19, 2.7, p. 180]). Le théorème de
Siciak–Zaharjuta ([20]) nous donne

VK(z) = logΦK(z) (∀z ∈ C
n),

où ΦK est la fonction extrémale de Siciak définie par

ΦK(z) := sup {|p(z)|1/deg(p) : p ∈ C[z1, . . . , zn], ‖p‖E ≤ 1, deg p ≥ 1}
(∀z ∈ C

n).

2.3.2. Inégalité de Bernstein–Walsh. Du théorème de Zaharjuta nous
déduisons l’inégalité de Bernstein–Walsh:

(2) |p(z)| ≤ ‖p‖Ke
VK(z) deg(p) (∀z ∈ C

n) (∀p ∈ C[z1, . . . , zn]).

2.4. Compacts vérifiant la propriété HCP. Nous dirons qu’un sous-en-
semble E de C

n est HCP s’il vérifie l’assertion suivante : il existe des con-
stantes réelles C, κ, δ0 > 0 telles que

(3) d(z, E) ≤ δ ⇒ VK(z) ≤ Cδκ (∀δ ∈ [0, δ0]) (∀z ∈ C
n),

où d(·, E) est la distance Euclidienne à E. Par ailleurs, nous affirmerons
qu’un sous-ensemble E de C

n est local-HCP en x ∈ E s’il existe ε > 0
tel que E ∩ B(x, ε) est HCP. Naturellement, on dira que E est local-HCP

s’il est local-HCP en chacun de ses points. Si E est compact, alors la pro-
priété de local-HCP implique HCP. La notion d’HCP a été introduite par
Paw lucki et Pleśniak dans [16], où il est montré que les compacts de R

n à
pointe polynômiale (compacts UPC) sont HCP. La propriété fondamentale
des compacts HCP est qu’ils admettent des inégalités de Markov. Les deux
lemmes suivants donnent un exemple de local-HCP et de HCP.

Lemme 1. Soient b un nombre complexe appartenant à εI, |b| 6= ε (I =
[−1, 1] ⊂ C) et r strictement positif tel que r < ε− |b|. Alors

sup
D(b,r)

VεI ≤ c log(1 + r),

où c = max{1, 2/dist(b, ε∂I)} et D(b, r) := {z ∈ C : |z − b| < r}.
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Preuve. Sans perdre de généralité, on peut supposer b > 0. Il suffit
d’estimer supD(0,r) VI′ où I ′ = [2b− ε, ε]. On a

sup
D(0,r)

VI′ = log

(
ir

ε− b
+

√(
ir

ε− b

)2

− 1

)
.

Nous rappelons que la fonction de Green avec pôle à l’infini sur le segment
[−1, 1] dans C est connue :

V[−1,1](z) = log+ |z +
√
z2 − 1| (∀z ∈ C).

Du Lemme 1, nous déduisons que le segment [−1, 1] est local-HCP en 0.

Lemme 2. La fonction V[−1,1] vérifie la propriété de continuité de Hölder

avec un exposant 1/2, c’est-à-dire

dist([−1, 1], z) ≤ δ) ⇒ V[−1,1](z) ≤ Cδ1/2 (∀δ ∈ [0, 1]) (∀z ∈ C),

où C > 0 est une constante.

Preuve. Nous ne donnerons pas la démonstration qui pourra être trouvée
dans [16] ou dans le livre de M. Klimek [12].

2.4.1. Critère de Sadullaev. Ce critère caractérise l’algébricité des sous-
ensembles analytiques de C

n.

Théorème 1 (Critère de Sadullaev). Si Ã est un sous-ensemble analy-

tique connexe de C
n, alors la fonction de Green VK avec pôle à l’infini est

localement bornée dans Ã si et seulement si Ã est algébrique.

Preuve. Voir la démonstration de [18, p. 497, Théorème 2.2].

3. Résultat principal. Nous appellerons morceau de courbe algébrique

tout sous-ensemble analytique connexe et irréductible d’une courbe algé-
brique.

Théorème 2. Soit A un morceau de courbe algébrique de R
n. Pour tout

x0 dans A, il existe des constantes réelles C1, C2, ε0 > 0, dépendant de x0 et

localement majorées, telles que pour tous ε ∈ [0, ε0[ et p ∈ R[x1, . . . , xn]) :

(i) Si x0 ∈ Asing,

|Dvp(x0)| ≤ C1

(
C2(deg(p))2

ε

)k

‖p‖A∩B(x0,εk),

où k est la multiplicité complexe du point singulier x0 dans Ã et v

un vecteur unitaire dans C(A, x0).
(ii) Si x0 ∈ Areg \ ∂A,

|Dvp(x0)| ≤ C1

(
C2 deg(p)

ε

)
‖p‖A∩B(x0,ε),

où v est un vecteur unitaire de l’espace tangent Tx0Areg.
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(iii) Si x0 ∈ ∂A \ Asing,

|Dvp(x0)| ≤ C1

(
C2 deg(p)

ε

)2

‖p‖A∩B(x0,ε),

où v est un vecteur unitaire de l’espace tangent Tx0Areg.

La démonstration du Théorème 2 se fait en deux étapes. La première
consiste à construire une paramétrisation de Puiseux réelle. Dans la deu-
xième étape, il s’agit de montrer qu’en tout point de A la fonction de Green
avec pôle à l’infini vérifie la propriété de local-HCP sur le complexifié Ã
de A, avec la métrique des géodésiques.

4. Construction de la paramétrisation de Puiseux. Dans cette
partie, nous construisons une paramétrisation de Puiseux pour les courbes
algébriques de R

n et nous la prolongeons dans la Proposition 2 à un ou-
vert Ω de C partout dense. Cette construction est un raffinement de la
démonstration de [9, p. 67].

Soit A est un sous-ensemble analytique de R
n de dimension pure 1,

localement irréductible et tel que 0 ∈ Asing, et Ã le complexifié de A, sous-

ensemble algébrique dans C
n (donc 0 ∈ Ãsing). On suppose que la projection

π : Ã ∩U → U ′ ⊂ C1 (U = U ′ ×U ′′ ⊂ C× C
n−1 un polydisque centré en 0)

est propre.

Pour toute fonction holomorphe f au voisinage d’un point a de C nous
noterons orda f l’ordre d’annulation de f en a. Nous écrirons µa(Ã) la mul-

tiplicité complexe de tout point a dans Ã (cf. ([9, §11.1, p. 120]).

Pour toute suite d’entiers 0 ≤ l1 < · · · < lr ≤ k−1, où k ∈ N
⋆ et r ∈ N

⋆,
nous noterons par R〈r〉, avec 1 ≤ r ≤ k, l’ensemble suivant :

R〈r〉 =
⋃

1≤j≤r

[0, e2πilj/k].

Proposition 1. Sous les hypothèses et les notations ci-dessus, il existe

une paramétrisation de Puiseux ϕ : D(0, 1) → Ã ∩ U définie dans un voisi-

nage ouvert du disque unité fermé D(0, 1) de C1 telle que ϕ(z) = (czk, ψ1(z),

. . . , ψn(z)) (∀z ∈ D(0, 1)), où k = µ0(Ã), les ψj sont holomorphes dans

D(0, 1) avec ord0 ψj > k et c ∈ C une constante dépendant de ϕ; il existe

des entiers 0 ≤ l1 < · · · < lr+
A

≤ k − 1 (resp. 0 ≤ l′1 < · · · < l′
r−A

≤
k − 1), où r+A (resp. r−A ) est le nombre de branche(s) de la courbe réelle A

dans U , ayant 0 comme extrémité, au-dessus de [0, 1] ⊂ D(0, 1) (resp. au-

dessus de [−1, 0] ⊂ D(0, 1)), de sorte que ϕ|
R

〈r+
A

〉 (resp. ϕ|
R

〈r−
A

〉) paramétrise

A ∩ U ∩ {(z1, . . . , zn) ∈ C
n : Re(z1) ∈ [0, 1]} (resp. A ∩ U ∩ {(z1, . . . , zn)

∈ C
n : Re(z1) ∈ [−1, 0]}).
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Preuve. Ã est de dimension complexe 1, et Ãsing est un ensemble discret.
Donc il existe un polydisque U = U ′ × U ′′ ⊂ C × C

n−1 tel que π−1(0) ∩
Ã ∩ U = {0}, où π est la projection. Nous avons supposé que le sous-
ensemble algébrique A est localement irréductible ; il s’ensuit donc que le

complexifié Ã est localement irréductible ([15, Proposition 2, p. 92]). La
projection π|U est supposée propre, et d’après le théorème de structure des

sous-ensembles analytiques complexes, (Ã ∩ U, π, U ′) est un l-revêtement
holomorphe ramifié. Fixons un point a ∈ A∩U tel que a1 ∈ R où a1 = π(a).

Soit γ : [0, r1[ → Ã le relèvement du segment [0, r1[ ⊂ C1 passant par
a dans A (i.e. ∃t0 ∈ [0, r1[, γ(t0) = a, et ∀t ∈ [0, r1[, π ◦ γ(t) = t). Ce

relèvement existe car (Ã∩U, π, U ′) est un l-revêtement holomorphe ramifié.

Comme Ã ∩ U est irréductible, Ã ∩ U \ {0} est connexe. Ceci nous permet

de dire que Γr = π−1({z ∈ C : |z1| = r}) ∩ Ã, ∀r ∈ [0, r1[, est une courbe
de Jordan fermée. Donc le triplet (Γr, π, |z1| = r) est un l-revêtement. On
peut ainsi construire une unique paramétrisation γr : [0, 2π[ → Γr telle que
π ◦ γr(t) = reikt, avec γr(0) = γ(r). Définissons donc

ζ(z) :=

(
π(z)

r1

)1/k

, ζ(γr(t)) =

(
r

r1

)1/k

eit.

La fonction ζ est holomorphe et injective sur (Ã ∩ U) \ {0}. Donc d’après
le théorème de Riemann de prolongement des fonctions holomorphes sur les
singularités, la fonction z : D(0, 1) → Ã ∩ U telle que ζ 7→ z(ζ) est une in-
jection holomorphe. Ainsi nous obtenons une paramétrisation de Puiseux
pour 0 ∈ Ãsing. Comme le point a n’est pas dans π(Asing), on a donc

{a0, . . . , ak−1} = π−1({a1}) ∩ Ã ∩ U , en prenant par exemple a = a0.
D’après la construction de la fonction z(ζ), nous pouvons ordonner les
points (al)l∈{0,...,k−1} de sorte que ζ(al) ∈ [0, e2πil/k], ∀l ∈ {0, . . . , k − 1}.
Définissons

E〈k〉 :=
⋃

0≤l≤k−1

[0, e2πil/k].

et la partie de E〈k〉,

(4) R〈r+
A〉 :=

⋃

1≤j≤r+
A

[0, e2πilj/k],

où r+A est le nombre de branches, ayant pour extrémité 0, dans A ∩ U et

[0, e2πilj/k] est un segment paramétrisant une branche de A∩U au-dessus du
segment [0, 1]. Bien sûr, l’entier naturel r+A ne peut dépasser k et est toujours
plus grand que 1. Ainsi ϕ|

R
〈r+

A
〉 paramétrise analytiquement la partie de la

courbe réelle A au-dessus du segment [0, 1]. Pour les branches de A ∩ U
au-dessus de [−1, 0], on se ramène au cas des branches au-dessus de [0, 1]
par une rotation d’angle π.
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Lemme 3. Soit A un sous-ensemble algébrique de R
n de dimension 1 et

Ã son complexifié dans C
n tel que A = Ã∩R

n. Alors il existe une transfor-

mation unitaire l de C
n telle que l(Rn) = R

n et la projection π : l(Ã) → C1

soit propre.

Preuve. On injecte C
n dans Pn(C), et H0 sera l’hyperplan à l’infini

identifié à Pn−1(C) dans Pn(C), de sorte que Pn(C) = Pn−1(C) ∪ C
n. La

courbe A est algébrique dans R
n, donc il existe des polynômes p1, . . . , ps

dans R[x1, . . . , xn] (s ∈ N⋆) tels que

A = {x ∈ R
n : p1(x) = · · · = ps(x) = 0}.

Si dj est le degré de pj , les polynômes pj se décomposent ainsi :

pj(x) = hj(x) + qj(x) (∀j ∈ {1, . . . , s}),

où hj , qj ∈ R[x1, . . . , xn], les hj sont des polynômes homogènes avec deg(hj)
= dj et deg(qj) < dj . Considérons le sous-ensemble algébrique projectif
V ⊂ H0 := Pn−1(C), défini comme ci-dessous :

V := {[z] ∈ Pn−1(C) : h1(z) = · · · = hs(z) = 0}.
Le sous-ensemble algébrique projectif V est bien défini puisque les hj sont
homogènes, et V est propre, car les hj ne sont pas tous nuls. Maintenant
identifions GrC(n, 1) et Pn−1(C). Posons

L := {L̃ ∈ GrC(n, 1) : L̃ ⊂ Ã} ;

c’est un fermé d’intérieur vide dans GrC(n, 1). Par conséquent, M :=
GrC(n, 1) \ L est un ouvert partout dense de GrC(n, 1). Définissons

B := {L̃ ∈ GrC(n, 1) : (∃vn ∈ R
n) ‖vn‖2 = 1, L̃ = Cvn, [vn] 6∈ V }.

De toute évidence B 6= ∅, car deg(hj) = deg(pj) implique que V est au plus
une hypersurface de Pn−1(C). Nous souhaitons montrer que B ⊂ M, alors

supposons que B 6⊂ M. Donc il existe L̃ dans B tel que L̃ 6∈ M. Il s’ensuit
que L̃ ⊂ Ã. Choisissons vn dans R

n tel que L̃ = Cvn, puisque L̃ est dans
B, et posons L = Rvn. Nous avons L ⊂ A car Ã est le complexifié de A et

L ⊂ L̃ ⊂ Ã. Comme L ⊂ A, on a

p1(λvn) = · · · = ps(λvn) = 0 (∀λ ∈ R),

soit encore en multipliant chaque pj(λvn) par 1/λdi ,

1

λd1
p1(λvn) = · · · =

1

λds
ps(λvn) = 0 (∀λ > 0).

Quand λ→ +∞, cela nous donne par définition des hj :

h1(vn) = · · · = hs(vn) = 0,

donc [vn] est dans V , ce qui contredit l’hypothèse que L̃ est dans B, donc
on a bien B ⊂ M.
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Définissons les polynômes projectivisés p⋆
j des pj comme ci-dessous :

p⋆
j (z0, . . . , zn) := z

dj

0 pj(z1/z0, . . . , zn/z0) (∀j ∈ {1, . . . , s}).

Soit ˜̃A la sous-variété algébrique projective de Pn(C) définie par

˜̃A := {[z] ∈ Pn(C) : p⋆
1(z) = · · · = p⋆

s(z) = 0} ;

par définition de ˜̃A, on a Ã = C
n ∩ ˜̃A. Comme ˜̃A est fermé dans Pn(C), on a

Ã ⊂ ˜̃A et Ã \ Ã ⊂ ˜̃A.

De plus ˜̃A ∩H0 = V , par conséquent Ã ∩H0 ⊂ V , et Ã ∩H0 = ∅. Puisque

Ã ⊂ Ã ⊂ ˜̃A, on a Ã ⊂ Ã ∩ C
n ⊂ ˜̃A ∩ C

n = Ã, donc

Ã = Ã ∩ C
n = ˜̃A ∩ C

n.

Montrons que

Ã \ Ã ⊂ V.

On a

Ã = Ã ∩ (H0 ∪ C
n) = (Ã ∩H0) ∪ (Ã ∩ C

n) = (Ã ∩H0) ∪ Ã.

Comme Ã = (Ã \ Ã) ∪ Ã, on en déduit que

(♦1) (Ã \ Ã) ∪ Ã = (Ã ∩H0) ∪ Ã.

Choisissons [z] ∈ Ã \ Ã. De l’égalité (♦1), on déduit que [z] ∈ Ã ∩ H0,

soit Ã \ Ã ⊂ Ã ∩ H0. L’inclusion voulue est ainsi démontrée, sachant que

Ã ∩H0 ⊂ V .
Soit L̃ fixé dans B. Nous avons L̃ 6⊂ Ã et L 6⊂ A. Il s’ensuit que L̃ ∩ Ã

est un sous-ensemble algébrique propre de L̃. Comme L̃ est de dimension
complexe 1 et Ã est algébrique, L̃ ∩ Ã est fini, donc L ∩A aussi.

Construisons la transformation unitaire l. Choisissons vn dans R
n tel

que ‖vn‖2 = 1 et Cvn = L̃ (L̃ est dans B). Rappelons que C
n est muni du

produit scalaire usuel

(z|ζ) :=
n∑

j=1

zjζj (∀z, ζ ∈ C
n),

où z = (z1, . . . , zn), ζ = (ζ1, . . . , ζn). Par le procédé d’orthonormalisation de
Gram–Schmidt, on obtient une base R-orthogonale (1) (v1, . . . , vn−1) dans
L⊥R . Le système (v1, . . . , vn−1) est C-libre, donc

dimC VectC(v1, . . . , vn−1) = n− 1.

(1) Avec le produit scalaire induit sur R
n.
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Il s’ensuit que

VectC(v1, . . . , vn−1) = L̃⊥C tel que L̃⊕ L̃⊥C = C
n.

On a

(Ã \ Ã) ∩ L̃ ⊂ V ∩ (a+ L̃) = ∅ (∀a ∈ Ã),

car V est un sous-ensemble de H0 et [vn] n’appartient pas à V . Ceci montre
que la projection

(♦2) π
L̃

: Ã→ L̃⊥C

est propre. D’après la construction de L̃ et L̃⊥, il existe donc une unique
transformation unitaire de C

n notée l1 telle que

(l1(vj)|ek) = δj,k (∀j, k ∈ {1, . . . , n}),

avec δi,j symbole de Kronecker, où l1(Rn) = R
n. On déduit de (♦2) que la

projection

π1 : l1(Ã) → Cn−1, (z′, zn) 7→ z′,

est propre. D’après le Théorème du [9, §3.2, p. 29], l’ensemble π1(l1(Ã))

est algébrique dans Cn−1. Posons Ã0 = Ã. Par une recurrence descendante,
en réitérant la manipulation précédente, on montre qu’il existe un triplet
(Ãk, π

k, lk) (∀k ∈ {1, . . . , n− 1}), pas nécessairement unique, vérifiant pour
tout k ∈ {1, . . . , n− 1},





Ãk+1 = lk+1(πk(Ãk)),

πk : Ãk ⊂ Cn−k+1 → Cn−k est une projection propre,

lk est une transformation unitaire de Cn−k+1.

La projection π = πn−1◦· · ·◦π1 et la transformation unitaire l = ln−1◦· · ·◦l1
ont les propriétés souhaitées.

Proposition 2. Supposons A une courbe algébrique réelle de R
n, locale-

ment irréductible, telle que 0 ∈ Ãsing et ϕ la paramétrisation de Puiseux de

la Proposition 1. Modulo un changement de coordonnées unitaire dans C
n,

laissant A dans R
n, il existe une application holomorphe Ψdéfinie dans Ω′

ouvert de C partout dense, avec D(0, 1) ⊂ Ω′, telle que Ψ |
D(0,1)

= ψ et

|Ψ(z)| ≤ C(1 + |z|sk) (∀z ∈ Ω′),

où C, s > 0 sont des constantes réelles ne dépendant que de Ã.

Preuve. D’après le Lemme 3, il existe un changement de coordonnées
unitaire et une projection π : Ã → C1, π(ξ1, . . . , ξn) = ξ1, propre telle que

π(Rn) = R. Comme Ã est algébrique, d’après la Proposition 1 du [13, p. 389],
il existe deux constantes réelles C, s > 0 telles que

(5) (|ξ2|2 + · · · + |ξn|2)1/2 ≤ C(1 + |ξ1|s).
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La projection π est propre et Ã est algébrique de dimension complexe 1,

donc il existe un sous-ensemble fini σ1 ⊂ C1 contenant 0 (car 0 ∈ Ãsing) de
sorte que

π : Ã \ π−1(σ1) → C \ σ1

soit un r-revêtement holomorphe (r ∈ N
⋆), avec

(∀z1 ∈ C \ σ1) card (π−1(z1) ∩ Ã) = r.

Donc pour tout z1 ∈ C1 \ σ1, il existe Vz1,j (∀j ∈ {1, . . . , r}) des ouverts de

Ã \ π−1(σ1) et Wz1 ∈ VC1(z1) (voisinage ouvert de z1 de C1) avec αz1,j des
fonctions holomorphes dans Wz1 (∀j ∈ {1, . . . , r}),

αz1,j : Wz1 → Vz1,j , ξ 7→ (ξ, αz1,j(ξ)).

Posons Ω = C1 \∆, où ∆ est un ensemble fini de demi-droites de C1 ayant
pour origine tous les points de σ1 et contenant en particulier [0,+∞[ ; ainsi
Ω est simplement connexe (2). En appliquant le théorème de la monodromie,
il existe des fonctions holomorphes α1, . . . , αr dans Ω telles que

(∀z1 ∈ Ω) (∃Wz1 ∈ VC1(z1)) (∀j ∈ {1, . . . , r}) αj |Wz1
= αz1,j .

Comme la projection π : Ã→ C1 est propre, il existe un voisinage ouvert U
de 0 dans C

n, où U = U ′ × U ′′ ⊂ C × C
n−1, tel que la projection

π|U : Ã ∩ U → U ′, (ξ1, . . . , ξn) 7→ ξ1,

soit une application propre et vérifie π−1(0) ∩ Ã ∩ U = {0} ; cette dernière
assertion est possible car σ1 est un sous-ensemble discret de C1. Le sous-
ensemble algébrique Ã∩U est irréductible, car la courbe algébrique réelle A
est supposée localement irréductible (cf. [15, Proposition 2, p. 92]). D’après
le théorème de structure locale des sous-ensembles analytiques, il existe σ2 ⊂
C1 (σ2 ⊂ σ1) fini tel que π : (Ã∩U)\π−1(σ2) → C1\σ2 soit un k-revêtement
holomorphe ramifié (k ∈ N

⋆). On peut donc construire la paramétrisation

de Puiseux associée à la singularité 0 de Ã à partir de la projection π|U
comme dans la Proposition 1. Notons cette paramétrisation

ϕ(z) = (czk, ψ(z)) (∀z ∈ D(0, 1)).

Considérons les secteurs suivants :

Sj :=

{
z ∈ D′(0, 1) :

2πj

k
< arg(z) ≤ 2π(j + 1)

k

}
(∀j ∈ {0, . . . , k − 1}),

où k = µ0(Ã) et D′(0, 1) = D(0, 1) \ {0}. Introduisons les changements de
coordonnées locales suivantes :

θj : D′(0, 1) → Sj , ξ 7→ (ξ/c)1/k.

(2) L’auteur remercie Julien Duval de cette idée.
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Les fonctions θj sont holomorphes dans D′(0, 1). Notons

S ′
j = Sj \∆j , ∆j := θj(∆), Ωj := θj(Ω).

On a Ωj ⊂ S ′
j et d’après le théorème de l’image ouverte, Ωj est ouvert. Il

est clair que θj dans D(0, 1)\∆ ⊂ D′(0, 1) paramétrise S ′
j . Donc la fonction

ϕ◦θj paramétrise un morceau d’une feuille au-dessus de D(0, 1)\∆ ⊂ C1. On

en déduit l’existence d’un αij tel que ψ◦θj = αij sur D(0, 1)\∆. Comme par

construction la fonction αij est holomorphe dans Ω ⊃ D(0, 1)\∆, la fonction
ψ se prolonge sur l’ouvert Ωj en une fonction ψj holomorphe dans Ωj . De
l’inégalité (5) on déduit que

|ψj(z)| ≤ cj(1 + |z|)sk (∀z ∈ Ωj) (∀j ∈ {0, . . . , k − 1}).

Comme les prolongées ψj cöıncident sur Ωj ∩ D(0, 1) avec ψ, d’après le
théorème du prolongement analytique, ψ se prolonge sur l’ouvert Ω′ défini
par

Ω′ =
⋃

1≤j≤k−1

Ωj .

Soit Ψ sa prolongée ; elle vérifie donc

(∀z ∈ Ω′) |Ψ(z)| ≤ c(1 + |z|sk),

avec Ω′ = C1. Précisons que si k = 1, la démonstration est beaucoup plus
simple puisque le prolongement s’effectuera directement dans C1 \∆.

5. Propriété HCP de la fonction de Green avec pôle à l’infini

dans Ã. Dans cette partie, nous allons montrer dans la Proposition 4 que
la courbe algébrique A vérifie la local-HCP dans le complexifié Ã muni de
la métrique des géodésiques.

Proposition 3. Soit A une courbe algébrique de R
n localement irréduc-

tible. Modulo un changement de coordonnées unitaire laissant A dans R
n,

il existe des constantes réelles c1, c2, ε0, ̺1 > 0 dépendant uniquement de ϕ
telles que pour tous ε ∈ [0, ε0[ et z ∈ D(0, ̺1),

(6)
VA∩B(0,c1εk) ◦ ϕ(z) ≤ c2V

εR
〈r+

A
〉(z),

(resp. VA∩B(0,c1εk) ◦ ϕ(z) ≤ c2V
εR

〈r−
A

〉(z)),

avec

R〈r+
A〉 =

⋃

1≤j≤r+
A

[0, e2πikj/k]
(
resp. R〈r−A〉 =

⋃

1≤j≤r−A

[0, e2πik′
j/k]

)
,

où k = µ0(Ã), r+A (resp. r−A) est le nombre de composantes connexes de

A ∩ B(0, c1ε
k) ∩ {(z1, . . . , zn) ∈ C

n : Re(z1) > 0} (resp. de A ∩ B(0, c1ε
k) ∩

{(z1, . . . , zn) ∈ C
n : Re(z1) < 0}). Les ensembles R〈r+

A〉 et 0 ≤ k1 < · · · <



70 L. Gendre

kr+
A

≤ k (resp. R〈r−A〉 et 0 ≤ k′1 < · · · < k′
r−A

≤ k) sont construits comme

dans la Proposition 1.

Preuve. Montrons l’estimation (6) pour R〈r+
A〉 seulement ; la démonstra-

tion pour R〈r−A〉 est identique. Notons

ϕ(z) = (czk, ψ2(z), . . . , ψn(z)) (∀z ∈ D(0, 1))

la paramétrisation de Puiseux de la Proposition 1. Soit ε0 ∈ ]0, 1[. Il existe
une constante réelle c1 > 0 dépendant de c et des fonctions composantes
ψ2, . . . , ψn telle que ϕ(D(0, ε)) ⊂ B(0, c1ε

k) pour tout ε dans ]0, ε0[.

On a les inclusions suivantes : pour tout ε ∈ ]0, ε0[,

(7) ϕ(R〈r+
A〉) ⊂ A, ϕ(εR〈r+

A〉) ⊂ A ∩ ϕ(D(0, ε)) ⊂ A ∩B(0, c1ε
k),

ce qui nous donne

LA∩B(0,c1εk)(C
n) ⊂ LA∩ϕ(D(0,ε))(C

n) ⊂ L
ϕ(εR

〈r+
A

〉
)
(Cn).

Majorons directement la fonction VA∩B(0,c1εk). D’après la Proposition 2,

la fonction ϕ(z) = (czk, ψ2(z), . . . , ψn(z)) se prolonge holomorphiquement
dans un ouvert Ω de C partout dense, d’une telle façon que

(♦) max
2≤j≤n

|ψj(z)| ≤ C(1 + |z|ks) (∀z ∈ Ω).

L’ensembleA∩B(0, c1ε
k) n’est pas pluripolaire dans Ã, car ϕ est holomorphe

dans D(0, 1) et εR〈r+
A〉 est un continu de C.

D’après le critère de Sadullaev, VA∩B(0,c1εk) est dans L∞
loc(Ã), car Ã est

algébrique (cf. [18, p. 497, Théorème 2.2 et p. 501, Proposition 3.4]), donc
il existe une constante réelle CA,ε > 0 telle que

VA∩B(0,c1εk)(z) ≤ CA,ε + log(1 + |z|) (∀z ∈ Ã).

Soit u ∈ LA∩B(0,c1εk)(C
n). On a

(♦♦) u ◦ ϕ(z) ≤ Cϕ,A,ε + ks log(1 + |z|) (∀z ∈ Ω),

où le réel ks est celui de l’estimation (♦) ci-avant.

Soient ̺ une constante réelle dans ]ε0, 1[ et H̺ la fonction

H̺(z) := ks log+ (|z|/̺) (∀z ∈ C) (∀̺ ∈ ]ε0, 1[),

où x+ := max(0, x) (∀x ∈ R). La fonction H̺ est sous-harmonique dans C

(∀̺ > 0) et vérifie les propriétés ci-dessous :

1. H̺(z) = 0 (∀z ∈ D(0, ̺)) (∀̺ ∈ ]ε0, 1[).
2. H̺(z) ≥ −ks log ̺ (∀z ∈ C \D(0, 1)) (∀̺ ∈ ]ε0, 1[).
3. H̺(z) ≤ c̺ + ks log(1 + |z|) (∀z ∈ C), où c̺ > 0 est une constante.
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Les assertions 1–3 sont immédiates à montrer. Maintenant, nous allons prou-
ver que l’on peut choisir ̺ dans ]ε0, 1[ de sorte que

(♦♦♦) H̺(z) ≥ u ◦ ϕ(z) (∀u ∈ LA∩B(0,c1εk)(C
n)) (∀z ∈ Ω \D(0, 1)).

Pour cela minorons ∆̺(z) := H̺(z) − u ◦ ϕ(z) dans Ω \ D(0, 1) ; pour le
moment ̺ est fixé dans ]ε0, 1[. En réorganisant les termes et par l’estimation
(♦♦), on a

∆̺(z) ≥ −ks · log ̺− Cϕ,A,ε − ks log 2 (∀z ∈ Ω \D(0, 1)).

Si ̺ < 1
2e

−Cϕ,A,ε/sk, on a bien ∆̺(z) ≥ 0 (∀z ∈ Ω \ D(0, 1)). Quitte à

diminuer ε0 > 0, on peut choisir ̺1 dans ]ε0, 1[ ∩
]
0, 1

2e
−Cϕ,A,ε/sk

[
tel que

∆̺1(z) ≥ 0 pour tout z dans Ω \D(0, 1).

Comme D(0, 1) est dans l’ouvert Ω d’après la Proposition 2, et que
l’estimation (♦♦♦) est valide pour ̺ = ̺1, on a

lim sup
ζ→z, ζ∈Ω

u ◦ ϕ(ζ) ≤ H̺1(z) (∀z ∈ ∂Ω),

donc d’après [12, Corollaire 2.9.14, p. 69], la fonction

W̺1(z) =

{
max(u ◦ ϕ(z), H̺1(z)), z ∈ Ω,

H̺1(z), z ∈ C \Ω,

est bien définie et sous-harmonique dans C. De plus, on a (ks)−1W̺1

∈ L
ϕ(εR

〈r+
A

〉
)
(C) et W̺1 |D(0,̺1) = u ◦ ϕ, d’après les propriétés 1 et 3 de

H̺1 , énoncées plus haut. Il s’ensuit que

u ◦ ϕ(z) ≤W̺1(z) ≤ ksVεR〈k〉(z) (∀z ∈ D(0, ̺1)).

Nous concluons donc

u ◦ ϕ(z) ≤ ksV
εR

〈r+
A

〉(z) (∀z ∈ D(0, ̺1)) (∀u ∈ LA∩B(0,c1εk)(C
n)).

Corollaire 1. Soit A une courbe algébrique de R
n localement irréduc-

tible telle que 0 ∈ Areg. Modulo un changement de coordonnées unitaire

laissant A dans R
n, il existe des constantes réelles ε0, ̺, c1, c2 > 0 dépendant

de la paramétrisation ϕ(z) = (cz, ψ(z)) de la Proposition 2, telles que :

• si 0 ∈ Areg \ ∂A,

(8) VA∩B(0,c1ε) ◦ ϕ(z) ≤ c2V[−ε,ε](z) (∀ε ∈ [0, ε0[) (∀z ∈ D(0, ̺)) ;

• si 0 ∈ Areg ∩ ∂A,

(9) VA∩B(0,c1ε) ◦ ϕ(z) ≤ c2V[0,ε](z) (∀ε ∈ [0, ε0[) (∀z ∈ D(0, ̺)).

Preuve. Remarquons qu’ici k = µ0(Ã) = 1 car 0 ∈ Ãreg. La démonstra-
tion est identique à celle de la Proposition 3.
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5.1. Métrique des géodésiques et continuité de Hölder dans le sous-

ensemble algébrique Ã. Définissons la métrique des géodésiques dans Ã.
Considérons l’ensemble (S[0,1],4) des subdivisions de l’intervalle [0, 1] muni
de la relation d’ordre suivante :

σ 4 τ ⇔ la subdivision σ est moins fine que τ .

Maintenant, si γ est une fonction de [0, 1] dans Ã et σ est une subdivision
dans S[0,1], nous définirons Vσ(γ) par

Vσ(γ) :=

p−1∑

j=0

‖γ(tj+1) − γ(tj)‖2, σ = (t0, . . . , tp),

où ‖z‖2 := (
∑n

j=1 |zj|2)1/2 (∀z ∈ C
n). Définissons le sous-ensemble des fonc-

tions à variation bornée ci-dessous :

CVB(ξ1,ξ2)([0, 1], Ã) := {γ ∈ C0([0, 1], Ã) : γ(0) = ξ1, γ(1) = ξ2,

sup
σ∈S[0,1]

Vσ(γ) < +∞},

où C0([0, 1], Ã) est l’ensemble des fonctions continues de [0, 1] dans Ã. On

peut définir désormais une métrique dans Ã, appelée métrique des géode-

siques, en posant

d(ξ1, ξ2) := inf {V (γ) : γ ∈ CVB(ξ1,ξ2)([0, 1], Ã)} (∀ξ1, ξ2 ∈ Ã),

où

V (γ) := sup {Vσ(γ) : σ ∈ S[0,1]}.
Lemme 4. Soit A une courbe algébrique de R

n localement irréductible et

ξ0 un point fixé dans A. On considère l’espace métrique (Ã, d), où d(·, ·) est

la métrique des géodésiques dans Ã et ϕ(z) = (czk, ψ(z)) la paramétrisation

de Puiseux de la Proposition 1, telle que ϕ : D(0, 1) → U, ϕ(0) = ξ0 et

U ⊂ Ã ouvert.

• Si ξ0 ∈ Ãreg, il existe des constantes réelles c1, c2 > 0 ne dépendant

que de ϕ telles que

(10) c1|ẑ1 − ẑ2| ≤ d(ϕ(ẑ1), ϕ(ẑ2)) ≤ c2|ẑ1 − ẑ2| (∀ẑ1, ẑ2 ∈ D(0, 1)).

• Si ξ0 ∈ Ãsing, on peut rétrécir le voisinage U de ξ0 de sorte que

Ã ∩ U = {ξ0} et

(11) c1|ẑ1|k ≤ d(ϕ(0), ϕ(ẑ1)) ≤ c2|ẑ1|k (∀ẑ1 ∈ D(0, 1)),

où k est la multiplicité complexe du point singulier ξ0 de Ã.

Preuve. La démonstration est directe avec un développement en série de
Taylor de la paramétrisation ϕ au voisinage de 0.
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Nous allons démontrer, dans la Proposition 4, que la fonction extrémale
VA∩B(x0,c1εk) vérifie la propriété HCP dans Ã, muni de la métrique des
géodésiques.

Proposition 4. Soit A une courbe algébrique de R
n, localement irréduc-

tible, muni de la métrique des géodésiques d(·, ·) dans Ã. Alors, la fonction

extrémale ci-dessus vérifie la propriété de continuité de Hölder locale dans Ã
pour la métrique d(·, ·). Plus précisément , il existe ε0, µ0 ∈ ]0, 1[ dépendant

de x0, tels que pour tous ε ∈ ]0, ε0[ et µ ∈ ]0, µ0[ :

• Si x0 ∈ Asing,

(12) VA∩B(x0,c1εk)(ξ) ≤ C(x0)µ1/2k (∀ξ ∈ B
Ã

(x0, ε
kµ)),

où k est la multiplicité complexe du point singulier x0 dans Ã.

• Si x0 ∈ Areg ∩ ∂A,
(13) VA∩B(x0,c1ε)(ξ) ≤ C(x0)µ1/2 (∀ξ ∈ B

Ã
(x0, εµ)).

• Si x0 ∈ Areg \ ∂A,
(14) VA∩B(x0,c1ε)(ξ) ≤ C(x0)µ (∀ξ ∈ B

Ã
(x0, εµ)).

Ici B
Ã

(x0, r) := {ξ ∈ Ã : d(x0, ξ) < r}, r est un réel strictement positif et

C(x0) > 0 une constante localement supérieurement majorée.

Preuve. Commençons par démontrer (12). Comme nous l’avons fait dans
les démonstrations précédentes, nous pouvons supposer, sans perdre de gé-
néralité, que x0 = 0. D’après la Proposition 3, modulo un changement de
coordonnées unitaire, il existe des constantes réelles ̺, ε0, c1 > 0, dépendant
seulement de la paramétrisation de Puiseux ϕ construite dans la Proposi-
tion 1, avec 0 < ε < ε0 < ̺ < 1, telles que le (6) de la Proposition 3 soit
vrai.

Soit ξ dans B
Ã

(x0, ε
kµ). D’après le (11) du Lemme 4,

|ẑ|k ≤ εkµ/c1, où ϕ(ẑ) = ξ.

D’après (6), pour tous ε ∈ ]0, ε0] et θ ∈ {2kσ
j π/k : j ∈ {1, . . . , rσ

A}}, on a

(�1) VA∩B(0,c̃1εk) ◦ ϕ(z) ≤ c̃2VεR
〈rσ

A
〉(z) ≤ c̃2VεI(e−iθz) (∀z ∈ D(0, ̺))

où σ ∈ {+,−} et 0 < ε0 < ̺.

Choisissons 0 < µ0 < c1 de sorte que

µ/c1 < ̺k (∀µ ∈ ]0, µ0]),

donc

(|ẑ|/ε)k < µ/c1 < ̺k.
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Avec l’inégalité (�1) et le Lemme 1, puisqu’on a choisit µ0 tel que µ0/c1 < 1,
nous déduisons

VA∩B(0,c̃1εk)(ξ) ≤ c̃2VI(e−iθẑ/ε) ≤ Cµ1/2k.

Pour démontrer (13) la technique de démonstration est identique. En effet,
soit ξ ∈ B

Ã
(0, εµ), donc il existe ẑ ∈ D(0, 1) tel que ϕ(ẑ) = ξ. D’après le

(10) du Lemme 4, on a d(0, ξ) ≥ c1|ẑ|, d’où |ẑ| ≤ εµ/c1. On conclut avec le
Lemme 2:

VA∩B(0,c̃1ε)(ξ) ≤ c̃2VεI(ẑ) ≤ Cµ1/2.

L’estimation (14) est identique à démontrer.

6. Démonstration du Théorème 2. Avant de démontrer le Théo-
rème 2, nous avons besoin de ce lemme :

Lemme 5. Soit ϕ : D(0, r) → C
n une application holomorphe définie

dans le disque ouvert D(0, r) de C (r > 0) telle que ϕ(0) = 0. Notons ϕ =
(ϕ1, . . . , ϕn) et k = min1≤j≤n ord0(ϕj). Alors il existe un réel r0 > 0, qui

dépend uniquement de l’application ϕ, tel que pour tous p ∈ R[x1, . . . , xn],
r ∈ ]0, r0[, z ∈ D(0, r0/2),

(15)

∣∣ ∂
∂z (p ◦ ϕ)(z)

∣∣
√∑

1≤j≤n |ϕ′
j(z)|2

≤ c

π

2π\
0

dθ

|z + r
2e

iθ|k−1
·
‖p ◦ ϕ‖D(0,r0)

r
.

Preuve. Les fonctions composantes de ϕ se développent en série entière
car ϕ est holomorphe, donc pour tout l ∈ {1, . . . , n},

ϕl(ξ) =
∑

kl≤j

al,jξ
j , kl = ord0(ϕl), kl ≥ 1.

Comme al,kl
6= 0 lorsque z → 0, il existe rl ∈ ]0, 1[ tel que

|ϕl(ξ)| ≥ cϕ,l|ξ|kl−1 (∀ξ ∈ D(0, rl)),

d’où

‖ϕ′(ξ)‖2 ≥ cϕ|ξ|k−1 (∀ξ ∈ D(0, r0)), r0 = min
1≤l≤n

rl, k = min
1≤j≤n

kl.

Majorons
∣∣ 1
zk−1

∂
∂z (p ◦ ϕ)

∣∣. La singularité en 0 est artificielle. Donc la fonc-

tion 1
zk−1

∂
∂z (p ◦ ϕ) est holomorphe dans D(0, r0). Nous pouvons appliquer

successivement la formule intégrale de Cauchy à 1
zk−1

∂
∂z (p ◦ ϕ) et obtenir

1

zk−1

∂

∂z
(p ◦ ϕ)(z) =

1

2πi

\
C(z,r/2)

1

ζk−1

1

2πi

\
C(ζ,r/2)

p ◦ ϕ(ξ)

(ζ − ξ)2
dξ

dζ

ζ − z

=
1

2πi

2π\
0

1
(
z + r

2e
iθ2

)k−1

1

2πi

2π\
0

p ◦ ϕ
(
z + r

2e
iθ2 + r

2e
iθ1

)

r
2e

iθ1
dθ1 dθ2
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pour tous r ∈ ]0, r0[ et z ∈ D(0, r/2), d’où

∣∣∣∣
1

zk−1

∂

∂z
(p ◦ ϕ)(z)

∣∣∣∣ ≤
c

π

2π\
0

1

|z + r
2e

iθ|k−1

‖p ◦ ϕ‖D(z,r0)

r
dθ

pour r et z comme ci-dessus. Cela prouve l’estimation (15).

Preuve du Théorème 2. (i) Commençons par démontrer le (i) du Théo-
rème 2. Sans perdre de généralité, nous pouvons supposer que x0 = 0 et que
0 ∈ Asing.

Soit p un polynôme dans R[x1, . . . , xn] fixé. Si v ∈ C(A, 0) est un vecteur
tangent unitaire, alors la branche localement irréductible de A tangente à
v est paramétrisée par ϕ|

R
〈r+

A
〉

ou ϕ|
R

〈r−
A

〉
(ϕ paramétrisation de Puiseux),

d’après la Proposition 1. On peut donc choisir un entier l dans {0, . . . , k − 1}
tel que le segment [0, e2πil/k] ⊂ R〈r+

A〉 ∪ R〈r−A〉 et ϕ|[0,e2πil/k] paramétrise la
branche de A à laquelle le vecteur v est tangent. Pour des commodités
d’écriture et de calculs, nous ne changerons rien au résultat voulu, si nous
transformons le segment [0, e2πil/k] en [0, 1] par une rotation dans C d’angle
−2πl/k (bien évidemment, C est orienté dans le sens direct). L’ensemble

R〈r+
A〉 ∪R〈r−A〉 n’est en rien modifié par cette rotation.

D’après l’inégalité (15) du Lemme 5, on a

|Dvp(0)| ≤ c

rk
‖p ◦ ϕ‖D(0,r) (∀r ∈ ]0, r0]),

la constante réelle r0 > 0 ne dépendant que de ϕ. D’après le (12) de la

Proposition 4, il existe µ0, ε0 > 0 tels que pour tout ξ ∈ Ã avec d(ξ, 0) ≤ εkµ,

(�1) VA∩B(x0,c1εk)(ξ) ≤ C(x0)µ1/2k.

Quitte à diminuer la valeur de µ0, on peut donc écrire

(16) |Dvp(0)| ≤ c

(εµ)k
‖p ◦ ϕ‖D(0,εµ) (∀µ ∈ ]0, µ0[) (∀ε ∈ ]0, ε0[).

Avec le (10) du Lemme 4 nous obtenons

(17) ‖p ◦ ϕ‖D(0,εµ) ≤ ‖p‖B
Ã

(0,c2(εµ)k) (∀µ ∈ ]0, µ0[) (∀ε ∈ ]0, ε0[)

(car ϕ(D(0, εµ)) ⊂ B
Ã

(0, c2(εµ)k)). D’après les estimations (16) et (17), on
obtient

|Dvp(0)| ≤ c

(εµ)k
‖p‖B

Ã
(0,c2(εµ)k) (∀µ ∈ ]0, µ0[) (∀ε ∈ ]0, ε0[),

soit avec l’inégalité de Bernstein–Walsh (2) du paragraphe 2.3,

|Dvp(0)| ≤ c

(εµ)k
‖p‖A∩B(0,c1εk) exp (deg(p) sup

B
Ã

(0,c2(εµ)k)

VA∩B(0,c1εk)).
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En utilisant la propriété HCP de la fonction de Green (�1), on obtient, pour
tous µ ∈ ]0, µ0[) et ε ∈ ]0, ε0[,

|Dvp(0)| ≤ c

(εµ)k
‖p‖A∩B(0,c1εk) exp(C3 deg(p)(µk)1/2k),

d’où

|Dvp(0)| ≤ c

(εµ)k
‖p‖A∩B(0,c1εk) exp(C3 deg(p)µ1/2).

En posant µ = C̃/(deg p)2 avec 0 < C̃ < µ0,

|Dvp(0)| ≤ c eC3

√
C̃

(
C̃(deg(p))2

ε

)k

‖p‖A∩B(0,c1εk).

Le (i) du Théorème 2 est donc montré.

Pour (ii) et (iii), la démonstration est techniquement identique, seule-
ment il faut utiliser le (13) et (14) de la Proposition 4, le (10) du Lemme 4
et le Lemme 2.

Un exemple intéressant a été démontré par Bos, Milman, Levenberg
et Taylor ([6]) d’inégalités de Markov tangentielles sur certaines courbes
algébriques de R

2. Ils montrent que l’exposant k est optimum sur les courbes
de type

Γ = {(tp, tq) : t ∈ [0, 1]},
où p < q sont deux entiers naturels premiers entre eux. Pour des inégalités
globales, ils montrent que k ne peut être plus petit que p. Or cet entier k
est aussi la multiplicité complexe du point (0, 0) de la courbe algébrique

complexifiée Γ̃ de Γ , sans oublier que tous les autres points de Γ sont des
points réguliers, donc localement ont un exposant de Markov au moins égal
à 1 ou p. Le Théorème 1 conforte l’idée que la multiplicité des points d’une
courbe algébrique influence l’exposant de Markov ; on peut même penser que
les points singuliers d’une courbe algébrique réelle se comportent comme un
bord, ce qui expliquerait l’apparition du 2k à l’exposant.
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[11] P. Goetgheluck, Inégalité de Markov sur les ensembles effilés, J. Approx. Theory 30
(1980), 149–154, 1980.

[12] M. Klimek, Pluripotential Theory, London Math. Soc. Monogr. 6, Oxford Univ.
Press, 1991.

[13] S.  Lojasiewicz, Introduction to Complex Analytic Geometry, Birkhäuser, 1991.
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