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Inégalités de Markov tangentielles locales
sur les courbes algébriques singulieres de R"

par LAURENT GENDRE (Toulouse)

Abstract. We prove that every singular algebraic curve in R™ admits local tangential
Markov inequalities at each of its points. More precisely, we show that the Markov expo-
nent at a point of a real algebraic curve A is less than or equal to twice the multiplicity
of the smallest complex algebraic curve containing A.

1. Introduction. Nous montrons que toutes les courbes algébriques de
R"™ admettent des inégalités de Markov tangentielles. Nous donnons une si-
gnification géométrique a l’exposant de ces inégalités en montrant qu’il est
minoré par la multiplicité complexe du complexifié de la courbe réelle ; cette
minoration est optimale pour certaines classes de courbes données explicite-
ment dans [6]. Les techniques de démonstration que nous employons different
de celles utilisées par les auteurs s’intéressant a ce sujet, puisqu’elles allient
la théorie du pluripotentiel complexe et la géométrie analytique. Cependant
la paramétrisation de Puiseux a déja été employée par [3].

Dans l'article [5], Bos, Milman, Levenberg et Taylor montrent que les
inégalités de Markov tangentielles d’exposant 1 caractérisent les sous-va-
riétés algébriques lisses, sans bord et compacts de R". Fefferman et Nara-
simhan montrent dans [10] qu'il existe des inégalités de Markov locales d’ex-
posant 2 sur les sous-ensembles algébriques, uniquement pour les points
réguliers. Récemment Baran et Plesniak ont démontré dans [4] que I'image
d’un compact HCP par une application analytique non dégénérée dans une
sous-variété algébrique admet des inégalités de Markov tangentielles.

2. Notations et définitions. On identifie C" & R™ @ i{R", par consé-
quent, on a une injection naturelle entre R[z1, ..., x,] et Rlz1,. .., 2,]. Nous
conviendrons que C; = C* x {0} est un sous-espace de C* x C"~".
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Pour tout compact K C C", on écrira

| fll :==sup|f(2)] (f est une fonction continue dans K),
zeK

la norme uniforme dans K. On notera || - ||, la norme Euclidienne dans C"
et

B(zg,7) ={2 € C": ||z — 2|l <r} (¥Vr>0)
la boule ouverte de centre zy et de rayon r.

2.1. Cone tangent. Si E C C™, on dira que v € C" est un vecteur tangent
de E en a € E, §'il existe une suite (a,)n,eny de E et une suite (A, )nen de
réels strictement positifs, telles que v = limy,— 400 An(a — ay,). L’ensemble
des vecteurs tangents a F en a est appelé cone tangent de E en a et on le
note C(E,a).

2.2. Sous-ensemble algébrique de R™. Si S est une partie de K™ (n > 2)
(K =R ou C), I'ensemble

I%(8) :== {p € K[z1,..., 2] : pls = 0}

est un idéal de K[z, ..., x,] ayant un nombre fini de générateurs. Si P est
une partie non vide de K[z, ..., x,], on écrira

locP={zeK": (VpeP)p(x)=0}

le locus de P.
Les sous-ensembles algébriques de K™ sont les parties A de K™ telles que

loc T®(A) = A.

On notera respectivement A,eg et Aging I’ensemble des points réguliers et sin-
guliers de A dans K. De I'identification C" = R" @ iR", nous considérerons,
pour tout sous-ensemble algébrique A de R"”, le complexifié A de A comme
étant le plus petit sous-ensemble algébrique complexe de C™ contenant A.
On notera que
I€(A) = I®(A) @ C

et A = AN R" Pour plus de précisions, il faut se référer au livre de
Narasimhan ([15, p. 91]).

Un sous-ensemble A de R™ est une courbe algébrique s’il existe des

polynémes pi,...,ps dans R[zy,...,x,] (s € N*) tels que A = {x € R" :
pi(z) =--- = ps(x) =0} et dimp A = 1.

2.3. La fonction de Green avec péle a linfini dans les sous-ensembles
algébriques de C™

2.3.1. DEFINITION. Si K C C" est un compact, on définit la classe de
Lelong comme ci-dessous :
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k(C") :={u € PSH(C") : u|g <0,
(Fey €R) (V2 € C") u(z) < ¢y + log(1 +2))},

ou |z| := maxi<j<n |2j] pour z = (z1,...,2p).
La fonction de Green avec pdle a l'infini est définie par
(1) Vi(z) :=sup{u(z) :u € LL(C")} (Vz€CM),

o L}(C") := {u € Lg(C"):u>0}. Notons que la définition (1) de la
fonction de Green avec péle a l'infini n’est valide que dans le cas ou K
est un sous-ensemble borné de C™ (cf. [19, 2.7, p. 180]). Le théoréme de
Siciak—Zaharjuta ([20]) nous donne

Vik(z) =logPk(z) (Vz€C"),
ou @k est la fonction extrémale de Siciak définie par

D (z) := sup {[p(2)[/9EP) . p € Clzr,. .., 2], o]l < 1, degp > 1}
(V2 € C).

2.3.2. Inégalité de Bernstein—Walsh. Du théoreme de Zaharjuta nous
déduisons l'inégalité de Bernstein—Walsh:

(2) [p(2)] < [Ipll ge" K@ 4BP) (92 € C*) (Vp € Clen, ..., za).

2.4. Compacts vérifiant la propriété HCP. Nous dirons qu'un sous-en-
semble E de C™ est HCP ¢’il vérifie ’assertion suivante : il existe des con-
stantes réelles C, k, g > 0 telles que

(3) d(2,E) <6 = Vg(z) < C8" (V6 €0,80]) (V2 €T,

ou d(-, F) est la distance Euclidienne & E. Par ailleurs, nous affirmerons
qu’un sous-ensemble E de C™ est local-HCP en x € FE §’il existe ¢ > 0
tel que E N B(x,¢) est HCP. Naturellement, on dira que E est local-HCP
s’il est local-HCP en chacun de ses points. Si E est compact, alors la pro-
priété de local-HCP implique HCP. La notion d’HCP a été introduite par
Pawlucki et Plesniak dans [16], ou il est montré que les compacts de R™ a
pointe polynémiale (compacts UPC) sont HCP. La propriété fondamentale
des compacts HCP est qu’ils admettent des inégalités de Markov. Les deux
lemmes suivants donnent un exemple de local-HCP et de HCP.

LEMME 1. Soient b un nombre compleze appartenant a eI, |b| # ¢ (I =
[—1,1] € C) et r strictement positif tel que r < e — |b|. Alors

sup Vor < clog(l+r),
D(b,r)

ot ¢ = max{1,2/dist(b,e0I)} et D(b,r) :={z€C:|z—b| <r}.
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Preuve. Sans perdre de généralité, on peut supposer b > 0. Il suffit
d’estimer supp ) Vpr ot I’ = [2b — €,¢]. On a

; . 2
sup Vi =log ( o + ( w ) — 1>.
D(0,r) e—b e—b

Nous rappelons que la fonction de Green avec pole a l'infini sur le segment
[—1,1] dans C est connue :

Viiy(2) =logt|z+ V22 -1 (Vz€C). u

Du Lemme 1, nous déduisons que le segment [—1, 1] est local-HCP en 0.

LEMME 2. La fonction Vi_y 1] vérifie la propriété de continuité de Holder
avec un exposant 1/2, c’est-a-dire

dist([~1,1],2) <6) = Vi_1y(2) < C3Y2 (V5 €[0,1]) (Vz € C),
ot C > 0 est une constante.

Preuve. Nous ne donnerons pas la démonstration qui pourra étre trouvée
dans [16] ou dans le livre de M. Klimek [12]. =

2.4.1. C'ritere de Sadullaev. Ce critere caractérise ’algébricité des sous-
ensembles analytiques de C".

THEOREME 1 (Critére de Sadullaev). Si A est un sous-ensemble analy-
tique connexe de C", alors la fonction de Green Vi avec péle a l'infini est
localement bornée dans A si et seulement si A est algébrique.

Preuve. Voir la démonstration de [18, p. 497, Théoreme 2.2]. m

3. Résultat principal. Nous appellerons morceau de courbe algébrique
tout sous-ensemble analytique connexe et irréductible d’une courbe algé-
brique.

THEOREME 2. Soit A un morceau de courbe algébrique de R™. Pour tout
xo dans A, il existe des constantes réelles C1,Co,e9 > 0, dépendant de xq et
localement magjorées, telles que pour tous € € [0,e0[ et p € Rlxy,...,xy)) :

(i) Sixg € Asing> i
Cs(deg(p))?
D)) < €1 (BN

ot k est la multiplicité complexe du point singulier xo dans A et v
un vecteur unitaire dans C(A, xg).
(i) Sixp € Areg \ 0A,

Cs deg(p
Dantao)] < & CE) ol

ou v est un vecteur unitaire de l’espace tangent Ty Areg.
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(iii) Si 20 € DA\ Aging,

Cy deg(p 2
D)) < €1 (LY

ou v est un vecteur unitaire de l'espace tangent Ty Areg.

La démonstration du Théoreme 2 se fait en deux étapes. La premiere
consiste & construire une paramétrisation de Puiseux réelle. Dans la deu-
xieme étape, il s’agit de montrer qu’en tout point de A la fonction de Green
avec pole a l'infini vérifie la propriété de local-HCP sur le complexifié A
de A, avec la métrique des géodésiques.

4. Construction de la paramétrisation de Puiseux. Dans cette
partie, nous construisons une paramétrisation de Puiseux pour les courbes
algébriques de R™ et nous la prolongeons dans la Proposition 2 & un ou-
vert {2 de C partout dense. Cette construction est un raffinement de la
démonstration de [9, p. 67].

Soit A est un sous-ensemble analytique de R" de dimension pure 1,
localement irréductible et tel que 0 € Aging, et A le complexifié de A, sous-
ensemble algébrique dans C" (donc 0 € gsing). On suppose que la projection
T ANU - U CCy (U=U"xU" C C xC" ! un polydisque centré en 0)
est propre.

Pour toute fonction holomorphe f au voisinage d'un point a de C nous
noterons ord, f l'ordre d’annulation de f en a. Nous écrirons p,(A) la mul-
tiplicité complexe de tout point a dans A (cf. ([9, §11.1, p. 120]).

Pour toute suite d’entiers 0 < 1 < --- <. < k—1,0ou k € N* et r € N*,
nous noterons par R avec 1 < r < k, Iensemble suivant :

R<T> — U [0’ 627Tilj/k].

I<j<r

PROPOSITION 1. Sous les hypothéses et les notations ci-dessus, il existe
une paramétrisation de Puiseuz ¢ : D(0,1) — ANU définie dans un voisi-
nage ouwvert du disque unité fermé D(0,1) de Cy telle que p(z) = (c2* 11 (2),

L Un(2)) (V2 € D(0,1)), ot k = po(A), les Y sont holomorphes dans
D(0,1) avec ordyt; > k et c € C une constante dépendant de ; il existe

des entiers 0 < I} < -+ < ZTX < k-—1(resp. 0 <1} < -+ < l;_ <
A
k—1), our} (resp. vy ) est le nombre de branche(s) de la courbe réelle A

dans U, ayant 0 comme ea:trémz'té, au-dessus de [0,1] € D(0,1) (resp. au-
dessus de [—1,0] C D(0, ) de sorte que SO’R“P (resp. (‘0‘72“@) paramétrise
ANUN{(z1,...,2n) € C": Re(z1) € [0,1]} (resp. ANU N {(z1,...,2n)
€ C" : Re(z1) € [-1,0]}).
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Preuve. A est de dimension complexe 1, et gsing est un ensemble discret.
Donc il existe un polydisque U = U’ x U"” ¢ C x C*! tel que 7~(0) N
AnU = {0}, ou 7 est la projection. Nous avons supposé que le sous-
ensemble algébrique A est localement irréductible; il s’ensuit donc que le
complexifié A est localement irréductible ([15, Proposition 2, p. 92]). La
projection 7|y est supposée propre, et d’apres le théoreme de structure des
sous-ensembles analytiques complexes, (AV N U, 7, U’) est un l-revétement
holomorphe ramifié. Fixons un point a € ANU tel que a1 € R ot a1 = 7(a).
Soit v : [0,71] — A le relevement du segment [0,71[ € C; passant par
a dans A (i.e. Jtp € [0,71[, ¥(to) = a, et ¥Vt € [0,r1[, m o y(t) = t). Ce
relevement existe car (ﬁﬂ U, 7,U’) est un l-revétement holomorphe ramifié.
Comme ANU est irréductible, AN U \ {0} est connexe. Ceci nous permet
de dire que I = 7 1({z € C : |z1| = r}) N A, Vr € [0, 71], est une courbe
de Jordan fermée. Donc le triplet (I, 7, |2z1] = r) est un [-revétement. On
peut ainsi construire une unique paramétrisation v, : [0, 27 — I telle que
7 o7 (t) = re*t avec 7,.(0) = v(r). Définissons donc

((z) = (M)/k (o)) = (—)”“

1 1

La fonction ¢ est holomorphe et injective sur (A N U) \ {0}. Donc d’apres
le théoreme de Riemann de prolongement des fonctions holomorphes sur les
singularités, la fonction z : D(0,1) — ANU telle que ¢ — 2(() est une in-
jection holomorphe. Ainsi nous obtenons une paramétrisation de Puiseux
pour 0 € Agng. Comme le point a n’est pas dans m(Agng), on a donc
{a®,...,a*1} = 77 ({a1}) N AN U, en prenant par exemple a = a’.
D’apres la construction de la fonction z(¢), nous pouvons ordonner les
points (a')ieqo, . x—1} de sorte que ((a') € [0, em/k] vl € {0,...,k—1}.

Définissons
P )
0<I<k—1
et la partie de £F),
(4) RUD = [ [0,e k],
1<j<ry

ou rj est le nombre de branches, ayant pour extrémité 0, dans AN U et
[0, e2milj/ k] est un segment paramétrisant une branche de ANU au-dessus du
segment [0, 1]. Bien siir, I'entier naturel r} ne peut dépasser k et est toujours
plus grand que 1. Ainsi SO’R“X) paramétrise analytiquement la partie de la

courbe réelle A au-dessus du segment [0, 1]. Pour les branches de AN U
au-dessus de [—1,0], on se ramene au cas des branches au-dessus de [0, 1]
par une rotation d’angle 7. =



Inégalités de Markov tangentielles 65

LEMME 3. Soit A un sous-ensemble algébrique de R™ de dimension 1 et
A son complexifié dans C™ tel que A = ANR". Alors il existe une transfor-
mation unitaire [ de C™ telle que [(R™) = R"™ et la projection 7 : l(A) - Cy
soit propre.

Preuve. On injecte C™ dans P,(C), et Hp sera I'hyperplan a linfini
identifié & P,,_;(C) dans P,(C), de sorte que P,(C) = P,_1(C) U C". La

courbe A est algébrique dans R", donc il existe des polynoémes pq,...,ps
dans R[z1,...,z,] (s € N*) tels que
A={z eR":pi(x) =+ = ps(z) = 0}.

Si d; est le degré de pj, les polynomes p; se décomposent ainsi :

pj(x) = hj(x) +q;(z) (Vie{l,...,s}),
ou hj,q; € R[z1,...,xy], les h; sont des polynomes homogenes avec deg(h;)
= d; et deg(gj) < dj. Considérons le sous-ensemble algébrique projectif
V C Hy :=P,_1(C), défini comme ci-dessous :

= {[z] € Pn—1(C) : hu(z) = - = hs(2) = 0}.
Le sous-ensemble algébrique projectif V' est bien défini puisque les h; sont
homogenes, et V' est propre, car les h; ne sont pas tous nuls. Maintenant
identifions Gre(n, 1) et P,,—1(C). Posons

£:={L e Gre(n,1): L C A};

c’est un fermé d’intérieur vide dans Grg(n,1). Par conséquent, M :=
Gre(n, 1) \ £ est un ouvert partout dense de Gre(n, 1). Définissons

B:={L e Gre(n,1) : (3un, € R™) lvally = 1, L = Cuy, [va] & V).
De toute évidence B # (), car deg(h;) = deg(p;) implique que V est au plus

une hypersurface de P,,_1(C). Nous souhaitons montrer que B C M, alors
supposons que B ¢ M. Donc il existe L dans B tel que L ¢ M. Il s’ensuit

que L C A. Choisissons v, dans R" tel que L = Cuy,, puisque L est dans
B, et posons L = Ruy. Nous avons L C A car A est le complexifié de A et
LcLCA CommelLCA,ona

p1(Avy) = =ps(Av,) =0 (VA ER),
soit encore en multipliant chaque p;(Avy,) par 1/ i

1 1
Wpl()\vn) =...= Eps()\vn) =0 (VA>0).

Quand A — 400, cela nous donne par définition des h; :
hi(vp) =+ = hs(v,) =0,

donc [v,] est dans V, ce qui contredit ’hypothese que L est dans B, donc
on a bien B C M.
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Définissons les polynoémes projectivisés p; des p; comme ci-dessous :
pj(zo, ey 2p) = zgjpj(zl/z(), zn/z0) (Y E{L, ..., s}).
Soit Z la sous-variété algébrique projective de P, (C) définie par
={[zl € Pu(C) : pi(z) = -+ = pi(2) = 0};
par définition de A, ona A=C"nNA Comme A est fermé dans P,(C), on a
AcA et A\ACA
De plus Zjﬁ Hy =V, par conséquent Zﬂ HyCV,et AN Hy = (). Puisque
ACACA onaACANC*"CANC™* = A, donc
A=AnCr=AnC".

Montrons que

A\Acv
On a
A=AN(HyuC") = (ANHy)U(ANC") = (AN Hy) U A.
Comme A = (/_T\E) U A, on en déduit que
(01) (A\NA)UA= (AN Hy) U A

Choisissons [2] € A\ A. De Dégalité (01), on déduit que [2] € A N Hy,
soit 12[\ Ac An Hy. L’inclusion voulue est ainsi démontrée, sachant que
ANHyCV. o o

Soit L fixé dans B. Nous avons L ¢ A et L ¢ A. Il s’ensuit que L N A
est un sous-ensemble algébrique propre de L. Comme L est de dimension
complexe 1 et A est algébrique, L N A est fini, donc L N A aussi.

Construisons la transformation unitaire [. Choisissons v, dans R" tel
que ||vp|l =1 et Cv, = L (L est dans B). Rappelons que C" est muni du
produit scalaire usuel

(2[¢) : szcj (Vz, € C),

ounz=(21,...,2n), ¢ =1({1,...,(). Par le procédé d’orthonormalisation de
Gram-Schmidt, on obtient une base R-orthogonale () (vq,...,v,_1) dans
L**. Le systeme (vy,...,v,_1) est C-libre, donc

dimc Vectc(v1, ..., vp—1) =n — 1.

(*) Avec le produit scalaire induit sur R™.
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Il s’ensuit que
Vecte(vy, ..., vp—1) = Lt tel que L@ Ltc=C".
On a

(A\A)NLcVN(a+L)=0 (Yac A),
car V est un sous-ensemble de Hj et [v,,] n’appartient pas a V. Ceci montre
que la projection

(02) T A— Lt

est propre. D’apres la construction de L et ZL, il existe donc une unique
transformation unitaire de C" notée [y telle que

(Li(vj)lex) =05k (Vi k€ {1,...,n}),
avec d; j symbole de Kronecker, ot I1(R™) = R". On déduit de (O2) que la
projection
7l ll(g) — C,1, (z’,zn) — 2

est propre. D’apres le Théoreme du [9, §3.2, p. 29], Pensemble (1 (A))
est algébrique dans C,,_;. Posons gg = A. Par une recurrence descendante,
en réitérant la manipulation précédente, on montre qu’il existe un triplet
(Ap, 7% 1) (Vk € {1,...,n — 1}), pas nécessairement unique, vérifiant pour
tout k€ {1,...,n— 1},

Apy1 = lk+1(7rk(Ak))a
7* . A, C Cp_py1 — C,_p est une projection propre,

I, est une transformation unitaire de C,,_gy1.

La projection m = 7" lo...or! et la transformation unitaire [ = I,,_j0- - -ol;
ont les propriétés souhaitées. m

PROPOSITION 2. Supposons A une courbe algébrique réelle de R™, locale-
ment irréductible, telle que 0 € Aging et ¢ la paramétrisation de Puiseux de
la Proposition 1. Modulo un changement de coordonnées unitaire dans C™,
laissant A dans R™, il existe une application holomorphe Wdéfinie dans (2’
ouvert de C partout dense, avec D(0,1) C (2, telle que Lﬁ]m = et

T(2)| <C(L+|2™) (V2 e ),
ou C,s > 0 sont des constantes réelles ne dépendant que de A.

Preuve. D’apres le Lemme 3, il existe un changement de coordonnées
unitaire et une projection 7 : A — Cy, w(&1,...,&,) = &1, propre telle que
m(R™) = R. Comme A est algébrique, d’apres la Proposition 1 du [13, p. 389],
il existe deux constantes réelles C, s > 0 telles que

(5) (&P +- -+ &) < c+&al).



68 L. Gendre

La projection 7 est propre et A est algébrique de dimension complexe 1,
donc il existe un sous-ensemble fini o1 C C; contenant 0 (car 0 € Asing) de
sorte que
m: A\ 7 (o)) = C\ oy
soit un r-revétement holomorphe (r € N*), avec
(Vz1 € C\ o) card(n Y (z1)NA) =71

Donc pour tout z1 € Cq \ 0y, il existe V, ; (V5 € {1,...,r}) des ouverts de
A\ 7Y (o1) et W, € Vg, (21) (voisinage ouvert de z; de Cq) avec as, ; des
fonctions holomorphes dans W, (Vj € {1,...,7}),

Oz, ¢ WZI - ‘/tZl,j’ §— (570%1,]'(5))'

Posons 2 =C; \ A, ou A est un ensemble fini de demi-droites de C; ayant
pour origine tous les points de o; et contenant en particulier [0, +o00[; ainsi
12 est simplement connexe (2). En appliquant le théoréme de la monodromie,
il existe des fonctions holomorphes aq, ..., a, dans {2 telles que

(Vzl S Q) (E|Wzl € Ve, (21)) (V] S {1, .. .,7“}) Oz]"W21 = Oz j-

Comme la projection 7 : A— C; est propre, il existe un voisinage ouvert U
de 0 dans C", ou U = U’ x U" c C x C* 1, tel que la projection

Ty ANU = U, (&1,...,&) — &,

soit une application propre et vérifie 7=1(0) N ANU = {0} ; cette derniere
assertion est possible car o est un sous-ensemble discret de Cy. Le sous-
ensemble algébrique ANU est irréductible, car la courbe algébrique réelle A
est supposée localement irréductible (cf. [15, Proposition 2, p. 92]). D’apres
le théoreme de structure locale des sous-ensembles analytiques, il existe oo C
C1 (02 C o1) fini tel que 7 : (ANU)\ 7 1(02) — C1\ 02 soit un k-revétement
holomorphe ramifié (k € N*). On peut donc construire la paramétrisation
de Puiseux associée a la singularité 0 de Aa partir de la projection 7|y
comme dans la Proposition 1. Notons cette paramétrisation

o(z) = (czk,w(z)) (Vz € D(0,1)).
Considérons les secteurs suivants :

S; = {z € D'(0,1) : 2% < arg(z) < w} (¥j € {0, k—1}),

ot k = pg(A) et D’(0,1) = D(0,1) \ {0}. Introduisons les changements de
coordonnées locales suivantes :

0;:D'(0,1) = S;, & (E/c)VE.

(?) L’auteur remercie Julien Duval de cette idée.
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Les fonctions ¢; sont holomorphes dans D’(0, 1). Notons
S;=8i\4;,  4;:=0;(4), 2;:=06;(2).

On a 2; C §’; et d’apres le théoreme de I'image ouverte, (2; est ouvert. Il

est clair que 0; dans D(0,1)\ A C D'(0,1) paramétrise S}. Donc la fonction

@pof; paramétrise un morceau d’une feuille au-dessus de D(0,1)\A C C;. On

en déduit I'existence d'un «;; tel que 1 of; = a;; sur D(0,1)\ A. Comme par

construction la fonction ay; est holomorphe dans 2 5 D(0,1)\ 4, la fonction
1 se prolonge sur l'ouvert {2; en une fonction 1); holomorphe dans {2;. De
I'inégalité (5) on déduit que

[0i(2)] < e;(L+ |2 (V2 € 25) (v €{0,... .k —1}).

Comme les prolongées 1); coincident sur 2; N D(0,1) avec 1, d’apres le
théoréme du prolongement analytique, 1 se prolonge sur 'ouvert 2’ défini

par
2= J 9
1<j<k—1
Soit ¥ sa prolongée; elle vérifie donc
(Vze @) [#(2)] < c(1+ |2,

avec 2 = C,. Précisons que si k = 1, la démonstration est beaucoup plus
simple puisque le prolongement s’effectuera directement dans C; \ A. =

5. Propriété HCP de la fonction de Green avec podle a l’infini
dans A. Dans cette partie, nous allons montrer dans la Proposition 4 que
la courbe algébrique A vérifie la local-HCP dans le complexifié A muni de
la métrique des géodésiques.

PROPOSITION 3. Soit A une courbe algébrique de R™ localement irréduc-
tible. Modulo un changement de coordonnées unitaire laissant A dans R,
il existe des constantes réelles ci1,co, €9, 01 > 0 dépendant uniquement de ¢
telles que pour tous € € [0,g¢[ et z € D(0, 01),

VAOB(O,clek) © 90(2) < CQV;,R(TX> (Z),

(resp- Vanoaaety 0 9(2) S @V (2),

RIA) — U [0, ¢27iki/k] (Tesp' R — U [07627rz‘k;./k])7

1<j<r} 1<j<r;

ot k = po(A), rh (resp. ry) est le nombre de composantes connezes de
AN B(0,c1e®) N {(z1,...,2,) € C": Re(z1) > 0} (resp. de AN B(0,c1e%) N
{(z1,...,2n) € C" : Re(z1) < 0}). Les ensembles RUD) et 0 < ky < - <
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krj < k (resp. R et 0 < K << k;, < k) sont construits comme
A
dans la Proposition 1.

Preuve. Montrons I'estimation (6) pour R%) seulement ; la démonstra-
tion pour R{"4) est identique. Notons

p(2) = (2", 42(2), ..., ¥u(2)) (V2 € D(0,1))
la paramétrisation de Puiseux de la Proposition 1. Soit gg € |0, 1[. Il existe
une constante réelle ¢; > 0 dépendant de c et des fonctions composantes
Vo, ..., telle que (D(0,¢)) C B(0,c1*) pour tout e dans ]0, gol.
On a les inclusions suivantes : pour tout € € ]0, gg],

(1) @RYD)c A, @(eRID) c Anp(D(0,€)) € AN B(0, 1),
ce qui nous donne
L AnB(0,616)(C") € Lang(p(0,e))(C") C L¢(6R<q>)(@n)-

Majorons directement la fonction Vynp(gc,cr)- D’apres la Proposition 2,

la fonction op(2) = (cz¥,49(2),...,1%n(2)) se prolonge holomorphiquement
dans un ouvert (2 de C partout dense, d’une telle facon que
(0) max [¢;(2)] < C(1+[2") (V2 € Q).

2<j<n

L’ensemble ANB(0, c1e¥) n’est pas pluripolaire dans j, car ¢ est holomorphe
dans D(0,1) et eR("A) est un continu de C.

D’apres le critere de Sadullaev, Vynp (g c k) est dans Lﬁfc(j), car A est
algébrique (cf. [18, p. 497, Théoreme 2.2 et p. 501, Proposition 3.4]), donc
il existe une constante réelle C'y . > 0 telle que

VAOB(O,clsk)(z) <Cae+ log(1+ |z]) (Vz € A).
Soit u € L snp(g,¢,e)(C"). On a
(09) wop(s) < Cpae+ kslog(L+ |2]) (V2 € ),

ou le réel ks est celui de lestimation ({) ci-avant.
Soient p une constante réelle dans |eg, 1] et H, la fonction

Hy(z) i= kslog" (|2I/0) (V2 € C) (Vo € Jeo, 1],
ot 1 := max(0,z) (Vo € R). La fonction H, est sous-harmonique dans C

(Vo > 0) et vérifie les propriétés ci-dessous :

1. Hy(z) =0 (Vz € D(0,0)) (Yo € ]eo, 1]).
2. Hy(z) > —kslogp (Vz € C\ D(0,1)) (Yo € |eo, 1]).
3. Hy(z) <o+ kslog(1l+ |z]) (Vz € C), olt ¢, > 0 est une constante.
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Les assertions 1-3 sont immédiates a montrer. Maintenant, nous allons prou-
ver que l'on peut choisir ¢ dans |eg, 1] de sorte que

(000)  Hy(z) > uowp(z)  (Vu€ Lynpnc(Ch) (V2 € 2\ D(0,1)).

Pour cela minorons A,(z) := Hy(z) — u o ¢(z) dans 2\ D(0,1); pour le
moment p est fixé dans ]eg, 1[. En réorganisant les termes et par ’estimation

(00), on a
Ap(2) > —ks-logo—Cypae—kslog2 (Vz e 2\ D(0,1)).

Si o < e Ceac/sk on a bien A,(2) > 0 (Vz € 2\ D(0,1)). Quitte a
diminuer g9 > 0, on peut choisir p; dans ]Jeg, 1[N ]0, %e‘c%Ays/Sk[ tel que
Ay, (2) > 0 pour tout z dans 2\ D(0,1).

Comme D(0,1) est dans louvert 2 d’aprés la Proposition 2, et que
Iestimation (000) est valide pour ¢ = g1, on a

limsup uo p(¢) < H, (2) (Vz € 092),
(—z, €N

donc d’apres [12, Corollaire 2.9.14, p. 69], la fonction
max(u ° Qp(z)v H.Ql (Z))’ zZ € 'Qa

W =
o= { o e\
est bien définie et sous-harmonique dans C. De plus, on a (ks) W,

© Lw(emﬁ))(C) et Wo,lp0,01) = u o, d’apres les propriétés 1 et 3 de

H,,, énoncées plus haut. Il s’ensuit que
uop(z) < Wy (2) S ksVipm(2) (V2 € D(0, 1))
Nous concluons donc

wop(s) ShsV_1)(s) (¥ € D(0,01) (Fu € Lynypocpety (C7)). m

COROLLAIRE 1. Soit A une courbe algébrique de R™ localement irréduc-
tible telle que 0 € Aieg. Modulo un changement de coordonnées unitaire
laissant A dans R™, il existe des constantes réelles g, 0, c1,ca > 0 dépendant
de la paramétrisation ¢(z) = (cz,1(z)) de la Proposition 2, telles que :

e 500 € Ay \ 04,

(8)  VanB(o,ce) © 9(2) < caVi_c q(2) (Ve € [0,e0]) (V2 € D(0,0));
e 5i0€ A NOA,
(9)  VanBo,eie) © 9(2) < 2Vipg(2) (Ve € [0,20]) (V2 € D(0,0)).

Preuve. Remarquons qu’ici k = ,uo(ﬁ) =1lcar0e Areg. La démonstra-
tion est identique a celle de la Proposition 3. =
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5.1. Métrique des géodésiques et continuité de Holder dans le sous-
ensemble algébrique A. Définissons la métrique des géodésiques dans A.
Considérons 'ensemble (&g 1}, <) des subdivisions de I'intervalle [0, 1] muni
de la relation d’ordre suivante :

0 < 7 < lasubdivision ¢ est moins fine que 7.

Maintenant, si 7 est une fonction de [0, 1] dans A et o est une subdivision
dans &|g,1), nous définirons V() par

p—1
Vo(y) =D IIv(tia) =)y 0 = (to,- .- 1),
=0

olt [|z]ly == (325, |,zj|2)1/2 (Vz € C™). Définissons le sous-ensemble des fonc-
tions a variation bornée ci-dessous :
CVBELE) ([0, 1], 4) := {y € €°([0,1], 4) : 7(0) = &1, 7(1) = &,

sup Vo (7) < +oo},
066[0,1]

ott C°([0,1], A) est Pensemble des fonctions continues de [0,1] dans A. On
peut définir désormais une métrique dans A, appelée métrique des géode-
stques, en posant

d(€1,&) == inf {V(y) : v € CVBE)([0,1], A)}  (V&y, & € A),
ol
V(7) :==sup{Vo(7) : 0 € S 11}

LEMME 4. Soit A une courbe algébrique de R™ localement irréductible et
€o un point fivé dans A. On considere Uespace métrique (A,d), ou d(-,-) est
la métrique des géodésiques dans A et o(z) = (cz¥,v(2)) la paramétrisation
de Puiseuz de la Proposition 1, telle que ¢ : D(0,1) — U, ¢(0) = & et
U C A ouvert.

o Si &€ greg, il existe des constantes réelles ci,co > 0 ne dépendant
que de @ telles que

(10) 01‘%\1 — /2\2‘ S d((p(?l), (p(?g)) S 02‘/2\1 - 32‘ (V?l, 22 € l)(O7 1))
o Si & € Avsinga on peut rétrécir le voisinage U de & de sorte que
ANU = {fo} et
1) alal <de0),¢G) <alElt (VA e DO,1),
ou k est la multiplicité compleze du point singulier £y de A.

Preuve. La démonstration est directe avec un développement en série de
Taylor de la paramétrisation ¢ au voisinage de 0.
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Nous allons démontrer, dans la Proposition 4, que la fonction extrémale
VAnB(zo,e1ck) Vvérifie la propriété HCP dans A, muni de la métrique des
géodésiques.

PROPOSITION 4. Soit A une courbe algébrique de R™, localement irréduc-
tible, muni de la métrique des géodésiques d(-,-) dans A. Alors, la fonction
extrémale ci-dessus vérifie la propriété de continuité de Hélder locale dans A
pour la métrique d(-,-). Plus précisément, il eziste €g, po € )0, 1] dépendant
de g, tels que pour tous € € ]0,e0[ et p € 10, po| :

o Sixg € Asing’
(12) VAﬂB(xg,qﬁ)(f) < C($0)Ml/2k (Vf € Bg(%?gkﬂ))a

ot k est la multiplicité complexe du point singulier xo dans A.
o Sixg € Areg NOA,

(13) VanB(apee)(§) < Clao)p'? (V€ € By(o,ep)).
o Sixy € Areg \ 04,
(14) VAOB(mo,cla) (5) < C(ZEO)AL (Vg € Bg(%ﬁﬂ))-

Ici Bi(zo,7) == { € A d(xo,&) <r}, r est un réel strictement positif et
C(z0) > 0 une constante localement supérieurement majorée.

Preuve. Commencons par démontrer (12). Comme nous ’avons fait dans
les démonstrations précédentes, nous pouvons supposer, sans perdre de gé-
néralité, que xg = 0. D’apres la Proposition 3, modulo un changement de
coordonnées unitaire, il existe des constantes réelles g, g, c; > 0, dépendant
seulement de la paramétrisation de Puiseux ¢ construite dans la Proposi-
tion 1, avec 0 < € < g9 < ¢ < 1, telles que le (6) de la Proposition 3 soit
vrai.

Soit ¢ dans Bg(xo,sk,u). D’apres le (11) du Lemme 4,

2 <efpfer, on o) =¢.
D’apres (6), pour tous € € |0,e0] et 0 € {2kIm/k:j € {1,...,r3}}, ona
(1) Vanpozer) 0 9(2) < @V og (2) <@Vale ™ 2) (V2 € D(0,0))
ouoe{+,—}tet0<e<p.
Choisissons 0 < o < ¢; de sorte que
pler <o (Vi €]0, o)),
donc
(121/2)* < pfer < o".
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Avec I'inégalité ([J;) et le Lemme 1, puisqu’on a choisit pg tel que po/c1 < 1,
nous déduisons

Vanpoamet) () < @Vile 2/e) < Cu/*,
Pour démontrer (13) la technique de démonstration est identique. En effet,
soit £ € B3(0,eu), donc il existe z € D(0,1) tel que ¢(z) = £. D’apres le
(10) du Lemme 4, on a d(0,£) > ¢1|z], d’out |z] < ep/ey. On conclut avec le
Lemme 2:

VanB0,26)(§) < @2Ver(2) < Cp'/?,

L’estimation (14) est identique & démontrer. =

6. Démonstration du Théoréme 2. Avant de démontrer le Théo-
reme 2, nous avons besoin de ce lemme :

LEMME 5. Soit ¢ : D(0,7) — C™ une application holomorphe définie
dans le disque ouvert D(0,7) de C (r > 0) telle que ©(0) = 0. Notons ¢ =

(p1,...,n) et k = minj<;j<yordo(p;). Alors il existe un réel ro > 0, qui
dépend uniquement de l'application @, tel que pour tous p € Rlzy,...,xy],
r €10,r0], z € D(0,7r0/2),
2
(15) |%(pog0)(z)‘ < C " o ‘ 1P o @l p(o,ro)
2~ roif k=1 '
Vel T o 12+ e "

Preuve. Les fonctions composantes de ¢ se développent en série entiére
car ¢ est holomorphe, donc pour tout [ € {1,...,n},

o€ =Y a8, ki =orde(er), ki > 1.
ki<j

Comme q; j;, # 0 lorsque z — 0, il existe r; € ]0, 1] tel que

l0r(€)] > cplé] " (V€ € D(0, 1)),
d’ou

’ > k—1 _ . _ . )
" ()2 = cylé] (V€ € D(0,70)), 70 min 7y, k 1glj.lgnkz

Majorons |zk1—1 %(p o 90)‘ La singularité en 0 est artificielle. Donc la fonc-

tion Zk—l,l%(po ¢) est holomorphe dans D(0,7y). Nous pouvons appliquer

successivement la formule intégrale de Cauchy a z,ﬁ%l%(p o ) et obtenir

1 9 1 1 1 po(§) d¢
a0 =0n | wman ) et

- 27
C(z,r/ Cc(¢,r/2
1T 1 1 T pog(z+ Leif2 + Leit)

= 9 i k—lQ'S T oif1
™ o (z+§ezag) ™ o 5€

db, dbs
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pour tous r € ]0,rg[ et z € D(0,7/2), d’ou

27r o
e S 1 [P0 @l p(sr0) 0

o 2+ e“"]k ! r

o P)(2)

pour 7 et z comme ci-dessus. Cela prouve l'estimation (15). =

Prewve du Théoréme 2. (i) Commencons par démontrer le (i) du Théo-
reme 2. Sans perdre de généralité, nous pouvons supposer que g = 0 et que
0e Asing-

Soit p un polynéme dans R[zy, ..., x,] fixé. Siv € C(A,0) est un vecteur
tangent unitaire, alors la branche localement irréductible de A tangente &
v est paramétrisée par 80’72“35 ou gp]R<T (¢ paramétrisation de Puiseux),
d’apres la Proposition 1. On peut donc choisir un entier [ dans {0, ...,k — 1}
tel que le segment [0, e>™/¥] R URIA) et ¢|[o,e2ri1/%) Paramétrise la
branche de A a laquelle le vecteur v est tangent. Pour des commodités
d’écriture et de calculs, nous ne changerons rien au résultat voulu, si nous
transformons le segment [0, €2™/¥] en [0, 1] par une rotation dans C d’angle
—2ml/k (bien évidemment, C est orienté dans le sens direct). L’ensemble

RIA) URTA) nest en rien modifié par cette rotation.
D’apres I'inégalité (15) du Lemme 5, on a

C
‘D’Up<0)’ S T_k Hp © QOHD(O,T') (VT' € ]0,7’0]),

la constante réelle ro > 0 ne dépendant que de ¢. D’apres le (12) de la
Proposition 4, il existe g, ¢ > 0 tels que pour tout & € A avec d(&,0) < ¥p,

(Dl) VAQB(xO,clak)(g) < C(xo)ﬂl/2k'

Quitte a diminuer la valeur de ug, on peut donc écrire

(16)  [Dup(0)] < E )k o @llpoen (Vi €l0,pol) (Ve €]0,e0]).
Avec le (10) du Lemme 4 nous obtenons

(17) Ipo @l poeny < IPIB0eaemry (Vi €10, pol) (Ve €10, e0])

(car ¢(D(0,ep)) C B;(0,c2(ep)¥)). D’aprés les estimations (16) et (17), on
obtient

’Dvp( )| < (e )k ”pHBA(O ca(ep)k) (Vi e ]OHU’UD (Ve € ]0750[)7
soit avec I’ 1negahte de Bernstein—Walsh (2) du paragraphe 2.3,

v = 7 \k ANB(0,c1ek ANB(0,c1ek) )+
[ Dyp(0)] < E ) pll yexp (deg(p)  sup 'V, )
B(0,c2(em)*)
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En utilisant la propriété HCP de la fonction de Green ({J; ), on obtient, pour
tous p €10, po[) et € € ]O eol,

[Dup(0)] < & )k 1Pl s 30,0028 €xP(C3 deg(p) (1) /%),

Dup(0)] < )k 1Pl An B (0,124 ©XP(Ci deg(p) /).

En posant 1 = C/(degp)? avec 0 < C < po,
Dup(0) < e (CBP)”

EOL ) W vty

Le (i) du Théoreme 2 est donc montré.

Pour (ii) et (iii), la démonstration est techniquement identique, seule-
ment il faut utiliser le (13) et (14) de la Proposition 4, le (10) du Lemme 4
et le Lemme 2. =

Un exemple intéressant a été démontré par Bos, Milman, Levenberg
et Taylor ([6]) d’inégalités de Markov tangentielles sur certaines courbes
algébriques de R?. Ils montrent que 'exposant k est optimum sur les courbes
de type

I = {9 : t €[0,1]},

ol p < ¢ sont deux entiers naturels premiers entre eux. Pour des inégalités
globales, ils montrent que k ne peut étre plus petit que p. Or cet entier k
est aussi la multiplicité complexe du point (0,0) de la courbe algébrique
complexifiée I'del , sans oublier que tous les autres points de I" sont des
points réguliers, donc localement ont un exposant de Markov au moins égal
a 1 ou p. Le Théoreme 1 conforte 'idée que la multiplicité des points d’une
courbe algébrique influence ’exposant de Markov ; on peut méme penser que
les points singuliers d’une courbe algébrique réelle se comportent comme un
bord, ce qui expliquerait I’apparition du 2k a ’exposant.
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