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Résumé. Les fonctions plurisousharmoniques négatives dans un domaine {2 de C"
forment un céne convexe. Nous considérons les points extrémaux de ce cone, et donnons
trois exemples. En particulier, nous traitons le cas de la fonction de Green pluricomplexe.
Nous calculons celle du bidisque, lorsque les poles se situent sur un axe. Nous montrons
que cette fonction ne coincide pas avec la fonction de Lempert correspondante. Cela donne
un contre-exemple & une conjecture de Dan Coman.

1. Introduction. Cet article a deux intentions : de donner quelques ex-
emples de points extrémaux dans le cone des fonctions plurisousharmoniques
négatives, et de donner des exemples de domaines convexes ou la fonction
de Green pluricomplexe a plusieurs poles ne coincide pas avec la fonction de
Lempert correspondante. Les deux buts sont liés. Nos résultats sont signalés
dans les prépublications [Car-Wiel] et [Car-Wie2].

Soit C' un cone convexe de sommet 0 dans un espace vectoriel V. Un
point z € C est contenu dans une génératrice extrémale si x = x1 + x2 ou
x1,x2 € C entralne r1 = \ix, o = Aoz, ol A1, Ay > 0. Par abus de langage
on appelle z un point extrémal (voir [Chol). Si ’'on munit C' d’une topologie
métrisable, le sous-ensemble E des points extrémaux sera un ensemble G.
On appelle C cone a base compact s’il existe un hyperplan fermé H et un
compact K C H telleque C = {tz : z € K, t > 0}. On a le théoréme suivant
[Cho, p. 140] :

THEOREME 1.1 (Choquet). Soit C' un céne convere d base compact,
métrisable. Alors pour chaque q € C' il existe une mesure de probabilité piq,
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concentrée sur E, telle que

F@) =\ f(x) dpg(x)

C
pour toute fonction f € V'.

En conséquence, il est intéressant de caractériser F.

Dans cet article nous considérons le cone des fonctions plurisoushar-
moniques négatives dans un domaine {2 de C", avec la topologie induite
par celle de LL (£2). Il est connu que c’est un cone & base compact : pour
H on prend {f € LL (£2) : {,fdV = —1}, ot G est un ouvert quel-
conque, relativement compacte, de {2. Voir [Hor, pp. 149 et 229]. Nous dirons
qu’une fonction wu plurisousharmonique négative est extrémale si elle est
extrémale au sens de cone convexe, et mazimale si (dd“u)™ = 0. Pour un com-
pact K dans {2 on définit la fonction extrémale relative comme ’enveloppe
supérieure de la famille U = {v € PSH({?2) : v <0, v|K < —1}. Remarquons
qu’a priori cette fonction peut étre non-extrémale au sens convexe, malgré
le langage.

La fonction de Green pluricomplexe (a plusieurs podles) appartient au
cone des fonctions plurisousharmoniques négatives. Elle est introduite par
Lelong [Lel] ainsi : Soit £2 un domaine de C", et

A={(wy,11),..., (wg, )} C 2 xRT,
o Rt = [0,00). On appelle w1, ..., wy les poles et vy, ..., les poids. On
pose
Uan ={uePSH(L):u(() —vjlog|( —w;| < Cy,  —wj, j=1,...,k},
et on définie la fonction de Green pluricomplexe par
9(z,A) = gn(z, A) = sup{u(z) : v € Ug n, u < 0}.
S’il s’agit d’un seul pole w et le poids est égal a 1, on écrit normalement

gz w).
Le probleme d’extrémalité a été étudié par Cegrell et Thorbiérnson

[Ce-Th]. Soient d’abord n = 1 et 2 = D, le disque unité. Dans ce cas

ils ont montré qu’une fonction sousharmonique négative @ est extrémale si

et seulement si, ou bien

z— 2
z)=klo

©(z) Y

R k>0, zg € D,

ou bien
©o(2) = kP(2,80), k<0, & €D,

ou on note P le noyau de Poisson de D.
Passons au cas n > 2. Les mémes auteurs ont généralisé leur résultat en
montrant que dans un domaine 2 C C", la fonction de Green pluricomplexe
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a un seul péle g(-,w) est toujours extrémale pour chaque w € (2. Si celles-ci
donnaient toutes les fonctions extrémales qui s’annulent au bord, alors le
théoreme de Choquet donnerait que toute fonction plurisousharmonique u
négative ayant 0 pour valeur au bord pourrait étre représentée de la facon
suivante :
u(z) = | g(z,w) dp(w),
Q

ol u,, est une mesure positive. Ce type de potentiels a été étudié par le
premier auteur [Car|, qui a montré que la masse de Monge-Ampere d’un
potentiel borné dans la boule est toujours une mesure absolument continue.
Ceci suggere que les fonctions de Green forment un trés petit sous-ensemble
de E.

Ici, nous montrons que si la fonction de Green a plusieurs poles est
décomposée, alors les deux parties sont également des fonctions de Green
ayant les mémes podles, mais peut-étre d’autres poids. En particulier, les
fonctions suivantes sont extrémales : 1) la fonction de Green avec deux
poles de poids 1 dans la boule unité, 2) la fonction de Green avec deux poles
(a,0) et (b,0) de poids 1 dans le bidisque de C2. Nous profitons du fait
que ces fonctions sont connues explicitement. Au vu de cela on pourrait se
demander si des fonctions négatives, et maximales dans un ensemble assez
grand, sont extrémales. Il est un peu surprenant que dans le cas du bidisque,
les fonctions de Green avec des poids distincts ne soient pas extrémales. Nous
montrons cela par un calcul explicite de ces fonctions.

Ensuite, nous montrons que la fonction max{log|z|, —1} dans la boule
unité (la fonction extrémale relative d’une boule plus petite) est extrémale.
Il est tentant de conjecturer que toute fonction extrémale relative d’un com-
pact assez régulier appartient aussi a F.

Toutes les exemples donnés jusqu’ici concernent des fonctions qui s’an-
nulent au bord du domaine. Nous discutons brievement des fonctions qui ne
s’annulent pas sur tout le bord, et nous donnons un exemple élémentaire.

Passons a notre deuxieme sujet. On introduit d’abord la fonction de
Lempert. Soit D le disque unité, et {2 et A comme plus haut. Pour tout
point z € (2, on note F, = F, 5 la famille des applications analytiques
f: D — (2 telles que f(0) = z et qu’il existe des points (1,...,(x € D avec
f({;) = wj, 5 =1,...,k. On appelle ces applications, aussi bien que leurs
images, des disques analytiques ajustés a A. Pour tout f € F, on définie
a(f) = Z§:1 vjlog|(;| et la fonction de Lempert 6(z,A) = 0g(z,A) =
inf{d(f) : f € F.}. On voit facilement que 6(-, 4) > g(-, A) avec égalité
si et seulement si § est plurisousharmonique. Un théoreme remarquable de
Lempert [Lem] dit que cela est vraiment le cas si 2 est convexe et k = 1.
Beaucoup plus tard Coman [Com]| a montré que c’est aussi le cas si {2 est
la boule unité, k = 2, et les poids sont égaux.



96 M. Carlehed et J. Wiegerinck

On définit

04(2) = min 4(z, B).
(2) o0 (2,B)

Evidemment, on a

6(, A) 2 64(-) = g(-, A).

Coman [Com] a conjecturé que, dans des domaines convexes bornés, la

deuxiéme inégalité est toujours une égalité. Plus tard, Wikstrom [Wik] a

montré que dans ces domaines, la premiere inégalité est toujours une égalité.

En conséquence, il reformule la conjecture sous la forme (-, A) = g(-, A).
Wikstrom a aussi montré le théoreme suivant.

THEOREME 1.2 ([Wik, corollaire 2.3]). Soit £2 un domaine borné et taut
de C™, et soit A comme plus haut. Alors pour tout z € {2 il existe un disque
analytique f tel que f(0) = z, passant par un sous-ensemble (non-vide)
{wj,,...,w;,. } de{w,...,wi}, et tel que d(f) soit égal a la borne inférieure
dans la définition de

54 (2) = 0(z. {(wjp, v5), - - (W), 15,) )

Motivé par ce théoreme, Wikstrom propose la définition suivante. Si
0(z,A) = d(f) pour un disque f passant par z et par un sous-ensemble non-
vide de A, alors f est appelé un disque extrémal pour z et A. Ensuite il ca-
ractérise les disques extrémaux dans des domains convexes, ce qui généralise
un théoreme de Lempert. Il fait remarquer que les poids sont invisibles dans
la caractérisation, ce qui indique que la conjecture peut étre problématique,
ou en tous cas impossible de montrer en utilisant cette méthode.

Dans cet article nous donnons un contre-exemple a la conjecture de Co-
man. En effet on a le théoreéme suivant.

THEOREME 1.3. Soit 2 le bidisque unité et soit

A= {((a’7 0)7 1)7 ((ba 0)7 2)}
avec 0 < |al, |b] < 1. Alors §(z, A) £ g(z, A).

Il s’ensuivra un méme résultat pour des domaines convexes, suffisamment
proches de §2. Le défaut de la conjecture dépend largement du fait que
la fonction de Green actuelle n’est pas extrémale. Il est alors tentant de
modifier la conjecture de maniere a la restreindre aux fonctions de Green
qui sont extrémales. Pourtant, nous estimons qu’il n’y a pas suffisamment
de support pour faire une conjecture d’aucune facon.

2. La fonction de Green a plusieurs podles. Commencons par un
lemme connu [Ce-Th], [Kis].
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LEMME 2.1. Soient G une boule de C", centrée a l'origine, et u une
fonction plurisousharmonique négative dans G. On pose

v, =
o) = o s u(E2)

pour z € (1/r)G et 0 < r < 1. Alors

1) pour tout z fizé, W,(z,r) est une fonction croissante de r (sur son
domaine de définition), donc la limite

U, (z) = lrlﬁ)l U, (z,7)

existe,

2) pour z fizé, ou bien u, : & — u(&z) est identiquement —oo, ou bien
elle est sousharmonique et W, (z) = Au,({0}), donc ¥, (z) est linéaire en u,

3) il existe une constante o > 0 (le nombre de Lelong de u a l'origine) et
un ensemble pluripolaire E C C" tels que ¥y (z) = a si z € E et ¥, (2) > «
stz € F,

4) pour chaque z € G et [{| <1 on a u(€z) < alog |€|.

Preuve. Sans perte de généralité, on peut supposer que G = B, la boule
unité.

1) et 2) sont des résultats de la théorie du potentiel classique; cf. par
exemple [Ran, pp. 46 et 78|.

3) Il résulte de 1) que

—,(z) =lim —¥,(z,7) = sup —¥,(z,7) = sup sup u(£z),
710 R>r>0 R>r>0 — 1087 |¢)=,
pour tout z € C" et R assez petit. Par conséquent, (—¥,)* € PSH(C") et
comme elle est négative, elle est constante (= —«). On pose E = {z € C" :
(=,)*(2) # =W, (2)}. Alors E et «a ont les propriétés souhaitées.
4) Gréace a la monotonie on a

=Y, >y >
Toe El:[;u(fz) w(z,m) >, (2) > a

donc
sup u(£z) < alog ],
§l=r

ce qui acheve la preuve. =

Soient {2 un domaine hyperconvexe borné dans C", et A comme dans
Iintroduction. Il est commode d’introduire un ordre partiel sur (R*)* défini
par = (p1,. .., pk) < (V1,...,v5) =vsip; <wvj, j=1,...,k Les poles
étant fixés, on note g, la fonction de Green de poids vj en wj, j = 1,...,k, et
v € (RT)¥ (voir la définition dans I'introduction). On a le théoréme suivant.
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THEOREME 2.2 ([Lel]). La fonction g, est l'unique solution du probléme
de Dirichlet suivant :
u € C(£2\ A) NPSH($),
(dd“u)* =0 dans 2\ A,
u(z) —vjloglz —wj;| = O(1) si z — w; pour tout j,
u(z) = 0 siz— 062

La proposition suivante est une généralisation d’un théoréeme de [Ce-Th].

PROPOSITION 2.3. Supposons que g, = @1 + pa. Alors, il existe \ €
(RT)* tel que A < v, p1 = gy et Y2 = gy_».

Preuve. Notons A; le nombre de Lelong de ¢1 et u; celui de g2 en w;.
On commence par faire une étude locale en chaque pole w;. Sans perte de
généralité on peut supposer que j = 1 et wy = 0. En utilisant les 2) et 3)
du lemme 2.1 on obtient v1 = ¥y, (2) = ¥y, (2) + ¥y, (2) > A1 + 1, avec
égalité presque partout. Il s’ensuit que v; = A1 4+ p1 et que les ensembles
exceptionnels de ¢; et w2 sont en fait vides. D’apres le 4) du lemme 2.1, on
a p1(€2) < Aploglé] si [€] < 1. Donc a(z) = ¢1(2) — A1log|z| est bornée
supérieurement au voisinage de 0, et de la méme maniere nous trouvons que
b(z) = @a(z) — p1 log |z| y est bornée supérieurement. Mais leur somme est
égale & g, (z) —v1 log|z| qui est bornée inférieurement au voisinage de 0, alors
a et b le sont aussi. Nous avons montré que ; et o ont le comportement
souhaité en chaque pole, et que v = A + p.

On a de plus,

0= (ddg)" = (ddp1)" + (ddp2)"™ + ...
en dehors de A, ou les termes du reste sont positifs, ce qui montre que
(dd®p;)®> = 0, i = 1,2. Le théoreme 2.2 donne maintenant ¢; = gy, et
Y2 =Gy = Gv-).
COROLLAIRE 2.4. Pour démontrer que g, est extrémale, il suffit de dé-

montrer que g, = gx + gu entraine que le vecteur X\ est proportionnel a v.
En particulier, dans le cas d’un seul péle, g, est toujours extrémale.

Preuve. Soit donnée une décomposition g, = 1 + ws. D’apres la propo-
sition, on a en fait g, = g\ + g,. Par hypothese on sait que A = cv ou
0 <c<1. Comme g, = cgy, g, est extrémale. m

Supposons que les poles A = {wq,...,w} et les poids v = (v1,...,vk)
sont fixés. Soit P le sous-ensemble de (R*)* défini par

M:(/.Ll,,/j/k)ep A gV:gH+gV_N'
Alors, {cv: 0 < ¢ <1} C P avec égalité si et seulement si g, est extrémal.

PROPOSITION 2.5. L’ensemble P est convexe.
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Preuve. Supposons que u, A € P. Alors,

9y = agv+(1=a)gy = algu+gv—pl+(1—a)[gr+gv-2] = [agu+(1—a)gx]+. ..

Maintenant il suffit de montrer que ag, + (1 —a)gy = Jap+(1—a)r- En dehors
de Aon a

(1) 0= (ddcgl/)n = (ddc[g,u + gz/—ka A (ddc[g)\ + gz/fA])n_k
= (ddcgu)’g A (ddcg)\)"_k +...,

ou les termes du reste sont positifs. Il s’ensuit que

n

n _ —

(@dTag, + (1= a)ap))" = 3 () k(1 = )" H(a)* A dagn) ™ =0
k=0

en dehors de A. Comme ag, + (1 —a)gy a le comportement correct en chaque

pole, le théoreme 2.2 termine la preuve. m

Passons au cas de la boule unité avec k = 2 et des poids égaux. Comme
nous avons signalé dans l'introduction, Coman [Com]| a calculé la fonction de
Green correspondante. Rappelons une partie importante de ce calcul. Quitte
a appliquer un automorphisme approprié, on peut supposer que les poles se
situent symétriquement en wy = (—0,0) et wy = (5,0), ou 5 € (0, 1). Soient
z = (0,7) et S ensemble des paires (s,t) € (0,1) x D telles qu'il existe un
disque analytique f : D — B avec f(0) = z, f(s) = wy, et f(t) = wq. Alors,

S={(s,t) €(0,1)x D:s#t,s*>c|t|* >c, E(s,t) >0},
ou c et d sont des constantes (qui dépendent de 3 et v) et
E(s,t) = (s> = ¢)(|t]* — ¢)]1 — st|> — (1 — s*)(1 — |t|?)|st + d|*.
Grace a la symétrie, la fonction de Lempert est réalisée par un disque cor-
respondant a un point de S avec t réel.

En utilisant le calcul de Coman, nous montrerons que la fonction de
Green correspondante est extrémale.

THEOREME 2.6. Soient £2 = B la boule unité dans C*, n > 2, et wy et
wo deuz poles donnés, avec vy = vy = 1. Alors, g(11) est extrémale.

Preuve. Commencons par le cas n = 2. Sans perte de généralité on peut
supposer que les poles se situent symétriquement. Nous sommes alors dans
le cas décrit ci-dessus. Supposons que g(1.1) = g(p,q) + 9 . Nous avons
alors

(2) 90,1) = 9p.a) T 90-p1-q) < Opg) T 01-p,1-g)
= inf{plog |G| + qlog [C2[} + inf{(1 — p) log[C1[ + (1 — ¢) log [Cal}
< inf{log|C1| +log |C2[} = d(1,1) = 9(1,1);
ou la derniere égalité est le théoreme de Coman et toutes les bornes infé-
rieures sont prises sur la méme famille de disques analytiques. En particulier,



100 M. Carlehed et J. Wiegerinck

le disque extrémal de d(y 1) est extrémal pour 9, 4y €t 6(1_p 1-4) aussi. Donc,
les fonctions S — R :

(s, 8) = st (s,8) = $P[t]T, (s,8) = 8" P[]0

sont minimales au méme point a € 9S. Coman a montré que E(a) = 0 tandis
que 9S € C' au voisinage de a. Alors les gradients de ces trois fonctions
sont proportionnels, et p = ¢g. La preuve est finie dans le cas n = 2.
Passons au cas général. On suppose que les poles se situent symétri-
quement dans le disque {z € B, : z2 = ... = 2z, = 0}, et on note
z = (21,22,...,2n) = (21,2'). Alors, la fonction de Green g&l)(z) n’est
que la fonction de Green de la boule de dimension 2, g(21’1), évaluée au point

(21, ||l (cf. [Com, corollaire 4.6.3]). On note §™ et 62 les fonctions de Lem-
pert correspondantes. Soient 0 < z9 < 1 et U une rotation unitaire dans
C"~! envoyant (z2,0,...,0) sur 2’. Si ¢ = (¢1,p2) est un disque analytique
appartenant a la famille qui définit 5(2p7q) (21, 22), on peut produire un disque
© = (¢1,92) qui appartient a la famille qui définit §

n
) (p.2)
Y1 = @1 et po = U o 9. Evidemment, on peut aussi faire I'inverse. Ceci

montre que 58}7(1)(21, 2l = 5(2p7q)(21, l2]]). Maintenant on peut faire un calcul

(21,2") en posant

analogue au précédent (2) :

(3) 011y (21,2") = ‘5(21,1)(317 12]]) = 9(21,1)(21, 121) = g(1 1y (21, 2")
= Q(Y;;,q)(/zl, 2') + 9?1—p,1_q)(21, 2')
< 0(,q) (21, 7))+ O(1—p,1—q) (21, Z') < 8(1,1) (21, 2.
On trouve une contradiction comme plus haut. =

Soient maintenant D x D le bidisque de C?> et a; € D, i=1,...,k. On
note

Ti(z1) = log i e

1—a;z1
la fonction de Green du disque unité. Alors la fonction de Green de poles
w; = (a;,0) et poids 1 = (1,...,1) est connue [Car]| :

k

(4) 91(2) :maX{ZE(zl),log\22|}.
=1

Généralisons cette formule. On garde la position des poles, mais on autorise
des poids différents. Sans perte de généralité on peut supposer que 1 = v >
Vo > ...> V.

THEOREME 2.7. Dans la situation décrite, si au moins deux poids sont
différents, la fonction de Green est la suivante :
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N

~1
(5) Gy = 91 wmn) = VEhi(2) + ) (v; — viv1)hj(2),

j=1
ot hj = max{T1(z1)+...+Tj(z1),log 22|} est la fonction de Green de D x D
avec le poids 1 en wr,...,w;. Par conséquent, elle n'est pas extrémale. En
revanche, si tous les poids sont égaux (cf. la formule (4)), elle est extrémale.

Preuve. Soit b(z) la somme de (5). Commencons par montrer que g = b.
Il suffit de vérifier les quatre conditions du théoreme 2.2. La premiere et
la quatrieme conditions sont triviales. On vérifie la troisieme condition. Au
voisinage de wy, la fonction h; peut s’écrire h;(z) = log ||z — w|| + O(1) si
7 =>1, et elle y est bornée si j < [. Il s’ensuit que

)= (et Z ~vj41)) log |12 = wil| + O(1) = v log || — w| + O(1)

au voisinage de wy. Il nous reste a vérifier que b est maximale en dehors
des poles. On constate que, pour tout point excepté les poles, il existe un
voisinage U ol toutes les hj, sauf peut-étre une, sont pluriharmoniques.
Donc, dans U, la masse de Monge—Ampere de b est donnée par la fonction
exceptionnelle et comme toutes les h; sont maximales on conclut que g = b.
La formule (5) implique évidemment la non-extrémalité de g, dans le
cas ol les poids sont distincts. Finalement, supposons que g1 = g, + 91—,
ou les v sont dans un ordre décroissant. On peut écrire, en utilisant (5),

9y = vghi + Z —vjt1)h
De méme on a
91— 1_V1hk+z i = Vit1)h

ol h; est la fonction de Green associée a I’ensemble des poéles, complémen-
taire de celui de h;. Cela entraine que la fonction h; + h; a des poles de
poids 1 en tout wj;, 1 < j < k. On trouve par substitution

k—1
(1 = wi)he = Y (v = vj1)(hy + ).
j=1
Comme pour j < kon a h; —|—h;» < h avec inégalité stricte quelque part dans
D x D, on conclut que tous les v, sont égales, et le théoreme est démontré. m
REMARQUE. Nous donnons une autre forme de la fonction de Green a
poids différents :

gy = max{ui(2),...,ux(2),log|z2|}
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k
uy(z) = Z viTi(21),
i=1

j—1
u;(z) = vjlog|za| + Z(VZ —vj)Ti(z1), 2<j<k.
i=1

Nous esquissons la preuve. Soit a(z) le max. On a

k
Up:={z:a(z) =u1(2)} = {z log|z| < ZTi(Zl)}’

i=1
J Jj—1
Uy = {21 a(2) = ()} = {21 Y Tiler) <loglzal < 3 Tian)
i=1 =1

pour j =2,...,k, et
Vi={z:a(z) =log|ze|} = {z : log|za| > T1(21)}.

Remarquons que ces ensembles sont invariants par changements des poids,
tant que [’ordre des poids est inchangé.

Dans Uy, on a hj(z) = Ti(z1) + ... + Tj(z1), et dans V on a hj(z) =
log | 22|, pour tout j. Dans U, I = 2,...,k,on a hj(z) =Ti(z1)+...+Tj(z1)
sil <j<l—-1eth;(z)=1log|z|sij>I. En utilisant cela et en considérant
chaque ensemble séparément, on peut vérifier que a = b.

REMARQUE. Le théoréme reste vrai pour le polydisque dans C™ si tous

les poles se situent dans le disque {z2 = ... = z, = 0}. Dans ce cas,
il faut remplacer log|zz| par v(z) = max{log|zzal,...,log|z,|} et on con-
state que v est confondue avec la fonction de Green du 2-disque (z1 = o,
2o = QoT, ..., 2n = auT), ((2,...,a,) # (0,0,...,0), |o] < 1, |7| <

min{1/[a;[}).

3. La fonction max{log|z|,—1} dans la boule unité. Soit u(z) =
max{log |z|, —1} la fonction relative extrémale du compact B; = {z : |z| <
1/e} dans la boule unité B de C2. On note By = B\ Bj. On considere la
question de 'extrémalité de wu.

THEOREME 3.1. La fonction u est extrémale.

Preuve. Supposons que u = 1 + @2, ou ¢; est une fonction plurisous-
harmonique négative dans la boule B, i = 1, 2. Remarquons que les fonctions
; sont supérieurement continues et leur somme est continue : elles sont alors
continues. De plus, —1 < ¢; < 0.

Dans B, la fonction u est pluriharmonique. Dans Bs, elle est harmonique
sur chaque droite passant par ’origine. Plus précisement, pour chaque ¢ € C
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fixé, 21 — wu(z1,¢921) est harmonique dans la couronne 1/(ey/1+ [¢|?) <
|21] < 1/4/1 + |q|?. (De plus, 2z — u(0, 22) est harmonique dans la couronne
1/e < |z2| < 1, ce qui correspond & g = oo.) Par conséquent, ¢ et @9 ont
également toutes les propriétés mentionnées.

On va démontrer le théoreme sous une condition supplémentaire, que
(et donc pg) ne dépend que de z; et |z2], qui sera enlevée apres. D’abord ¢
ne dépend que de z; dans Bj. Pour voir cela, on fixe z1. Alors ¢ est une
fonction harmonique de zo dans un disque centré en 0, et ne dépend que
de |z2|, donc elle est constante. Il s’ensuit que la fonction suivante est bien
définie : v(z1) = ¢1|B, (21, 22) pour |z1| < 1/e. On pose aussi V(z) = ¢1(2)
dans By. La fonction v est harmonique et continue jusqu’au bord. La fonction
V coincide avec v sur |z| = 1/e, elle est continue jusqu’au bord, elle s’annule
sur 0B. De plus elle est harmonique sur chaque droite complexe passant
par lorigine. Ceci montre que pour chaque v donnée, V est unique si elle
existe; s’il y avait deux telles fonctions, on considérerait leur différence sur
les droites.

La fonction v admet la représentation
o0

v(z) = Z cn(er)Mlem?

n=—oo

dans le disque |z1] < 1/e. Ici, 21 = re? et

2w

1 . .
— % (S) v(eflJrzt)efmt dt.

Cn
Notons que ¢g = v(0) = ¢1(0) € (—1,0). On cherche ensuite une fonction
Hi(w), 0 <t < 1/e, qui soit harmonique dans la couronne ¢ < |w| < et,
avec les valeurs au bord Hi(w) = 0 sur le cercle |w| = et et Hi(w) = v(w)
sur |w| = t. On vérifie sans peine que

w - et/|wl|)?" —
Hy(w) = —cglog ‘E‘ + Y (calew)” + c_p(ew)") {eb/ll™ ~1 t/egn’)_ T !
n=1

est la solution unique de ce probleme.
Considérons maintenant, pour z2/z1 fixé, la fonction w— V(w, (z2/21)w).
Si lon pose t = |z1|/(e|z]), elle se confond avec Hy. Par conséquent,

wlz|

(6) V(w,(z2/z1)w) = —cplog

- z 2| |w]))?" —
S (e + eo(emyny Ll LD — 1

e2n — 1

n=1



104 M. Carlehed et J. Wiegerinck

En particulier, en posant w = z; on trouve

(/]2 =1

V(z1,22) = —colog |2 + ) (en(e21)” + cn(ez1)") o

n=1
Pour abréger, remplacons cpel™ /(€2 — 1) par b,, n # 0, et —co par a; la
formule se ramene a

o0
Vet 20) = aloglz| + 3 (el +bnZ) (1/])2 — 1),

n=1
Comme V a des valeurs réelles, on obtient b_,, = b,, de sorte que V(z) =
alog |z| + Re f(z1/|2|?) — Re f(z1) ot f est une fonction holomorphe dans
le disque de rayon e (car 1/e < |2| < 1, on a 0 < |21|/|2]? < e). Posons
g(z) = f(1/2); g est holomorphe au dehors du disque de rayon 1/e, et
V(z) = alog|z| + Reg(Z1 + 22Z2/2z1) — Re g(1/21).

On calcule ensuite le signe du déterminant (dd°h)? de la matrice Hes-
sienne de h(z) := V(z)—alog|z| = Re g(Z1+22Z2/21)—Re g(1/21). Le dernier
terme est pluriharmonique. 11 suffit alors de considérer g(z; + z2Z2/21). 1l
est commode de faire le changement de coordonnées suivant : w; = z3/21,
we = z1. Comme il est holomorphe, le signe du déterminant ne changera
pas, et

(7)  2Reg(z1 + 2222/21) = 2Re g(w2(1 + w1wy))
= g(Wa(1 4+ wiW1)) + g(wa(1 + wiwy)) =: h(w).

La_derniére expression étant harmonique en wy, il est superflu de calculer
0?h/Ow10w1, et le déterminant vaut

9?h |? )
m = — ‘w1<D1 + DQ@Q(l -+ 'lUlwl))‘ s

ou Dj est la dérivée j-ieme de g évaluée au point wa(1+ wiw). On conclut
que, ou bien le déterminant de la matrice Hessienne de h est négatif quelque
part, ou bien Dy + Dowa(1 + wiw;) s’annule partout.

Si le déterminant est négatif en un point, nous allons déduire une con-
tradiction. En effet, dans Bs,

(ddpq)? = (ddV (2))? = (dd°h(2))? + 2a dd®log | z| A dd°h(z),

et
(dd°p2)? = (dd°(log |z| — V (2)))? = (dd°h(2))* —2(1 — a)dd® log | z| Add°h(z).
Puisque a = —cg € (0, 1), il résulte que, au point ou (dd°h)? est négatif, ou

bien (dd°p1)? < 0, ou bien (dd°ps)? < 0, ce qui est contradictoire.

Si, d’autre part, Dy + Dows(1 + wyiw;) s’annule partout, on voit, en
remplacant wa(1 + wiwp) par z, que ¢'(z) + zg"(z) = 0 partout. Mais cela
est impossible lorsque g est holomorphe au voisinage de 'infini, sauf si g est
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constante. Alors f = 0, V(z) = alog|z| et par continuité p1(z) = au(z).
Ceci acheve la démonstration sous la condition supplémentaire.
Passons au cas général. On définit

1 .
(8) @Z’ = — S @i(zl,zQew) d@, 1= 1,2.
0

Alors g = @1 + P9, et @; ne dépend que de z; et |z, i = 1,2, donc le cas
spécial montre qu’il existe une constante a > 0 telle que ®1(2) = au(z) pour
tout z € B. Or sur la droite complexe zo = 0, on a $1(z) = ¢1(z), ce qui
implique que ¢1(z) = au(z) sur cette droite.

Finalement, si d est une droite complexe quelconque passant par 1’origine,
il existe une transformation unitaire Ry telle que R *(d) = {22 = 0}. Comme
u est invariante par cette transformation, on peut évidemment remplacer ¢,
par ¢; o Ry dans argument précédent. Ceci montre que ¢1(z) = aqu(z)
sur d, ol ag > 0. L’origine étant un point commun a toutes les droites, on
obtient le résultat escompté. m

REMARQUE. Le théoreme reste vrai pour n > 3, avec presque la méme
démonstration. Il faut d’abord supposer que les composantes ne dépendent
que de z1 et [|2']], out 2’ = (22,...,2,). On conclut qu’elles sont proportion-
nelles & u. Ensuite, on remplace la formule (8) par

1 ; ; .
P, = W S goi(zl,zge’HQ,...,znew”)deg...d@n, 1=1,2,
[0,27]7—1

etc.

4. Fonctions extrémales qui ne s’annulent pas sur tout le bord.
Si sup,cpu(z) = ¢ < 0, alors u n’est pas extrémale puisqu’elle peut étre
décomposée : u(z) = h/2+ (u(z) —h/2), ot h est une fonction plurisoushar-
monique avec ¢ < h < 0, qui n’est pas une multiple de u. Il s’ensuit que
toute fonction extrémale, continue jusqu’au bord, s’annule quelque part au
bord.

D’autre part, il est facile de donner un exemple d’une fonction extrémale
qui est négative sur une grande partie du bord. On prend simplement la
fonction log |z1| dans le bidisque. Supposons que log|z1| = ¢1(z) + p2(2).
Si on fixe z9, on a log| - | = ¢1(+, 22) + p2(+, 2z2). Comme le logarithme est
extrémal dans le disque unité, on conclut que ¢1(z) = ¢(z2) log |z1|. Ensuite,
en fixant 21, on trouve que c(z2) est harmonique. On calcule (ddu)?(z) =
—|0log |21]/021[?|0c(22)/0z2|> < 0. Comme u est plurisousharmonique,
I’expression s’annule partout. En conséquence, ¢ est constante.

Si {2 est un domaine B-régulier (par exemple la boule), le probleme de
Dirichlet pour I’équation de Monge—Ampere a une solution pour toute fonc-
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tion f continue sur le bord. On peut se demander pour quelles fonctions f la
solution est extrémale. Il faut que I’ensemble ot f s’annule soit suffisamment
large, mais le probleme reste mystérieux.

5. La conjecture de Coman. Les définitions utilisées dans cette sec-
tion se trouvent dans l'introduction. La fonction de Green dans le bidisque,
que nous avons calculée plus haut, donne un contre-exemple a la conjecture
de Coman. Pour montrer cela nous utiliserons les théoremes 1.2 et 2.7 et le
résultat suivant.

THEOREME 5.1 ([Wik, théoréme 2.4]). Soient 2 un domaine borné con-
vere de C™ et A comme plus haut. Alors 6 (z) = §(z, A) pour tout z € 1.

Dans le reste de l'article nous fixons deux poles (a,0) et (b,0) dans
le bidisque, a # b et a,b # 0, et un point z = (0,7), tels que |ab] <
|v| < min{]al,|b|}. On note g, 4 la fonction de Green avec poids p en (a,0)
et ¢ en (b,0), évaluée en z, et de méme 6, ,. Remarquons que, d’apres le
théoreme 2.7, g11 = log 7], g1,0 = loglal, et g21 = g1,1 + g10 = log|y| +
log |al.

Maintenant nous pouvons démontrer notre théoreme.

Démonstration du théoréme 1.5. 1l suffit de montrer que d21 > g2,1. On
sait déja que d2.1 > g2,1. Supposons que l'inégalité soit une égalité. Alors
9) 921 =01,1 + 91,0 < 01,1 +d1p0

= inf{log |C1| + log |2} + inf{log |C1 |}

< inf{2log[(1| + log (2|} = d21 = 92,1,
ou toutes les bornes inférieures sont prises sur la méme famille F,. Donc,
toutes les inégalités sont en fait des égalités. En utilisant les théoremes 1.2
et 5.1, la derniére borne inférieure est atteinte par un disque extrémal f qui
passe par (a,0) ou (b,0) ou tous les deux. Il s’ensuit que f est également

extrémal pour 011 et d19. Pourtant, cela est impossible, d’apres le lemme
suivant. La contradiction donne le théoreme.

LEMME 5.2. Si |ab| < |y| < min{|al,|b|}, il n’y a aucun disque extrémal
commun a 01,1 et 010.

Preuve. Commencons par caractériser tous les disques extrémaux pour
d10- Soit f = (f1,f2) : D — D x D un tel disque. Par définition, il existe
¢1 € D tel que fi(¢1) =aet f1(0) =0. On a g1 = log|al, et cela est égal a
01,0, car cette valeur est atteinte par le disque

¥ C(—a
¢ <<’51—a§>’

Donc |¢1] = |a|. En utilisant le lemme de Schwarz on conclut qu'un disque
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passant par (a,0) et z est extrémal pour 1 si et seulement si il est une
rotation dans la premiere variable.

Fixons maintenant un tel disque ¢ — (a(, f2(¢)), ou |a] = 1, et sup-
posons qu’il est extrémal pour 01 ;. D’apres le théoreme 1.2 il y a deux
possibilités. Soit le disque passe par un seul pole, ce qui est fatalement
(a,0), soit par tous les deux poles. Dans le premier cas, (a,0) serait 'image
de (1 = a/a et on calculerait §;; = log|a/a| = log ]a| D’autre part, si le
disque passait par les deux poles7 ceux-ci seraient les images de (1 = a/« et
(2 = b/a respectivement. Alors 611 = log|a/a| +log|b/a| = log |ab| dans ce
cas.

Pour conclure la preuve, on va montrer que 611 = g1,1 = log|y|, ce
qui exclut les deux possibilités. On a |y| < |a| < |a/b|, donc |yb/a| < 1.
Pareillement on obtient |ya/b| < 1. Par conséquent, on peut choisir {; €
D tel que ¢? = ~a/b. Posons (s = v/(1 et 3 = a/(1. Alors (o € D car
|C2|? = |yb/al, et B € D car |3]? = |ab/~|. Maintenant on définit un disque
analytique par

e (m = <—cg>

1—¢ ¢ 1—=(x¢
Il est facile de vérifier qu’il envoie ¢; sur (a,0), (2 sur (b,0), et 0 sur (0,7).

On calcule d(f) = log|(1] + log || = log|v]|, ce qui termine la preuve du
lemme. =

THEOREME 5.3. Soit A comme plus haut. Il existe des domaines stricte-
ment convezes, lisses, contenus dans le bidisque, tels que g(z, A) # §(z, A).

Preuve. Soit (£2; C D x D); une suite croissante de domaines convexes,
lisses, avec |J; £2j = D x D. On a do,(z, A) > 6(z, A), parce que pour £2; la
borne inférieure est prise par rapport a une plus petite famille F,.

Soit € > 0 assez petit. Quand 2; est si grand que G. = {2 : g(2,4) <
—e} C £2;, alors g(z, A) + € est la fonction de Green de G.. Par conséquent
90,;(2,A) < g(z,A) + ¢. Ceci montre en notre cas le fait connu que, pour
z fixé, la valeur gp(z, A) varie continiment avec {2 croissant. On a, avec
z=(0,7),

00,(2,A4) > 6(2,A) > g(2,A) > go,(2,A) —¢.

Le théoréeme s’ensuit. =
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