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Rafał Czyż L�M�NPORQ*SUTEVWORX�Y Per Z\[�]�^(L�_�OR`ba�cd`eV
fhg8ikjmlmnIo!jdp ��qkr

µ s qutwv�x�vUyzv�q|{}t!r2~��dq���q�t!�2���GqE��~�r2�C�Rv�~�r2q��ht��G�h{�~��}q|v s}� ϕ(ddcψ)n �����q|�Gq
ψ
~���t s x���v���q|���������G~��2� s �Rt!�G��x}v�~�������v��kr2~�x�vC��~�r2���|qk�Gx s x���v��Rt!� � �!t!����q|��t!v�� ϕ ∈

Lq((ddcψ)n) � ϕ ≥ 0 � 1 ≤ q ≤ ∞ � ����q���~��G~�������qkr����Gx s ��q|�B��x���r2��q��|x��h����q���
�x�v�{�q��d���h�I |�Gqx��*q|�2tPr2x�����~�r2��r2��q¡��q�t!�2���Gq
µ
~����Gr2����~�qk� �

¢@£�¤d¥�¦U§�¨�©�ª�«I¦�¬e¨�¥�£®­ c}¯ Ω ⊆ Cn ° n ≥ 2 ° J c±O J�²*³ X�Y´c#Y¶µ K a�cdNm· ² X3¸<c}¹0Y ²Iº» OR`bX ° `G¼�c*¼ ° O J�²*³ X�Y´c#Y ° · ² X8X8c#·�¯mc#Y½ORX�Y ² a�cdX¿¾�c}¯h¯mµ@O�¯EOIY » `À¯P¾WOwX8cdÁ3O�¯m`À¸<cÂa8Ã ³ N�` º¾ ³8J µ@ORN » ² X8`z·\c}¹Äµ@O ³ ¾|¯m` ² X0Å ³ X�·�¯m` ² X�¼�Æ J�²*³ X�Y´c#YÇa8Ã ³ N�`z¾ ³8J µ@ORN » ² X8`z·ÈÅ ³ X�·�¯m` ² X uY´cdÉ8X8c#Y ² X Ω J cdÃ ² X8Á<¾h¯ ² ¯mµ8cu·}Ã�OI¾m¾ E0 `bÅ
lim
z→ξ
z∈Ω

u(z) = 0

Å ² NWc}¸<cdN K ξ ∈ ∂Ω ° ORX�Y Ê
Ω

(ddcu)n <∞,

T�µ8cdN�c (ddc · )n `z¾�¯mµ8c\· ² » a8Ãbc}¹½Ë ² X8Á*c�Ì�Æ » a�ÍdN�c ² a�cdNPO�¯ ² Nd¼ ­ c}¯E¯mµ8c » cUOI¾ ³ N�c µY´cdÉ8X8c#Y ² X Ω J c�Á*`À¸<cdX J3K
µ = ϕ(ddcψ)n,T�µ8cdN�c ϕ ∈ Lq

(
(ddcψ)n

) ° ϕ ≥ 0 ° 1 ≤ q ≤ ∞ ORX�Y ψ ∈ E0 ¼�Î2¯È`z¾\a8N ² ¸<c#YÏ`bX_hµ8c ² N�c »ÑÐ ¼zÒ*Ò ² Å7Ó ÔIÕ�¯mµ@O�¯hc}¸<cdN K X ² X º X8cdÁ3O�¯m`À¸<c » cUOI¾ ³ N�c µ̃ Y´cdÉ8X8c#Y ² X Ω ·#ORX J cY´c#· ² » a ² ¾�c#Y:`bX3¯ ²L|ÒI¼zÒUV µ̃ = ϕ̃(ddcψ̃)n + ν,T�µ8cdN�c ψ̃ ∈ E0 ORX�Y ϕ̃ ∈ L1
loc((dd

cψ̃)n) ° ϕ̃ ≥ 0 ¼@_hµ8c�X ² X º X8cdÁ3O�¯m`À¸<c » cUOI¾ ³ N�c ν `z¾¾ ³ ·PµÇ¯mµ@O�¯u¯mµ8cdN�c®c}¹Ä`z¾k¯P¾ÂO�a8Ã ³ N�`ba ² Ã�ORNÖ¾�c}¯ A ⊆ Ω ¾ ³ ·Pµ¶¯mµ@O�¯ ν(A) = ν(Ω) ¼�× ² N
q = 1 ° ¯mµ8c » cUOI¾ ³ N�c µ µ@OI¾>É8X8`À¯mc » OI¾m¾hORX�YC`À¯ha ³ ¯P¾�X ² » OI¾�¾ ² X�a8Ã ³ N�`ba ² Ã�ORN�¾|c}¯P¾ °J3K L|ÒI¼zÒUV!¼ ­ c »®» O Ð ¼zÒ}Ô�`bX&Ó Ô*Õ8` » a8Ãb`bc#¾�¯mµ@O�¯�¯mµ8cdN�chc}¹Ä`z¾|¯P¾7O ³ X8`zØ ³ chÅ ³ X�·�¯m` ² X u ∈ F�! � � hÙÖÚ!ÛbÜUÝkÞ�Ú!Ûbßzàká�âRãRäÀå�ÝGà|Û�æ8ç�Ú!á5á5ß èéà2Ú!Ûzßbê!ë´ì � �G~��ht!� � �}�mí&�! �î �#q|�|x�v��Rt!� � �}�!ï,ðmñ#�ò Ýkó�ô�ê!õGö!á>ÚPë*ö7÷RÜ}õ2ÚPá|Ýká!ì �|x��h����qk��
�x�v�{�q��d���h�I |�Gq,x}�Iq|�2tPr2x�� � ��~��G~�������q�r����Gx s ��q|� � �������G~�y�2� s �Rt!�G��x}v�~��¡����v��kr2~�x�v �����q��Gq|�2q�t!�G�5��x��3r2��q��R�G��rGy�vRt!�hqk��t!�Ur2��x}����t!���Rt!��r2~øt!��� � �2�����Ix���r2q|� s}�Wù¡ú � � ��v���q|��{��2t�v}rv#��� s q|� ð �  �� �  }�}û>�!üU� ý

þ�ÿ����



��û!� ��� �é� ��� t!v�� � ��� �Rt!{
¾ ³ ·Pµ&¯mµ@O�¯ (ddcu)n = µ OI¾ » cUOI¾ ³ N�c#¾EY´cdÉ8X8c#Y ² X Ω L�¾�cdc���cdÉ8X8`À¯m` ² X���¼zÒÂÅ ² N�¯mµ8c·}Ã�OI¾m¾ F V!¼Î5XÈ¯mµ8`z¾>ORN|¯m`z·}ÃbcE¾ ² » cWN�c#¾ ³ ÃÀ¯P¾7· ² X�·}cdN�X8`bX8ÁÖ¯mµ8c�¾ ² Ã ³ ¯m` ² X ² Åé¯mµ8`z¾	�E`bN�`z·Pµ8Ãbc}¯>a8N ²*J´ºÃbc » TW`bÃbÃ J c ²*J ¯!OR`bX8c#Y½Å ² N�¯mµ8c\·#OI¾|c q > 1 ¼éÎ5Å q > 1 `z¾E¾ ³ ·Pµ½¯mµ@O�¯ n(q − 1) ≥ 1 °¯mµ8cdX ²*³ N�_hµ8c ² N�c » ��¼�
®¾|¯!O�¯mc#¾W¯mµ@O�¯�¯mµ8c ³ X8`zØ ³ cÖ¾ ² Ã ³ ¯m` ² X u ∈ F J cdÃ ² X8Á<¾W¯ ² Fp °T�µ8cdN�c p = n(q − 1) L�¾�cdc��EcdÉ8X8`À¯m` ² X
��¼zÒ�Å ² N�¯mµ8cu·}Ã�OI¾�¾ Fp V!¼��EX�¯mµ8c ² ¯mµ8cdNWµ@ORX�Y °`bÅ q > 1 `z¾W¾ ³ ·Pµ�¯mµ@O�¯ n(q − 1) < 1 ° ¯mµ8cdX:`À¯W`z¾�a8N ² ¸<c#Y:`bX:_hµ8c ² N�c » ��¼�Ô\¯mµ@O�¯W¯mµ8c³ X8`zØ ³ cÖ¾ ² Ã ³ ¯m` ² X u ∈ F `z¾W¾ ³ ·Pµ:¯mµ@O�¯Ê

Ω

(−u)p(ddcu)n <∞,

T�µ8cdN�c p = n(q − 1) ¼,Ë ² N�c ² ¸<cdNÈ¯mµ8cdN�c¿c}¹Ä`z¾k¯P¾±OÇY´c#·}N�cUOI¾�`bX8Á ¾|c#Ø ³ cdX�·}c [uj ]
∞
j=1

°
uj ∈ E0

° T�µ8`z·Pµ¿· ² X3¸<cdN�Á*c#¾�a ² `bX3¯�T�`z¾�c�¯ ² u ² X Ω OI¾ j ¯mcdX�Y8¾h¯ ² ∞ ORX�Y¿¾PO�¯m`z¾|É8c#¾
sup
j

Ê
Ω

(−uj)p(ddcuj)n <∞, sup
j

Ê
Ω

(ddcuj)
n <∞.

Î5Å�¯mµ8cdN�cW·#ORX J cWX ² » `z¾�`bX3¯mcdN�a8N�c}¯!O�¯m` ² X�O�¾�c#Ø ³ cdX�·}c [ · ]∞j=1 T�`bÃbÃ J c�Y´cdX ² ¯mc#Y J3K [ · ] ¼_hµ8cÖN�c#¾ ³ ÃÀ¯P¾ ² Å�_hµ8c ² N�c » ¾���¼�
�ORX�Y���¼�ÔCTW`bÃbÃ J cwc}¹�¯mcdX�Y´c#Y½¯ ² ¯mµ8c\· ² N�N�c#¾|a ² X�Y´`bX8Á·}Ã�OI¾m¾|c#¾�T�`À¯mµ · ² X3¯m`bX ³8²*³ ¾ J�²*³ X�Y�ORN K ¸*ORÃ ³ c#¾d¼�_hµ8cÖX ² ¯mcwcdX�Y8¾ J3K N�c#·#ORÃbÃb`bX8Á¿OÈ¯mµ8c º² N�c » Å ² NÂ¯mµ8cC·#OI¾�c®T�µ8cdX q = ∞ L�¾�cdc�_�µ8c ² N�c » ��¼��*V!¼�× ² N\ORX `bX3¯mN ² Y ³ ·�¯m` ² X ¯ ²a8Ã ³ N�`ba ² ¯mcdX3¯m`�ORÃ�¯mµ8c ² N K T�c�N�c#· ² »®» cdX�Y0Ó���Õ2¼_�µ8cCO ³ ¯mµ ² Nm¾�T ²*³ ÃzY¶Ãb`bQ*cÈ¯ ² ¯mµ@ORX8Q�� ² X@OI¾ÂÆ�X�Y´cdNm¾�¾ ² X ORX�Y����GOdT ² » `bNuM ² � ²IºY��d`bc���¼3_hµ8c K µ@Od¸<c J�² ¯mµ » OIY´c » ORX K ¸*ORÃ ³ O J Ãbc�· ² »®» cdX3¯P¾ ² X±ORX�YÈ¾ ³ Á*Á*c#¾|¯m` ² X�¾,Å ² N¯mµ8`z¾ » ORX ³ ¾m·}N�`ba´¯#¼
��£! :¬e§R¬ «#"%$'&3¦)(�§�¨�*+$,&.-.£ Æ0/21#354#6'7C`z¾�ORX ² a�cdX ORX�Y¿· ² X8X8c#·�¯mc#Y½¾�c}¯#¼�Æ Y ²Iº» OR`bX Ω ⊆ Cn `z¾�·#ORÃbÃbc#Y�8:9<;�=?>A@B1#7DCE=BFu`bÅ�¯mµ8cdN�cwc}¹Ä`z¾k¯P¾�OÈa8Ã ³ N�`z¾ ³8J µ@ORN » ² X8`z·wÅ ³ X�· º¯m` ² X ϕ : Ω → (−∞, 0) ¾ ³ ·Pµ:¯mµ@O�¯W¯mµ8cÂ·}Ã ² ¾ ³ N�c ² Å�¯mµ8cÂ¾|c}¯

{z ∈ Ω : ϕ(z) < c}`z¾Ö· ² » a@OI·�¯Ö`bX Ω Å ² Nuc}¸<cdN K c ∈ (−∞, 0) ¼�_hµ8N ²*³ Á*µ ²*³ ¯w¯mµ8`z¾uX ² ¯mc Ω TW`bÃbÃ J c�OJ�²*³ X�Y´c#Y¿µ K a�cdNm· ² X3¸<c}¹&Y ² » OR`bX¿`bX Cn ° n ≥ 2 ¼
GIH�J.K,LMKONPK,Q+L ��¼zÒ:RS�EcdÉ8X8c F (= F(Ω)) ¯ ²EJ c>¯mµ8cW·}Ã�OI¾�¾ ² Å�a8Ã ³ N�`z¾ ³8J µ@ORN » ² X8`z·Å ³ X�·�¯m` ² X�¾ ϕ Y´cdÉ8X8c#Y ² X Ω ¾ ³ ·Pµ&¯mµ@O�¯�¯mµ8cdN�cwc}¹Ä`z¾k¯P¾�O±Y´c#·}N�cUOI¾|`bX8Á:¾�c#Ø ³ cdX�·}c [ϕj ]

°
ϕj ∈ E0

° T�µ8`z·Pµ¿· ² X3¸<cdN�Á*c#¾�a ² `bX3¯�TW`z¾�cu¯ ² ϕ ² X Ω OI¾ j ¯mcdX�Y8¾h¯ ² ∞ ° ORX�Y
sup
j

Ê
Ω

(ddcϕj)
n <∞.

­ c}¯ p ≥ 1 ¼�Î5Å [ϕj ] ·#ORX½ORÃz¾ ²ÈJ cÖ·Pµ ² ¾|cdX&¾ ³ ·Pµ:¯mµ@O�¯
sup
j

Ê
Ω

(−ϕj)p(ddcϕj)n <∞,

¯mµ8cdX ϕ `z¾W¾POR`zY�¯ ²ÈJ cu`bX:¯mµ8cu·}Ã�OI¾m¾ Fp (= Fp(Ω)) ¼



� ß�õ�ßbàkÜdç�ÝkÛé÷IõGêdä�çøÝ�Þ ß�ë&æ�Ý��!õ5Ý�ç�ç�àkç�Ú!á2á|Ýká ��û�ñ
_�µ8c�·}Ã�OI¾m¾�c#¾ Fp T�cdN�c�É8Nm¾|¯\`bX3¯mN ² Y ³ ·}c#YÏ`bX Ó 
�ÕWORX�Y F `bX Ó Ô*Õ2¼�_hµ8c#¾|c:·}Ã�OI¾�¾�c#¾ORN�cC¯�T ²½² Å�¯mµ8c�¾ ²Iº ·#ORÃbÃbc#Y � =��E>A=���� @�� 4
	�	 =�	P¼�× ² NwÅ ³ N|¯mµ8cdNw`bX8Å ² N » O�¯m` ² X.O J�²*³ ¯\¯mµ8c
 cdÁ*N�cdÃbÃ�·}Ã�OI¾m¾|c#¾�¾�cdc ° c*¼�Á8¼ ° Ó 
�ÕÀÌéÓ��RÕ�ORX�Y Ó���Õ2¼
�!H���� ] ��¼���R���� φ, ψ ∈ E0

°�� 8�=<7��?1#>�=B4:@?8 p ≥ 0 °Ê
Ω

(−φ)p+n(ddcψ)n ≤ C
Ê
Ω

(−φ)p(ddcφ)n,

� 8.=?>A= C ≥ 0 6�	 4 @B1#7�	 � 4#7 �!° /:= ;�=?7 /E6'7�� 1#7���9 1#7 n ° p 4#7 / � 8.=�	���;�>B=<3��.3 1 � ψ !
" >A1�1 ��! 
 Å�¼�ÓÀÒ�Õ>L�¾|cdcwORÃz¾ ² Ó��UÕ V!¼
# [ H�Q�$PH�� ��¼�
�R&%P= � ψ ∈ E0 4#7 / ϕ ∈ Lq((ddcψ)n) ° ϕ ≥ 0 ° n ≥ 2 !'���

1 < q < ∞ 6�	�	(�D@?8 � 8�4 � n(q − 1) ≥ 1 °)� 8.=?7 � 8.=?>A= =BFE6�	 � 	 4*�.7D6,+-��='���.7 @ � 6 1#7
u ∈ Fp 	��D@?8 � 8.4 �

(ddcu)n = ϕ(ddcψ)n,

� 8.=?>A= p = n(q − 1) !
" >A1�1 ��! ­ c}¯ φ ∈ E0 ¼�.'/*ÃzY´cdN�0�¾h`bX8c#Ø ³ ORÃb`À¯ K ` » a8Ãb`bc#¾�¯mµ@O�¯Ê

Ω

(−φ)pϕ(ddcψ)n ≤
( Ê
Ω

ϕq(ddcψ)n
)1/q( Ê

Ω

(−φ)pq/(q−1)(ddcψ)n
)(q−1)/qL ��¼zÒUV

= C1

( Ê
Ω

(−φ)p+n(ddcψ)n
)p/(n+p)

,

T�µ8cdN�c C1 ≥ 0 `z¾�O\· ² X�¾|¯!ORX3¯�ORX�Y p = n(q − 1) ¼ ��`bX�·}c p ≥ 1
J3K OI¾m¾ ³ » a´¯m` ² X ° `À¯Å ² ÃbÃ ² T�¾WÅeN ² » ­ c »®» O ��¼��Â¯mµ@O�¯L ��¼��*V Ê

Ω

(−φ)p+n(ddcψ)n ≤ C2

Ê
Ω

(−φ)p(ddcφ)n,

T�µ8cdN�c C2 ≥ 0 `z¾®O · ² X�¾k¯!ORX3¯#¼,Î5X8c#Ø ³ ORÃb`À¯m`bc#¾½L ��¼zÒUVwORX�Y L ��¼��*VÖ` » a8Ã K ¯mµ@O�¯È¯mµ8cdN�cc}¹Ä`z¾|¯P¾�O\· ² X�¾|¯!ORX3¯ A ¾ ³ ·Pµ¿¯mµ@O�¯Ê
Ω

(−φ)pϕ(ddcψ)n ≤ A
( Ê
Ω

(−φ)p(ddcφ)n
)p/(p+n)

Å ² N�c}¸<cdN K φ ∈ E0
° µ8cdX�·}cw_�µ8c ² N�c » Ð ¼zÒu`bX Ó 
�Õ�¾�µ ² T�¾W¯mµ@O�¯�¯mµ8cdN�cÖc}¹Ä`z¾k¯P¾EO ³ X8`zØ ³ c

u ∈ Fp ¾ ³ ·Pµ:¯mµ@O�¯
(ddcu)n = ϕ(ddcψ)n.

# [ H�Q�$PH�� ��¼�Ô�R&%P= � ψ ∈ E0 4#7 / ϕ ∈ Lq((ddcψ)n) ° ϕ ≥ 0 ° n ≥ 2 !'���
1 < q < ∞ 6�	�	(�D@?8 � 8�4 � n(q − 1) < 1 °)� 8.=?7 � 8.=?>A= =BFE6�	 � 	 4*�.7D6,+-��='���.7 @ � 6 1#7
u ∈ F 	���@<8 � 8.4 � (ddcu)n = ϕ(ddcψ)n 4E7 /Ê

Ω

(−u)p(ddcu)n <∞,



��û�ü ��� �é� ��� t!v�� � ��� �Rt!{
� 8.=?>A= p = n(q−1) !�� 1E>A=B1#CE=?> � 8�=<>B= =BF#6�	 � 	 4�/:=B@?>A= 4
	B6'7 � 	 =�+��D=?7 @B= [uj ]

° uj ∈ E0
°

� 8:6 @?8 @ 1#7DC#=?> �2=�	 ;�1#6'7 � � 6�	?= � 1 u 1#7 Ω 4
	 j � =?7 / 	 � 1 ∞ 4#7 /&	?4 � 6�	��	=�	
sup
j

Ê
Ω

(−uj)p(ddcuj)n <∞, sup
j

Ê
Ω

(ddcuj)
n <∞.

" >A1�1 ��! ­ c}¯ φ ∈ E0 ¼�� K¿³ ¾|`bX8Á±¯mµ8cw¾PO » cu¯mc#·Pµ8X8`zØ ³ c®OI¾�`bX¿¯mµ8cÖa8N ²�² Å ² Å¡_hµ8c º² N�c » ��¼�
±`À¯EÅ ² ÃbÃ ² T�¾�¯mµ@O�¯E¯mµ8cdN�cwc}¹Ä`z¾k¯P¾�OC· ² X�¾k¯!ORX3¯ A X ² ¯�Y´cda�cdX�Y´`bX8Á ² X φ ¾ ³ ·Pµ¯mµ@O�¯
L ��¼�
<V Ê

Ω

(−φ)pϕ(ddcψ)n ≤ A
( Ê
Ω

(−φ)p(ddcφ)n
)p/(n+p)

.

Î5X½a@ORN|¯m`z· ³ Ã�ORN ° ¯mµ8`z¾�¾�µ ² T�¾�¯mµ@O�¯�¯mµ8c » cUOI¾ ³ N�c ϕ(ddcψ)n ¸*ORX8`z¾|µ8c#¾ ² X½a8Ã ³ N�`ba ² Ã�ORN¾�c}¯P¾}¼ ­ c »±» O Ð ¼zÒ}Ô®`bX Ó ÔIÕ�` » a8Ãb`bc#¾�¯mµ@O�¯W¯mµ8cdN�cÂc}¹Ä`z¾k¯P¾�O ³ X8`zØ ³ c u ∈ F ¾ ³ ·Pµ¿¯mµ@O�¯
(ddcu)n = ϕ(ddcψ)n,¾�`bX�·}c�¯mµ8cuÁ*`À¸<cdX » cUOI¾ ³ N�cuµ@OI¾hÉ8X8`À¯mc�¯ ² ¯!ORÃ » OI¾�¾d¼ ­ c}¯ uj ∈ E0

J cÂ¾ ³ ·Pµ¿¯mµ@O�¯
(ddcuj)

n = min(j, ϕ)(ddcψ)n._hµ8c · ² » a@ORN�`z¾ ² X a8N�`bX�·}`ba8Ãbc¶¾�µ ² T�¾±¯mµ@O�¯C¯mµ8c ¾�c#Ø ³ cdX�·}c [uj ] `z¾�Y´c#·}N�cUOI¾|`bX8Á ORX�Y· ² X3¸<cdN�Á*c#¾�a ² `bX3¯�TW`z¾�c�¯ ² u ² X Ω OI¾ j ¯mcdX�Y8¾7¯ ² ∞ ¼ÄÎ5X8c#Ø ³ ORÃb`À¯ K L ��¼�
<V¡` » a8Ãb`bc#¾,¯mµ@O�¯Ê
Ω

(−uj)p(ddcuj)n =

Ê
Ω

(−uj)p min(j, ϕ)(ddcψ)n

≤
Ê
Ω

(−uj)p(ddcu)n ≤ A
( Ê
Ω

(−uj)p(ddcuj)n
)p/(n+p)

.

_hµ8`z¾ K `bcdÃzY8¾ Ê
Ω

(−uj)p(ddcuj)n ≤ A(p+n)/n,

µ8cdX�·}c
sup
j

Ê
Ω

(−uj)p(ddcuj)n ≤ A(p+n)/n.

Î5X8c#Ø ³ ORÃb`À¯ K L ��¼�
<V>` » a8Ãb`bc#¾�¯mµ@O�¯
L ��¼�Ô�V Ê

Ω

(−uj)p(ddcu)n ≤ A
( Ê
Ω

(−uj)p(ddcuj)n
)p/(n+p)

≤ A(p+n)/n.

� K ¯mµ8c » ² X ² ¯ ² X8cÖ· ² X3¸<cdN�Á*cdX�·}cu¯mµ8c ² N�c » °
L ��¼ Ð V lim

j→∞

Ê
Ω

(−uj)p(ddcu)n =

Ê
Ω

(−u)p(ddcu)n.


 ² » J `bX8`bX8Á½L ��¼�Ô�VhORX�Y L ��¼ Ð V K `bcdÃzY8¾Ê
Ω

(−u)p(ddcu)n ≤ A(p+n)/n.



� ß�õ�ßbàkÜdç�ÝkÛé÷IõGêdä�çøÝ�Þ ß�ë&æ�Ý��!õ5Ý�ç�ç�àkç�Ú!á2á|Ýká ��û�û
_�µ8c�X8c}¹�¯�¾|¯mcda\`z¾�¯ ² Á*cdX8cdNPORÃb` �dch¯mµ8c>N�c#¾ ³ ÃÀ¯P¾¡`bX\_hµ8c ² N�c » ¾	��¼�
EORX�Y ��¼�ÔE¯ ² ¾ ² » c» ² N�cWÁ*cdX8cdNPORÃ�·}Ã�OI¾m¾�c#¾ ² Å J�²*³ X�Y´c#Y®a8Ã ³ N�`z¾ ³8J µ@ORN » ² X8`z·�Å ³ X�·�¯m` ² X�¾}¼��Wc#·#ORÃbÃ�¯mµ@O�¯,¯mµ8c" =?><>A1#7���� >A=?35=?><354#7D7�=<7DCE=�� 1 ;�=Â`z¾WY´cdÉ8X8c#Y J3K
PBf (z) := sup{w(z) : w ∈ PSH(Ω), lim sup

ζ→ξ
ζ∈Ω

w(ζ) ≤ f(ξ) ∀ξ ∈ ∂Ω},

T�µ8cdN�c PSH(Ω) Y´cdX ² ¯mc#¾E¯mµ8c\·}Ã�OI¾m¾ ² Å�a8Ã ³ N�`z¾ ³8J µ@ORN » ² X8`z·wÅ ³ X�·�¯m` ² X�¾uY´cdÉ8X8c#Y ² X
Ω ORX�Y f : ∂Ω → R `z¾¿O Á*`À¸<cdX Å ³ X�·�¯m` ² X�¼��Wc#·#ORÃbÃE¯mµ@O�¯¿`bÅ Ω `z¾:O J�²*³ X�Y´c#Yµ K a�cdNm· ² X3¸<c}¹½Y ² » OR`bX½ORX�Y f : ∂Ω → R `z¾�OÈ· ² X3¯m`bX ³8²*³ ¾�Å ³ X�·�¯m` ² X ° ¯mµ8cdX PBf ∈
PSH(Ω) ¼

GIH�J.K,LMKONPK,Q+L ��¼ Ð R ­ c}¯ K ∈ {E0,Fp,F} ORX�Y f : ∂Ω → R
J cÂOÈ· ² X3¯m`bX ³8²*³ ¾Å ³ X�·�¯m` ² X½¾ ³ ·Pµ:¯mµ@O�¯

lim
z→ξ
z∈Ω

PBf (z) = f(ξ),

Å ² Nuc}¸<cdN K ξ ∈ ∂Ω ¼�Æ a8Ã ³ N�`z¾ ³8J µ@ORN » ² X8`z·®Å ³ X�·�¯m` ² X u Y´cdÉ8X8c#Y ² X Ω J cdÃ ² X8Á<¾�¯ ²¯mµ8cÂ·}Ã�OI¾�¾ K(f) (= K(Ω, f)) `bÅ�¯mµ8cdN�cÂc}¹Ä`z¾k¯P¾�O\Å ³ X�·�¯m` ² X ϕ ∈ K ¾ ³ ·Pµ�¯mµ@O�¯
PBf ≥ u ≥ ϕ+ PBf .

� H�� ] $	� RÂÎ5Å K ∈ {E0,Fp,F} ° ¯mµ8cdX K(0) = K ¼
� H�� ] $	� RÂ_�µ8c ² N�c » ��¼�
\`z¾�ORÃz¾ ² ¸*ORÃb`zY:Å ² Nh¯mµ8c 
 cdÁ*N�cdÃbÃ�·}Ã�OI¾�¾ Fp(f) ¼
_�µ8c:·}Ã�OI¾m¾|c#¾ E0(f) ORX�Y Fp(f) T�cdN�c�É8Nm¾|¯È`bX3¯mN ² Y ³ ·}c#Y.`bX Ó 
�Õ�ORX�Y ¯mµ8c¿·}Ã�OI¾�¾

F(f) `bX Ó��RÕ2¼
# [ H�Q�$PH�� ��¼ ��R�
�	(	��.3 = � 8.4 � f : ∂Ω → R 6�	I4 @ 1#7 � 6'7��D1
� 	 ���.7 @ � 6 1#7 	(�D@?8� 8.4 �

lim
z→ξ
z∈Ω

PBf (z) = f(ξ)

�?1#>I=?CE=?> 9 ξ ∈ ∂Ω ° 4#7 / PBf + PB−f ∈ E0 ! %P= � ψ ∈ E0 4#7 / ϕ ∈ Lq((ddcψ)n) °
ϕ ≥ 0 ° n ≥ 2 ! ��� 1 < q < ∞ 6�	 	��D@?8 � 8.4 � n(q − 1) < 1 ° � 8.=?7 � 8�=<>B= =BFE6�	 � 	 4
�.7D6,+��D= ���.7 @ � 6 1E7 u ∈ F(f) 	���@<8 � 8.4 � (ddcu)n = ϕ(ddcψ)n 4#7 /Ê

Ω

(−u− PB−f )p(ddcu)n <∞,

� 8.=?>A= p = n(q − 1) ! � 1#>B=B1#CE=?> � 8.=?>A= =BF#6�	 � 	54 /2=B@?>A=B4 	B6'7 � 	 =�+��D=?7 @ = [uj ]
° uj ∈

E0(f) ° � 8:6 @?8 @ 1#7�CE=?> �2=�	 ;�1E6'7 � � 6�	 = � 1 u 1#7 Ω 4
	 j � =?7 /
	 � 1 ∞ 4#7 / 	?4 � 6�	��	=�	
sup
j

Ê
Ω

(−uj − PB−f )p(ddcuj)
n <∞, sup

j

Ê
Ω

(ddcuj)
n <∞.

" >A1�1 ��!u×�N ² » _hµ8c ² N�c » ��¼�Ô®`À¯WÅ ² ÃbÃ ² T�¾�¯mµ@O�¯�¯mµ8cdN�cuc}¹Ä`z¾k¯P¾ v ∈ F ¾ ³ ·Pµ:¯mµ@O�¯
(ddcv)n = ϕ(ddcψ)n,

Ê
Ω

(−v)p(ddcv)n <∞,



��û�� ��� �é� ��� t!v�� � ��� �Rt!{
T�µ8cdN�c p = n(q − 1) ¼�_hµ8c ² N�c » ��¼�Ô:`bX Ó���Õ�` » a8Ãb`bc#¾�¯mµ@O�¯�¯mµ8cdN�cÈc}¹Ä`z¾|¯P¾ u ∈ F(f)¾ ³ ·Pµ:¯mµ@O�¯ (ddcu)n = ϕ(ddcψ)n ¼@_�µ8c�Å ³ X�·�¯m` ² X v + PBf

J cdÃ ² X8Á<¾h¯ ² F(f) ORX�Y
(ddcu)n = (ddcv)n ≤ (ddc(v + PBf ))n,µ8cdX�·}c

v + PBf ≤ u,J3K 
 ² N ² ÃbÃ�ORN K ��¼��w`bX Ó��RÕ2¼�_hµ ³ ¾Ê
Ω

(−u− PB−f )p(ddcu)n ≤
Ê
Ω

(−v − PBf − PB−f )p(ddcv)n <∞.
� ² T Å ² N�¯mµ8c7¾�c#· ² X�YÖa@ORN|¯ ² ÅÄ¯mµ8c,¯mµ8c ² N�c » ¼�_hµ8c ² N�c » Ô8¼zÒ��W`bX�Ó��RÕ<¯ ² Á*c}¯mµ8cdN�T�`À¯mµ¯mµ8c\OI¾�¾ ³ » a´¯m` ² X&¯mµ@O�¯ PBf + PB−f ∈ E0 ` » a8Ãb`bc#¾h¯mµ@O�¯�¯mµ8cdN�cÖc}¹Ä`z¾k¯P¾ uj ∈ E0(f)¾ ³ ·Pµ:¯mµ@O�¯

(ddcuj)
n = min(j, ϕ)(ddcψ)n.Ë ² N�c ² ¸<cdN [uj] `z¾WOwY´c#·}N�cUOI¾|`bX8Á±¾|c#Ø ³ cdX�·}c�T�µ8`z·Pµ:· ² X3¸<cdN�Á*c#¾ha ² `bX3¯�T�`z¾|c�¯ ² u ² X ΩOI¾ j →∞ ° ORX�Y

sup
j

Ê
Ω

(ddcuj)
n <∞.

× ³ N|¯mµ8cdN » ² N�c ° uj + PB−f ∈ E0 ¼�_�µ8cÈOI¾m¾�cdN|¯m` ² XÇ¯mµ8cdX Å ² ÃbÃ ² T�¾ J3K N�cda�cUO�¯m`bX8Á�¯mµ8cORN�Á ³ » cdX3¯�`bX�¯mµ8cua8N ²�² Å ² Å�_�µ8c ² N�c » ��¼�Ô8¼
# [ H�Q�$PH�� ��¼���R&%P= � ψ ∈ E0 4#7 / ϕ ∈ Lq((ddcψ)n) ° ϕ ≥ 0 ° n ≥ 2 !'���

q =∞ °�� 8�=<7 � 8.=?>A= =BF#6�	 � 	S4 �.7D6,+��D= u ∈ E0(f) 	(�D@?8 � 8�4 � (ddcu)n = ϕ(ddcψ)n !
�B7S;�4#> � 6 @�� � 4#> ° 6 � f = 0 ° � 8.=?7 � 8.=?>A= =BFE6�	 � 	 4 �.7D6,+��D= u ∈ E0 	��D@?8 � 8.4 � (ddcu)n =
ϕ(ddcψ)n !" >A1�1 ��!u_hµ8cdN�cuc}¹Ä`z¾k¯P¾�OÈ· ² X�¾k¯!ORX3¯ c ≥ 0 ¾ ³ ·Pµ:¯mµ@O�¯L ��¼ �<V ϕ(ddcψ)n ≤ c(ddcψ)n = (ddc(c1/nψ))n,µ8cdX�·}c�¯mµ8cdN�cEc}¹Ä`z¾|¯P¾WO ³ X8`zØ ³ c u ∈ E0(f) ¾ ³ ·Pµ�¯mµ@O�¯ (ddcu)n = ϕ(ddcψ)n ° J3K ¯mµ8ca8N ²�² Å ² Å�_hµ8c ² N�c » ��¼�Ô®`bX Ó���Õ2¼

� H�� ] $	� RÂ_�µ8c ² N�c » ��¼��w`z¾�O\¾|a�c#·}`�ORÃ�·#OI¾�c ² Å�_�µ8c ² N�c » Æ(`bX Ó���Õ2¼
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