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TOPOLOGICAL RADICALS
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∥∥Mk
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�Dø
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B(X)
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X
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A1 ù����Dö ���h÷(û��þ�� A õhø9ó�û�7�ö�û[ó �Dø
A
õ�ñ�ø`û����oõ��

A
õhø9ò�ö�õ�ñ��%� �Dö�ó �Tø
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A1 � - � I õhø �Dö"õhó�û����=ù�� A ñ���û[ö
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ó�û[ö�ùDñ�û[ø�ñ���û

�$�Dö�ù(ö�õ	�$���?û[ý�õ�úüùDþ`ý���õhø`ú ù��
A
ù(ö3ñ�ù ñ���û  Mò�ùDñ�õ�ûOö3ñ

A/I � ð�ùDúüû[ñ�õ�úüû[ø6õhö�ødñ�û$�Tó�ù�� qI(a) � þ�û[ødý �
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�ô>�ù(ò�ö�ó�û[ó
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τ(a)T = Tπ(a)

�gùTþ�û��(û[þ`ô
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A
õ�ø�û$ Mò�õ=������ûOö3ñ ñ�ù6ñ���û �hû��cñ þ�ûO÷Dò����Tþ þ�û[ý�þ�û[ø`ûOö3ñ��Tñ�õ�ù(ö
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ρ(a) = lim ‖an‖1/n = inf ‖an‖1/n � - ö÷(ûOö�ûxþ����
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ª9«�©t©d¬ 	 � ��û+õ�úuý��hõ����Tñ�õ�ù(ö � � 1 � ⇒ � � 4 � õ�ø &9û��	� �ö�ù$&rö ? ��ÿ � ��û[ùDþ�û[ú B � B ��� C � � � 4 � ⇒ � � 5 � �gù����hù�&rø�cþ�ù(ú ñ���û �-���xñ&ñ����Tñ9�Dö3ô�ødñ`þ�õ	�[ñ��sô�õ�þ`þ�û[ó�ò��[õ	��hû'þ�ûxý�þ�ûOø`û[ö3ñ��Tñ�õhù(ö0ù��
A
õhø&û� Mò�õ	�����hû[ö3ñ%ñ�ù#ø`ù(úüû

þ�û[ý�þ�û[ø`ûOö3ñ��Tñ�õ�ù(ö
πM

ÿ &0��ûxþ�û
M

õ�ø �°ú��%6õ�ú�����úüù�ó�ò����Tþ5�hû��cñ�õhó�û�����ù��
A ��- � M õ�ø5���hù(ø`û[ó"ñ���ûOö

ñ���û?ødý����Oû
A/M

ù��ñ��Dõhö�ø=ñ���û" 3ò�ùTñ�õhû[öMñ�ö�ùTþ�ú &rõ�ñ���þ�û[ødý�û��xñ�ñ�ù/&0��õ	�,�
πM

õhøT����û$�Tþ��sô �[ù(ö3ñ�õhöMò�ù(ò�ø � ù$& �hûxñ � � 5 � ��ù��hó3��&9û>&rõ	���oøE��ù$& � � 5 � ⇒ � � 2 ����- ñrø`ò��*�Oû[ørñ�ùuý�þ�ù��3û�ñ����Tñ A õhø/�üødý�û��[ñ`þ��%�
ø`ò������÷(û��þ��üù��

A � � û[ñ
a ∈ A �Dö�óoÿ��gùTþ�ø`ù(úüûÁö�ù(ö�#[û[þ�ù

λ ∈ C ÿ a− λ �ûÁö�ù(ö<�]õhö2�3ûxþ`ñ�õ	��hûÁõ�ö
A1 � û�øE��ùDò���ó&ý�þ�ù$�(û�ñ����tñrõsñ�õhø�ö�ùDñrõhö2�3ûxþ`ñ�õ	��hû�õhö

B1 ÿ<&0��ûxþ�û B = A �
- � a−λ õ�ø�ö�ùDñ!��û�� ñ�õhö2�3ûxþ`ñ�õ	���û9õhö A1 ñ���û[öÁñ���û[þ�û?õhø!��ú��%6õ�ú�������û�� ñ�õ�ó�û���� M ù��

A1 �[ù(ö3ñ��Dõhö�õ�ö�÷
a− λ � � ûxñ

x = 1 +M ∈ A1/M �K� ��û[ö
πM (a)x = λx.

ð�õ�ö��Oû
πM (A) 6= 0

ÿ�ñ���û¯þ�û[ødñ`þ�õ��xñ�õhù(ö�ù��
πM

ñ�ù
A
õhø°ødñ`þ�õ��xñ���ô#õ�þ`þ�û[ó�ò��[õ	��hû �  û¯ý�þ�ù$�3û[ó	ñ����Tññ���ûxþ�ûÁõ�ø��üødñ`þ�õ��xñ���ô%õsþ`þ�ûOó�ò��[õ	��hû�þ�ûxý�þ�û[ø`û[öMñ��tñ�õhù(ö

π
ù��
A
ø`ò��,�&ñ����tñ

λ
õhø��Dö&ûOõ�÷(û[ö(������ò�ûÁù��

π(a) ��9ô'ñ���û �Dø`ø`ò�úuý�ñ�õhùDöoÿ &9û1���Dö�ø`òý�ý�ùDø`ûlñ����Tñ
π
õ�øN�9�[ù(ö3ñ�õhöMò�ù(ò�ø�þ�ûxý�þ�ûOø`û[ö3ñ��Tñ�õhùDö �ô �ù(ò�ö�ó�û[ó

ùDý�û[þ��Tñ�ùTþ�øüùDö �'ö�ùDþ�úuûOó#ødý����[û
X � � ûxñ

Y = X
ÿ�ñ���û �Où(ú6ý���û[ñ�õ�ù(ö#ù��

X
ÿ��Dö�ó �hûxñ

π
�û�ñ���û

þ�û[ý�þ�û[ø`ûOö3ñ��Tñ�õ�ù(ö'ù��
A
ù(ö

Y
ødò����"ñ����Tñ

π(a)
õhø�ñ���û6û�6�ñ�ûOö�ø`õ�ù(ö'ù��

π(a)
�ô �OùDöMñ�õ�öMò�õsñ¼ô3ÿ �gùTþ5�Dö3ô

a ∈ A � � ÷2�Dõhö π û�6�ñ�ûOö�ó�ø MôN�OùDöMñ�õ�öMò�õsñ¼ô6ñ�ù>��þ�ûxý�þ�ûOø`û[ö3ñ��Tñ�õhù(ö τ ù�� B &0��õ	�,�üõhöuõ�ñ�ø�ñ�òþ�öüû�6�ñ�û[ö�ó�ø
ñ�ù �üþ�û[ý�þ�û[ø`ûOö3ñ��Tñ�õ�ù(ö

τ ′
ù��
B1 ù(ö¯ñ���û�ø��Dúuû�ødý����Oû � - ñ�õhø+û��Dødô%ñ�ù°ø`û[ûÁñ����Tñ λ õhø �Dö¯ûOõ�÷(û[ö(������ò�ûù��

τ ′(a) � � òñ�ñ���õhø�úüû��Dö�ø�ñ����tñ�ñ���û�û���ûOúüû[ö3ñ a ���Dö�ö�ùTñ0�û5��û�� ñrõ�ö2�3û[þ`ñ�õ=��hû�õhö B1 �ðMù8&9û�ú��[ô�ø`òý�ý�ù(ø`û�ñ����Tñ
a− λ õhø"�hû��cñrõhö2�3ûxþ`ñ�õ	���û�õ�ö A1 "

c(a− λ) = 1
�gùDþrø`ù(úuû

c ∈ A1 ��- � a− λ õ�ørõ�ö(�(û[þ`ñ�õ=���û�õ�ö B1 ñ���û[ö
(a− λ)b = 1



TOPOLOGICAL RADICALS
F ���

�gùDþrø`ù(úuû
b ∈ B1 ÿ�&0��û[ö��[û

c = c(a− λ)b = b�Dö�ó �����OùDþ�ó�õ�ö�÷���ô
b ∈ A1 ÿU� �[ù(ö3ñ`þ��Dó�õ��xñ�õhù(ö �U� ��õhøløE��ù$&rølñ����Tñ A õ�ø ��ødý�û��xñ`þ����rø`ò������÷(û��þ��

ù��
A �
 û>�Où(ö3ñ�õ�ö�ò�û�ñ���û>��õhødñ�ù��T�[ù(ö�ó�õsñ�õhù(ö�ø�û$ Mò�õ=������ûOö3ñ�ñ�ù � � 1 ���

� � 6 � A
õ�ø/�uødý�û��[ñ`þ�����ø`ò<K�%�h÷(û��þ��üù��

A �
� � 7 ��� �(û[þ`ô�ødñ`þ�õ	�[ñ��sô°õ�þ`þ�û[ó�ò��[õ	��hû�þ�ûxý�þ�ûOø`û[ö3ñ��Tñ�õhùDö&ù�� A û�6�ñ�ûOö�ó�ø ñ�ù��6þ�û[ý�þ�û[ø`ûOö3ñ��Tñ�õ�ù(ö%ù��

A �
� ��ûrû$ 3ò�õ=���%�hû[ö��[ûrù��Hñ���û0�[ù(ö�ó�õ�ñ�õhùDö�ø � � 6 � �Dö�ó � � 7 � õhøU�Áødý�û��Oõ��������Dø`û�ù���ð(�,�2&9û[õ�ñ�#[û[þ � ø � ��û��ùDþ�ûOú ?�� 6�ÿ � ��û[ùDþ�ûOú � � B � ��� C]ÿ�ñ���û�û� Mò�õ	�����hû[ö��Oû�ù�� � � 6 � �Dö�ó � � 1 � õhø"&9û��	���ö�ù$&rö � �gùTþrõ�ö�ødñ��Tö��[ûø`ûOû ?�� BMÿ � û[úüú���B � ��0 C ���� ù�ù �õ�ö�÷��tñ�ñ���û>�[ù(ö�ó�õsñ�õhù(ö � � 5 � ù�� � ��û[ùDþ�û[ú B � � �Dø0�6ý�ù(ø`ø`õ	��hû�ó�û�7�ö�õ�ñ�õ�ù(ö%ù��!� Q � �%�h÷(û��þ��õ�ñ�õhø�ö��Tñ�òþ�����ñ�ù9�Où(ö�ø`õ�ó�ûxþ6ö�ùDþ�úüû[ó ����÷(û��þ��Dø5&0��ùDø`û°ødñ`þ�õ	�[ñ��sô�õsþ`þ�ûOó�ò��[õ	��hû�þ�ûxý�þ�û[ø`û[öMñ��tñ�õhù(ö�øN�Tþ�û

û$ Mò�õ=������ûOö3ñ�ñ�ù1�[ù(ö3ñ�õhöMò�ù(ò�ø+þ�ûxý�þ�ûOø`û[ö3ñ��Tñ�õhù(ö�ø � Mô:�ù(ò�ö�ó�ûOó ùDý�ûxþ��Tñ�ùDþ�ø � ù(ö �"�Tö��%�,� ødý����[ûOø �  û�$���	��ñ���û[ú
Qb

� §D´ ( £V½x«�§T � � û[õhö�÷6þ�û����Tñ�û[ó°ñ�ù*�6ødý�û��Oõ�����þ��Dó�õ�������õhö3ñ`þ�ù�ó�ò��Oû[ó%õ�ö ?�	 C]ÿñ���ûOø`û>����÷(û��þ��Tø
ý����Oô �Dö%õhúuý�ùDþ`ñ��Dö3ñ�þ�ù���û�õ�ö &0���Tñ0�gù����hù�&rø �
��å+��å�� ´�§T¡[£��©d¬�·�©T«,+�£¡¤l§D´ ( £V½x«�§T
	 � ûxñ

(NA)
ó�û[ö�ùTñ�û�ñ���û������Dø`ø ù������	��ö�ùDþ�úuûOó ���h÷Dû��þ��Dø ��� ��û�gù��	�hù$&rõ�ö�÷uó�û�7�ö�õ�ñ�õhùDö�ø"&rõ	��� �û�ò�ø`û��cò�� �� �����Dø`ø A ⊂ (NA)

õ�ø5�$�%���hû[ó ¥-+�§ ( £°¦[´�©T[£¡¤ � þ�û[ødý � .H«�£x¥ +l§ ( £°¦[´�©T[£�¤ � õ	�U�OùDö�ó�õsñ�õhù(ö�ø B =

f(A)
�cùDþ�� �[ù(ö3ñ�õhöMò�ù(ò�øüõhø`ù(úuùDþ`ý���õ�ø`ú

f
�Dö�ó

A ∈ A � þ�û[ødý � B ∈ A � õhúuý���ô B ∈ A � þ�ûOødý �
A ∈ A ����� û���������ñ����Tñ/�N�Où(ö3ñ�õ�ö�ò�ù(ò�ø�õhø`ù(úüùTþ`ý���õ�ø`ú õhø0� ¨;©�.æ©D´�© ( ¥}¦¡§D´�¥gx©%+l©T« .H¸3¥g�+ õ���õ�ñ�ø�õ�ö(�(û[þ�ø`û
õhø/�%�hø`ù*�[ù(ö3ñ�õhöMò�ù(ò�ø �� �����Dø`ø A ⊂ (NA)

õ�ø8��������ûOó ¥]¤3£¡§D´��¨;§3½x´�£ � þ�û[ødý � ¦x´h©Tx£¡¤"¥]¤3£�§D´��¨;§3½x´�£ � õ	�rõ�ñN�[ù(ö3ñ��Dõhö�ø8���	�ö�ùTþ�úüûOó ���h÷Dû��þ��Dø�ñ�ùDý�ù���ù(÷(õ	�$���	��ô%õhø`ù(úüùTþ`ý���õ	��ñ�ùlõhó�û����hø � þ�û[ødý � ����ù(ø`û[ó"õ�ó�û$����ø � ù���û��3ûxþ`ô A ∈ A �� �����Dø`ø A ⊂ (NA)
õ�ø �����	�hû[ó � )æ©D¨�¥}£x·æ¨=¡¨;§3½[´�£ õ	��õsñ �Où(ö3ñ��Dõ�ö�øU�%����ö�ùTþ�úüûOó�����÷(û��þ��Dø�ñ�ùDý�ù���ù(÷(õ	�$���	��ô

õhø`ù(úüùTþ`ý���õ	��ñ�ù� Mò�ùDñ�õhû[ö3ñ�ø�ù��=û��3ûxþ`ô
A ∈ A Mô ����ù(ø`ûOó%õhó�û$�%�hø �� �����Dø`ø A ⊂ (NA)

õ�øU�����	�hû[ó1�:( «�©&)�·�¤ü¦x´h§T� õ���õ�ñ?õ�øU���hù(ø`û[ólõ�ó�û$�����Dö�ó  3ò�ùTñ�õhû[öMñ�ødñ��%��hûDÿ��Dö�ó
� )·�¥+*D£�«�[§D´o¦x´h§T� õ	�oõsñ9õhø9õ�ó�û$��� �Dö�ó  3ò�ùTñ�õhû[öMñ9ødñ��D���û �  ùDñ�ûrñ����Tñ9÷Dþ�ùDò�ö�ó �Tö�ólò�ö�õ=�3û[þ�ø��%� �����Dø`ø`û[øù��=ö�ùDþ�úüû[ó9����÷(û��þ��Tø/�Tþ�û�ö��Tñ�òþ����oó�ù(ú��Tõhö�ørù���ñ�ùDý�ù���ù(÷(õ	�$����þ��Dó�õ������hø �
- ö%ú��Dö3ô ���Dø`û[ø�ñ���û�ý�þ�ùDý�ûxþ`ñ�õhû[ø�ù��=ødôö3ñ���ûxñ�õ�� �õhö�ó:�Tþ�û�õhúuý�ùDþ`ñ��Dö3ñ � �æùDþ A ⊂ B ⊂ (NA)

ÿ Aõhø �$���	�hû[ó £ �D¨;£x·�¡¥]©T·%�¨;§3½x´h£ õhö B õ	� �[ù(ö�ó�õ�ñ�õhùDö�ø A ∈ B ÿ I õhøU�5���hù(ø`û[ólõ�ó�û����æù�� A �Tö�ó
A/I, I ∈ Aõhúuý���ô

A ∈ A �  û�ø��Oô°ñ����Tñ A õhø ´P¥c·�£¡§T« õhö B õ���û��(û[þ`ô A ∈ B &rõsñ��:�uó�ûOö�ø`û�ø`ò�ú/ù��=õ�ñ�ø�õhó�û����hø
Iα
ñ����Tñ
�û��hù(ö�÷Áñ�ù A �û��hùDö�÷Dø?ñ�ù A õ�ñ�ø`û���� �.- ö��ùTñ�� �$�Tø`ûOø &9û+ó�ù6ö�ùDñ9úuûOö3ñ�õhùDö B õ	� B = (NA) �� û[ñ�ò�ørö�ù$& �Où(ö�ø`õ�ó�ûxþ�ø`ùDúüû�û�6<�Dúuý��hû[ø�ù��=÷Dþ�ù(ò�ö�ó:�����Dø`ø`û[ø �
◦ � ��û �����Dø`ø

(BA)
ù��5���	� �"�Dö������ �%�h÷(û��þ��Dø �'- ñ�õ�ø �Dö�û��Dødô	û�6û[þ��[õhø`û¯ñ����Tñ°ñ���û �����Tø`ø�õhø

û�6�ñ�û[ö�ø`õhù(ö%ødñ��%���û(ÿ�ö�ùTñ0�hõhö�û��Tþ��Tö�ó%ö�ùTñrõhó�û$�%�oødñ��%��hû �
◦ � ��û0�����Dø`ø (QA) � þ�û[ødý � (QbA) � ù��)���	�æö�ùDþ�úuûOó Q � ����÷(û��þ��Dø � þ�û[ødý � Qb � ����÷(û��þ��Dø ��� �U���Tø`ø`ûOø

(QA)
�Dö�ó

(QbA)
�Tþ�û�ò�ö�õ=�3û[þ�ø��%� � ø`û[û � ��û[ùDþ�û[ú B � @ ���

◦ � ��û�ø`ú�������ûOødñ�ò�ö�õ	�3ûxþ�ø����)�����Dø`ø (BA)u
�Où(ö3ñ��Dõ�ö�õhö�÷1�%��� �"�Dö������:���h÷(û��þ��Dø �

◦ � ��û �����Dø`ø (CNA)
ù�������� �Où(úuú�òñ��Tñ�õ	�3ûÁö�ùTþ�úüûOó ����÷(û��þ��Tø � � ��û �����Dø`ø+õ�ø+ò�ö�õ=�3û[þ�ø��%�}ÿ�ö�ùDñû�6�ñ�û[ö�ø`õhù(ö%ødñ��%���û �Dö�ó&ö�ùDñ0��õhö�û��Tþ �

◦ � ��û/�����Dø`ø (C∗EA)
ù������	�

C∗
�]û� Mò�õ	�����hû[ö3ñ����h÷(û��þ��Dø ��� ��û/�����Dø`ø9õhø9ö�ùDñ9ò�ö�õ	�(û[þ�ø���� �  û/&rõ	���õhö2�3û[ødñ�õh÷2�Tñ�û�õ�ñrû��hø`û�&0��û[þ�û �
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� û[ødñ`þ�õ��xñ�õhö�÷��¼ó�õ�úüû[ö�ø`õ�ù(ö���ù��T����÷(û��þ��Dø õhö:�6÷Dþ�ù(ò�ö�ó �����Dø`ø�&9û�÷(ûxñ0�Dö�ùDñ���û[þ�÷Dþ�ù(ò�ö�ó �����Dø`ø ��- öñ���õ�ø
&��Oô°ù(ö�û�ù��ñ��Dõhö�ø9ñ���û>�����Tø`ø`ûOø
(SBA)

�Dö�ó
(SNA)

ù��T�%����ø`ûxýK�tþ��%��hû �"�Dö������:�Dö�ó�ÿþ�û[ødý�û����
ñ�õ	�3û���ô(ÿ�ö�ùTþ�úüûOó �%�h÷(û��þ��Dø5�Dö�ó"ñ���û8�����Dø`ø

(FNA)
ù��U���	�!7�ö�õ�ñ�û��]ó�õhúüû[ö�ø`õhù(ö�����ö�ùDþ�úuûOó ����÷(û��þ��Tø �

� ��ûxþ�û5�Tþ�û�ú*�Dö3ô�ý�ù(ø`ø`õ=æõ	�hõsñ�õhû[ø�ñ�ù*�cùDþ�ú/ö�û�& ÷Dþ�ù(ò�ö�ó:�����Dø`ø`û[ørødñ��Tþ`ñ�õ�ö�÷�� þ�ù(ú ñ���û�÷Dõ	�3û[ö%ù(ö�ûOø �
� 
�����
	����� ��� ��� ����� ·�¥]©T·��§T·�¤¯¥g·æ¨;£�«�[£¡¦x¨�¥]©T·��©d¬l§T«O½x¥�¨�«�§T«�¾�¬[§%+u¥g´â¥]£x°©d¬ ( «�©&)·�¤ �]«�£x ..	 )·�¥�»
*D£x«�x§D´ �l¦[´�§T¡[£��§T«�£ ( «�©&)·H¤ �]«�£� ..	8)·�¥+*D£�«�[§D´ �°¦[´�§T¡x£x
	
ª9«�©t©d¬ 	 �U�hû��Tþ �
- ö�ý��Tþ`ñ�õ��[ò����Tþ�ñ���û�õhö3ñ�ûxþ�ø`û��xñ�õhù(ö%ù��!�Dö3ô�÷Tþ�ù(ò�ö�ó �����Dø`ø"&rõ�ñ�� (CNA)

õhørù��cñ�û[ö%õhú6ý�ùTþ`ñ��Dö3ñ �
- ñ�õhø�û$�Dødô°ñ�ùüø`û[û�ñ����Tñ

(C∗EA) ⊂ (BA) ⊂ (BA)u ⊂ (QAb) ⊂ (QA) ⊂ (NA).

��å���å�� ´�§T¡[£�
(QA)

§T·H¤
(QbA). � ��û�����÷(û��þ��Tõ���ý��Tþ`ñ�ø=ù���ñ���ûU�gù����hù�&rõhö�÷�ñ'&9ù��hû[úüú��Dø �û��hù(ö�÷�ñ�ùñ���û �cù��/�<��ùDþ�û>�Dö�ó &9û5�tþ�û�ú*�Dõhö���ô°õhö3ñ�û[þ�û[ødñ�û[ó�õhö�ñ���û�ñ�ùTý�ù��hù(÷(õ	�$�%�)�Dødý�û��[ñ � � û[ñ

A
�û>�Dö ���h÷Dû��þ��ÿ

�Dö�ó��hûxñ
I
�ûrõ�ñ�øXõhó�û$�%� � ��òñ irrI A = {π ∈ irrA : πI = 0} �Tö�ó irrI A = {π ∈ irrA : πI 6= 0} �� ûxñ

qI
�ûXñ���û?ødñ��Dö�ó��Tþ�óÁûxýæõ�úüùDþ`ý���õhø`ú

A→ A/I
ÿD�Dö�ó �hûxñ

q−1
I (a)

�ûXñ���û�ý�þ�û[õhú��D÷Dû?ù��
a ∈ A/I �

� �� ��� ����� ��� £[¨
A ∈ (NA) � §T·�¤ ´�£[¨ I ½¡£l¥�¨�l¦[´�©T[£¡¤¯¥}¤3£¡§D´ 	��c¬ A ½¡£x´�©T· ( �¨;©

(QbA)
�]«�£� ..	

(QA)
�%¨�¸£�·�[©"¤3©V£x

A/I
	��g¬

A/I ∈ (QbA)
�}«¡£� ..	

(QA)
�%¨�¸£x·	£ *D£x«�¾¯«�£ .H«¡£�[£x·�¨;§D¨�¥]©T·%¬�«¡©%+

irrI A
¥g�£��4)�¥+*D§D´�£�·æ¨�¨;©�§�¦¡©T·�¨�¥g·�)�©&)�«�£ .H«¡£�[£x·�¨;§D¨�¥]©T·�¥c·

irrI A
½�¾�½¡©&)�·�¤3£¡¤�©�.�£�«¡§D¨;©T«�°©T·�§

��§T·H§3¦x¸ �]«�£x ..	�·�©T«,+�£¡¤ �u .�§3¦¡£�	
ª9«�©t©d¬ 	 �?ù(ö�ø`õhó�ûxþ�7�þ�ødñ

A
�Tö�ó

I
õhö&ñ���û�ýæòþ�ûN�%�h÷(û��þ��Dõ�� �[ù(ö3ñ�û�6�ñ � õ � û � &rõsñ���ùDò�ñ��Dö3ô%ñ�ùDý�ù���ù(÷Dô ����æùDþ �TþE�õ�ñ`þ��tþ`ô

π ∈ irrA/I
�Tö�ó

τ ∈ irrI A
ÿæý�òñ

π̂ = πqI
�Dö�ó

τ̃ = τq−1
I � �U�hû��Tþ���ô π̂ ∈ irrI A�Dö�ó

τ̃ ∈ irrA/I � - � τ ′ õhø�û� Mò�õ	�����hû[ö3ñrñ�ù τ �Dö�ó
τ̃
õhø�û$ 3ò�õ=���%�hû[öMñrñ�ù

π
ñ���ûOö

τ ′
õ�ø+û� Mò�õ	������ûOö3ñrñ�ù

π̂ � - ö�ó�û[û[óoÿ�õhó�ûOö3ñ�õ	�côõ�ö�÷uñ���û�þ�û[ý�þ�û[ø`ûOö3ñ��Tñ�õ�ù(ö&ødýK�%�Oû[ø�ýK�Tõ�þE&rõhø`ûDÿæù(ö�û5�$�Dö%õhó�ûOö3ñ�õ	�cô°ñ���û �%�[ñ�õ�ù(ö�ø�ù��
τ ′

�Dö�ó
π̂ � ðMõhúuõ����tþ���ô(ÿæõ	� π′ õhø�û$ Mò�õ=������ûOö3ñ�ñ�ù π �Dö�ó

π̂
õhø�û$ Mò�õ=������ûOö3ñ�ñ�ù

τ
ñ���û[ö

π′
õhørû� Mò�õ	������ûOö3ñ

ñ�ù
τ̃ �
- � A õ�ø�ö�ùDþ�úüû[óoÿ

I
õhø>���hùDø`ûOó �Dö�ó

π � þ�û[ødý � τ � õhø>�1�ùDò�ö�ó�û[ó'þ�ûxý�þ�û[ø`û[öMñ��tñ�õhù(ö Mô �ù(ò�ö�ó�û[ó
ùDý�û[þ��Tñ�ùTþ�ø�ù(ö:�6ö�ùDþ�úüû[ó � ùDþ/�,�"�Dö������ � ødý����[û(ÿ<&9û5�����3û�ñ����Tñ π̂ � þ�ûOødý � τ̃ � õhø0�6þ�ûxý�þ�ûOø`û[ö3ñ��Tñ�õhù(ö�ô1�ùDò�ö�ó�û[ó&ùDý�û[þ��tñ�ùDþ�ø0�Dö�ó&õhø��ù(ò�ö�ó�û[ó � - ö�ó�û[ûOó�ÿ ‖π̂‖ 6 ‖π‖ ‖qI‖ �Dö�ó�ÿ��gùDþrû��3ûxþ`ô a ∈ A ÿ

‖τ̃(a)‖ 6 ‖τ‖ inf{‖b‖ : b ∈ q−1
I (a)} 6 ‖τ‖ ‖a‖ ,

&0��û[ö��Oû ‖τ̃‖ 6 ‖τ‖ �
� �� ��� ���! ��� £[¨

A ∈ (NA) � §T·�¤�´�£[¨ I ½¡£9¥g¨�?¥}¤3£¡§D´ 	��c¬ A ½¡£x´�©T· ( 9¨;©
(QbA)

�]«�£x ..	
(QA)

�+¨�¸£�·
[©%¤3©V£x

I
	��g¬

I ∈ (QbA)
�]«�£x ..	

(QA)
��¨�¸£x·�£ *D£x«�¾l«¡£ .H«�£x[£�·æ¨;§D¨�¥]©T·ü¬�«¡©%+

irrI A
¥g�£ �4)�¥+*T§D´�£x·æ¨

¨;©�§Á¦¡©T·�¨�¥g·�)�©&)?«�£ .H«¡£�[£x·�¨;§D¨�¥]©T·l¥c·
irrI A

½x¾�½¡©&)·H¤3£¡¤Á©�.æ£�«�§D¨;©T«��©T·�§��+§T·�§3¦x¸ �]«�£� ..	�·�©T«,+�£¡¤ �
 .�§3¦¡£�	
ª9«�©t©d¬ 	 �?ù(ö�ø`õhó�ûxþ�7�þ�ødñ

A
�Dö�ó

I
õ�ö°ñ���û+ý�òþ�û>�%�h÷(û��þ��Dõ����Où(ö3ñ�û�6�ñ � �æùTþ0�TþE�õ�ñ`þ��Tþ`ô π ∈ irrI A

�Dö�ó
τ ∈ irr I

ÿ���û[ñ
π|I

�ûrñ���û�þ�ûOødñ`þ�õ	�[ñ�õ�ù(ölù��
π
ñ�ù
I
�Dö�óoÿ��cùDþ"�TþE�õsñ`þ��Tþ`ô�ö�ù(ö�#Oûxþ�ù

x ∈ Xτ
ÿ
y = τ(b)x&rõ�ñ��

b ∈ I ÿK��û[ñ τx �û�ó�û�7�ö�û[ó �Tø
τx(a)y = τ(ab)x

�gùTþ�û��3ûxþ`ô
a ∈ A � � ��ûÁó�û�7�ö�õ�ñ�õhùDö ù�� τx õ�ø�OùDþ`þ�û��xñ "�õ	�

y = 0
ñ���û[ö

τ(I)τ(ab)x = τ(Ia)y = 0
ÿ &0��û[ö��[û

τ(ab)x = 0 � �U��û$�tþ���ô π|I ∈ irr I�Dö�ó
τx ∈ irrI A

ÿ��Dö�ó�ÿ��gùTþ"7�6�ûOó
τ
ÿ������

τx
�tþ�û�ý��DõsþE&rõhø`û�û� Mò�õ	�����hû[ö3ñ �



TOPOLOGICAL RADICALS
F ���

- � π′ õ�ø û� Mò�õ	������ûOö3ñ9ñ�ù π �Dö�ó
π|I

õhø9û� Mò�õ	�����hû[ö3ñ?ñ�ù
τ
ñ���û[ö

π′
õ�ø9û$ Mò�õ=������ûOö3ñ?ñ�ù

τx
ÿ<�cùDþ û��3ûxþ`ô

x �.- ö�ó�û[û[óoÿõhó�û[ö3ñ�õ��cô�õhö�÷ π′ &rõ�ñ�� π �Dö�ó
τ
&rõ�ñ��

π|I
ÿ�ùDö�û��$�Tö �Dø`ø`ò�úüû+ñ����tñ ñ���û�þ�û[ý�þ�û[ø`ûOö3ñ��Tñ�õ�ù(ö�ø

���[ñ9ùDölñ���û+ø��Dúuû+ødýK�%�OûDÿ�ø��Oô
X

�Dö�ó�ÿ<�cùDþ û��3ûxþ`ô
y = τ(b)x = π|I(b)x = π(b)x ∈ X &rõ�ñ��

b ∈ I�Dö�ó:�cùDþrû��3û[þ`ô
a ∈ A ÿ<&9û5�����3û

τx(a)y = τ(ab)x = π|I(ab)x = π(ab)x = π(a)y.
ð�õ�úüõ����Tþ���ô(ÿ�õ	�

τ ′
õhø�û� Mò�õ	�����hû[ö3ñ�ñ�ù

τ
�Dö�ó

τx
õhø�û$ 3ò�õ=���%�hû[öMñ�ñ�ù

π
ñ���û[ö

τ ′
õ�ø�û� Mò�õ	������ûOö3ñ�ñ�ù

π|I �
- ö�ó�û[ûOó�ÿõ�ó�ûOö3ñ�õ�� ôõhö�÷ τ ′ &rõsñ�� τ �Dö�ó

τx
&rõ�ñ��

π
ÿ�ù(ö�û ���Dö �Tø`ø`ò�úuû�ñ����Tñ9ñ���û+þ�ûxý�þ�ûOø`û[ö3ñ��Tñ�õhùDö�ø����xñ

ù(ö&ñ���û�ø��Túüû�ødý����[û(ÿæø��Oô
X

�Tö�ó�ÿK�cùDþ+û��3û[þ`ô
y = τ(b)x ∈ X &rõ�ñ��

b ∈ I �Dö�ó9�gùDþ+û��3û[þ`ô
a ∈ I ÿ&9û5�����3û

π|I(a)y = π(a)y = τx(a)x = τ(ab)x = τ(a)y.

- � A õ�ø�ö�ùDþ�úuûOó �Dö�ó
π � þ�ûOødý � τ � õhø5�1�ù(ò�ö�ó�ûOó þ�û[ý�þ�û[ø`ûOö3ñ��Tñ�õ�ù(ö �ô9�ù(ò�ö�ó�ûOó'ùTý�ûxþ��Tñ�ùDþ�ø�ù(ö �

ö�ùTþ�úüûOó � �"�Tö��%�,� � ødýK�%�Oû X ÿ &9û*�����3ûuñ����tñ π|I � þ�û[ødý � τx � õ�ø �°þ�û[ý�þ�û[ø`ûOö3ñ��Tñ�õ�ù(ö Mô �ù(ò�ö�ó�û[ó
ùDý�û[þ��Tñ�ùTþ�øN�Tö�ó�õhø5�ùDò�ö�ó�û[ó �8- ñ�ø`ò.���Oû[øÁñ�ù9�,��û�� � �ù(ò�ö�ó�ûOó�ö�ûOø`ø �gùTþ

τx
õ��
τ
õhø �ù(ò�ö�ó�ûOó � �æùTþ

û��3ûxþ`ô
y ∈ X ÿý�ò�ñ

‖y‖(I,x) = inf{‖b‖ : b ∈ I, τ(b)x = y}.
� ��û[ö y 7→ ‖y‖(I,x)

ó�û[ñ�ûxþ�úüõ�ö�û[ø*�"ö�û�& ö�ùTþ�ú ù(ö
X �%- ö�ó�û[ûOó�ÿ�õ	� ‖y‖(I,x) = 0

ñ���û[ö ‖y‖ =

‖τ(b)x‖ 6 ‖τ‖ ‖b‖ ‖x‖ õhúuý��hõ�ûOø ‖y‖ = 0
ÿ?õ � û � y = 0

�Xñ���û¯ùDñ���û[þ�ý�þ�ùDý�û[þ`ñ�õ�ûOø�ù���ö�ùDþ�ú �Tþ�û
ù�(�õhù(ò�ø"�gùDþ

y 7→ ‖y‖(I,x) �  û>�����3û�ñ����TñOÿ��cùDþrû��3û[þ`ô a ∈ A ÿ
‖τx(a)y‖(I,x) 6 ‖τ(ab)x‖(I,x) 6 ‖ab‖ 6 ‖a‖ ‖b‖ ,&0��û[ö��Oû

‖τx(a)y‖(I,x) 6 ‖a‖ ‖y‖(I,x) , ‖τx(a)‖(I,x) 6 ‖a‖ , ‖τx‖(I,x) 6 1.

- � X õhø0� �"�Tö��%�,�&ødý����[ûDÿ�ñ�� �3û
I
õ�ö�ødñ�û��Dó&ù��

I
�Tö�ó

τ
ÿ�ñ���û>�Où(ö3ñ�õ�ö�ò�ù(ò�ø�û�6�ñ�û[ö�ø`õhù(ö%ù��

τ
ñ�ù
I
Mô

�ùDò�ö�ó�û[ó�ùDý�ûxþ��Tñ�ùDþ�ø�ù(ö
X
ÿ�õhö�ødñ�û$�Tó�ù��

τ � � ��û[ö�ñ���û �%�ù$�3û�û[ødñ�õhú*�Tñ�ûOø ��ù���óoÿ �Dö�ó�õsñ�þ�û[ú��Dõ�ö�øñ�ù6øE��ù$&�ñ����Tñ
(X, ‖·‖(I,x))

õhø��[ù(úuý��hûxñ�û �.- ö�ó�û[ûOó�ÿ (X, ‖·‖(I,x))
õhø õ�ø`ù(úüûxñ`þ�õ��������sô°õhø`ùDúüùDþ`ý���õ��+ñ�ù

ñ���û> Mò�ùDñ�õhû[ö3ñ
I/M

ÿ�&0��ûxþ�û
M = {b ∈ I : τ(b)x = 0} ÿK�Tö�ó ��û[ö��[û�õhø0�[ù(úuý���û[ñ�û �

 ù$& &9û5�Tþ�û�õhö9��ý�ùDø`õ�ñ�õhùDö%ñ�ùüó�ûOøE�xþ�õ	�û�ñ���û>��Dø`õ	��ý�þ�ùTý�ûxþ`ñ�õhû[ø�ù��
(QbA)

�Dö�ó
(QA) �

�����	��
�����������
(QbA)

§T·�¤
(QA)

§T«¡£l£ �D¨;£x·��¥]©T·�¡¨;§3½[´�£ � .H«�£x¥-+�§ ( £°¦x´�©T[£¡¤ � ´â¥g·H£¡§T« )·�¥ *D£�«�[§D´¦[´�§T¡[£�
	
ª9«�©t©d¬ 	 - ñN�gù����hù�&røN� þ�ù(ú � ûOúuú��Dø8B � 69�Dö�ó;B � � ñ����Tñ (QbA)

�Tö�ó
(QA)

�Tþ�ûlû�6�ñ�û[ö�ø`õ�ù(ö�ødñ��%��hû
�Dö�ó&ò�ö�õ	�(û[þ�ø���� �� û[ñ

A ∈ (NA)
ÿ
B ∈ (QA)

�Dö�ó
f(A) = B

�cùDþrø`ù(úüû5�[ù(ö3ñ�õhöMò�ù(ò�ørõhø`ù(úuùDþ`ý���õ�ø`ú
f ��� ��ûOö

ρ(a) > ρ(f(a)) = ρB(f(a)) = ρA(a)
�Dö�ó%ñ���ûxþ�û��cùDþ�û

ρA(a) = ρ(a)
�cùDþrû��(û[þ`ô

a ∈ A ��� �Mò�ø A ∈ (QA) �ðMòý�ý�ùDø`û6ö�ù$&*ñ����tñ
B ∈ (QbA) � � �&�(û8�Dö �TþE�õsñ`þ��Tþ`ô

π ∈ irrA � � ��ûOö¯ñ���û�þ�ûxý�þ�ûOø`û[ö3ñ��Tñ�õhùDö
πf−1 ∈ irrB

õhø�û� Mò�õ	������ûOö3ñüñ�ù�ø`ùDúüû
τ ∈ irrbB � � û[ö��Oû τf ∈ irrbA � - ö�ó�ûOû[ó�ÿ τf(a)x =

τ(f(a))x
�cùDþ�û��3ûxþ`ô

a ∈ A �Tö�ó
x ∈ Xτ

ÿ�&0��û[ö��Oû
τf(a) ∈ B(Xτ )

�Dö�ó9���hø`ù ‖τf‖ 6 ‖τ‖ ‖f‖ �
- ñ�õ�ø�û��Dødô¯ñ�ù�ø`ûOû6ñ����Tñ π õ�ø�û$ 3ò�õ=���%�hû[öMñ+ñ�ù τf � ðMù A ∈ (QbA) � � ��õ�ø�øE��ù$&rø�ñ����tñ (QbA)

�Dö�ó
(QA)

�Tþ�û�ý�þ�û[õhú*�D÷(û5���hù(ø`û[ó �
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� û[ñ
A ∈ (NA)

�û6ñ���û*���hù(ø`òþ�ûüù��?ø`ò�ú ù���õ�ñ�ø�õhó�û����hø
Iα ∈ (QbA) � þ�ûOødý � (QA) � ÿ)�Dö�ó ��û[ñ

π ∈ irrA
�û/�TþE�õ�ñ`þ��Tþ`ô �<� ��û[ölñ���ûxþ�û+û�6õ�ødñ�ø
�Dölõhö�ó�û�6 β ø`ò����lñ����Tñ πIβ 6= 0.

�?ô � û[úüú��NB � ��ÿ πõhø�û$ Mò�õ=������ûOö3ñXñ�ù �5�[ù(ö3ñ�õhöMò�ù(ò�ø�þ�û[ý�þ�û[ø`ûOö3ñ��Tñ�õ�ù(ö�õhö
irrIβ A

�ô8�ù(ò�ö�ó�ûOó�ùDý�û[þ��Tñ�ùTþ�ø�ù(ö � �"�Dö������
� þ�ûOødý � ö�ùDþ�úuûOó � ødý����[û ��� ��ûxþ�û��cùDþ�û A ∈ (QbA) � þ�û[ødý � (QA) ���  û°ý�þ�ù$�(ûOó�ñ����Tñ (QbA)

�Dö�ó
(QA)

�Tþ�û>�hõhö�û��Tþ �
� ��û0�-���xñ�øXñ����Tñ (QA)

õhøXò�ö�õ=�3û[þ�ø��%�K�Dö�óüý�þ�û[õhú*�D÷(û0����ù(ø`û[ó �Tþ�û'�ö�ù$&rö ?�� 6DC � � �hø`ùÿ -���� �tý����Dö<�ø ��ô ?�� � ÿ � û[úüú�� 6DC�ý�þ�ù$�3û[ó°ñ����Tñ
(QA)

õhø û�6�ñ�û[ö�ø`õhù(ö�ødñ��%���û � � ö°õhó�û�����ù�� �6ö�ùDþ�úuûOó ����÷(û��þ���õ�ø�$���	�hû[ó:�
Q
»]¥]¤3£¡§D´ � þ�û[ødý � Qb »;¥}¤3£¡§D´ � õ��=õsñrõhø0� Q � ���h÷(û��þ�� � þ�û[ødý � Qb � �%�h÷(û��þ�� ���

� ��
������ ��
�� ���	� � � *D£x«�¾�·�©T«,+�£¡¤Á§D´ ( £V½�«¡§�¸§T9¨�¸£�´h§T« ( £x�¨ Q »]¥]¤3£¡§D´ �]«�£� ..	
Qb
»]¥]¤3£¡§D´ ��
�¨�¸£r´�§D¨}¨;£�«

¥gÁ¦[´�©T[£¡¤ 	
ª9«�©t©d¬ 	 � ûxñ

A ∈ (NA)
�Dö�ó �hûxñ

J
�û+ñ���û ���hù(ø`òþ�û�ù���ø`ò�ú ù�� �����

Q
�]õhó�û����hø � þ�û[ødý � Qb �]õhó�û����hø � Iαù��

A � � ��ûOö�û��3ûxþ`ô Iα õhø ����ø`ù �Dö�õhó�û����Xù��
J ��- ñ �cù�����ù$&rø �cþ�ù(ú � ��ûOùDþ�û[ú B � @ ñ����Tñ J ∈ (QA)

� þ�ûOødý � (QbA) ���
� 6Mñ�ûOö�ø`õhùDö6ødñ��%�õ��hõsñ¼ôN�Dö�ó8�hõ�ö�û$�Tþ�õsñ¼ô�ù�� (QA)

ø`ù��	�(û õhö�ñ���û
�[ù(ö3ñ�û�6Mñ�ù��æö�ùTþ�úüûOó8���h÷Dû��þ��Dø�ø`ù(úüû
� ���húuû[þ � ø/ Mò�û[ødñ�õhù(ö�ørùDö&ødý�û��[ñ`þ��%������÷(û��þ��Dø ?�� 6Mÿ �!�D÷(û B 60��C �
��å��å�� ©�.�©D´�© ( ¥]¦¡§D´�«�§3¤T¥}¦¡§D´â%§T·�¤'¨�¸£x¥c«¯£x´h£,+l£�·æ¨;§T«�¾ .H«�©�.�£x«x¨�¥}£x
	 � û��������?ñ����Tñ��Tö�û[ý�õ�úüùDþ`ý���õhø`ú
f : A→ B

ù���ö�ùDþ�úuûOó:����÷(û��þ��Dø�õ�ø ©�.�£x· � õ � û � ÿñ���û�õhú��T÷(ûOø�ù���ùDý�ûOö�ø`û[ñ�ø"�Tþ�û�ùDý�ûOö � õ�1 ñ���û[þ�û�õhø�8�OùDö�ødñ��TöMñ
C > 0

ø`ò����&ñ����Tñ0�cùDþ��Dö3ô
b ∈ B ñ���ûxþ�û�õ�ø

a ∈ A &rõ�ñ��
f(a) = b

�Dö�ó ‖a‖ 6 C‖b‖ �� ö&û�6��Dú6ý���û�ù��!�Dö&ùDý�û[ö:�[ù(ö3ñ�õhöMò�ù(ò�ø�û[ý�õ�úüùDþ`ý���õhø`ú õ�ø/�� Mò�ùDñ�õ�ûOö3ñrú��tý
qI : A→ A/I

ÿ�&0��ûxþ�û
I
õhø
�5����ù(ø`ûOólõhó�û$�%�Hù��

A � - ñ9õhø?ö�ùDñ9ó�õ/�*�Oò���ñ?ñ�ù �,��û�� �üñ����Tñ
�Dö3ô�ùDý�û[ö1�Où(ö3ñ�õ�ö�ò�ù(ò�ø9ûxýæõ�úüùDþ`ý���õhø`ú
f
õ�ø�ñ���û5�[ù(úuý�ù(ø`õsñ�õhù(ö%ù��!�6ñ�ùTý�ù��hù(÷(õ	�$�%�oõhø`ùDúüùDþ`ý���õhø`ú �Tö�ó�ñ���û5 Mò�ùDñ�õhû[ö3ñrú��Tý

qker f �� û[ñ
R
�û8�°ú*�Tý �Dø`ø`ù��[õ��tñ�õhö�÷ &rõ�ñ�� �TöMô �%�h÷(û��þ��

A
õhö �°÷Tþ�ù(ò�ö�ó �����Dø`ø A õsñ�ø>���hùDø`ûOó"õ�ó�û$���

R(A) � - ñ�õ�ø��$�%���hû[ó5� ¨;©�.æ©D´�© ( ¥}¦¡§D´(«�§3¤T¥]¦¡§D´ ùDö A � A »]«¡§3¤T¥}¦¡§D´ ÿ��gùDþ�øE��ùDþ`ñ � õ��Mñ���û �gù��	�hù$&rõ�ö�÷"�OùDö�ó�õsñ�õhù(ö�ø�Tþ�û�ø��tñ�õhø37�ûOó �
� � ◦ � R(R(A)) = R(A)

ÿ��cùDþ/�Dö3ô
A ∈ A �

� B ◦ � R(A/R(A)) = 0
ÿ��gùDþ/�TöMô

A ∈ A �
� 6 ◦ � f(R(A)) = R(B)

ÿ��gùDþ/�Dö3ô°ñ�ùDý�ù��hùD÷(õ������oõ�ø`ù(úüùDþ`ý���õhø`ú
f : A→ B

&rõ�ñ��
A,B ∈ A �

� � ◦ � qI(R(A)) ⊂ R(A/I)
ÿ��gùTþ/�Dö3ô ����ù(ø`û[ó&õhó�û����

I
ù��
A ∈ A �

� @ ◦ � - �!�Dö&õ�ó�û$��� I ù�� A ∈ A �û��hù(ö�÷(ø ñ�ù A ñ���û[ö
� @ ◦1 � R(I)

õhø/�Tö&õhó�û����où��
A �

� @ ◦2 � R(I) ⊂ I ∩R(A) �
- �?ñ���û������Dø`ø A õhøÁù�(�õ�ù(ò�ø &9ûlø`õ�úuý���ô�ø��Oô'ñ����Tñ

R
õ�ø � ¨;©�.æ©D´�© ( ¥}¦¡§D´�«�§3¤T¥}¦¡§D´ � �'� ��� � �'�

R
õhøN��������ûOó � ¸£x«�£¡¤T¥g¨;§T«�¾"¨;©�.�©D´�© ( ¥]¦�§D´X«�§3¤T¥]¦¡§D´ � � �'� � õ�� õ�ñ6ø��Tñ�õhø37�û[ø�ñ���û1�gù��	�hù$&rõ�ö�÷ �[ù(ö�ó�õ�ñ�õ�ù(ö

ødñ`þ�ù(ö�÷(û[þ�ñ����Dö � @ ◦ � "
� � ◦ � R(I) = I ∩R(A)

ÿ��cùDþ/�Dö3ô�õhó�û����
I ∈ A ù��

A ∈ A �
- � R ø��tñ�õhø37�ûOø=ñ���û
�[ù(ö�ó�õ�ñ�õhùDö�ø � � ◦ � ÿ � 6 ◦ � ÿ � � ◦ � �Tö�ó � @ ◦ � � þ�ûOødý�û��[ñ�õ=�3û���ô � B ◦ � ÿ � 6 ◦ � ÿ � � ◦ � ÿ � @ ◦ �E�ñ���û[ö%õsñrõ�ø0��������ûOó �Dö )·H¤3£x«Á¨;©�.�©D´�© ( ¥]¦¡§D´�«�§3¤T¥}¦¡§D´ ��� �'� � � þ�û[ødý�û��xñ�õ	�(û��sô ©&*D£�«Á¨;©�.�©D´�© ( ¥}¦¡§D´�«�§3¤T¥]¦¡§D´

� � �'� �E���.- � � � ◦ � ��ù��hó�ø ñ���û[ö:� � �'� õhø"���hø`ù8�$���	�hû[ó ��û[þ�û[ó�õ�ñ��Tþ`ô � ö�ùTñ�û�ñ����Tñ0�N��ûxþ�ûOó�õsñ��Tþ`ô � �'�õhø�þ�û����	��ô �Dö � �'� ���
� ��ûuñ�ûxþ�úüø � �'� �Dö�ó � �'� &9ûxþ�û�ø`ò�÷(÷(û[ødñ�û[ó Mô�� �%� � � õ	6ù(ö�õ�ö ��õ�þ`ñ�ò�ûüù�� ?�	 ÿ � ��û[ùDþ�û[ú� � � � C � ?�	 ÿ � ��û[ùDþ�ûOúuø � � � �Dö�ó � � ��� C�����ø`ù8�����Tþ�õ	7�û[ó�ñ���û+þ�û��Dø`ù(ö �gùDþ ñ���õ�ø ñ�ûxþ�úüõhö�ù���ù(÷Dô � ö�ùTñ�û+ñ����Tñ



TOPOLOGICAL RADICALS
�$G P

ñ���û�ý�þ�û�7�6û[ø �A��ù$&9ûxþ ���Dö�ó �âòý�ý�û[þ ���Tþ�û9ù$�3ûxþ��hù��Dó�ûOó�ÿ%&0��õ���û9ñ���û�ý�þ�û�7�6û[ø � ø`ò� ���Dö�ó�� ø`ò�ý�ûxþ �Dò�ø`ò��%����ô
úüû$�Tö&ø`ùDúüû[ñ���õ�ö�÷üû��hø`û ���� û[ñ

R
�û��Tö A �}þ��Dó�õ������ � � ö ���h÷Dû��þ��

A ∈ A õ�ø>��������ûOó
R
»][£�+6¥g¡¥ +�.�´�£ õ��

R(A) = 0
�
A
õ�ø

R
»]«�§3¤T¥]¦¡§D´ õ	�

R(A) = A � �U�hû��Tþ���ôuñ���ûrõhó�û$�%�hø�ù�� R �]ø`û[úüõhø`õ�úuý��hû ���h÷(û��þ��DøU�Tþ�û R �]ø`û[úüõ�ø`õhúuý��hû �Tö�ó Mò�ùDñ�õhû[ö3ñ�ø�ù��
R
�}þ��Dó�õ��������%�h÷(û��þ��Dø Mô ����ù(ø`û[ó'õhó�û$�%�hø>�Tþ�û

R
�}þ��Tó�õ	�$�%� � - � R õhø5�Tö � �'� ñ���ûOö ñ���û

õhó�û$�%�hø�ù��U�Tö
R
�}þ��Dó�õ������ ����÷(û��þ�� �Tþ�û

R
�}þ��Dó�õ������ �)� ��ûN�[ù(ö2�3ûxþ�ø`ûuõhø ���	&��[ôø+ñ`þ�ò�û " �Dö3ô R �}þ��Dó�õ	�$���õhó�û$�%�où��

A
õhø0�[ù(ö3ñ��Dõ�ö�û[ó&õ�ö

R(A) ��� ��õhø"�$�Dö �û>�gùDþ�ú�ò����Tñ�ûOó%õhö�ñ���û5�cù�����ù$&rõhö�÷8&��Oô �
� �� ��� ����� ��� £[¨

R
½¡£u§ ��� ©T·�§ ( «¡©&)�·�¤�¦x´h§T� A 	 � ¸£�· � ¬x©T«6£�§3¦x¸ A ∈ A �

(i) R(A)
¥c�¨�¸£Á´�§T« ( £x¡¨

R
»]«�§3¤T¥]¦¡§D´�¥}¤3£¡§D´�©d¬

A
	

(ii) R(A)
¥c�¨�¸£��+l§D´c´�£x�¨ ¦[´�©T[£¡¤�¥}¤3£¡§D´�©d¬

A
²�¥�¨�¸

R
»][£,+u¥g�¥-+�.�´�£ �4)�©D¨�¥]£x·�¨ 	

ª9«�©t©d¬ 	 � õ � - � R(I) = I
ñ���ûOö�ñ���û�õhö�����ò�ø`õhù(ö

I ⊂ R(A)
�cù�����ù$&rø0� þ�ù(ú � @ ◦ ���

� õ�õ � - � R(A/I) = 0
ñ���û[ö�ÿ�Mô � � ◦ � ÿ qI(R(A)) = 0

�Dö�ó
R(A) ⊂ I �

� ��
������ ��
�� ����� ��� £[¨
R
½¡£6§ ��� ©T·�§ ( «�©&)·H¤�¦x´h§T� A 	

(i)
� ¸£6¦[´�©T )�«¡£6©d¬Á§T·

R
»]«¡§3¤T¥}¦¡§D´�¥}¤3£¡§D´�¥g

R
»;«�§3¤T¥}¦¡§D´ 	

(ii)
�c¬
I
¥gÁ§�¦x´�©T[£¡¤

R
»;«�§3¤T¥}¦¡§D´�¥}¤3£¡§D´�©d¬

A
¨�¸£�·

qI(R(A)) = R(A/I)
	

ª9«�©t©d¬ 	 � ûxñ
I
�û �Dö

R
�}þ��Dó�õ�������õ�ó�û�����ù�� �Tö ����÷(û��þ��

A ∈ A ÿ��Dö�ó:�hûxñ
J
�û�ñ���û5����ù(ø`òþ�ûÁù��

I
õhö

A �)� ��û[ö J õhø>� ���hùDø`ûOó"õhó�û�����ù�� A ÿ�õhö¯ýK�tþ`ñ�õ��[ò����Tþ J ∈ A ÿ �Dö�ó I õ�ø>�Dö R �}þ��Dó�õ	�$���=õhó�û$�%��ù�� J �ð�õ�ö��Oû
R(J)

õhø"����ù(ø`û[ó&õhö
J
�Dö�ó:�[ù(ö3ñ��Dõ�ö�ø0�Dö&õ�ó�û����oó�ûOö�ø`û�õhö

J
ÿ
R(J) = J ��� ��õ�ø�ý�þ�ù$�3û[ø � õ �����ùDþ � õ�õ � ÿ�ø`òý�ý�ùDø`û�ñ����Tñ I õ�ø � ����ù(ø`ûOó

R
�}þ��Dó�õ�������õ�ó�û$���Xù��

A � � ��ûOö I ⊂ R(A)
�Tö�ó'ñ���ûxþ�û

õhøN�Dö�ùDý�ûOö �[ù(ö3ñ�õhöMò�ù(ò�ø6ûxýæõ�úüùDþ`ý���õhø`ú
p : A/I → A/R(A)

ø`ò�����ñ����Tñ
qR(A) = pqI � � ûOö��[û

p(R(A/I)) ⊂ R(A/R(A)) = 0
ÿK&0��ûOö��[û

R(A/I) ⊂ ker p = qI(R(A)) � � ��û �Où(ö2�3ûxþ�ø`û6õhö����hò<�ø`õhù(ö:�cù�����ù$&rø0� þ�ù(ú � � ◦ ���
� ��û>�gù��	�hù$&rõ�ö�÷uþ�û[ø`ò��sñ�ørù(ö�þ��Dó�õ	�$����ø"&rõ	��� �û�ò�ø`û��gò�� �

�����	��
��������� �
� £x¨
R
½¡£6§ ��� ©T·�§ ( «�©&)·H¤�¦[´�§T¡ A 	

(i)
� ¸£6¦[´�§T¡Á©d¬Á§D´c´

R
»][£,+u¥g�¥-+�.�´�£ �]«�£x ..	

R
»]«¡§3¤T¥}¦¡§D´ �°§D´ ( £O½x«�§T�¥gÁ£ �(¨;£�·�¡¥}©T·"�¨;§3½[´�£Á¥g· A 	

(ii)
�g¬
A ∈ A §T·�¤#£ *D£�«�¾�·�©T·µV£�«¡©��4)�©D¨�¥]£�·æ¨ü©d¬

A
½x¾#§�¦x´�©T[£¡¤�¥]¤3£¡§D´�¦¡©T·�¨;§T¥g·� §�·�©T·µV£�«¡©

R
»]«�§3¤T¥]¦¡§D´�¥]¤3£¡§D´�¨�¸£x·

A
¥c
R
»]«�§3¤T¥]¦¡§D´ 	

ª9«�©t©d¬ 	 � õ � � û[ñ
I
�û5�*���hùDø`ûOó%õhó�û����où��!�6ö�ùTþ�úüûOó:���h÷(û��þ��

A �ðMòý�ý�ùDø`û%ñ����Tñ
A/I

�Dö�ó
I
�tþ�û

R
�]ø`ûOúuõhø`õhú6ý���û � ðMõhö��[û A/I õhø R �]ø`û[úüõhø`õ�úuý��hûDÿ I �[ù(ö3ñ��Dõ�ö�ø

R(A)
Mô � û[úüú�� B � 	 � � ûOö��[û R(A)

õ�ø5�Dö"õhó�û�����ù��U�Tö
R
�]ø`û[úüõ�ø`õhúuý��hû*���h÷(û��þ��

I � ðMù R(A)
õ�ø

R
�]ø`û[úüõ�ø`õhúuý��hûDÿ

R(A) = R(R(A)) = 0 �ðMòý�ý�ùDø`û6ñ����Tñ
A/I

�Dö�ó
I
�Tþ�û

R
�}þ��Tó�õ	�$�%� � ð�õ�ö��Oû I õhø R �}þ��Dó�õ�������ÿoõsñ�õ�ø �Où(ö3ñ��Dõ�ö�ûOó"õhö R(A)�ô � û[úüú�� B � 	 � � û[ñ

p : A/I → A/R(A)
�û6ñ���û6ùDý�ûOö �[ù(ö3ñ�õhöMò�ù(ò�ø�ûxýæõ�úüùDþ`ý���õhø`ú ø`ò��,�"ñ����Tñ

qR(A) = pqI ��� ��ûOö
A/R(A) = p(A/I) = p(R(A/I)) ⊂ R(A/R(A)) = 0,

&0��û[ö��Oû
R(A) = A �

� õ�õ � - � A õhø6ö�ùDñ
R
�}þ��Dó�õ������?ñ���ûOö

A/R(A)
õhø
R
�]ø`ûOúüõ�ø`õhúuý���û9�Tö�ó �[ù(ö3ñ��Dõhö�ø8�"ö�ù(ö�#[û[þ�ù

R
�

þ��Dó�õ������}ÿ��*�[ù(ö3ñ`þ��Dó�õ��xñ�õhù(ö �
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�����	��
����������� �
� £[¨
R
½¡£u§ ��� ©T·�§ ( «�©&)·�¤�¦x´�§T¡ A 	

(i)
� ¸£6¦[´�§T¡Á©d¬Á§D´c´

R
»]«�§3¤T¥]¦¡§D´�§D´ ( £O½x«�§T�¥c�´â¥c·�£¡§T«�¥g· A 	

(ii)
�g¬ A ¥c�)·�¥ *D£�«�[§D´o§T·�¤

I
¥g�§� )�+/©d¬

R
»;«�§3¤T¥}¦¡§D´æ¥}¤3£¡§D´â

Iα
©d¬
A ∈ A ¨�¸£x·

I
¥g
R
»]«�§3¤T¥]¦¡§D´ 	

ª9«�©t©d¬ 	 � ûxñ
I ∈ A �û+ñ���û ����ù(ø`òþ�û�ù��T��ø`ò�ú ù��

R
�}þ��Dó�õ�������õhó�û����hø

Iα
õhö°ñ���û��$�Dø`û � õ � ÿ�ùDþ ø`õhúuý���ô��ø`ò�ú ù���ù(ö�û[ølõhö	ñ���û9�$�Tø`û � õhõ ��� - ö �ùTñ�� ���Dø`û[ø

I ∈ A � ðMõhö��Oû Jα õ�ø �Tö�õhó�û$�%��ù��
I
ÿ�ñ���ûOö

Iα = R(Iα) ⊂ R(I)
�gùTþ�û��3ûxþ`ô

α ��� ��û[þ�û��gùDþ�û R(I)
õhøuó�û[ö�ø`û&õhö

I � �Dö�ó ���hø`ù ����ù(ø`û[ó#õhö
I � ÿ&0��û[ö��Oû

I = R(I) �
�����	��
���������	���
� £[¨

R
½¡£ü§ ��� ©T·�§ ( «�©&)·H¤&¦x´�§T¡ A 	 � £x¨

A ∈ A ½¡£ü§T«O½x¥g¨�«�§T«�¾ � Iα ¦[´�©T[£�¤
¥]¤3£¡§D´â�©d¬

A
§T·�¤

I = ∩Iα
	 �c¬

A/Iα
¥c
R
»][£,+u¥g�¥-+�.�´�£�¬[©T«�£4*D£�«�¾

α
¨�¸£x·

A/I
¥c
R
»][£,+u¥g�¥-+�.�´�£%	

ª9«�©t©d¬ 	 ðMõhö��Oû
I ⊂ Iα

ÿDñ���ûxþ�û û�6õhødñ�ø��DöuùDý�û[ö8�Où(ö3ñ�õ�ö�ò�ù(ò�ø�û[ý�õhúuùDþ`ý���õ�ø`ú
pα : A/I → A/Iα

ø`ò����
ñ����tñ

qIα = pαqI � �9ô � 6 ◦ � �Dö�ó � � ◦ � ÿ
pα(R(A/I)) ⊂ R(A/Iα) = 0,&0��û[ö��Oû

R(A/I) ⊂ ker pα = Iα/I
�Dö�ó

q−1
I (R(A/I)) ⊂ q−1

I (Iα/I) = Iα
�gùDþrû��3ûxþ`ô

α � ðMù
q−1
I (R(A/I)) ⊂ ∩Iα = I�Dö�ó9�%���[ùDþ�ó�õhö�÷��sô

R(A/I) = 0 �
 û�þ�û[ú��Tþ��&ñ����tñ�ñ���û8 Mò�ùDñ�õhû[ö3ñ�ù�� �Dö

R
�]ø`û[úüõ�ø`õhúuý��hû*���h÷(û��þ��1Mô � ���hù(ø`û[ó"õhó�û$�%��ö�û[ûOó"ö�ùDñ

�û
R
�]ø`ûOúuõhø`õhú6ý���û ? B�ÿ�� �D÷(û � 6 @ C}ÿ��gùDþ/� �'� R �

��å���å�� ¨�«�©T· ( � �¨�«�¥}¦[¨X§T·�¤��¨�«�¥]¦x¨}´P¾6¸£x«�£¡¤T¥g¨;§T«�¾�«�§3¤T¥]¦¡§D´â
	 � ��ûrý�þ�ùDý�û[þ`ñ�õ�ûOø � 6 ◦ � �Dö�ó � � ◦ � ó�û[øE�[þ�õ=�ûñ���û��û������õ�ùDþ�ù��T� �'� ò�ö�ó�û[þ � úüùDþ`ý���õhø`úüø2�/"æñ���ûxô �ùDñ�� �$�Dö �û &�þ�õ�ñ`ñ�û[ö9�Tø
� � ◦f � f(R(A)) ⊂ R(B)&0��û[ö�û��(û[þ

B = f(A) � - ö�ù(òþ�ø`ûxñ`ñ�õhö�÷�úüùDþ`ý���õhø`úüø �Tþ�û�ñ���ûU�[ù(úuý�ù(ø`õ�ñ�õ�ù(ö�ø=ù��ñ�ùDý�ù��hù(÷Dõ������Mõhø`ù(úüùTþE�ý���õ�ø`úüø��Dö�ó* Mò�ùDñ�õhû[ö3ñ�ú��Tý�ø[ÿ(õ � û � ùDý�ûOöN�OùDöMñ�õ�öMò�ùDò�ø�û[ý�õ�úüùDþ`ý���õhø`úüø � - ñ�õhø�ø`ù(úüûxñ�õhúüû[ø�þ�û$�Tø`ù(ö��%��hûñ�ù�����ù�ù(ø`û �8&rõhó�ûxþ������Dø`ø�ù��=úüùDþ`ý���õhø`úüø[ÿ#� ��� � � õ	6ùDö ?
	 C �[ù(ö�ø`õhó�û[þ�û[ó ���	� �[ù(ö3ñ�õhöMò�ù(ò�ø+ûxý�õhúüùTþE�
ý���õ�ø`úüø"�Dø úuùDþ`ý���õ�ø`úüø õhö

(NA) ��� ��õ�ø õhö��xþ�û$�Dø`û[ø?ñ���û�ødñ`þ�û[ö�÷Tñ���ù����Áþ��Dó�õ������}ÿ��òñ��OùDö�ø`õ�ó�û[þ��%��sôþ�ûOó�ò��Oû[ø�ñ���û"��õhødñXù��æþ��Dó�õ������hø � � öuñ���û�ùDñ���ûxþ����Dö�óüõhöüø`ùDúüû"�$�Tø`ûOø�õ�ñXõhøXö��Tñ�òþ�����ñ�ù>�OùDö�ø`õ�ó�û[þ�úüùDþ�ûødý�û��[õ�����úuùDþ`ý���õ�ø`úüø[ÿT�gùTþ6û�6��Dú6ý���û ∗ �]ûxý�õhúüùTþ`ý���õ�ø`úüø6ù(ö�ñ���û1�����Dø`ø (C∗A)
ù��"���	�

C∗
� ���h÷Dû��þ��Dø �

� ��õ�ø0�����Dø`ø�&rõ��	� �û�õ�ö2�3ûOødñ�õ�÷2�Tñ�û[ó:���tñ�û[þrù(ö � ù$& &9û�÷(õ	�(û�ø`ùDúüû�þ�û����tñ�ûOó¯ó�û�7æö�õsñ�õhù(ö�ø � � û[ñ+ò�ø+ø��Oô%ñ����Tñ � �'� R
õhø�� ¡¨�«¡©T· ( «�§3¤T¥]¦�§D´ ù(ö

�u÷Dþ�ù(ò�ö�ó:�����Dø`ø A õ��
� 	 ◦ � f(R(A)) ⊂ R(B)

�cùDþrû$�%�,� �[ù(ö3ñ�õhöMò�ù(ò�ø�ûxý�õhúüùTþ`ý���õ�ø`ú
f
ù��!����÷(û��þ��Tørõhö A �

 û�ø��Oô�ñ����Tñ/� �'� R
õhø/� �¨�«�¥]¦x¨�«¡§3¤T¥}¦¡§D´ ù(ö:�ü÷Dþ�ùDò�ö�ó:�����Tø`ø A õ	�

� � ◦ � f(R(A)) = R(B)
�cùDþrû��(û[þ`ô �[ù(ö3ñ�õhöMò�ù(ò�ø�õ�ø`ù(úüùDþ`ý���õhø`ú

f : A→ B
ù��T���h÷Dû��þ��Dø�õhö A �

- ñ�õ�ø�ö�ùDñ�ó�õ����[ò��sñ�ñ�ù�ø`ûOû6ñ����tñ�û��3ûxþ`ô"ødñ`þ�õ	�[ñ�þ��Tó�õ	�$�%��õhø�ødñ`þ�ù(ö�÷ � - ñ5�gù����hù�&rø5� þ�ù(ú ñ���û � ý�ûOö
$ �tý�ý�õ�ö�÷ � ��û[ùDþ�û[ú ñ����Tñ>�����=ñ�ùTý�ù��hù(÷(õ	�$�%�=þ��Tó�õ	�$�%�hø�ù(ö

(BA)
�tþ�û6ødñ`þ�õ��xñ �)� ��ûN�cù�����ù$&rõhö�÷°þ�û[ø`ò��sñøE��ù�&rørñ����Tñ/�gùDþrþ��Dó�õ�������ø�ù(ö

(NA)
ñ���õhø0�[ù(ö�ó�õsñ�õhù(ö¯úuû$�Dö�ø��%�[ñ�ò����	��ô�ñ���û ���h÷Dû��þ��Dõ	��ö��Tñ�òþ�û�ù�� �

þ��Dó�õ������ �
�����	��
��������� ���
� £[¨

R
½¡£�§ ��� ©T·.¨�¸£�¦[´�§T¡

(NA)
	 � ¸£x·

R
¥c¯�¨�«�¥]¦x¨u¥ �

R
¤3©V£x¯·�©D¨

¤3£'.�£x·�¤�©T·0¨�¸£'¦x¸©T¥]¦�£�©d¬"§�·�©T«,+ � §T·�¤�¥ � (8◦)
¸©D´�¤T�¬[©T«'§T·�¾#§D´ ( £V½x«�§T¥}¦"¥c[©%+l©T« .H¸3¥c�+ ©d¬

·�©T«,+l£¡¤°§D´ ( £O½x«�§T
	



TOPOLOGICAL RADICALS
�$G �

ª9«�©t©d¬ 	 ðMò�ý�ý�ù(ø`ûÁñ����Tñ
R
õhø�ødñ`þ�õ��xñ � � ûxñ ‖·‖1

�Dö�ó ‖·‖2 �û�ö�ùDþ�úuø+ù(ö �Dö ���h÷Dû��þ��
A

��&9û�ó�û�7�ö�û
��ö�ùDþ�ú ‖·‖ ùDö A ø`û[ñ`ñ�õ�ö�÷ ‖a‖ = max(‖a‖1 , ‖a‖2) � � ûxñ

A
ÿ
A1

�Dö�ó
A2

�û+ñ���û��[ùDþ`þ�û[ødý�ùDö�ó�õ�ö�÷
ö�ùTþ�úüûOó ���h÷(û��þ��Dø � � �&��õhö�÷lñ���û6õ�ó�ûOö3ñ�õ�ñ¼ô&ú��Tý �Dø � �[ù(ö3ñ�õhöMò�ù(ò�ø�õhø`ù(úuùDþ`ý���õ�ø`ú �cþ�ù(ú

A
ñ�ù
Am

ÿ
m = 1, 2

ÿ�&9û�÷(û[ñ
R(A1) = R(A) = R(A2).

� ��ûxþ�û��gùDþ�û R ó�ùMûOø�ö�ùDñró�ûxý�û[ö�ó&ù(ö:�uö�ùTþ�ú � ù$& õ��
f : A→ B

õhø/�Dö9���h÷(û��þ��Dõ���õ�ø`ù(úüùDþ`ý���õhø`ú ù��=ö�ùDþ�úüû[ó9���h÷(û��þ��Dø�ñ���ûOö�ÿ�ó�ûOö�ùDñ�õ�ö�÷8Mô
Af

ñ���û/���h÷(û��þ��
A
&rõ�ñ��lö�ùDþ�ú ‖a‖f = ‖f(a)‖ ÿ(&9û/�����(û�ñ����tñ f õ�ø���ñ�ùDý�ù���ù(÷(õ������æõ�ø`ù(úüùDþ`ý���õhø`ú�cþ�ù(ú

Af
ù(ö3ñ�ù

B
�Dö�ó

R(B) = f(R(Af )) = f(R(A)).
ð�ù � � ◦ � ��ù���ó�ø"�gùDþ/�%�h÷(û��þ��Dõ���õ�ø`ù(úüùDþ`ý���õhø`úüø �

� ��û>�Où(ö2�3ûxþ�ø`û�õhø�û���õhó�ûOö3ñ �
- ö ø`ù(úüû8�tý�ý���õ����Tñ�õhù(ö�ø � �gùDþ�õ�ö�ødñ��Tö��[û �gùDþ�û�6�ñ�û[ö�ø`õ�ù(ö�ø�ù���þ��Dó�õ������hø[ÿHñ�û[ö�ø`ùDþ+ý�þ�ù�ó�ò��xñ�ø�ûxñ�� �=� õ�ñõhø�ò�ø`û��gò���ñ�ù1�[ù(ö�ø`õhó�û[þ �Dø �2�âúüùDþ`ý���õhø`ú �

A → B
���Où(ö3ñ�õ�ö�ò�ù(ò�ø���ù(úüùDúüùDþ`ý���õhø`ú ù��

A
ù(ö3ñ�ù �Dö

õhó�û$�%�9ù��
B �  û°ö�ûOû[ó�ñ�ù"õhö3ñ`þ�ù�ó�ò��[û°ñ���û �[ùDþ`þ�û[ødý�ùDö�ó�õ�ö�÷"ó�û�7�ö�õ�ñ�õ�ù(ö�ø � � �'� R

ù(ö;� ÷Dþ�ù(ò�ö�ó
�����Dø`ø A õhø0�����	�hû[ó ¥}¤3£¡§D´c´â¾l�¨�«�©T· (%õ	�
� 	 ◦i � f(R(A)) ⊂ R(B)

�cùDþ�û$�����:�[ù(ö3ñ�õhöMò�ù(ò�ø+ûxý�õhúüùTþ`ý���õ�ø`ú
f
ù�� �Tö ����÷(û��þ��

A ∈ A ù(ö3ñ�ù��Dö
õhó�û$�%�où��T�Dö9����÷(û��þ��

B ∈ A �
� �hø`ù�ÿ�� �'� R

ù(ö:�u÷Tþ�ù(ò�ö�ó:�����Dø`ø A õhø"�$�%���hû[ó �¨�«�¥]¦x¨}´â¾l¸£x«�£¡¤T¥g¨;§T«�¾ õ	�
� � ◦i � f(R(A)) = I ∩R(B)

�cùDþrû$�%�,�:�[ù(ö3ñ�õhöMò�ù(ò�ørõhø`ù(úuùDþ`ý���õ�ø`ú
f
ù��T�Dö9����÷(û��þ��

A ∈ A ù(ö3ñ�ù
�Dö%õhó�û$�%�

I
ù��!�Tö9���h÷Dû��þ��

B ∈ A �
�U��û$�Tþ��sô&û��3ûxþ`ô&ødñ`þ�õ	�[ñ��sô:��ûxþ�û[ó�õsñ��Tþ`ô �'� õ�ø+õhó�û$�%����ô&ødñ`þ�ù(ö�÷ � � �hø`ù�ÿHû��3ûxþ`ô&ødñ`þ�õ��xñ���ô:��ûxþ�ûOó�õsñ��Tþ`ô

�'� õ�ø�ødñ`þ�õ��xñ5�Dö�ó ��ûxþ�û[ó�õsñ��Tþ`ô � ñ�ù°ø`ûOûuõ�ñOÿHñ��&�3û A = I
�Dö�ó"ñ���ûuõhó�û[ö3ñ�õ�ñ¼ô ú��Tý

f
� þ�ù(ú

A
ù(ö3ñ�ù

I
õ�ö � � ◦i � ÿK�gùDþ �Tö õhó�û���� I ù�� B � ÿ �Dö�ó û��3û[þ`ô%õhó�û������sô&ødñ`þ�ù(ö�÷ �'� õ�ø+ødñ`þ�ù(ö�÷ � � ��û �[ù(ö2�3ûxþ�ø`ûN����ø`ù��ù��hó�ørõ	� A õ�ørò�ö�õ	�3ûxþ�ø���� �

�����	��
��������� � �
� £[¨
R
½¡£�§ ��� ©T·�§ )·�¥ *D£�«�[§D´X¦[´�§T¡ A 	 �c¬

R
¥c�¡¨�«¡©T· ( �]«�£x ..	��¨�«�¥]¦x¨+§T·�¤

¸£x«�£¡¤T¥�¨;§T«�¾ �l©T· A ¨�¸£x·
R
¥c�¥]¤3£¡§D´c´â¾l¡¨�«¡©T· ( �]«�£x ..	��¨�«�¥}¦[¨}´â¾l¸£�«�£¡¤T¥�¨;§T«�¾ �l©T· A 	

ª9«�©t©d¬ 	 - ñrõhø0�Dö%û$�Dødô ����û�� �òý �
� û��$���	��ñ����TñOÿ<Mô°ó�û�7�ö�õ�ñ�õ�ù(ö�ÿ���þ��Dó�õ�������ù(ö�ñ���û �����Dø`ø�ù��oþ�õhö�÷(ø�ø��tñ�õhø37�ûOø ñ���û>�%6õ�ù(úüø0�%�ù$�(û�õ�ö&0��õ	�,�"ñ�ùTý�ù��hù(÷(õ	�$�%�=þ�ûOødñ`þ�õ	�[ñ�õ�ù(ö�ø>�Tþ�ûuù(úuõ�ñ`ñ�û[ó � ø`û[û ?
	 ÿ�ðMû��[ñ�õ�ù(ö � C �Tö�ó ? @ C ��ø`ûOû*����ø`ù:�%6õ�ù(úüø�ù��

þ��Dó�õ������hø�õhö�ñ���û�ø`û[ö�ø`û�ù�� � úüõsñ�ø`òþ��Dö�ó � òþ�ù(øE�&õhö ? B�BDC ���
�����	��
���������  �
� £[¨

R
½¡£¯§"«�§3¤T¥}¦¡§D´ �}«¡£� ..	 ¸£x«�£¡¤T¥�¨;§T«�¾ «¡§3¤T¥}¦¡§D´ ��©T·�¨�¸£¯¦[´�§T¡%§D´c´�§D´ ( £O½x«�§T
	

�g¬
R(A)

¥cü¦[´�©T[£¡¤�¬[©T«�£ *D£x«�¾¯§D´ ( £V½�«�§
A
¥c·#§ ( «¡©&)�·�¤¯¦x´h§T� A ⊂ (NA)

¨�¸£x·
R
¥gü§T·�¥]¤3£¡§D´c´â¾

�¨�«�©T· ( ��� �}«¡£� ..	��¨�«�¥}¦[¨}´â¾l¸£�«¡£�¤T¥�¨;§T«�¾ ��� �°©T· A 	
ª9«�©t©d¬ 	 �U�hû��Tþ/�û��$�Dò�ø`û

R
ø��tñ�õhø37�ûOø �D6õhù(úuø0&rõ�ñ�� ����÷(û��þ��Tõ���� úüùDþ`ý���õhø`úüø2� �Tý�ý��hõ�ûOó&ñ�ù�ñ���û ����÷(û��

�þ��Tø0�cþ�ùDú A �
� ��û6úüù(ødñ�ý�ùDý�ò����Tþ5�Dö�ó"õhúuý�ùDþ`ñ��TöMñ�û�6��Dúuý���û6ù�� � ��ûxþ�û[ó�õsñ��Tþ`ô&þ��Dó�õ�������ù(ö ñ���ûN�����Dø`ø�ù�� ��������h÷(û��þ��Dø � û��(ûOö%þ�õhö�÷(ø � õhø�ñ���û �2���[ù��ø`ù(ö&þ��Dó�õ������ rad � - ñ�øE��ù(ò���ó9�û�ødñ`þ�ûOø`ø`û[ó&ñ����Tñ

rad
õhø�ö�ùDñ��

ñ�ùDý�ù��hù(÷Dõ������3þ��Dó�õ������ùDö
(NA)

ÿD�û����Dò�ø`û?ñ���ûxþ�û��Tþ�û?ö�ùDþ�úüû[ó8���h÷(û��þ��Dø
A
&rõ�ñ���ö�ù(ö<� ����ù(ø`ûOó

rad(A)
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?�	 ÿ � 6��Dúuý���û ��� � � C � �æùTþ Q � �%�h÷(û��þ��Dø?ñ���õhø9ù%æødñ��%����û+ó�õ�ø��Tý�ý�û$�Tþ�ø2"�ø`õhö��Oû+û��3ûxþ`ô�ú��%6�õhú����HúüùMó�ò����Tþ�hû��cñ+õhó�û$�%�=ù����
Q
� ���h÷Dû��þ��

A
õhø����hù(ø`û[ó�ÿ

rad(A)
õhø ���hø`ù ���hù(ø`û[ó � � ø �1�[ù(ö�ø`û$ 3ò�û[ö��OûDÿ�&9û6ù��ñ��Dõ�öñ���û �gù��	�hù$&rõ�ö�÷üødñ��Tñ�û[úüû[öMñ �

� ��
������ ��
�� ����� � �
rad

¥cÁ§��¨�«�¥}¦[¨}´â¾l¸£�«�£¡¤T¥�¨;§T«�¾ ��� ©T·
(QA)

	

ðMõhö��[û:�'ò�ö�õhù(ö#ù���÷Dþ�ù(ò�ö�ó � þ�û[ødý � ò�ö�õ	�(û[þ�ø���� � �����Dø`ø`û[ø�õ�ø1�T÷2�Dõhö#÷Tþ�ù(ò�ö�ó � þ�ûOødý � ò�ö�õ=�3ûxþ�ø���� � ÿñ���ûxþ�û�û�6õhødñ�øU��ú��%6õ�ú�����÷Dþ�ù(ò�ö�ó � þ�ûOødý � ò�ö�õ=�3ûxþ�ø���� � �����Tø`ø�ù(ö*&0��õ���� rad
õ�øU� �'�5� � û[ñ�ò�ø�ó�û[ö�ùTñ�ûõ�ñ"Mô

(rad)g � þ�ûOødý � (rad)u ����- ñrõhø�õhö3ñ�û[þ�û[ødñ�õhö�÷uñ�ùuû�6�ý���ùDþ�û�ñ���û�ý�þ�ùDý�û[þ`ñ�õ�ûOø�ù���ñ���ûOø`û>�����Dø`ø`û[ø �
��å���å���� 6¦¡©T·�·�£¡¦x¨;£¡¤°²�¥�¨�¸¯¨�¸£ � §3¦¡©3½x[©T·'«�§3¤T¥]¦¡§D´ 	 ��ù��	�hù$&rõ�ö�÷lñ���ûÁødñ��Dö�ó��tþ�ó"ö�ùDñ��tñ�õhù(ö�ÿ�&9û�ó�û��
ö�ùTñ�û?ñ���û?þ�ûOødñ`þ�õ	�[ñ�õ�ù(ö6ù��

rad
ñ�ù

(BA)
Mô

Rad � - ö�ñ���û �"�Dö������8����÷(û��þ��rñ���û[ùDþ`ô(ÿ Rad
�]ø`û[úüõ�ø`õhúuý��hû

� þ�ûOødý � Rad
�}þ��Dó�õ������ � ����÷(û��þ��Dø5�Tþ�û�ñ`þ��Dó�õ�ñ�õhùDö��%����ô �����	�hû[ó [£�+6¥g¡¥ +�.�´�£ � þ�û[ødý � «�§3¤T¥}¦¡§D´ ���  ù$& &9û

�Où(ö�ø`õ�ó�ûxþ�ñ'&9ù � �'� ø=ù(ö (NA)
ñ����Tñ �[ù(õ�ö��[õhó�ûU&rõ�ñ��

rad
ù(ö &rõhó�ûxþ!���Tþ�õhûxñ�õhû[ø=ù���ö�ùDþ�úüû[ó*����÷(û��þ��Tø �

� õ=�3ûOö �Dö ���h÷Dû��þ��
A ∈ (NA)

ÿ��hûxñ
radb(A) � þ�û[ødý � radn(A) � �ûüñ���û�õhö3ñ�û[þ�ø`û��xñ�õhù(ö�ù��?ñ���û�3û[þ�ö�û��høÁù��"�%���Xþ�û[ý�þ�û[ø`ûOö3ñ��Tñ�õ�ù(ö�ø�õ�ö

irrb(A
1) � þ�û[ødý � irrn(A1) ����- ñ &��Dø�øE��ù$&rö�õ�ö ?
	 ÿ � ��û[ùDþ�û[ú��� � @ C�ñ����Tñ radb

õhø5�°ødñ`þ�ù(ö�÷ � �'� ù(ö
(NA)

�Dö�ó ���	��þ�ûxý�þ�ûOø`û[ö3ñ��Tñ�õhùDö�ø�õhö
irrb(A)

�Tþ�û6ødñ`þ�õ��xñ���ô
ó�û[ö�ø`û �  û�øE��ù$& ñ���û�ø��Túüû5�gùDþ

radn ��� ��û>�gù��	�hù$&rõ�ö�÷*�hû[úüú��u÷(û[ö�û[þ�����õ�#[ûOø ?
	 ÿ � ��ûOùDþ�û[ú ��� � BDC �
� �� ��� ����� � ��� ©T«'§�·�©T«,+l£¡¤� .�§3¦¡£

X � £ *D£x«�¾��¨�«�¥}¦[¨}´â¾�¥g«�«�£¡¤&)�¦x¥}½[´�£�§D´ ( £O½x«�§ A ⊂ B(X)
¥g

�¨�«�¥]¦x¨}´P¾�¤3£�·�[£%	
ª9«�©t©d¬ 	 � ��û�ý�þ�ù�ù���ù�� ? 6�ÿ �?ùDþ�ù��	���Tþ`ô � � B � @ � ��C�÷(õ=�3û[ö:�cùDþ/� �"�Tö��%�,�&ødý����[û�õhø����%�hõhó �cùDþ/�uö�ùDþ�úüû[ó
ødýK�%�Oû �
� ø5� �[ù(ö�ø`û$ 3ò�û[ö��OûDÿ��Dö3ô"ødñ`þ�õ��xñ���ô õ�þ`þ�û[ó�ò��[õ	��hû6þ�û[ý�þ�û[ø`ûOö3ñ��Tñ�õ�ù(ö�ù��
� � ö�ùDñ�ö�û��Oû[ø`ø��Tþ�õ	��ô ñ�ùDý�ù���hù(÷(õ	�$�%� � ����÷(û��þ��NMô �ù(ò�ö�ó�û[ó%ùDý�û[þ��Tñ�ùTþ�ørù(ö:�uö�ùDþ�úüû[ó&ødý����[û�õhø�ødñ`þ�õ��xñ���ô°ó�ûOö�ø`û �

�����	��
��������� � �
(i) radn

¥gÁ§��¨�«�©T· (�� ��� ©T·
(NA)

	

(ii)
� ©T«&£4*T£x«�¾

A ∈ (NA) � radn(A)
¦¡©T·�¨;§T¥g·��£ *D£x«�¾ �¼©T·�£[»]¡¥]¤3£�¤ � ·�©D¨�·�£�¦¡£x¡x§T«�¥�´â¾�¦x´�©T[£¡¤ �¨;©�.æ©D´�© ( ¥}¦¡§D´c´â¾�·�¥�´�¥}¤3£¡§D´�©d¬

A
	

ª9«�©t©d¬ 	 � õ � � û[ñ
I
�û �Tö&õhó�û�����ù��!�uö�ùTþ�úüûOó9����÷(û��þ��

A ��� ��û�û$ Mò�����õ�ñ¼ô radn(I) = I ∩ radn(A)�gù��	�hù$&rørõhúuúüûOó�õ��Tñ�û��sô �cþ�ù(ú � û[úüú��1B � � � ðMûxñ`ñ�õhö�÷ I = radn(A)
ÿ�&9ûÁó�ûOó�ò��[û

radn(radn(A)) =

radn(A) � � û[ñ �T÷2�Dõhö
I = radn(A)

ÿ��Dö�ó�ø`ûxñ
B = A/I �8- ñ �cù�����ù$&rø �cþ�ù(ú � ûOúüú*� B � 6�ñ����TñÁõ��

b ∈ rad(B)
�Dö�ó

a ∈ b ñ���û[ö a ∈ I ÿ�&0��ûOö��[û b = 0 �  û�ý�þ�ù$�3û[ó%ñ����Tñ B õhø
radn

�]ø`ûOúüõ�ø`õhúuý���û �
- ñ%þ�û[ú��Dõhö�ø&ö�ù$& ñ�ù�ý�þ�ù��3û'ñ���û'û$ 3ò��%�hõ�ñ¼ô

f(radn(A)) ⊂ radn(B)
ÿ"�gùTþ �TöMô �OùDöMñ�õ�öMò�ùDò�ø

û[ý�õhúuùDþ`ý���õ�ø`ú
f : A→ B � � òñ9ñ���õhø9õhúuúüûOó�õ��Tñ�û��sô �cù�����ù$&rø��cþ�ùDú ñ���û�� ���xñ9ñ����Tñ

πf ∈ irrnA
�cùDþ

û��3ûxþ`ô
π ∈ irrnB �

� õ�õ � � û[ñ
I
�û���ñ�ùDý�ù���ù(÷(õ	�$���	��ô ö�õ	��þ�õ�÷��3ñÁõhó�û$�%� � ðMòý�ý�ù(ø`ûüñ����TñOÿ)�cùDþ π ∈ irrnA

ÿ
b ∈ I �Dö�ó

x ∈ Xπ
ÿ
y = π(b)x 6= 0 ��� ��û[þ�û�û�6õhødñ�ø a ∈ A ø`ò��,�%ñ����Tñ

π(a)y = x
ÿ�&0��ûOö��[û

π(ba)y = y
�Dö�ó

‖y‖1/n = ‖π((ba)n)y‖1/n 6 (‖π‖ ‖y‖)1/n ‖(ba)n‖1/n → 0
�Dø
n → ∞ ÿ=ø`õ�ö��Oû ba ∈ I � ðMù y = 0

ÿT�9�OùDöMñ`þ��Tó�õ	�[ñ�õ�ù(ö �  ûlù��ñ��Dõ�ö�ñ����Tñ πI = 0
�gùDþ6û��3ûxþ`ô

π ∈ irrnA �
- � I õhø�� ñ�ùDý�ù���ù(÷(õ	�$���	��ô�ö�õ��
�hû��cñüõhó�û����}ÿ!&9û%ò�ø`û�ñ���û�û$ Mò�����õ�ñ¼ô π(ab)x = x

�Dö�ó�ñ���û%ø��Dúüû
�Tþ�÷(ò�úüû[öMñ/�Tø/�%�ù$�3û �
�����	��
��������� � �

radb = rad
©T·

(QbA)
§T·�¤

radn = rad
©T·

(QA)
	



TOPOLOGICAL RADICALS
�$G Q

ª9«�©t©d¬ 	 - ñrõhø�õhúüúüû[ó�õ��Tñ�û � ø`õhö��[û�û$ 3ò�õ=���%�hû[öMñ þ�ûxý�þ�û[ø`û[öMñ��tñ�õhù(ö�ø0�����(û�ñ���û�ø��Dúüû �(û[þ�ö�û��hø ���
ðMõhö��[û

rad(A)
õ�ø0�N 3ò��Tø`õ	�}þ�û[÷(ò����Tþ�õhó�û����}ÿ�ñ���ûOö�ÿ<�gùDþ0��ö�ùDþ�úuûOó ���h÷(û��þ��

A
ÿ
rad(A)

õhø"�Áñ�ùDý�ù��
�hù(÷(õ	�$�%����ô°ö�õ	�oõhó�û$�%�où��

A � � ø0�8�Où(ö�ø`û� Mò�ûOö��[û(ÿ<&9û�ù%�ñ��Tõhö%ñ���û>�gù��	�hù$&rõ�ö�÷8&9û����	� ��ö�ù�&rö9�Dø`ø`ûxþ`ñ�õhù(ö �
� ��
������ ��
�� ����� � ��� ©T«ü§T·�§D´ ( £V½�«¡§

A ∈ (QA) � radA
¥gÁ¨�¸£u´h§T« ( £x�¨��R©T·�£x»;¡¥}¤3£¡¤ 
9¨�²?©D»]¡¥]¤3£¡¤ �

¨;©�.æ©D´�© ( ¥}¦¡§D´c´â¾u·�¥g´H¥]¤3£�§D´o©d¬
A

	���©T«�£¡©&*T£x« � ¨�¸£Á¦x´h©T )«�£Á©d¬�§6 )�+ ©d¬+¨;©�.�©D´�© ( ¥]¦�§D´c´P¾6·�¥�´H¥]¤3£�§D´P�©d¬
A¥gÁ§l¨;©�.�©D´�© ( ¥}¦¡§D´c´â¾�·�¥�´�¥]¤3£�§D´=©d¬

A
	

ª9«�©t©d¬ 	 � ��û�ødñ��Tñ�û[úüû[ö3ñ0�gù��	�hù$&rø"�cþ�ù(ú � ��ûOùDþ�û[úüø/B � � 	 �Dö�ó B � � � � ø`ûOû5����ø`ù ?/� 6DC ���
��å���å � ·�¥ ¬x©T«,+ ��� 
	 � ö A �}þ��Dó�õ������ R õhø��$���	�hû[ó )·�¥ ¬[©T«,+ õ���������ø`ò������÷(û��þ��Tø�ù�� �Dö

R
�}þ��Dó�õ	�$���

���h÷(û��þ��6ñ����Tñ"�û���ù(ö�÷uñ�ù A �Tþ�û
R
�}þ��Dó�õ	�$��� �

- ñ*�gù����hù�&røuñ����Tñ rad
õhø*�"ò�ö�õ	�gùDþ�ú � �'� ù(ö

(QA) � - ñüõhø*���hø`ù �âö�ù(ö<�]ò�ö�õsñ���� �Xõ�ö�ñ���û%ø`û[ö�ø`û
ñ����tñ°ö�ù�ò�ö�õ�ñ���������÷(û��þ�� �$�Dö �û¯þ��Dó�õ	�$��� �  û¯øE��ù�& ñ����Tñ

rad
õ�ølñ���û ���Tþ�÷(û[ødñ �'� ù��

(QA)
�

þ��Dó�õ������høXñ����Tñ9øE���Tþ�ûrñ���ûOø`û�ý�þ�ùTý�ûxþ`ñ�õhû[ø �  ùDñ�û�ñ����TñOÿ2�gùDþ
�5�Où(úuú�òñ��Tñ�õ	�3ûrö�ùTþ�úüûOó ����÷(û��þ�� A �Dö�ó
�6þ�ûxý�þ�ûOø`û[ö3ñ��Tñ�õhùDö

π ∈ irrnA
ÿ
πA

õhø0�uö�ùDþ�úuûOó%ó�õ	�õ�ø`õhù(ö:���h÷(û��þ��8�Dö�óoÿ�Mô°ñ���û � û����-�Dö�ó�� $ ��#[òþ
� ��û[ùDþ�û[ú%ÿ�õ�ørù(ö�û��]ó�õhúüû[ö�ø`õhù(ö���� �
� 
�����
	����� ��� ��� � � � �c¬

R
¥g�§ )�·�¥ ¬x©T«,+/·�©T·æ» )·�¥g¨;§D´

(QA)
»]«�§3¤T¥]¦¡§D´�¨�¸£�·

R(A) ⊂ rad(A) � ¬[©T«£4*D£�«�¾
A ∈ (QA)

	

ª9«�©t©d¬ 	 � ûxñÁò�ø�ý�þ�ù��3û*7�þ�ødñÁñ����TñÁõ����
Q
� ����÷(û��þ��

A
õhø
R
�}þ��Dó�õ������Xñ���ûOö�õsñ�õhø�þ��Dó�õ������ � õ � û � A =

rad(A) ���%- �rö�ùDñuñ���ûOö A �[ù(ö3ñ��Dõhö�ø�� ö�ù(ö<�  Mò��Dø`õhö�õ��sý�ùDñ�ûOö3ñ�û��hû[úüû[ö3ñ1�Tö�ó�ñ���û[þ�û��gùTþ�û°ñ���ûxþ�û�õhø��
ú��%6õ�ú�����ö�ùDö��}þ��Tó�õ	�$�%� �Où(úuú�òñ��Tñ�õ	�3ûÁø`ò<����h÷Dû��þ��

B
ù��
A � ðMõhö��[û ����û$�Tþ��sô B õhø���ødý�û��[ñ`þ��%��ø`ò<��

���h÷(û��þ��&ù��
A
ÿ
B
õhø �

Q
� ����÷(û��þ�� �T� ��ûxþ�û�õhø �%ú��%6õ�ú����Xõhó�û���� I ù�� B &rõ�ñ���ù(ö�û��]ó�õhúüû[ö�ø`õhù(ö����

B/I � I = kerπ
�gùDþ+ø`ù(úüû

π ∈ irrnB ���#- ñ �cù�����ù$&rø�ñ����Tñ B/I õhø+ò�ö�õ�ñ����T�Dö�ó"õhø+ö�ùDñ R �}þ��Dó�õ������ �
� ��û[ö B õhø�ö�ùTñ

R
�}þ��Dó�õ�������ñ����tñ0�Où(ö3ñ`þ��Dó�õ	�[ñ�ø ñ���û5�Dø`ø`ò�úuý�ñ�õhù(ö&ù��=ò�ö�õ��cùDþ�úüõsñ¼ô%ù��

R � ù$& �cùDþ/�TþE�õ�ñ`þ��tþ`ô
A ∈ (QA)

ù(ö�û5���Dø�ñ����Tñ
R(A)

õhø þ��Dó�õ��������Tö�ó
R(A) = rad(R(A)) ⊂ rad(A).

- ñÁøE��ù(ò��hó �û�ö�ùDñ�û[ó'ñ����Tñ�ñ���û�ø��Dúuû�ødñ��Tñ�ûOúuûOö3ñ5&rõ�ñ�� ���xñ�ò������sô"ñ���û�ø��Túüûüý�þ�ù�ù��
��ù���ó�ø �cùDþ
(BA)

�}þ��Tó�õ	�$�%�hø ��- ö�ð�û��xñ�õhù(ö��5&9û0�OùDö�ø`õ�ó�û[þ?û�6<�Dúuý��hû[ø?ù���ñ�ùDý�ù���ù(÷(õ	�$���þ��Dó�õ������høXñ����Tñ
�Tþ�ûrò�ö�õ��gùTþ�ú
ù(ö

(NA) �
��å���å � £ ( )´�§T« ��� 
	  û°ñ�ùDò�����ñ���û�õ�úuý�ùDþ`ñ��Dö3ñ6ý�þ�ù���hû[ú ù���û�6Mñ�ûOö�ó�õhö�÷ ù��/� �'� ñ�ù � &rõ�ó�ûxþ
÷Dþ�ù(ò�ö�ó9�����Dø`ø[ÿHõhö&ý��Tþ`ñ�õ	�Oò����tþ��cþ�ù(ú

(BA)
ñ�ù

(NA) �K� ��û �gù����hù�&rõhö�÷lø`õhúuý��hû �[ù(ö�ødñ`þ�ò��[ñ�õ�ù(ö¯÷(õ	�(ûOøù(ö�û�ù���ý�ù(ø`ø`õ	��hû�ø`ù��hòñ�õhù(ö�ø0�gùTþ0��ûxþ�û[ó�õsñ��Tþ`ô°þ��Dó�õ	�$����ø �� û[ñ
R
�û5�uú��Tý¯ùDö9�u÷Dþ�ù(ò�ö�ó:�����Dø`ø A ⊃ (BA) � �æùDþ

A ∈ (NA)
ø`ûxñ

R′(A) = A ∩R(A).
 û �������

R′
ñ���û «�£ ( )´�§T«�£ �D¨;£x·�¡¥]©T· ù��

R
ñ�ù

(NA)
�
R
õhø���������ûOó «¡£ ( )´h§T« ùDö A õ�� R = R′

ù(ö A �
�����	��
������� � ���
� £[¨ A ½¡£ü§ ( «�©&)·�¤%¦x´h§T�u§T·�¤

(BA) ⊂ A 	
�c¬
R
¥g6§ ��� ©T· A ¨�¸£x·

R′
¥c

§T·�� ��� ©T·
(NA)


�¥ ¬
R
¥gÁ§T· � ��� ©T· A ¨�¸£�·"[©ü¥g

R′
©T·

(NA)
	

ª9«�©t©d¬ 	 �U�hû��Tþ���ô
R′(A)

õhø0�8���hù(ø`û[ó&õhó�û����oõ�ö
A
ÿ��cùDþrû��3û[þ`ô°ö�ùTþ�úüûOó:���h÷(û��þ��

A �� û[ñ9ò�ø
7�þ�ødñ9ý�þ�ù$�3û�ñ����tñOÿ<�cùDþ"�Dö°õhó�û$�%�
I
ù��
A
ÿ
R′(I)

õ�ø��Dö�õ�ó�û$���Hù��
A �9- ö�ó�û[û[óoÿ�õ�� a ∈ R′(I)�Dö�ó

b ∈ A ñ���ûOö
ab ∈ I �Dö�ó

ab ∈ R(I)
ÿoø`õhö��Oû

R(I)
õhø5�Dö�õ�ó�û�����ù��

A � ðMù ab ∈ R′(I)
�Dö�óoÿ



�DG O
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ø`õhúüõ	���Tþ��sô3ÿ
ba ∈ R′(I) �  û>�����3û

R′(I) = I ∩R(I) ⊂ I ∩R(A) = I ∩A ∩R(A) = I ∩R′(A), � B � � �
ø`ù � @ ◦ � õ�ø�ý�þ�ù$�3û[ó ���ùDþ � B ◦ � ÿHø`û[ñ I = R′(A) � - ó�ûOö3ñ�õ�� ôõhö�÷ A/I &rõsñ��

qI(A) � �cùDþ qI : A → A/I � ÿK&9û�õhó�û[öMñ�õ	�cô
A/I

&rõ�ñ��
A/I � � ûOö��[û

R′(A/I) = qI(A) ∩R(A/I).
ð�õ�ö��Oû

I
õhø
R
�}þ��Dó�õ������TMô��?ùDþ�ù������Tþ`ô B ����� õ � ÿK&9û6ù��ñ��Dõ�ö�ÿ Mô �?ùDþ�ù������tþ`ô B ���<� õhõ � ÿHñ����Tñ R(A/I) =

qI(R(A)) ��� �Mò�ø
R′(A/I) = qI(A) ∩ qI(R(A)) = qI(A ∩R(A)) = qI(I) = 0.

� ��û&ø`û��Où(ö�ó	û� Mò�����õ�ñ¼ô#õ�ö�ñ���û �%�ù$�(û9�����Dõhö �gù��	�hù$&rø��cþ�ù(ú ñ���û&õhö����hò�ø`õhùDö
I ⊂ R(A) � - ö�ó�û[ûOóõ��

qI(x) ∈ qI(A) ∩ qI(R(A))
ÿXñ���û[ö	ñ���û[þ�û �Tþ�û û���ûOúuûOö3ñ�ø

a, b ∈ I
ø`ò��,�	ñ����Tñ

x + a ∈ A
ÿ

x+ b ∈ R(A) � � ûOö��[û x+ a ∈ R(A) + I = R(A)
�Dö�ó

qI (x) = qI(x+ a) ∈ qI(A ∩R(A)) �
� ��û�ý�þ�ùDý�û[þ`ñ¼ô � 6 ◦ � õ�ø û��õ�ó�û[ö3ñOÿ<�Dö�ó°õ�ñ?þ�ûOú��Tõhö�ø9ù(ö���ôüñ�ùÁý�þ�ù$�3û � � ◦ � "(&9û������(û+ñ�ù�øE��ù$&�ñ����Tñ

qI(R
′(A)) ⊂ R′(A/I)�gùDþ!�0����ù(ø`û[ó�õhó�û����

I
ù��
A ��- ó�û[ö3ñ�õ�� ôõhö�÷ qI(A)

�Dö�ó
qI(R

′(A))
&rõ�ñ��

qI(A) ⊂ A/I �Dö�ó qI(R′(A))þ�ûOødý�û��[ñ�õ=�3û��sô3ÿ<&9û�ù��ñ��Dõ�ö%ñ����Tñ
qI(R

′(A)) = qI(R
′(A)) = qI(R(A) ∩A) ⊂ qI(R(A)) ∩ qI(A)

⊂ R(A/I) ∩ qI(A) = R′(A/I).
 û+ý�þ�ù��3ûOó�ñ����tñ

R′
õ�ø/�Dö � �'� ù(ö (NA) � ù$& �hûxñ

R
�û1�Dö � �'�5�T� ��û[ö R′(I) = I ∩ R′(A)

�cùDþ�û��(û[þ`ô'õhó�û����
I
ù����Dö ���h÷(û��þ��

A �
- ö�ó�û[ûOó�ÿ�ø`õhö��Oû R(I) = R(A) ∩ I ÿ�&9û>�����3û

R′(I) = R(I) ∩ I = R(A) ∩ I ∩ I = R(A) ∩A ∩ I = R′(A) ∩ I.
� ý�ý��sôõhö�÷uñ���û�ý�þ�ù��3ûOó%û$ Mò�����õ�ñ¼ô°ñ�ù

I = R′(A)
&9û�÷Dû[ñ � � ◦ � "

R′(R′(A)) = R′(A).

� ��ûxþ�û��gùDþ�û R′ õhø0�Dö � �'� ù(ö (NA) �
 ùDñ�ûXñ����Tñ�õ�ö6÷DûOö�ûxþ����

R′
õhø=ö�ùDñ ��ødñ`þ�ù(ö�÷ �'� ù(ö (NA)

û��3ûOöÁõ��
R
õhø!��ødñ`þ�ù(ö�÷ � �'� ùDö (BA)?�	 ÿ � ûOú��tþ�� � � ��� C � � ûxñ6ò�ø�ø��Oô�ñ����tñ8�Dö

(NA)
�}þ��Dó�õ������

R
õhø [£�+6¥�»]«�£ ( )´�§T« õ	�

R(A) ⊂ R(A).

� ��û[ö ����û$�tþ���ô°ñ���û�þ�ûO÷(ò����Tþrû�6Mñ�ûOö�ø`õhùDö&õ�ø�ñ���û>���Tþ�÷(û[ødñrø`û[úüõ	�}þ�û[÷(ò����Tþ�û�6�ñ�û[ö�ø`õ�ù(ö �gùDþ/�6÷(õ	�3û[ö �'�5���ù�����ù$&rõhö�÷ ?�	 C}ÿ �hûxñ
T∞(A) � þ�û[ødý � Tm(A)

ÿK�cùDþ
m ∈ N � �ûÁñ���û6õ�ö3ñ�û[þ�ø`û��[ñ�õ�ù(ö ù���ñ���û �(û[þ�ö�û��høù��)�%���K�[ù(ö3ñ�õhöMò�ù(ò�ø?ødñ`þ�ù(ö�÷��sô�ó�û[ö�ø`û � þ�û[ødý � ñ�ùDý�ù��hù(÷Dõ��������sô m �}ñ`þ��Tö�ø`õsñ�õ	�3û � þ�û[ý�þ�û[ø`ûOö3ñ��Tñ�õ�ù(ö�ø � ù�� A1 �ù(ö ���Dö����,�üødý����[ûOø ��� û��������ñ����TñU�>�[ù(ö3ñ�õhöMò�ù(ò�øXþ�û[ý�þ�û[ø`ûOö3ñ��Tñ�õ�ù(ö τ ù�� A ù(ö�� �"�Dö�������ødý����[û X õ�ø

�$���	�hû[ó ¨;©�.�©D´�© ( ¥}¦¡§D´c´â¾
m
»;¨�«�§T·�¡¥�¨�¥ *D£ õ��Hñ���ûrú��tý

a 7→ (τ(a)x1, . . . , τ(a)xm)
ÿ
a ∈ A ÿ2���Dø ��ó�ûOö�ø`ûõhú��D÷DûÁõhö%ñ���û�ó�õ�þ�û��[ñrø`ò�ú

Xm �gùTþ+û��3ûxþ`ô ��õhö�û��Tþ���ô%õ�ö�ó�ûxý�ûOö�ó�ûOö3ñ�ødôødñ�û[ú
x1, . . . , xm ∈ X

ÿ��Dö�ó
�¨�«�©T· ( ´â¾&¤3£�·�[£ õ���ñ���õhø�ý�þ�ùDý�ûxþ`ñ¼ô:��ù���ó�ø��cùDþ+û��3ûxþ`ô

m ∈ N �  ùDñ�û�ñ����Tñ T∞ �Dö�ó
Tm

�tþ�û�ødñ`þ�ùDö�÷
� �'� ø�ùDö (NA)

?�	 ÿ � ��û[ùDþ�û[ú ��� � C]ÿ��gùDþrû��3ûxþ`ô m �
� 
�����
	����� ��� ��� �	���

T∞
§T·�¤

Tm
§T«�£�«�£ ( )´�§T« � ��� ©T·

(NA) � ¬[©T«�£4*T£x«�¾ m 	
ª9«�©t©d¬ 	 �æùTþ9��ö�ùTþ�úüûOó ���h÷(û��þ��

A
ÿ?ñ���û'ú��týæø

π 7→ π
ÿ9ñ���û �[ù(ö3ñ�õhöMò�ù(ò�ø%û�6�ñ�û[ö�ø`õhù(ö�ù��

π
ù��

ñ���û ���h÷(û��þ��
A
ñ�ù
A
ÿ �Dö�ó

τ 7→ τ |A
ÿæñ���ûÁþ�û[ødñ`þ�õ��xñ�õhù(ö ù��

τ
ù���ñ���ûN����÷(û��þ��

A
ñ�ù
A
ÿ�ó�ûxñ�û[þ�úüõ�ö�û



TOPOLOGICAL RADICALS
�$G��

æõ 4dû��[ñ�õ�ù(ö�ø!�û[ñ'&9û[ûOö�ñ���û�ø`ûxñ�ø�ù��K�[ù(ö3ñ�õhöMò�ù(ò�øXødñ`þ�ùDö�÷���ô6ó�û[ö�ø`û � þ�û[ødý � ñ�ùDý�ù���ù(÷(õ	�$���	��ô m �}ñ`þ��Tö�ø`õsñ�õ	�3û �þ�û[ý�þ�û[ø`ûOö3ñ��Tñ�õ�ù(ö�ø�ù��
A

�Dö�ó�ù��
A
ÿ�þ�û[ødý�û��xñ�õ	�(û��sô � � ûOö��[ûuõ�ñ�õhø�û��Dødô ñ�ù%ø`û[ûuñ����Tñ T∞ = T ′∞

�Dö�ó
Tm = T ′m

�gùDþrû��3ûxþ`ô
m �

�U��û$�Tþ��sô � �"�Tö��%�,�:����÷(û��þ��uõhø þ��Dó�õ������oõ�1'õ�ñrõ�ø�ñ�ùDý�ù���ù(÷(õ������	��ô°ö�õ�� ��- ñ0�cù�����ù$&rø�ñ����Tñ
Rad′(A) = {a ∈ A : ρ(ab) = 0, ∀b ∈ A}

�gùDþ�û��3ûxþ`ô
A ∈ (NA) � ðMù Rad′(A)

õ�ø � ���hù(ø`û[ó'ñ�ùDý�ù���ù(÷(õ	�$���	��ô ö�õ	��õhó�û�����ù��
A
ÿ��Dö�ó�ÿ)�gùDþ�û��3ûxþ`ô

A ∈ (QA)
ÿ
Rad′(A) ⊂ rad(A)

Mô��?ùDþ�ù��	���Tþ`ô:B � � 0��
��å���å � ·�¥+*T£x«�[§D´=£x·�*D£[´�©�.�£x 	  ù$& &9û57�ö�ó¯ù(òñ��üö��Tñ�òþ�����ò�ö�õ	�(û[þ�ø����������Dø`ø�ù���ö�ùDþ�úüû[ó ����÷(û��þ��Tø
ù(ö�&0��õ	�,�

radb
ÿ
radn

�Dö�ó
Rad′

�OùDõhö��Oõ�ó�û ��� ��û��[ù(úuý��Tþ�õ�ø`ù(ö°ù���ñ���ûOø`û�þ��Dó�õ	�$����ø9ù(ö�ñ���û�ó�õ/1�ûxþ�ûOö3ñ�����Dø`ø`ûOø�&rõ��	�)�û�ó�ù(ö�û�õ�ö%ñ���û�ö�û�6�ñrø`ò<�ø`û��[ñ�õ�ù(ö �� û[ñ A �û � �����Tø`ø ù���ö�ùDþ�úüû[ó ����÷(û��þ��Tø � � ûxñ Ag � þ�û[ødý � Au � �û�ñ���û+ø`ú�������ûOødñ ÷Dþ�ùDò�ö�ó � þ�ûOødý �ò�ö�õ=�3û[þ�ø��%� � �����Dø`ø!�[ù(ö3ñ��Dõhö�õhö�÷ A �  û
������� Ag � þ�û[ødý � Au � ñ���û�( «�©&)·�¤ � þ�û[ødý � )�·�¥ *D£x«�x§D´ � £x·�*T£[´�©�.�£ù�� A � � ��ø`ù�ÿ(�hûxñ Ai � þ�ûOødý � Adi � �û�ñ���û/�����Tø`ø?ù��)�%���æö�ùDþ�úüû[ó ����÷(û��þ��Tø�ñ�ùDý�ù���ù(÷(õ	�$���	��ôuõhø`ù(úüùTþ`ý���õ	�ñ�ùüõ�ó�û$����ø � þ�ûOødý � ó�û[ö�ø`û�õhó�û$�%�hø � ù��!����÷(û��þ��Dø�õ�ö A �
� �� ��� ��� � � �
� £[¨ A ½¡£u§ ( «�©&)�·�¤�¦[´�§T¡
	 � ¸£x· [©�¥c Ai §T·�¤ Ai = Adi 	

ª9«�©t©d¬ 	 �æùTþ Ai ⊂ Adi õ�ñ+ø`ò.���[û[ø�ñ�ùlö�ùDñ�û�ñ����Tñ�õ�� A ∈ Ai ñ���û[ö A õhø�õhó�û[öMñ�õ=7�ûOó:&rõ�ñ�� �Dö¯õ�ó�û����
ù���ø`ù(úüû*����÷(û��þ��

B ∈ A � � ûxñ
Ã
�û�ñ���ûN����ù(ø`òþ�ûuù��

A
õhö
B �)� ��û[ö Ã õhø5� ���hù(ø`û[ó'õhó�û�����ù��

B

� ��û[ö��Oû Ã ∈ A � �Dö�ó A õ�ø �Dö�õ�ó�û�����ù��
Ã ��� ��û[þ�û��gùTþ�û A ∈ Adi � � ��õ�ø�øE��ù�&rø�ñ����tñ Ai ⊂ Adi ÿ�Dö�ó%ñ���û>�OùDö(�(û[þ�ø`û�õ�ørû��õhó�û[öMñ � ù$& ��û[ñ

I
�û*� ���hùDø`ûOó"õhó�û�����ù��

A � � û[ñ
Ĩ
�û6ñ���û8���hù(ø`òþ�ûuù��

I
õhö
Ã ��� ��û[ö Ĩ õ�ø5� ���hù(ø`û[óõhó�û$�%�où��

Ã
ø`ùüñ����Tñ

Ĩ ∈ A ÿ��Dö�ó I = Ĩ ∩A �  ùDñ�û�ñ����Tñ ĨA ∪AĨ ⊂ Ĩ ∩A = I
ÿ�����ø`ù

IĨ = (Ĩ ∩A)Ĩ ⊂ Ĩ Ĩ ∩AĨ ⊂ Ĩ ∩A = I
�Dö�óoÿ�ø`õhúüõ	���Tþ��sô3ÿ

ĨI ⊂ I ÿ�õ � û � ÿ I õ�ø/�Dö%õ�ó�û����où�� Ĩ ∈ A ÿ<&0��û[ö��Oû I ∈ Ai �
- ñrþ�û[ú��Dõhö�ørñ�ù�øE��ù$& ñ����tñ

A/I ∈ Ai � �9ò�ñ�õsñ+õ�ø�û��Dødô " A/I õhø�õ�ø`ù(úüûxñ`þ�õ��������sô%õhø`ù(úuùDþ`ý���õ	�Áñ�ù�uó�ûOö�ø`û�õhó�û����où��
Ã/Ĩ ∈ A ÿ<&0��û[ö��Oû A/I ∈ Ai �

� û[ñ A �û � �����Dø`ø°ù���ö�ùDþ�úuûOó ���h÷(û��þ��Dø � ��òñ A(0) = Ag �Dö�ó A(m+1) = (A(m))i
�cùDþ

m = 0, 1, . . . �
�����	��
������� �� � Au = ∪m>0A(m) 	

ª9«�©t©d¬ 	 - ñ�õhø/���hû��Tþrñ����Tñ Au �[ù(ö3ñ��Dõ�ö�ø A(0) = Ag ÿK�Tö�ó¯õ	� Au �OùDöMñ��Tõhö�ø A(m) ñ���û[ö¯õsñ/�Où(ö3ñ��Dõ�ö�ø
A(m+1) ��� ��ûxþ�û��cùDþ�û Au ⊃ ∪A(m) �(� ù�ñ���û"�Où(ö2�3ûxþ�ø`ûrõ�ñ?ø`ò.���[û[øXñ�ù�øE��ù$&	ñ����Tñ ∪A(m) õ�ø�ò�ö�õ=�3ûxþE�
ø���� � ðMõhö��Oûrû��3ûxþ`ô A(m) õhø�÷Dþ�ùDò�ö�óüñ���û[ö ∪A(m) õhø ��÷Dþ�ù(ò�ö�ó������Dø`ø�Mô �Xþ�ùDý�ù(ø`õ�ñ�õ�ù(ö B � B � ��òþ`ñ���û[þOÿõ��
A ∈ ∪A(m) ÿHø��Oô õ	� A ∈ A(k) �gùTþ�ø`ù(úüû k ÿHñ���û[ö"û��3ûxþ`ô¯õhó�û����=ù�� A õ�ø �[ù(ö3ñ��Dõhö�û[ó"õhö A(k+1) �ð�ù ∪A(m) õ�ørò�ö�õ	�3ûxþ�ø���� �

�����	��
������� � ���
� £[¨
R1

§T·�¤
R2

½�£ � ��� +©T·¯§ )·�¥ *D£�«�[§D´�¦[´�§T¡ B 	 �g¬
R1 = R2

©T·¯§ ( «�©&)�·�¤
¦[´�§T¡ A ⊂ B ¨�¸£�· R1 = R2

©T· Au 	

ª9«�©t©d¬ 	 - ñ�õhø>���hû��Tþ�ñ����Tñ Au ⊂ B �  ùDñ�û�ñ����Tñ R1 = R2
ù(ö A(0) � ðMòý�ý�ù(ø`û6ñ����tñ R1 = R2

ù(ö
A(k) � - � A ∈ A(k+1) ñ���ûOö A õ�ø�õ�ó�ûOö3ñ�õ	7�û[ó &rõsñ�� �Dö'õhó�û�����ù��?ø`ù(úuû

B ∈ A(k) � ðMõhö��Oû R1
�Dö�ó



�DG��
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R2
�Tþ�û � �'� ø�ù(ö Au ÿ�&9û5�����3û

R1(A) = R1(B) ∩A = A ∩R2(B) = R2(A).

� ��ûxþ�û��gùDþ�û R1 = R2
ù(ö A(k+1) ÿ���ûOö��[û�ù(ö ∪A(m) = Au �

� ��
������ ��
�� ��� � � �
Rad′ = radn = radb = rad

©T·
(BA)u

	
ª9«�©t©d¬ 	 � û���������ñ����Tñ�ñ���ûOø`û�þ��Dó�õ������hø �Tþ�û � �'� ø+ùDö (QA)

�Dö�ó ���hû��Tþ���ô
(BA)u ⊂ (QA) � � ý�ý���ô

� ��û[ùDþ�û[ú B � B @ �
 ùDñ�û6ñ����Tñ

(BA)u ⊂ (QbA)
�û��$�Tò�ø`û

(QbA)
õ�ø �%ò�ö�õ	�(û[þ�ø����������Dø`ø5�[ù(ö3ñ��Dõ�ö�õ�ö�÷

(BA) �  û&rõ�����øE��ù$&.õ�ö%ñ���û�ö�û�6�ñrø`ò<æø`û��xñ�õhù(ö%ñ����Tñ ñ���û�õ�ö�����ò�ø`õ�ù(ö&õhørødñ`þ�õ	�[ñ �
��å�ä���å�� ©%+/.æ§T«�¥c[©T· ©d¬+¨�¸£�«�§3¤T¥]¦¡§D´â
	 � ûxñ9ò�øU&�þ�õ�ñ�û

R1 6 R2
ù(ö � �����Dø`ø A õ�� R1(A) ⊂ R2(A)

ÿ
�gùDþrû������

A ∈ A ��õ	�¼ÿ��gùDþrø`ù(úuû
A ∈ A ÿ�ñ���û�õhö�����ò�ø`õhù(ö&õhø�ødñ`þ�õ��xñ"&9û>&�þ�õsñ�û R1 < R2

ù(ö A �
- ñ�õ�ø"���hû��Tþ ñ����Tñ radn 6 radb

ù(ö
(NA)

�<&9û�&rõ��	��ý�þ�ù��3û�ñ����Tñ ñ���ûxôló�õ/1�ûxþ/���sþ�û$�Tó�ô°ù(ö
(QA) �

� 
�����
	����� ��� ��� � � � � ¸£�¥g·H¦[´
)�¥]©T·
(QbA) ⊂ (QA)

¥g��¨�«�¥}¦[¨ §T·�¤
radn < radb

©T·
(QA)

	
ª9«�©t©d¬ 	 - ñ*&rõ��	���û%ø`ò.���[õhû[öMñüñ�ù �[ù(ö�ødñ`þ�ò��xñ1�Dö �%�h÷(û��þ��

A ∈ (QA)\(QbA)
&rõsñ��

radn(A) 6=
radb(A) �� û[ñ

H
�û"�+ø`û[ý��Tþ��D���û � õ	�	�ûxþ`ñ�ødý����Oû �9� õ=�3û[ö��/��Dø`õ�ø &9û õ�ó�û[ö3ñ�õ�� ô8�TöüùTý�ûxþ��Tñ�ùDþ�ù(ö H &rõ�ñ��8�

ú��Tñ`þ�õ	6 � � ûxñ A �ûrñ���û����h÷Dû��þ��Áù��)�����æú��Tñ`þ�õ	�Oû[ø &rõ�ñ��lù(ö���ô��57�ö�õsñ�û+öMò�ú �ûxþ ù���ö�ùDö�#[ûxþ�ù�ûOö3ñ`þ�õ�ûOø[ÿ
û$ Mò�õsý�ý�û[ó &rõ�ñ��	ñ���û ùDý�û[þ��Tñ�ùTþ�ö�ùDþ�ú � � �3û[þ`ô	û��hû[úüû[öMñ�ù�� A ÷DûOö�ûxþ��Tñ�ûOø � 7�ö�õsñ�û��]ó�õ�úüûOö�ø`õ�ù(ö����
ø`ò������÷(û��þ���ÿ�&0��û[ö��Oû ∑

n>0 a
n �Où(ö2�3ûxþ�÷(û[ø[ÿ��gùDþ ‖a‖ < 1 � ð�ù A õhø0�

Q
� ����÷(û��þ�� � ùDñ�û?ñ����Tñ

A
���Dø�ö�ù�ö�ù(ö�#Oûxþ�ù+ý�þ�ùDý�û[þXõ�ó�û�����ø � - ö�ó�ûOû[ó�ÿDõ�� I õhø�ø`ò��,�*�Döuõ�ó�û�����ÿTñ���û[ö I �OùDöMñ��Tõhö�ø�Dö"ùDý�ûxþ��Tñ�ùDþ�&rõ�ñ�� ù(ö��sô ù(ö�û6ö�ù(ö�#[û[þ�ù°ûOö3ñ`þ`ô �Dö�ó ñ���û[þ�û��gùTþ�û8���	�=ùDý�û[þ��Tñ�ùTþ�ø+õhö

A
ÿ�õ � û � �[ù(õhö��[õhó�û[ø&rõ�ñ��

A
ÿ��8�[ù(ö3ñ`þ��Dó�õ��xñ�õhùDö ��U��û$�Tþ��sô

A
õhø+ñ���ûuò�ö�õhù(ö'ù��
�°ø`û$ Mò�û[ö��Oûuù���7�ö�õ�ñ�û��]ó�õhúüû[ö�ø`õhù(ö�����ø`ò<K�%�h÷(û��þ��Dø

An � ðMù�ÿ �gùTþ �ö�ùDö�#[ûxþ�ù�þ�ûxý�þ�ûOø`û[ö3ñ��Tñ�õhù(ö
π
ù��
A
ù(ö �:���Dö����,�°ødý����[û

X
ÿ
π(A)x

���Dø�� �[ù(ò�ö3ñ��%��hû � �Túüû�����Dø`õ�ø
�gùDþ�û��3ûxþ`ô9�3û��xñ�ùDþ

x ∈ X �Dö�ó �$�Dö�ö�ùDñ �Où(õ�ö��Oõ�ó�û &rõsñ��
X
õ	�

dimX = ∞ ��- � dimX < ∞ ñ���û[ö
kerπ

õhø �+ö�ù(ö�#[û[þ�ù+ý�þ�ùDý�ûxþ�õhó�û����ù��
A
ÿtñ����Tñ�õ�ø�õ�úuý�ù(ø`ø`õ	��hû � � û[ö��Oû A ���Dø�ö�ù�ødñ`þ�õ	�[ñ��sôÁõ�þ`þ�û[ó�ò��[õ	��hû

þ�û[ý�þ�û[ø`ûOö3ñ��Tñ�õ�ù(ö�ørù(ö5�"�Dö������&ødý����[ûOø[ÿ�&0��û[ö��[û
A = radb(A) �� öÁñ���û?ùDñ���û[þT���Dö�ó�ÿtñ���ûU�hõ�ö�û$�Tþ=ødý��Dö

H0
ù���ñ���û ��Dø`õ�ø=õhø=õhö2���Tþ�õ��Dö3ñT�gùDþ

A
�Dö�óÁñ���û�þ�û[ødñ`þ�õ��xñ�õhù(ö

ù��
A
ñ�ù
H0

õ�ø/�uødñ`þ�õ	�[ñ��sô°õ�þ`þ�û[ó�ò��[õ	��hû�þ�ûxý�þ�û[ø`û[öMñ��tñ�õhù(ö � � û[ö��Oû A /∈ (QbA)
�Tö�ó

radn(A) = 0 �
� 
�����
	����� ��� ��� � � �

Rad′ < radn
©T·

(NA)

 +l©T«�£¡©&*T£x« � Rad′ < rad

©T·
(QbA)

§T·�¤�¨�¸£
¥g·�¦x´�)�¡¥}©T·

(BA)u ⊂ (QbA)
¥g��¨�«�¥}¦[¨ 	

ª9«�©t©d¬ 	 ðMõhö��Oû
Rad′(A)

õhø0�6ñ�ùDý�ù��hùD÷(õ��������sô�ö�õ���õhó�û$�%��ù��!�uö�ùDþ�úüû[ó9����÷(û��þ��
A
ÿ
Rad′ 6 radn

ù(ö
(NA)

Mô � ��û[ùDþ�ûOú B � � 	 � õhõ ��� ù$&;&9û øE��ù�&#ñ����tñ
Rad′ < rad

ù(ö
(QbA) � � õ=6ù(ö ?�	 ÿ � 6��Dúuý���û 0�� 6DC��[ù(ö�ødñ`þ�ò��[ñ�û[ó*��þ��Dó�õ	�$����"�Dö������*����÷(û��þ��

A
�Dö�ó*���Où(ö3ñ�õ�ö�ò�ù(ò�ø�õhø`ù(úüùTþ`ý���õ�ø`ú

φ : A→ C
ù(ö3ñ�ù>��ó�ûOö�ø`û ø`ò<K�%�h÷(û��þ��

C
ù��

�uø`ûOúuõhø`õhú6ý���û �"�Tö��%�,�9�%�h÷(û��þ��
B ��� ��û[ö C õ�ø�þ��Dó�õ	�$��� � C = rad(C) � ÿ���û[ö��Oû�õ�ø/� Qb � ���h÷Dû��þ�� �� ö�ñ���û�ùTñ���ûxþ0���Dö�ó�ÿ

Rad′(C) = C ∩Rad(A) = 0 � ûÁø`û[û�ñ����Tñrñ���ûÁõ�ö�����ò�ø`õ�ù(ö
(BA)u ⊂ (QbA)

õhørødñ`þ�õ��xñ/�û��$�Tò�ø`û
Rad′ = rad

ù(ö
(BA)u

�ô
�?ùDþ�ù������Tþ`ô:B � B � �

� ��õhø�õ�ö�ó�õ	�$�tñ�ûOøuñ����Tñ R′ ö�û[û[ó�ö�ùDñ*�û:��ú*�%6õhú*���rû�6�ñ�û[ö�ø`õ�ù(ö#ù�� �Dö � �'� R
ÿ �Tö�ó�ÿ �Dø1�

�Où(ö�ø`û� Mò�ûOö��[û(ÿ��Dö � �'� ù(ö (NA)
ö�û[ûOó&ö�ùDñ"�û�ø`ûOúuõ	�}þ�û[÷(ò����Tþ �



TOPOLOGICAL RADICALS
�$G��

� 
�����
	����� ��� ��� � � �
T∞ < Rad′

©T·
(NA)

	
ª9«�©t©d¬ 	 �U�hû��Tþ���ô

T∞ 6 Rad
ù(ö

(BA)
�û����Dò�ø`û�ødñ`þ�õ��xñ���ô6õ�þ`þ�û[ó�ò��Oõ=���û�þ�ûxý�þ�ûOø`û[ö3ñ��Tñ�õhù(ö�ø�ù�� ���Dö����,�

���h÷(û��þ��Dø��Tþ�ûÁødñ`þ�õ	�[ñ��sô&ó�ûOö�ø`û"�æñ���ûÁõhö�û� Mò����hõsñ¼ô&õ�ø+ødñ`þ�õ	�[ñ0Mô ?�	 ÿ � ��ûOùDþ�û[ú 0(� B��Dö�ó¯û�6<�Dúuý��hû 0�� 6DC ��9ôlþ�ûO÷(ò����Tþ�õ�ñ¼ô(ÿ
T∞ < Rad′

ù(ö
(NA) �

� øN�:�OùDö�ø`û� Mò�û[ö��[ûlù�� ñ���û�þ�ûOø`ò��sñ�ø[ÿ &9û �����(û ¡¨�«�¥]¦[¨+¥c·�¦[´
)�¡¥]©T·� õ�ö�ñ���û1�gù��	�hù$&rõ�ö�÷ �����Tõhö�ù��
ò�ö�õ=�3û[þ�ø��%�������Tø`ø`ûOø2"

(BA)u ⊂ (QbA) ⊂ (QA).
� ûxñrò�ø0���hø`ù8&�þ�õ�ñ�û�ñ�ù(÷(ûxñ���û[þ ñ���û�ødñ`þ�õ	�[ñrõ�ö�û� Mò�����õ�ñ�õhû[ø�ù��ñ��Dõ�ö�û[ó:�cùDþ�þ��Dó�õ������hø�ù(ö

(NA)
"

T∞ < Rad′ < radn < radb .
��å�äæäæå�� ©�.�©D´�© ( ¥]¦¡§D´c´â¾ ¦x¸§T«�§3¦x¨;£x«�¥g¡¨�¥]¦l§T·�¤%�¾�+8+�£[¨�«�¥}¦ü«�§3¤T¥}¦¡§D´â
	 � ��û8�cù�����ù$&rõhö�÷�ö�ùTñ�õhù(ö ���Dö �û
ù��=ò�ø`û�õhö&ó�û����hõ�ö�÷8&rõ�ñ�� � õhû�ø`ò<K�%�h÷(û��þ��Dørù��=ö�ùDþ�úüû[ó9����÷(û��þ��Tø �� �'� R

õhøN�$�%���hû[ó ¨;©�.�©D´�© ( ¥}¦¡§D´c´â¾�¦�¸§T«¡§3¦x¨;£x«�¥c�¨�¥]¦ ù(ö;� �����Tø`ø A õ��¼ÿT�gùDþ6û��3û[þ`ô
A ∈ A �Dö�ó

û��3ûxþ`ô1�ù(ò�ö�ó�û[ó&ó�û[þ�õ=���tñ�õhù(ö
D
ù��
A
ÿ
DR(A) ⊂ R(A) �

� �� ��� ����� � ��� ´c´
(BA)

»;«�§3¤T¥}¦¡§D´âÁ§T«�£Á¨;©�.�©D´h© ( ¥]¦¡§D´c´â¾�¦x¸§T«�§3¦x¨;£x«�¥g¡¨�¥]¦�	
ª9«�©t©d¬ 	 � ûxñ

R
�û � �'� ùDö

(BA) �8- � D õ�øN�:�ù(ò�ö�ó�ûOó�ó�ûxþ�õ	���Tñ�õhùDö�ù(ö � �"�Dö������ ���h÷Dû��þ��
Añ���û[ö

exp(λD)
õhø0�Dö:�Dòñ�ù(úüùDþ`ý���õhø`ú/ù��

A
�gùTþrû��3ûxþ`ô

λ ∈ C ÿ�&0��ûOö��[û
exp(λD)R(A) = R(A).

ð�õ�ö��Oû
R(A)

õ�ø0���hù(ø`û[ó&õ�ö
A
ÿ

lim
λ→0

(exp(λD)a− a)/λ ∈ R(A)

�gùDþrû��3ûxþ`ô
a ∈ R(A)

ÿ<&0��ûOö��[û
D(a) ∈ R(A) �

�����	��
��������� ���
� £[¨ A ½¡£�§	¦[´�§T¡¯ )æ¦�¸�¨�¸§D¨
(BA) ⊂ A 	 � ·�¾#«�£ ( )�´�§T« ���

R
©T· A ¥c

¨;©�.æ©D´�© ( ¥}¦¡§D´c´â¾�¦x¸§T«�§3¦[¨;£�«�¥g�¨�¥}¦�	
ª9«�©t©d¬ 	 - ö�ó�û[û[óoÿ��cùDþrû��(û[þ`ô1�ù(ò�ö�ó�û[ó&ó�ûxþ�õ	���Tñ�õhù(ö D ù(ö9�Tö9�%�h÷(û��þ��

A ∈ A ÿ<&9û5�����(û
DR(A) = D(A ∩R(A)) ⊂ DA ∩DR(A) ⊂ A ∩R(A) = R(A).

- ö�ý��Tþ`ñ�õ��[ò����Tþ Rad′
ÿ
T∞

�Dö�ó
Tm

�Tþ�ûrñ�ùDý�ù��hù(÷Dõ��������sô��,���Tþ��%�[ñ�ûxþ�õhødñ�õ	�+ù(ö
(NA)

ÿ��cùDþ9û��(û[þ`ô
m �

�����	��
������������
radb

§T·�¤
radn

§T«�£Á¨;©�.�©D´�© ( ¥]¦¡§D´c´â¾�¦�¸§T«¡§3¦x¨;£x«�¥c�¨�¥]¦6©T·
(NA)

	
ª9«�©t©d¬ 	 � ûxñ

D
�ûU���ùDò�ö�ó�û[ó�ó�ûxþ�õ	���Tñ�õhùDöÁù(ö �Dö ����÷(û��þ��

A ∈ (NA)
ÿD�Tö�ó ��û[ñ

a ∈ radb(A) � þ�û[ødý �
radn(A) � �û �TþE�õ�ñ`þ��Tþ`ô � �9ô ? B � ÿ � û[úüú��1B � � C}ÿ π(Da)

õhø� Mò��Dø`õhö�õ	��ý�ùDñ�û[öMñ��gùTþ+û��3ûxþ`ô
π ∈ irrbA

� þ�ûOødý � irrnA ���.- � y = π(Da)x 6= 0
�cùDþ�ø`ù(úuû

π
�Tö�ó

x ∈ Xπ
ÿ�ñ���ûOö°ñ���ûxþ�û�õ�ø0�Tö%û��hû[úüûOö3ñ

b ∈ Aø`ò����%ñ����Tñ
π(b)y = x

ÿ � û[ö��[û
π(D(ab))y = π(Da)π(b)y + π(a)π(Db)y = π(Da)x = y�Dö�ó ����ø`ù

ab ∈ radb(A) � þ�ûOødý � radn(A) � ÿU� �[ù(ö3ñ`þ��Dó�õ��xñ�õhù(ö �
� ��ûxþ�û��cùDþ�û radb
�Tö�ó

radn
�Tþ�û

ñ�ùDý�ù��hù(÷Dõ��������sô �����Tþ����xñ�û[þ�õ�ødñ�õ���ù(ö
(NA) �

$ �Dö3ô¯ù���ñ���û �'� ø��[ù(ö�ø`õhó�ûxþ�ûOó &9ûxþ�û�ó�û�7æö�û[ó õhö �Dö �Dødôúüúuû[ñ`þ�õ	� &��Oô#"KMô&ò�ø`õ�ö�÷°þ�ûxý�þ�ûOø`û[ö<�
ñ��Tñ�õhù(ö�ø � ��ùDþ�õhö�ødñ��Dö��Oû6ñ���û �A�hû��cñE�]ó�û�7�ö�û[ó�� �'� ø �Tþ�û radn

ÿ
radb

ÿ
T∞

û[ñ�� � � ö'ñ���ûüùTñ���ûxþ5���Tö�ó�ÿò�ø`õ�ö�÷ �Dö3ñ�õ	�}þ�ûxý�þ�ûOø`û[ö3ñ��Tñ�õhù(ö�ø��cùDþ�ó�û�7�ö�õsñ�õhù(ö¯ù���ø`õhúuõ����tþOÿ4� þ�õh÷��3ñE�]ó�û�7æö�û[ó��Hþ��Dó�õ�������ø+õhø ����ø`ù �üþ�õ�÷��3ñ
&��Oô � ðMù�ÿ�&9û5�Où(ö�ø`õ�ó�ûxþ�ñ���û�ùTý�ý�ù(ø`õsñ�û �'� ø0�gùTþ/�Dødôúüúüûxñ`þ�õ�� �'� ørõ�ö%ñ���û�÷(û[ö�û[þ��%�oø`ûxñ`ñ�õhö�÷ �
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� û[ñ
Aop �û�ñ���û�ø��Dúüû�����÷(û��þ��

A
ÿ2�òñU&rõsñ���ñ���û�ùDý�ý�ù(ø`õ�ñ�ûrú�ò���ñ�õ�ý���õ����Tñ�õhù(ö �9� û������	��ñ����tñ Aop

õhø/��������ûOó �Tö ©�.2.æ©T�¥�¨;£ ���h÷(û��þ�� �K� ��û �âõ�ó�û[ö3ñ�õ�ñ¼ô �K�Dö3ñ�õ	�]õ�ø`ù(úüùDþ`ý���õhø`ú
a 7→ aop ú��Tý�ø��Dö¯û���ûOúuûOö3ñ

a
ñ�ù°ñ���ûuø��Dúuûüû��hû[úüû[ö3ñ>�òñ�õhö

Aop �oö�ùDñ�û�ñ����Tñ
aopbop = (ba)op �gùDþ5���	�

a, b ∈ A �Dö�ó'û��3ûxþ`ô
��ùDúüù(úüùDþ`ý���õhø`ú

f : A → B
õhö�ó�ò��[û[ø�ñ���û ©�.2.æ©T�¥�¨;£ ��ù(úüù(úüùTþ`ý���õ�ø`ú

fop : Aop → Bop �ô
�gùDþ�ú�ò����

fop(aop) = (f(a))op ÿ��gùTþrû��3ûxþ`ô a ∈ A � �U��û$�Tþ��sô (fop)op = f �� û[ñ A ⊂ (NA)
ÿ��Dö�ó �hûxñ Aop �û�ñ���û>�����Tø`ø�ù��T�%���)����÷(û��þ��Dø

A
ø`ò�����ñ����Tñ

Aop ∈ A � �U��û$�tþ���ô
(Aop)op = A �2&9û/�����	� Aop �Dö ©�.2.æ©T�¥�¨;£�¦x´h§T�
	 � �	��ý�þ�ùDý�ûxþ`ñ�õhû[øU�[ù(ö�ø`õhó�ûxþ�ûOó1�%�ù$�3û��Tþ�ûrõhö���û[þ�õsñ�ûOó
�ô'ñ���û�ùDý�ý�ù(ø`õsñ�û1�����Dø`ø � � �����Dø`ø A õhø �����	�hû[ó ¡¾%+8+�£[¨�«�¥]¦ õ	� A = Aop �  ùDñ�ûüñ����Tñ (BA)

�Dö�ó
(QA)

�Tþ�û9ødôúüúuû[ñ`þ�õ	� �&$ ùDþ�ûOù��3û[þOÿ��%��������ù(ø`ûOó6ø`ò<K�%�h÷(û��þ��Dø�ù���� Q � ���h÷(û��þ�� �Tþ�û Q � ����÷(û��þ��Dø ��� ��õhøõhø�ö�ùTñ�����û$�tþ��gùDþ
Qb

� ���h÷Dû��þ��Dø �#- ø (QbA)
ødôúüúuû[ñ`þ�õ	�&3 � ù�û[ø�õ�ñ��[ù(ö3ñ��Dõ�ö ���	� ���hù(ø`û[ó ø`ò<�����÷(û��þ��Dø

ù��=õsñ�ø0���h÷(û��þ��Dø 3
� û[ñ A �û��Á÷Dþ�ùDò�ö�ó �����Tø`ø �<� ��ûOö1���hû��Tþ���ô Aop õ�ø
�Á÷Dþ�ù(ò�ö�ó1�����Dø`ø �9- � R õhø?ó�û�7�ö�û[ólù(ö A ÿMù(ö�û�$�Dö%ó�û�7æö�û

Rop ù(ö Aop �ô
Rop(Aop) = R(A)op

�gùDþ û��3û[þ`ô
A ∈ A �  û��$���	� Rop ©�.2.�©T¡¥�¨;£ ñ�ù R ��- � A õhø ødô�úüúüûxñ`þ�õ��Dÿ R õhø
��������ûOó ¡¾%+8+�£[¨�«�¥]¦ ù(ö

A õ	�
R(A) = Rop(A)

�cùDþrû��(û[þ`ô
A ∈ A �

� 
�����
	����� ��� ����� � ��� £[¨
R
½¡£&§ ��� ©T« � ��� ©T·�§ ( «�©&)�·�¤�¦[´�§T¡ A 	 � ¸£x·�[© ¥g

Rop ©T·
Aop 	
ª9«�©t©d¬ 	 �æùTþ � � ◦ � ÿ�&9û>�����3û

Rop(Aop) = R(A)op = R(R(A))op = Rop(R(A)op) = Rop(Rop(Aop)).

� ��û�û��Dødô ����û�� �òý¯ù���ñ���û�ùDñ���û[þ�ý�þ�ùDý�ûxþ`ñ�õhû[ø�õhø"�hû��cñ ñ�ùuñ���û�þ�û��Dó�û[þ �
 ùDñ�û�ñ����Tñ

Rad′
õ�ø�ødôúüúüûxñ`þ�õ��Xù(ö

(NA)
�Tö�ó

radn
ù(ö

(QA) � � þ�û radn
�Dö�ó

radb
ødôúüúüûxñ`þ�õ��

ù(ö
(NA)

3

��å�� &è �[ëHê�ê��æì�ïgî���� �Då - ö�ñ���õhø6ø`û��[ñ�õ�ù(ö &9û �[ù(ö�ø`õhó�ûxþ6ñ���û��û������õ�ùDþuù��/�&ñ�ùDý�ù��hùD÷(õ�������þ��Dó�õ������
&rõ�ñ��°þ�û[ødý�û��xñ ñ�ù6ñ���û �gò�ö�ó��Dúüû[öMñ��%�oùDý�ûxþ��Tñ�õhù(ö�ø2"�ó�õ�þ�û��xñ�ø`ò�ú ⊕ �Dö�ó�ý�þ�ù%4dû��[ñ�õ=�3û+ñ�ûOö�ø`ùDþ ý�þ�ù�ó�ò��[ñ
⊗̂ ù��T���h÷Dû��þ��Dø �
��å�äæå � §3¤T¥]¦¡§D´â�©T·�¤T¥g«�£¡¦x¨� )�+u 	 ��ùDþró�õ�þ�û��xñrø`ò�úuørñ���û�ý�þ�ù���hû[ú/õ�ørû��Dødô �
�����	��
��� � �����
� £x¨ A ½�£¯§ ( «�©&)�·�¤�¦x´h§T�
	 �g¬

R
¥g�§ ��� ©T· A §T·�¤

A⊕B ∈ A ¬[©T«l[©%+l£
A,B ∈ A ¨�¸£x·

R(A⊕B) = R(A)⊕R(B)
	

ª9«�©t©d¬ 	 � ûxñ
f1

�Tö�ó
f2

�û6ñ���û6û[ý�õ�úüùDþ`ý���õhø`úüø�ù��
A⊕B ù(ö3ñ�ù

A
�Tö�ó

B
þ�ûOødý�û��[ñ�õ=�3û��sô3ÿ�ó�û�7�ö�ûOó

�Dø+ñ���û6ö��Tñ�òþ����=ý�þ�ù%4dû��[ñ�õ�ù(ö�ø � &0��õ	�,� �Tþ�ûuùTý�û[ö �Dö�ó �[ù(ö3ñ�õhöMò�ù(ò�ø ����� ��û[ö�ÿ Mô � � ◦f � ÿ�ý�þ�ù%4dû��xñ�õhù(ö�øù��
R(A⊕B)

�Tþ�û5�[ù(ö3ñ��Dõ�ö�û[ó%õhö
R(A)

�Dö�ó
R(B)

ÿ�þ�û[ødý�û��xñ�õ	�(û��sô � � ûOö��[û
R(A⊕B) ⊂ R(A)⊕R(B).

� ö�ñ���û�ùTñ���ûxþ0���Dö�ó�ÿæõ���ù(ö�û5�[ù(ö�ø`õhó�ûxþ�ørñ���û�õhó�û����hø
I1 = A⊕0

�Tö�ó
I2 = 0⊕B �Dö�ó9�Tý�ý��hõ�ûOø � @ ◦ �ñ���û[ö�ñ���û°õhö�����ò�ø`õhù(ö�ø

R(A⊕0) ⊂ R(A⊕B)
�Tö�ó

R(0⊕B) ⊂ R(A⊕B)
&rõ��	�
�û�ûOødñ��%���õhøE��ûOó �� òñ

f1
ó�û�7�ö�û[ø>��ñ�ùDý�ù��hù(÷Dõ������=õ�ø`ù(úüùDþ`ý���õhø`ú ù��

A⊕0
ù(ö3ñ�ù

A
ÿK&0��û[ö��Oû � 6 ◦ � ÷Dõ	�3û[ø R(A⊕0) =

R(A)⊕0
�Dö�ó�ÿ�ø`õhúüõ	���Tþ��sô3ÿ

R(0⊕B) = 0⊕R(B) � ðMù
R(A)⊕R(B) ⊂ R(A⊕B)�Dö�ó &9û �tþ�û�ó�ù(ö�û �



TOPOLOGICAL RADICALS
� P$P

��å+��å�� £x·�[©T«'§T·�¤�²?£¡§T¶V´P¾�¨;£x·�x©T«¯«¡§3¤T¥}¦¡§D´â ©T·
(BA). � ��û ø`û��OùDö�ó  3ò�û[ødñ�õhùDö�õhø°ú�ò�����úüùTþ�û

ó�õ����[ò��sñ �  û/&rõ���� �[ù(ö�ø`õhó�û[þ�õ�ñ ù(ö��sô �gùTþ ñ�ùDý�ù��hùD÷(õ������Hþ��Dó�õ	�$����ø�ùDö (BA)
�û����Dò�ø`û+ñ���û�ý�þ�ù�4Rû��xñ�õ	�(û

ñ�ûOö�ø`ùDþ�ý�þ�ù�ó�ò��[ñrõ�ø/� ���Dö����,�%ødýK�%�Oû�ùDý�û[þ��tñ�õhù(ö�ÿ�õ � û � �gùDþ A �Dö�ó
A
ñ���û�þ�ûOø`ò���ñrõhø ñ���û�ø��Dúüû �� û[ñ6ò�øuó�û[ö�ùTñ�û1Mô

A⊗B ñ���û ���h÷(û��þ��Dõ��lñ�û[ö�ø`ùTþuý�þ�ù�ó�ò��[ñ6ù������Dö����,�;����÷(û��þ��Tø
A

�Dö�ó
B ��U�hû��Tþ���ô

A⊗B �$�Dö �û �[ù(ö�ø`õhó�ûxþ�ûOó;�DøN�9�hõ�ö�û��Tþ6ú��Dö�õ��cù��hó�ù��
A⊗̂B � �æùDþ8���	�?ø`ò��ø`ûxñ�ø

M ⊂ A�Dö�ó
N ⊂ B

ñ����Tñ �Tþ�ûüö�ùDñ ��õhö�û��Tþ�ú��Tö�õ	�gù���ó�ø[ÿ�õ�ñÁõhø �[ù(ö2�3û[ö�õhû[öMñ�ñ�ù&ó�ûOö�ùDñ�û*Mô
M⊗N ñ���û�ø`ûxñ

{a⊗ b ∈ A⊗ B : a ∈ M ÿ
b ∈ N} �#- ��ù(ö�û�ù���ñ���û[ú õ�ø �*�hõ�ö�û��Tþ+ú��Dö�õ��cù��hó�ÿK��û[ñ

M ⊗N �û�ñ���û
�hõhö�û��Tþ+ødýK�Tö"õ�ö

A⊗B ù�� ���	��û���ûOúüû[ö3ñ�ø
a⊗b ÿ a ∈ M ÿ

b ∈ N �#- ö �Dö3ô:���Dø`û(ÿ
M⊗N ���Dö9�û ����ø`ù

�Où(ö�ø`õ�ó�ûxþ�û[ó9�Dø0�uø`ò��ø`ûxñ�ù��
A⊗̂B � � ûxñ

M̃⊗N ó�ûOö�ùDñ�û�ñ���û5���hù(ø`òþ�û�ù��
M⊗N õ�ö

A⊗̂B �� ñ�ùDý�ù��hùD÷(õ�������þ��Tó�õ	�$�%�
R
ù(ö

(BA)
õ�ø0��������ûOó ¨;£�·�[©T« õ	�

R(A)⊗B ⊂ R(A⊗̂B),�gùDþU�Dö3ô ���Dö����,�1���h÷Dû��þ��Dø
A,B � ��ùDþ
� &rõhó�û0�����Dø`ø�ù�� �'� øXñ���õ�ø �OùDö�ó�õsñ�õhù(ö1�Dó�úüõ�ñ�øU�>�OùDö(�(ûOö�õhû[ö3ñþ�û��cùDþ�ú�ò����Tñ�õ�ù(ö �

�����	��
��� � � ����� ·�¥}¤3£¡§D´c´â¾¯�¨�«�©T· ( «�§3¤T¥}¦¡§D´
R
©T·

(BA)
¥gu¨;£x·�x©T«�¥ ¬l§T·�¤ ©T·æ´â¾¯¥ ¬u¨�¸£l¨;£�·�[©T«

.H«¡©V¤&)�¦[¨9©d¬Á§T·
R
»]«�§3¤T¥]¦¡§D´�§D´ ( £V½�«�§�§T·�¤�§T«O½x¥g¨�«¡§T«�¾ �+§T·�§3¦x¸¯§D´ ( £V½x«�§�¥c

R
»]«�§3¤T¥]¦¡§D´ 	

� ��û�ý�þ�ùMù�� &rõ	��� �û�÷(õ	�(ûOö9�%�cñ�ûxþrø`ù(úuû�ý�þ�û��hõ�úüõhö��Tþ`ô &9ùDþ�� �
- � J õ�ø1� ���hù(ø`û[ó�õ�ó�û���� õhö � ���Dö����,� �%�h÷(û��þ��

A
ñ���û[ö�ÿ��cùDþ1�Dö3ô7�"�Dö������ �%�h÷(û��þ��

B
ÿ�ñ���û

�âõhó�û[ö3ñ�õ�ñ¼ô �Dú��Tý
iA : J⊗̂B → A⊗̂B õhø��[ù(ö3ñ`þ����xñ�õhö�÷ ��� ��û"�cù�����ù$&rõhö�÷>�hû[úüú���õhø�ý�þ�ù%K�D��sô,��ö�ù�&röoÿæòñ"&9û>�OùDò���ó&ö�ùDñ"7�ö�ó9�6ý�þ�û��[õhø`û�þ�û��gûxþ�û[ö��[û �

� �� ��� � ��� ��� £[¨
A,B ∈ (BA) � §T·�¤l´�£[¨ J ½�£6§�¦x´h©Tx£¡¤�¥]¤3£¡§D´�©d¬

A
	

(i) iA(J⊗̂B)
¥g6§�¨�²?©D»]¡¥}¤3£¡¤°¥]¤3£�§D´ �]·H©T·æ»;·H£¡¦¡£x�[§T«�¥�´â¾&¦[´�©T[£¡¤ ��©d¬

A⊗̂B ¦¡©T·�¡¥g�¨�¥c· ( ©d¬6§D´c´�£x´h£x»
+l£x·�¨��¨�¸§D¨ ¦�§T·�½�£Á«�£'.H«�£xx£x·æ¨;£¡¤ü¥g·"¨�¸£?¬[©T«,+ ∑

an⊗bn
²�¥�¨�¸

an ∈ J
§T·H¤

∑
‖an‖‖bn‖ <∞.

(ii)
� ¸£�«�£�£ �T¥g¡¨�ü§ )�·�¥ �4)�£°¦�©T·æ¨�«�§3¦[¨�¥+*T£l£ .H¥-+l©T« .H¸3¥c�+

τJ : (A/J)⊗̂B → (A⊗̂B)/U � ²�¸£�«�£
U
¥g�¨�¸£6¦x´h©T )«�£u©d¬

iA(J⊗̂B)
¥g·
A⊗̂B �  )�¦x¸�¨�¸§D¨
τJ ((a+ J)⊗b) = a⊗b+ U

¬[©T«�£4*D£�«�¾
a ∈ A � b ∈ B 	

ª9«�©t©d¬ 	 � õ � õ�ørû��õhó�û[öMñ �
� õ�õ � � û[ñ

E = A⊗̂B/U �Dö�ó�ÿ �Dø+ò�ø`ò��%�}ÿ
qU : A⊗̂B → E

ñ���û ���Dö�ù(ö�õ�������û[ý�õ�úüùDþ`ý���õhø`ú �  ûó�û�7�ö�û �8��õhö�û��Tþ�ú��tý
τ : (A/J)⊗B → E

Mô
τ
(∑

(an + J)⊗bn
)

= qU

(∑
an⊗bn

)
.

� ù 4dò�ødñ�õ�� ô�ñ���ûXó�û�7�ö�õ�ñ�õhùDöoÿtö�ùDñ�û�7�þ�ødñ�ñ����Tñ�õsñ=ó�ù�ûOø�ö�ùDñ=ó�û[ý�û[ö�óÁù(ö�ñ���û ����ùDõ��[û?ù���þ�ûxý�þ�ûOø`û[ö3ñ��Tñ�õ	�(ûOø2"õ��
an + J = a′n + J

�cùDþrû��3û[þ`ô
n
ñ���û[ö ∑

an⊗bn −
∑
a′n⊗bn ∈ J⊗B

�Tö�ó�ñ���ûxþ�û��gùDþ�û
qU

(∑
an⊗bn

)
= qU

(∑
a′n⊗bn

)
.

ð�ùuõ�ñrø`ò.���[ûOø�ñ�ù8�,��û�� �°ñ���û>�õ	�hõhö�û��Tþ�õ�ñ¼ô1&0��õ	�,�%õhørû��Dødô � ù$& &9û8�����3ûuñ�ù°ý�þ�ù$�(ûuñ����Tñ
τ
õ�ø>�OùDöMñ`þ��%�[ñ�õ=�3û � �æùDþ �Dö3ô

T ∈ (A/J)⊗B �Dö�ó �Dö3ô
ε > 0

ÿ
ñ���ûxþ�û�û�6õhødñ

an ∈ A
ÿ
bn ∈ B � n = 1, . . . ,m � ø`ò��,�%ñ����Tñ T =

∑
(an + J)⊗bn

ÿ ‖bn‖ = 1
�Dö�ó

∑
‖an + J‖ < ‖T‖+ ε.
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�U��ùMù(ø`õhö�÷
a′n ∈ an + J

&rõ�ñ��
‖a′n‖ < ‖an + J‖+ ε/m,

&9û�÷(ûxñ�ñ����Tñ
‖τ(T )‖ =

∥∥∥qU
(∑

a′n⊗bn
)∥∥∥ 6

∥∥∥
∑

a′n⊗bn
∥∥∥ 6

∥∥∥
∑

a′n

∥∥∥
< ‖T‖+ 2ε.

ð�õ�ö��Oû
ε
õhø0�TþE�õ�ñ`þ��Tþ`ô(ÿ ‖τ(T )‖ 6 ‖T‖ ��� ��û>�hõ�ö�û$�Tþ�õsñ¼ô �Dö�ó&ú�ò��sñ�õ�ý��hõ	�$�Tñ�õ=�õ�ñ¼ô°ù�� τ �Tþ�û�û���õhó�ûOö3ñ �

� û[ö�ùTñ�û1Mô τJ ñ���û �[ù(ö3ñ`þ����xñ�õ	�3û1��ùDúüù(úüùDþ`ý���õhø`ú ù��
(A/J)⊗̂B ñ�ù

E
ñ����Tñ6û�6Mñ�ûOö�ó�ø

τ
Mô

�Où(ö3ñ�õ�ö�ò�õsñ¼ô ��� ��ûOö
τJ

( ∞∑

1

(an + J)⊗bn
)

= qU

( ∞∑

1

an⊗bn
)

&0��û[ö�û��(û[þ ∑ ‖an‖ ‖bn‖ <∞ � � ûOö��[û τJ õ�ørø`òþ 4dû��[ñ�õ=�3û �
� �� ��� � �! � � ¨;©�.æ©D´�© ( ¥}¦¡§D´�«�§3¤T¥}¦¡§D´

R
©T·

(BA)
¥g�¨;£�·�[©T«�¥ �

iA(R(A)⊗̂B) ⊂ R(A⊗̂B),
¬[©T«�§D´c´��+§T·�§3¦�¸¯§D´ ( £V½�«�§T

A,B
	

ª9«�©t©d¬ 	 �æù����hù�&rø/� þ�ù(ú ñ���û�û��õ�ó�ûOö3ñrõhö����hò�ø`õhùDö�ø
R(A)⊗B ⊂ iA(R(A)⊗̂B) ⊂ ˜R(A)⊗B

� ñ���û8���Tñ`ñ�ûxþÁõ�ø[ÿ �DøÁò�ø`ò����}ÿoñ���û*����ù(ø`òþ�û�ù�� R(A)⊗B õ�ö
A⊗̂B � �Tö�ó'ñ���û*� �%�[ñ�ñ����Tñ R(A⊗̂B)

õ�ø
����ù(ø`ûOó �
ª9«�©t©d¬�©d¬ � ¸£¡©T«�£,+ � 	�� ��- � R õhø�ñ�û[ö�ø`ùDþ��Tö�ó

A
õ�ø
R
�}þ��Dó�õ������oñ���û[ö

A⊗B = R(A)⊗B ⊂ R(A⊗̂B),
&0��û[ö��Oû

A⊗̂B ⊂ R(A⊗̂B)
�Dö�ó9�����OùTþ�ó�õ�ö�÷���ô

A⊗̂B õhø
R
�}þ��Dó�õ	�$��� ��?ù(ö2�3ûxþ�ø`û���ô(ÿD�hûxñ

R
�û�õ�ó�û$���	��ô�ødñ`þ�ùDö�÷/�Dö�ó�ø`òý�ý�ù(ø`ûXñ����tñ�ñ���ûXñ�ûOö�ø`ùDþ�ý�þ�ù�ó�ò��xñ�ù����Dö

R
�}þ��Dó�õ	�$���

���h÷(û��þ��:�Dö�ó �TþE�õsñ`þ��Tþ`ô��"�Dö������ ���h÷Dû��þ��%õhø
R
�}þ��Dó�õ	�$��� � � ûxñ

A,B ∈ (BA)
�û��TþE�õ�ñ`þ��Tþ`ô � � ��ûú��Tý

iA : R(A)⊗̂B → A⊗̂B õ�ø �1�[ù(ö3ñ�õhöMò�ù(ò�ø�ûxýæõ�úüùDþ`ý���õhø`ú ù(ö3ñ�ùlñ���û�õhó�û����
iA(R(A)⊗̂B)

ù��
A⊗̂B � ø`ûOû � û[úüú�� 6 � 6 � �Dö�ó°ñ���û �%�h÷(û��þ�� R(A)⊗̂B õ�ø

R
�}þ��Dó�õ������K�ôlùDò�þ"�Dø`ø`ò�úuý�ñ�õ�ù(ö�ø � � û[ö��[û

iA(R(A)⊗̂B) = iA(R(R(A)⊗̂B)) ⊂ R(A⊗̂B).

� ø`õhö�÷ � ûOúüú*� 6 � ��ÿ�&9û5�[ù(ö����hò�ó�û�ñ����Tñ R õ�ø ñ�ûOö�ø`ùDþ �
 û &rõ��	�=ø��Oô¯ñ����Tñ5�

(BA)
�}þ��Dó�õ������

R
õ�ø ²?£¡§T¶t´â¾&¨;£�·�[©T« õ	�

A⊗̂B õ�ø
R
�}þ��Dó�õ	�$����ÿ �gùTþ5�Dö3ô

R
�

þ��Dó�õ������T�%�h÷(û��þ��
A
�Dö�ó �TþE�õ�ñ`þ��Tþ`ô:���h÷Dû��þ��

B � ðMù � ��ûOùTþ�ûOú 6 � Buødñ��Tñ�ûOø�ñ����Tñ��*&9û��&�<�sô�ñ�ûOö�ø`ùDþOÿõhó�û$�%����ô°ødñ`þ�ù(ö�÷uþ��Dó�õ������oõhø ñ�ûOö�ø`ùDþ �
� û��$���	�Mñ����Tñ=ñ���ûU�����Dø`ø (BA)i

ù��������Mö�ùTþ�úüûOó8�%�h÷(û��þ��Dø=ñ�ùDý�ù���ù(÷(õ������	��ôÁõhø`ùDúüùDþ`ý���õ��?ñ�ù+õhó�û����hø�ù��
�"�Dö������ ����÷(û��þ��Tø�õ�ø � ÷Dþ�ù(ò�ö�ó5�����Dø`ø � � ûOúüú*�0B � B 6 � �Tö�ó�ñ����Tñ �%��� (BA)

�}þ��Tó�õ	�$�%�hø��Tþ�û�ødñ`þ�ù(ö�÷ �$� ��û�gù��	�hù$&rõ�ö�÷6ø`õ�úuý��hû �Dø`ø`û[þ`ñ�õ�ù(ö°ò�ö�ó�ûxþ��hõhö�û[ø9ñ���û+õhúuý�ùDþ`ñ��TöMñ9þ�ù���û+ù���û�6õhødñ�û[ö��Oû�ù���ødñ`þ�ùDö�÷�û�6�ñ�ûOö�ø`õ�ù(ö�ø
ù�� &9û��&�<�sô°ñ�û[ö�ø`ùDþ

(BA)
�}þ��Dó�õ	�$����ø ñ�ù

(BA)i �
� 
�����
	����� ��� � �����
� £[¨

R
½¡£l§�²?£¡§T¶t´â¾&¨;£x·�x©T« ��� ©T·

(BA)
	��g¬

R
§3¤%+u¥g¨�ü§T·�£ �D¨;£�·�¡¥]©T·�¨;©

(BA)i
§TÁ§��¨�«�©T· ( ��� ¨�¸£x·

R
¥c�¨;£x·�[©T«%	



TOPOLOGICAL RADICALS
� P �

ª9«�©t©d¬ 	 - ö�ó�û[û[óoÿ�õ�ö%ñ���õ�ø0���Dø`û R õhørõ�ó�û$���	��ô�ødñ`þ�ùDö�÷��Dö�ó:��û[ö��[û�ñ�ûOö�ø`ùDþ"Mô � ��û[ùDþ�û[ú 6 � B �
ðMù(úüû�û�6<�Dúuý��hû[ørù���ñ�ûOö�ø`ùDþ�ùDþ0&9û��&�<��ô°ñ�û[ö�ø`ùTþ�þ��Tó�õ	�$�%�hø"&rõ��	�)�ûÁ÷(õ=�3ûOö&õhö%ñ���õhø/�Dö�ó%ñ���û�ö�û�6�ñ

ø`û��xñ�õhù(ö�ø0�Dø�&9û��	���Dørõ�ö&ø`ò<�ø`û� Mò�ûOö3ñrý�ò����õ����Tñ�õhù(ö�ø�ù��=ù(òþ�ý�þ�ù%4Rû��xñ �
��å���å�� ¸£¯«�§3¤T¥]¦�§D´

Rt. - ö	÷(û[ö�ûxþ�����ÿ?÷(õ	�(ûOö � �'� R
ùDö

(BA)
ÿ�ù(ö�û ���Dö�ñ`þ`ô#ñ�ù �[ù(ö�ødñ`þ�ò��[ñ �

þ�û����Tñ�ûOó°ñ�ûOö�ø`ùDþ�þ��Dó�õ������
Rt

õ�ö%ñ���û>�gù��	�hù$&rõ�ö�÷*&��Oô#"
Rt(A) = {a ∈ A : a⊗B ⊂ R(A⊗̂B), ∀B ∈ (BA)}. � 6 � � �

- ñ
�cù�����ù$&røU�cþ�ù(ú ñ���û/�%�ù$�3û��Tþ�÷(ò�úüû[öMñ�ø�ñ����Tñ9õ	�
Rt

õ�ø
� �'� ñ���û[ö°õsñ9õ�ø���ñ�û[ö�ø`ùTþ9ù(ö�û � �û��$�Dò�ø`û�ù��ñ���û��Dø`ø`ù��[õ��tñ�õ	�õsñ¼ôlù���ñ�û[ö�ø`ùDþ9ý�þ�ù�ó�ò��[ñ � �Dö�ó°ñ����Tñ R õ�ñ�ø`û����oõ�ø9ñ�û[ö�ø`ùDþ õ�1
R = Rt �9- ñ õ�ø õ�úuý�ùDþ`ñ��Dö3ññ�ù!�ö�ù$& �[ù(ö�ó�õ�ñ�õhùDö�øuò�ö�ó�û[þ8&0��õ����

Rt
õhø�� �'�5�  û &rõ����9ù��ñ��Dõhö�ö�ù$&/ø`ù(úüû°þ�ûOø`ò��sñ�øüõ�ö�ñ���õ�ø

ó�õsþ�û��xñ�õhùDö �� û[ñ
I
�û*� ���hù(ø`û[ó�õhó�û$�%��ù��
� �"�Tö��%�,� ���h÷(û��þ��

A � �æùTþ �5���Dö����,� ���h÷Dû��þ��
B
ÿ�ñ���û*��ù(úuù��

úüùDþ`ý���õhø`ú
iA : I⊗̂B → A⊗̂B õhø�õhö%4dû��[ñ�õ=�3û6õ��;ÿ�ø��Oô(ÿ

I
���Tø5�1�ù(ò�ö�ó�û[ó �tý�ý�þ�ù$6�õhú��Tñ�û6õhó�û[öMñ�õsñ¼ô �

$ ùTþ�ûOù$�(û[þOÿ�õhö#ñ���õ�ø1���Dø`û iA õ�ø��ù(ò�ö�ó�ûOó �cþ�ù(ú �û���ù$& � - ö�ó�û[ûOó�ÿ?÷(õ=�3û[ö �  � � � õ � eλ õ�ö I
&rõ�ñ��

β = sup ‖eλ‖
ÿ(ó�û�7æö�û0��ö�ûxñ�ù���ùTý�ûxþ��Tñ�ùDþ�ø

Sλ
ù(ö

I⊗̂B Mô
Sλ(a⊗b) = eλa⊗b �(� ��û[ö Sλ → 1

õhö
ñ���û�ødñ`þ�ù(ö�÷ÁùDý�ûxþ��Tñ�ùDþXñ�ùDý�ù���ù(÷Dô �  ù$&	õ	� G ∈ I⊗̂B �Dö�ó

F = iA(G)
ñ���ûOö�ÿ2�cùDþ
�Dö3ôuý�þ�û[ø`ûOö3ñ��Tñ�õ�ù(ö

ù��
F
õ�ö%ñ���û>�gùDþ�ú

F =
∑
an⊗bn

ÿ�ù(ö�û5���Tø
‖SλG‖ 6

∑
‖eλan‖ ‖bn‖ 6 β

∑
‖an‖ ‖bn‖ .

- ñ0�cù�����ù$&rø�ñ����Tñ ‖SλG‖ 6 β‖F‖ �Dö�ó�ÿ�ýK�Tø`ø`õhö�÷üñ�ùuñ���û>��õhúüõsñOÿ ‖G‖ 6 β‖F‖ �
- ö�÷(û[ö�û[þ���� iA �$�Dö �����3û1��ö�ùDö�� #[ûxþ�ù �3ûxþ�ö�û��

K = K(A, I,B) ��� ��û����h÷(û��þ��Dø K(A, I,B)&rõ���� �û5��������ûOó ¨;£�·�[©T«�.�§D¨�¸©D´�© ( ¥]¦¡§D´�§D´ ( £V½�«�§T �
�����	��
��� � �	� �
� £x¨

R
½¡£6§T· � ��� ©T·

(BA)
	 � ¸£x·

(i) Rt(A)
¥g�§°¦[´�©T[£�¤�¥]¤3£¡§D´�©d¬

A � ¬[©T«�§T·�¾ �+§T·�§3¦x¸¯§D´ ( £O½x«�§ A 	

(ii)
�g¬
R
¥c�¥]¤3£¡§D´c´â¾l¡¨�«¡©T· ( ¨�¸£x·

Rt
x§D¨�¥g��?£�Á¦¡©T·�¤T¥�¨�¥}©T·�

(2◦) � (3◦) � (4◦)
§T·�¤

(5◦2)
	

(iii)
�c¬
R
¥g��¨�«�¥]¦x¨}´â¾�¸£x«�£¡¤T¥�¨;§T«�¾&§T·�¤°¥ ¬u§D´c´=¨;£�·�[©T«0.æ§D¨�¸©D´�© ( ¥}¦¡§D´�§D´ ( £O½x«�§Tu§T«¡£

R
»;«�§3¤T¥}¦¡§D´=¨�¸£�·

Rt
¥gÁ§T· � ��� ©T·

(BA)
	

ª9«�©t©d¬ 	 � õ � � ûxñ
I = {a ∈ A : a⊗B ⊂ R(A⊗̂B)

�cùDþ+û��3ûxþ`ô¯ò�ö�õ�ñ����
B ∈ (BA)} � � ��û[ö I õhø �Töõhó�û$�%�où��

A
"�õ��

a⊗b ∈ R(A⊗̂B)
ñ���û[ö

(ca)⊗b = (c⊗1)(a⊗b) ∈ R(A⊗B).
�U�hû��Tþ���ô

Rt(A) ⊂ I �  û>&rõ	����ý�þ�ù��3û�ñ����Tñ I = Rt(A) � ùDñ�û/7�þ�ødñ�ñ����tñ�õ��
B
õ�ø0�6ö�ù(ö<�]ò�ö�õ�ñ������"�Dö������:����÷(û��þ��8�Dö�ó

j
ñ���û�ö��Tñ�òþ���� ��ù(úüù(úuùDþ`ý���õ�ø`ú

ù��
A⊗̂B ñ�ù

A⊗̂B1 ñ���ûOö j õ�ø?õ�ø`ù(úüûxñ`þ�õ����Dö�ó j(A⊗̂B)
õ�ø
�5���hù(ø`û[ólõhó�û����æù��

A⊗̂B1 � ��ûxþ�û A⊗̂B1

õhø�ñ���û�ý�þ�ù�ó�ò��xñrù��
A
�Dö�ó

B1 ���
- ö�ó�ûOû[ó�ÿoõ�� F ∈ A⊗̂B �Dö�ó

j(F )
���Dø �°þ�ûxý�þ�û[ø`û[öMñ��tñ�õ	�3û ∑

an⊗(bn + λn)
&rõsñ��

λn
øE�������tþ

ú�ò���ñ�õ�ý���õhû[ørù���ñ���û�ò�ö�õ�ñ�ø`ò����%ñ����TñOÿ�÷Dõ	�3û[ö
ε > 0

ÿ

‖j(F )‖+ ε >
∑
‖an‖ ‖bn + λn‖ =

∑
‖an‖ (‖bn‖+ |λn|)

� ò�ø`õ�ö�÷°ñ���û�ødñ��Dö�ó��tþ�ó"ö�ùDþ�ú õ�ö
B ⊕ C = B1 � ñ���û[ö ∑λnan

�Où(ö2�3ûxþ�÷(û[ø+ñ�ù
0
ø`õhö��Oû

A⊗̂B õ�ø>�
�Où(ú6ý���ûOúuûOö3ñ�û[ó&ø`ò<�ødý����[ûÁù��

A⊗̂B1 ÿ�&0��û[ö��[û F =
∑
an⊗bn

�Dö�ó
‖j(F )‖+ ε >

∑
‖an‖‖bn‖ > ‖F‖.



� P�M
V. S. SHULMAN AND YU. V. TUROVSKII

- ñ0�gù��	�hù$&rø ñ����tñ ‖j(F )‖ > ‖F‖ �K� ��û5�[ù(ö2�3ûxþ�ø`û�õhö�û$ 3ò��%�hõ�ñ¼ô°õhørû��õ�ó�û[ö3ñ � � ûOö��[û5���hû��Tþ���ô j(A⊗̂B)õhø/�N����ù(ø`ûOó%õhó�û$�%�où��
A⊗̂B1 �

- � a ∈ I ñ���û[ö a⊗B1 ⊂ R(A⊗̂B1)
ÿ

j(a⊗B) ⊂ j(A⊗̂B) ∩R(A⊗̂B1) = R(j(A⊗̂B)) = j(R(A⊗̂B))

� &9û�ò�ø`ûOó � � ◦ � �Dö�ó � 6 ◦ � �gùDþ R � ÿ�&0��ûOö��[û a⊗B ⊂ R(A⊗̂B)
�Dö�ó

a ∈ Rt(A) ��� �Mò�ø I = Rt(A)õhø/�Tö&õ�ó�û$���où��
A
ÿ�ù�(�õ�ù(ò�øE��ô ����ù(ø`û[ó �

� õ�õ � � û[ñ
I
�û�� ����ù(ø`û[ó�õ�ó�û$����ù��
� �"�Dö������ ����÷(û��þ��

A � - � a ∈ Rt(I)
ñ���û[öoÿ)�cùDþ�û$�����

B ∈
(BA)

�Dö�ó	û$�%�,�
b ∈ B

ÿ
a⊗b ∈ R(I⊗̂B) � �9ô � ûOúuú�� 6 � 6�ÿXñ���û&õhú��D÷Dû¯ù���ñ���û:�OùDöMñ�õ�öMò�ùDò�ø

��ùDúüù(úüùDþ`ý���õhø`ú
iA : I⊗̂B → A⊗̂B õhø �Dö�õ�ó�û$���(ù�� A⊗̂B � ðMõhö��[û R õhø�õ�ó�û����	��ô�ødñ`þ�ùDö�÷ÿ iA(a⊗b) ∈

R(A⊗̂B)
ÿOñ����Tñ=õhø[ÿ

a⊗b ∈ R(A⊗̂B) �%� ��õ�ø=úüû��Dö�ø�ñ����Tñ a ∈ Rt(A)
ÿ�&0��û[ö��Oû

Rt(I) ⊂ I∩Rt(A) � û+ý�þ�ù��3ûOó�ñ����tñ
Rt

ø��Tñ�õ�ø37æû[ø � @ ◦2 ��� ù$& ��û[ñÁò�øÁøE��ù$& ñ����Tñ
qI(R

t(A)) ⊂ Rt(A/I) � � ûxñ
a ∈ Rt(A) ��� ��û[ö a⊗b ∈ R(A⊗̂B)�gùDþrû������

B ∈ (BA) � � ûxñ
f : A⊗̂B → (A/I)⊗̂B �û�ñ���û�û[ý�õ�úüùDþ`ý���õhø`ú/ó�û�7�ö�û[ó Mô

f(x⊗y) =

(x+ I)⊗y �gùDþrû��3ûxþ`ô x ∈ A ÿ y ∈ B ��� ��û[ö
f(a⊗b) ∈ R((A/I)⊗̂B), (a+ I)⊗b ∈ R((A/I)⊗̂B),

&0��û[ö��Oû
a+ I ∈ Rt(A/I),

�Dö�ó%ñ���ûxþ�û��cùDþ�û
Rt

ø��Tñ�õ�ø37æû[ø � � ◦ ���
� ��û?ý�þ�ùDý�ûxþ`ñ¼ô � 6 ◦ � õhø=û��õhó�û[öMñ �Dö�ó &9ûU�����3û?ñ�ù�ý�þ�ù$�3û � B ◦ ��� � û[ö�ùDñ�û Rt(A)

Mô
J
�gùDþT�þ�û��õ�ñ¼ô �� ûxñOÿ �DøÁõhö � û[úüú�� 6 � 6�ÿ U �û�ñ���û�����ù(ø`òþ�ûlù��

iA(J⊗̂B)
õhö
A⊗̂B �Tö�ó

τJ
ñ���û�û[ý�õ�úüùDþ`ý���õhø`ú

ù��
(A/J)⊗̂B ùDöMñ�ù

(A⊗̂B)/U � ðMõhö��Oû iA(J⊗̂B)
õhø �Tö¯õhó�û$�%��ù��

A⊗̂B � � ûOúuú�� 6 � 6 � �Dö�ó R õ�ø
õhó�û$�%����ô°ødñ`þ�ù(ö�÷�ÿ�ñ���û�õhó�û$�%�

U
õ�ø
R
�}þ��Dó�õ������ � � ø`õ�ö�÷ �?ùDþ�ù������tþ`ô:B ���<� õhõ � ÿ<&9û�÷Dû[ñ�ñ����Tñ

R((A⊗̂B)/U) = qU (R(A⊗̂B)). � 6 � B �
�æòþ`ñ���û[þ�úuùDþ�û(ÿ�õsñ0�gù��	�hù$&rø"�cþ�ù(ú � 	 ◦ � � ñ����Tñ"��ù��hó�ø0�cùDþ R � ñ����Tñ

τJ (R((A/J)⊗̂B)) ⊂ R((A⊗̂B)/U). � 6 � 6 �
� ��ûxþ�û��gùDþ�ûDÿ�õ�ñ0�cù�����ù$&rø0� þ�ù(ú � 6 � B � �Dö�ó � 6 � 6 � ñ����Tñ

τJ(R((A/J)⊗̂B)) ⊂ qU (R(A⊗̂B)).
� û[ñ�ö�ù$&

a+ J ∈ Rt(A/J) ��� ��û[ö (a+ J)⊗b ⊂ R((A/J)⊗̂B)
ÿ<&0��ûOö��[û

τJ ((a+ J)⊗b) ∈ qU (R(A⊗̂B)),
�Dö�ó

a⊗b + U ∈ qU (R(A⊗̂B)) � ðMõhö��[û U ⊂ R(A⊗̂B)
ÿ)&9û*�Où(ö����hò�ó�ûüñ����Tñ

a⊗b ∈ R(A⊗̂B) �� ûOö��[û
a ∈ Rt(A) = J

�Dö�ó
a+ J = 0 ��� ��õhø�øE��ù$&rø�ñ����tñ � B ◦ � ��ù��hó�ø0�cùDþ Rt �

� õ�õhõ � ðMòý�ý�ù(ø`û�ö�ù$& ñ����Tñ
R
õ�ø6ødñ`þ�õ��xñ���ô ��û[þ�û[ó�õ�ñ��Tþ`ô �Tö�ó;���	�?ñ�û[ö�ø`ùDþ6ý��Tñ���ù��hù(÷Dõ�����������÷(û��þ��Tø

�Tþ�û
R
�}þ��Dó�õ������ �  û6ö�û[ûOó"ù(ö���ô&ý�þ�ù$�3û6ñ���û�ý�þ�ùDý�ûxþ`ñ¼ô � � ◦ � � &0��õ����"õhúuý��hõ�ûOø � � ◦ � �Dö�ó � @ ◦1 �E��� � û[ñ

�D÷2�Dõ�ö
I
�û1�:����ù(ø`û[ó�õ�ó�û�����ù��"� ���Dö����,� ����÷(û��þ��

A � ��õ=6
B ∈ (BA)

�Dö�ó�ó�û[ö�ùDñ�û*Mô
K
ñ���û

�3û[þ�ö�û���ù���ñ���û>��ù(úüù(úuùDþ`ý���õ�ø`ú
iA : I⊗̂B → A⊗̂B �Dö�ó Mô

h
ñ���û�õhö�ó�ò��Oû[ó ��ù(úüù(úüùTþ`ý���õ�ø`ú/ù��

(I⊗̂B)/K
ñ�ù
A⊗̂B �  ùDñ�ûrñ����tñ iA = hqK �9- ñ õhø9õ�úuý�ùDþ`ñ��Dö3ñ9ñ����Tñ h õ�ø9õhö%4dû��[ñ�õ=�3û��Dö�ó�õsñ�ø9õhú*�D÷(ûõhø/�Tö&õ�ó�û$���où��
A⊗̂B �� û[ñ�ö�ù$&

a ∈ I∩Rt(A) �%� ��ûOö�ÿ��cùDþ�û����,� b ∈ B ÿTñ���û9û��hû[úüûOö3ñ iA(a⊗b) �û���ù(ö�÷(ø�ñ�ù R(A⊗̂B)

� ��ûxþ�û &9û5�[ù(ö�ø`õhó�ûxþ a⊗b �Tø/�Dö&û��hû[úüû[ö3ñrù�� I⊗̂B ��� ðMõhö��[û R õhørødñ`þ�õ	�[ñ��sô ��û[þ�û[ó�õ�ñ��Tþ`ô(ÿ
h(R((I⊗̂B)/K)) = iA(I⊗̂B) ∩R(A⊗̂B),



TOPOLOGICAL RADICALS
� P�Q

&0��û[ö��Oû
iA(a⊗b) ∈ h(R((I⊗̂B)/K)).

ð�õ�ö��Oû�ñ���û ����÷(û��þ��
K
õ�ø�ñ�û[ö�ø`ùTþ�ýK�tñ���ù��hù(÷(õ	�$�%�}ÿ�õ�ñrõ�ø

R
�}þ��Dó�õ������ �Dö�ó�ÿ��ô �?ùDþ�ù������Tþ`ô:B � ��� õhõ � ÿ

R((I⊗̂B)/K) = qK(R(I⊗̂B)).

� ��ò�ø
iA(a⊗b) ∈ h(qK(R(I⊗̂B))) = iA(R(I⊗̂B)),

&0��û[ö��Oû
a⊗b− F ∈ ker iA

�gùDþ�ø`ù(úüû
F ∈ R(I⊗̂B) � ðMõhö��Oû ker iA = K

õ�ø
R
�}þ��Dó�õ������}ÿ�õ�ñÁõ�ø5�OùDöMñ��Tõhö�ûOó�õ�ö

R(I⊗̂B)
ÿoñ����Tñ

÷(õ	�3û[ø
a⊗b ∈ R(I⊗̂B).

� ��ûxþ�û��gùDþ�û a ∈ Rt(I) �  û+ý�þ�ù$�3û[ó�ñ���û�õhö�����ò�ø`õhù(ö I ∩Rt(A) ⊂ Rt(I) ��� ��û �OùDö(�(û[þ�ø`û�õhö����hò�ø`õhùDö&��Dørû[ødñ��%��hõ�øE��û[ó:� þ�ù(ú � @ ◦2 ���
��å��å�� £x·�[©T«U.H«¡©�.�£�«x¨�¥]£x�©d¬+¨�¸£ � §3¦¡©3½�[©T· «�§3¤T¥]¦�§D´ 	  û ��ö�ù�&�ñ����Tñ ñ���û �2���[ù��ø`ù(ö�þ��Dó�õ������

RadõhøXødñ`þ�õ��xñ���ôN��ûxþ�ûOó�õsñ��Tþ`ô � ø`û[û �?ùDþ�ù��	���Tþ`ô*B � �$@ ��� � òñ�ñ���û�þ�û[ø`ò���ñXù�� � ��û[ùDþ�û[ú 6 � � ���Dö�ö�ùTñ �û�õ�úüúüû��ó�õ��Tñ�û���ô9�Tý�ý��hõhû[ó ñ�ù
R = Rad

�û��$�Tò�ø`û &9û�ó�ù�ö�ùDñ ��ö�ù�& õ���ñ���û�ñ�û[ö�ø`ùDþ+ý��Tñ���ù��hù(÷Dõ������!���h÷(û��þ��Dø
�Tþ�ûüþ��Dó�õ������ � � ��ûüý�þ�ù�ù�� ù��9ñ���û��-���[ñ�ñ����Tñ Radt

õhø �Dö � �'� &rõ	�����û*7�ö�õhøE��ûOó Mô�úüû��Dö�ø�ù��"�
ñ�û�����ö�õ� Mò�û�þ�û����tñ�ûOó°ñ�ùuñ���û�ö�ùDñ�õ�ù(ö&ù���� ©T¥g·�¨ � )æ§T¡¥c·�¥�´ .�©D¨;£x·H¦¡£ �

� ��û�úüù(ødñÁõhö3ñ�ûxþ�ûOødñ�õ�ö�÷9�Dö�ó�õ�úuý�ùDþ`ñ��Dö3ñÁý�þ�ù���hû[ú õhøÁù(ö�û�ù���ñ���û��Où(õ�ö��Oõ�ó�û[ö��Oû�ù��
Radt

�Dö�ó
Rad � - öuñ���û
�gùTþ�ú �¼õ�ø�ñ���û9ý�þ�ù�4Rû��xñ�õ	�(û9ñ�û[ö�ø`ùDþ�ý�þ�ùMó�ò��xñXù��K�+þ��Tó�õ	�$�%�.�"�Dö��������%�h÷(û��þ��

A
�Dö�ó��tþEæõ=�

ñ`þ��Tþ`ô �"�Dö������N�%�h÷(û��þ��
B
þ��Dó�õ������+3 ��õ�ñ=õhö � ���xñ=÷Dù�ûOø����� ��ñ�ù ?/� C]ÿ$&0��ûxþ�û�ñ���û ���Dø`û?ù��<�Où(úuú�òñ��Tñ�õ	�3û

B
&��Tø�ø`ù��	�3û[ó � � û[õhö�÷�ò�ö��%��hû9ñ�ù+ø`ù��	�(û õ�ñ�õhöN�cò��	�÷(û[ö�ûxþ�����õ�ñ¼ô(ÿ%&9û��[ù(ö�ø`õhó�ûxþXõsñ�ø�ý��Tþ`ñ�õ	�Oò����Tþ �Tødý�û��xñ�ø �
� û[ñ+ò�ø �$���	�!� �"�Dö������ ���h÷(û��þ��

A
¨;£�·�[©T«6«�§3¤T¥]¦�§D´ õ	�

A = Radt(A)
ñ����Tñ�õhø+õ��

A⊗̂B õhø�ñ���û
�2���Où%æø`ùDö�þ��Tó�õ	�$�%�U�gùDþ8�TþE�õ�ñ`þ��Tþ`ô �"�Tö��%�,� ���h÷(û��þ��

B
�
A
õ�øN�����	�hû[ó ¨;£x·�[©T« .�£x«�¬x£¡¦[¨ õ	�

A⊗̂B õ�ø
þ��Dó�õ������}ÿ��gùDþ/�Dö3ô°þ��Dó�õ������ �"�Dö������:���h÷(û��þ��

B �
- ö8&0���Tñ��gù��	�hù$&rø�õ�ñXõhø��OùDö(�(ûOö�õhû[ö3ñXñ�ù�ó�û$���<&rõsñ��2�â÷(û[ö�û[þ��%�hõ�#[û[óüø`ò<æø`ûxñ�ø2�3ù�� ��ö�ùDþ�úüû[ó����h÷Dû��þ�� �
� û[ñ

G
�û5�Dö:�TþE�õ�ñ`þ��Tþ`ô°ø`û[ñOÿ

M = (aα)α∈Λ
�Dö�ó

N = (bβ)β∈Ω
�-�Dúüõ	�hõhû[ørù��=û��hû[úüûOö3ñ�ø�ù��

G � û>&�þ�õsñ�û
M ⊂ N

õ	�=ñ���û[þ�û�û�6�õhødñ�ø/�Dö&ù(ö�û��}ñ�ù��]ùDö�û�ú��Tý
ϕ
�cþ�ù(ú

Λ
õhö

Ω
ø`ò����&ñ����Tñ

bϕ(α) = aα�gùDþ�û��3ûxþ`ô
α ∈ Λ

ÿ �Dö�ó
M ' N

õ��
M ⊂ N

�Dö�ó
N ⊂ M � � ��û%þ�û����Tñ�õ�ù(ö ' õhø*���hû��Tþ���ô;�Dö

û$ Mò�õ=������ûOö��[û°þ�û����Tñ�õhùDö#ù(ö#ñ���û%ø`ûxñ�ù������	�"�-�Dúüõ���õhû[ø�ù��+û��hû[úüû[öMñ�øuù��
G �  û �$�%���9ñ���û �����Dø`ø`û[øüù��û$ Mò�õ=������ûOö��[û �ô ( £x·H£x«�§D´â¥ µV£¡¤� )�½xx£[¨� ù��

G � �æùDþ*�þ�û��õsñ¼ô;&9û%ø`ù(úüûxñ�õhúüû[øló�ù�ö�ùDñ�ó�õhødñ�õhö�÷(ò�õ�øE�
�ûxñ'&9û[ûOö:�u÷(û[ö�û[þ��%�hõ�#[û[ó&ø`ò<�ø`ûxñ��Dö�ó&õsñ�ø0�TþE�õ�ñ`þ��Tþ`ô°þ�ûxý�þ�ûOø`û[ö3ñ��Tñ�õ	�(û �
- ñ�õ�ø�ò�ø`û��gò���ñ�ù�õ�ö3ñ�û[þ`ý�þ�ûxñX÷(û[ö�û[þ��%�hõ�#[û[ó6ø`ò��ø`ûxñ�ø�ù�� G �Dø!�gù��	�hù$&rø � - � M õ�ø���÷(û[ö�ûxþ�����õ�#[ûOó6ø`ò��ø`ûxñ

ù��
G

&rõ�ñ�� ��þ�û[ý�þ�û[ø`ûOö3ñ��Tñ�õ=�3û
(aα)α∈Λ

ñ���û[ö"ù(ö�û �$�Dö ����û$�Tþ��sô¯õhó�û[ö3ñ�õ��cô
M

&rõ�ñ��¯ñ���û�ø`û[ñ
M ] ù�������Xý��Dõsþ�ø

(a, t)
ÿ)&0��û[þ�û

a ∈ A
�Dö�ó

t = card{α ∈ Λ : aα = a} > 0 � �?ù(ö�ø`õ�ó�ûxþ�õhö�÷ ������ø`ò��,�
ýK�Tõ�þ�ø

(a, t)
�gùTþ

t > 0
ÿ &9û*���hø`ù%õ�ó�û[ö3ñ�õ�� ô

M
&rõ�ñ��"ñ���û8���Tþ�ó�õhö����	� ������ò�û[ó �cò�ö��xñ�õhùDö κM : a 7→ tó�û�7�ö�ûOó�ùDö

G �  û��$�%��� κM ñ���û ¬ )·�¦x¨�¥]©T·�§D´�«�£'.H«�£�[£x·æ¨;§D¨�¥}©T· ù��
M ��- ñ�õhø5����û$�tþÁñ����Tñ�ùDö�û����Döþ�ûO÷2�tþ�ó�ò�ø`ò��%��ø`ò<�ø`ûxñ�øN�DøÁ÷DûOö�ûxþ����hõ	#Oû[ó�ù(ö�û[ø2"�ñ���û[õ�þ �gò�ö��[ñ�õ�ù(ö�����þ�ûxý�þ�ûOø`û[ö3ñ��Tñ�õhù(ö�ø �[ù(õhö��[õhó�û*&rõ�ñ��

ñ���û[õ�þrõ�ö�ó�õ	�$�tñ�ùDþ�ø ��� ��õ�ø 4Rò�ødñ�õ=7�ûOø ñ���û+ñ�û[þ�ú � ÷(û[ö�ûxþ�����õ�#[ûOó&ø`ò<�ø`ûxñ � �



� P,O
V. S. SHULMAN AND YU. V. TUROVSKII

- öÁñ�û[þ�úuø�ù���ñ���û
�gò�ö��xñ�õhù(ö����Mþ�ûxý�þ�ûOø`û[ö3ñ��Tñ�õhùDö�ø�ñ���û9õ�ö�����ò�ø`õ�ù(ö M ⊂ N �cùDþ�÷(ûOö�ûxþ����hõ	#Oû[ó�ø`ò<�ø`û[ñ�ø
ù��
G
ñ�ò�þ�ö�ø�õ�öMñ�ùuñ���û�õ�ö�û$ Mò�����õ�ñ¼ô

κM (a) 6 κN (a)�gùDþ�û��3ûxþ`ô
a ∈ G ��- ñ�õhø��[ù(ö2�3ûOö�õ�ûOö3ñ ñ�ùuó�û�7�ö�û�ñ���û )·�¥]©T· M ∪N �Dö�ó�ñ���û ¥g·æ¨;£�«�[£¡¦[¨�¥}©T·

M ∩N�õ��6ñ���û[õ�þ0�cò�ö��xñ�õhù(ö�����þ�û[ý�þ�û[ø`ûOö3ñ��Tñ�õ�ù(ö�ø/�Dø"�gù��	�hù$&rø2"
κM∪N (a) = max{κM (a),κN(a)}�Dö�ó
κM∩N (a) = min{κM (a),κN(a)}�gùDþuû��3ûxþ`ô

a ∈ G ��� ��û�ò�ö�õhù(ö �Dö�ó�õ�öMñ�ûxþ�ø`û��[ñ�õ�ù(ö�ù��/� �Où��	�hû��[ñ�õ�ù(ö�ù��r÷(û[ö�ûxþ�����õ�#[ûOó�ø`ò<�ø`ûxñ�ø��tþ�û
ó�û�7�ö�ûOó%ø`õhúuõ����tþ���ô � ù$& �hûxñ

A
�û���ö�ùDþ�úüû[ó8����÷(û��þ��ÿ%�Dö�óN��û[ñ

M,N
�û9÷(û[ö�û[þ��%�hõ�#[û[ó�ø`ò<æø`ûxñ�ø�ù��

A � � û[ñ (aα)α∈Λ�Dö�ó
(bβ)β∈Ω

�û þ�û[ý�þ�û[ø`ûOö3ñ��Tñ�õ=�3û[ø�ù��
M

�Dö�ó
N
ÿ?þ�ûOødý�û��[ñ�õ=�3û��sô �
� ��ûOö &9û"ó�û�7�ö�û

MN
�Dø �

÷(ûOö�ûxþ����hõ	#Oû[ó%ø`ò<æø`ûxñ�ù��
A
&rõ�ñ���ñ���û�þ�û[ý�þ�û[ø`ûOö3ñ��Tñ�õ=�3û

(aαbβ)(α,β)∈Λ×Ω �  ùDñ�û+ñ����tñ
κMN (a) =

∑

(b,c)∈A×A, bc=a
κM (b)κN (c)

�gùDþrû��3ûxþ`ô
a ∈ A �

� õ=�3ûOö:�u÷(û[ö�ûxþ�����õ�#[ûOó%ø`ò<�ø`û[ñ
M

ù��
A
ÿ�ø`ûxñ

‖M‖1 =
∑

α∈Λ

‖aα‖ � 6 � � �
� ñ���û+ø`ò�ú õhø
�$���	�Oò����Tñ�ûOó �Dø

sup∆⊂Λ

∑
α∈∆ ‖aα‖

ÿ�&0��ûxþ�û
∆
þ�ò�ö�ø9ù$�3ûxþ0���	�K7�ö�õsñ�û�ø`ò��ø`ûxñ�ø ù��

Λ ����U�hû��Tþ���ô ‖M‖1 ó�ùMûOøÁö�ùDñ�ó�û[ý�û[ö�ó�ùDö�ñ���û1����ù(õ��[ûlù��"�%þ�û[ý�þ�û[ø`ûOö3ñ��Tñ�õ=�3ûlù�� M ��- � ‖M‖1 < ∞ ÿ&9û6ø��Oô¯ñ����Tñ
M

õ�ø  )<+N+l§3½[´�£ �  ùTñ�û�ñ����Tñ�õ�� M õ�ø�ø`ò�úüú��D���û6ñ���û[ö ñ���û6ø`ûxñ
M ] õhø � 7�ö�õsñ�û6ùDþ ��Où(ò�ö3ñ��%��hûDÿ κM (a) <∞ �gùTþrû��3ûxþ`ô

a ∈ A �Tö�ó
‖M‖1 =

∑

a∈A
κM (a)‖a‖. � 6 � @ �

��òþ`ñ���ûxþ�úüùDþ�ûDÿ�����û$�tþ���ô
‖MN‖1 6 ‖M‖1‖N‖1,&0��û[ö��OûDÿ�ø`ûxñ`ñ�õhö�÷

Mn = MM · · ·M � n ñ�õhúüû[ø � ÿ
‖Mn+m‖1 6 ‖Mn‖1‖Mm‖1 � 6 � � ��gùDþrû��3ûxþ`ô

n,m ∈ N ��- ñ/�gù����hù�&rø/� þ�ù(ú � 6 � � � ñ����TñOÿ��gùDþrû��3ûxþ`ô�ø`ò�úüú��D���ûÁ÷(ûOö�ûxþ����hõ	#Oû[ó&ø`ò<�ø`û[ñ Mù��
A
ÿñ���ûxþ�û�û�6õhødñ�ø0�8�hõ�úüõ�ñ

ρ1(M) = lim(‖Mn‖1)1/n = inf(‖Mn‖1)1/n. � 6 � 	 �
 ùDñ�û�ñ����Tñ

(Mm)n = Mmn �cùDþrû��(û[þ`ô
n,m ∈ N ÿ�&0��û[ö��[û

ρ1(Mm)1/m = (lim
n

(‖(Mm)n‖1)1/n)1/m = lim
n

(‖Mmn‖1)1/nm = ρ1(M). � 6 ���2�
- � f õhø"�uú*�Tý:� þ�ù(ú

A
õhö3ñ�ù*�6ö�ùDþ�úüû[ó:����÷(û��þ��

B
ÿ
fM

ó�û[ö�ùDñ�ûOø9ñ���û�÷(ûOö�ûxþ����hõ	#Oû[ó�ø`ò<�ø`û[ñ�ù��
B

&rõ�ñ�� ñ���û6þ�ûxý�þ�ûOø`û[ö3ñ��Tñ�õ	�3û
(faα)α∈Λ

��õ�ö"ý��Tþ`ñ�õ��[ò����TþOÿ�õ	�
I
õ�ø5� ���hù(ø`û[ó"õhó�û$�%��ù��

A
ñ���û[ö

M/Ió�û[ö�ùDñ�û[ø ñ���û�÷(û[ö�û[þ�����õ�#[ûOó%ø`ò<�ø`û[ñrù��
A/I

&rõsñ��%ñ���û�þ�û[ý�þ�û[ø`ûOö3ñ��Tñ�õ=�3û
(aα + I)α∈Λ �  ùDñ�û+ñ����tñ

κfM (b) =
∑

a∈A, fa=b

κM (a)
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�gùDþrû��3ûxþ`ô
b ∈ B ��- � f õhø0�N�ù(ò�ö�ó�û[ó:��ù(úüùDúüùDþ`ý���õhø`ú ñ���ûOö
ρ1(fM) = lim(‖(fM)n‖1)1/n 6 lim ‖f‖1/n (‖Mn‖1)1/n 6 ρ1(M). � 6 ��02�

ðMõhö��[û"&9û/�OùDö�ø`õ�ó�û[þU��û[þ�ûrò�ø`ò����æø`ò<æø`ûxñ�ø?ù��
A
�Dø�÷(û[ö�ûxþ�����õ�#[ûOó�ù(ö�û[ø[ÿ2&9û�ú��Oô8�$�%���[ò����Tñ�û

ρ1
�cùDþ

ñ���û[ú � õ	��ñ���û[ô �Tþ�û�ø`ò�úuú��%��hû ��� � ���OùDò�þ�ø`û�õhö°ñ���ûOø`û �������[ò����Tñ�õ�ù(ö�ø ñ���û+ý�ù$&9ûxþrù��T�uø`ò<�ø`ûxñrú�ò�ødñ�û�ò�ö�ó�ûxþ�ødñ�ù�ù�ó%õ�ö%ñ���û5�%�ù$�3û�ø`û[ö�ø`û � ñ����tñrõ�ø[ÿ�&9û�ú�ò���ñ�õsý���ô�ø`ò��ø`ûxñ�ø/�Dør÷(û[ö�û[þ��%�hõ�#[û[ó&ø`ò<�ø`ûxñ�ø ���� ö�ùDþ�úüû[ó ���h÷Dû��þ��
A
õ�ø ��������ûOó

1
» �4)�§T¡¥c·�¥�´ .�©D¨;£x·æ¨ õ	�

ρ1(M) = 0
�gùDþ%û��3ûxþ`ô�ø`ò�úüú*�%��hû

ø`ò��ø`ûxñ
M

ù��
A ��$ ò���ñ�õsý���ôõ�ö�÷�û��hû[úüû[ö3ñ�ø�ù�� �°ø`ò�úüú��%��hûu÷(û[ö�û[þ��%�hõ�#[û[ó'ø`ò<�ø`û[ñ M ù��

A
Mô ó�õ����

�gûxþ�ûOö3ñ6ö�ò�ú �ûxþ�øuù��rúüù�ó�ò��hò�ø
1
ÿ�õsñuõhøuû��Dødô�ñ�ù¯ý�ùDõhö3ñuù(òñ*�"ø`ò�úüú*�%��hû%ø`ò<�ø`ûxñ

N
ù��
A
ø`ò����

ñ����tñ ‖Mn‖1 = ‖Nn‖1
�gùTþlû��3ûxþ`ô

n ∈ N ÿ�õ�ö�ý��Tþ`ñ�õ	�Oò����Tþ ρ1(M) = ρ1(N) � ðMù�ÿ�õ�� A õhø
1
�

 Mò��Dø`õhö�õ��sý�ùDñ�ûOö3ñ�ñ���û[ö
ρ1(M) = 0

�cùDþrû��3û[þ`ô°ø`ò�úüú��D���û,( £x·�£�«¡§D´â¥hµV£¡¤ ø`ò<�ø`û[ñ
M

ù��
A �

�����	��
��� � ��� ��� ©T«6§ �+§T·�§3¦�¸¯§D´ ( £V½�«�§
A
¨�¸£�¬[©D´c´�©T²�¥g· ( ¦¡©T·H¤T¥�¨�¥]©T·��§T«�£6£ � )¥ *D§D´�£x·�¨ 	

(i) A
¥c�¨;£�·�[©T«�«�§3¤T¥]¦�§D´ 	

(ii) A
¥g

1
» �4)�§T¡¥g·�¥g´ .æ©D¨;£�·æ¨ 	

(iii) A⊗̂B ¥c
1
» � )æ§T¡¥c·�¥�´ .�©D¨;£x·�¨ � ¬x©T«6§T·�¾ ��§T·H§3¦x¸¯§D´ ( £O½x«�§ B 	

ª9«�©t©d¬ 	 � ��û�õ�úuý��hõ����Tñ�õ�ù(ö � õhõ�õ � ⇒ � õ � õhørû��õ�ó�û[ö3ñ �
� õ�õ � ⇒ � õ � � ûxñ

T =
∑
ak⊗bk ∈ A⊗̂B �  ûrú��Oôüø`òý�ý�ù(ø`û�ñ����tñ ‖bk‖ = 1

�Dö�ó ∑ ‖ak‖ <∞ �
� ��ò�ø�ñ���û�÷(û[ö�û[þ��%�hõ�#[û[ólø`ò<�ø`û[ñ M &rõsñ���ñ���ûrþ�ûxý�þ�ûOø`û[ö3ñ��Tñ�õ	�3û {ak : k = 1, . . . } õhø?ø`ò�úüú*�%��hû � �9ôù(òþ/�Dø`ø`ò�úuý�ñ�õhù(ö�ÿ

ρ1(M) = 0 �  ù$& &9û5�����(û
‖Tn‖ = ‖

∑
ak1

. . . akn⊗bk1
. . . bkn‖ 6

∑
‖ak1

. . . akn‖ = ‖Mn‖1 � 6 � ��� �
�Dö�ó9�%���[ùDþ�ó�õhö�÷��sô

ρ(T ) 6 ρ1(M) = 0 �
� õ � ⇒ � õhõ � � ûxñ

G = S1(W )
�û&ñ���û:�cþ�û[û¯ò�ö�õsñ����rø`ûOúuõh÷Dþ�ù(òý &rõ�ñ�� � �[ù(ò�ö3ñ��%��hû¯ø`ûxñ

W =

{wk}k>1
ù��=÷DûOö�ûxþ��Tñ�ùDþ�ø ��� ���Tñrõhø[ÿ G = ∪m>0Wm

ÿ�&0��ûxþ�û
W0 = 1

ÿ�ñ���û�ó�õsþ�û��xñ�ý�þ�ù�ó�ò��[ñ
Wm = W ×W × · · · ×W

õhø�ñ���û�ø`ûxñ6ù�� � &9ùDþ�ó�ø2�
wk1

wk2
. . . wkm

ù��"�hû[ö�÷Dñ��
m
ÿ �Tö�ó�ñ���û°ú�ò���ñ�õ�ý���õ����Tñ�õhù(ö�õ�ø8�hû�6õ	�$��� � � û[ñ

B = l1(G)
�û�ñ���û/�[ùDþ`þ�û[ødý�ù(ö�ó�õ�ö�÷�ø`û[úüõ�÷Dþ�ù(òý ���h÷(û��þ�� �  ûrøE��ù$&�ñ����Tñ�õ�� A⊗̂B õhøXþ��Dó�õ�������ñ���ûOö

A
õ�ø

1
�  3ò��Tø`õhö�õ��sý�ùTñ�ûOö3ñ �

- ö�ó�ûOû[ó�ÿT�gùDþN�Dö3ô�ø`ò�úüú*�%��hû � ÷(ûOö�ûxþ����hõ	#Oû[ó � ø`ò��ø`ûxñ M ù��
A

&rõsñ�� �¯þ�ûxý�þ�ûOø`û[ö3ñ��Tñ�õ	�(û {ak :

k = 1, 2, . . .} ÿ<&9û�ó�û�7�ö�û�ñ���û�û���ûOúüû[ö3ñ TM ∈ A⊗̂B Mô
TM =

∑
ak⊗wk. � 6 � � � �

� ��û[ö
TnM =

∑
ak1

. . . akn⊗wk1
. . . wkn .

ð�õ�ö��Oû
A⊗̂l1(G)

õ�ø�õhø`ù(úüûxñ`þ�õ������	��ô�õhø`ù(úuùDþ`ý���õ	�:��õ��"ñ���û&ú��Tý
π : (a⊗f)(g) → f(g)a

ñ�ù"ñ���û
�"�Dö������9�%�h÷(û��þ��

l1(G,A)
ù��!���	��ø`ò�úüú*�%��hû

A
� ������ò�ûOó �gò�ö��xñ�õhù(ö�ø�ù(ö

G
ÿ�ù(ö�û>���Dø

‖TnM‖ =
∑
‖ak1

. . . akn‖ = ‖Mn‖1. � 6 � � B �
- ñ0�cù�����ù$&rø�ñ����Tñ

ρ(TM ) = ρ1(M) � 6 � � 6 �
�Dö�ó

ρ1(M) = 0 �
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� õ � ⇒ � õhõ�õ � ðMõhö��[û A õhø?ñ�û[ö�ø`ùTþ þ��Tó�õ	�$�%�}ÿMñ���û>����÷(û��þ��
(A⊗̂B)⊗̂C = A⊗̂(B⊗̂C)

õhø?þ��Dó�õ������}ÿ��gùDþ
�Dö3ô

B
�Dö�ó

C � � ûOö��[û A⊗̂B õhø�ñ�ûOö�ø`ùDþ�þ��Dó�õ������ � � ý�ý��sôõhö�÷üñ�ù A⊗̂B ñ���û�õ�úuý��hõ	�$�Tñ�õ�ù(ö � õ � ⇒ � õ�õ � ÿ&9û�ø`û[û�ñ����Tñ
A⊗̂B õhø

1
�  Mò��Dø`õhö�õ	��ý�ùDñ�û[öMñ �

� ��
������ ��
�� � ��� � � �+§T·�§3¦�¸"§D´ ( £V½�«�§
A
¥gÁ¨;£x·�x©T«�«�§3¤T¥]¦¡§D´ �

= 1
» �4)�§T¡¥g·�¥�´ .�©D¨;£x·æ¨ �°¥ ¬6§T·�¤&©T·�´P¾

¥ ¬
A⊗̂l1(G)

¥g «�§3¤T¥]¦¡§D´ � ²�¸£�«¡£ G ¥gr§�¬¡«�£¡£�)·�¥�¨;§D´�[£,+u¥ ( «�©&)D.%²�¥g¨�¸l¦¡©&)�·æ¨;§3½x´h£r[£[¨�©d¬ ( £�·�£x«�§D¨;©T«�
	
ª9«�©t©d¬ 	 � � ö��sô%õ	� ��õhø�û��õ�ó�ûOö3ñOÿ��¼õ	� �>�cù�����ù$&rø0� þ�ù(ú � 6 � � 6 ���

� �Mò�ø+ñ���ûÁý�þ�ù���hû[ú ù��
1
�  Mò��Dø`õhö�õ��sý�ùDñ�ûOö��[û6ù�� ������þ��Dó�õ	�$�����"�Tö��%�,� �%�h÷(û��þ��Dø+þ�ûOó�ò��Oû[ø+ñ�ù�ñ���û

ý�þ�ù%���ûOú ù���ñ�ûOö�ø`ùDþ�ý�ûxþ��gû��[ñ�ö�û[ø`ø"�gùDþ/�uø`õ�ö�÷��hû ����÷(û��þ���ÿæö��Dúuû��sô �gùDþ
l1(G) � ù$& &9û>�����tþ����[ñ�ûxþ�õ�#[û

Radt(A)
õhö�ñ�ûxþ�úüørù��

ρ1 ������	��
��� � ��� �
� £x¨
A ∈ (BA)

	 � ©T«
a ∈ A ¨�¸£�¬[©D´c´�©T²�¥g· ( ¦¡©T·H¤T¥�¨�¥]©T·��§T«�£6£ � )¥ *D§D´�£x·�¨ 	

(i) a ∈ Radt(A)
	

(ii) ρ1(aM) = 0 � ¬[©T«�§T·�¾� )�+8+l§3½x´�£Á )�½x[£x¨ M ©d¬
A

	

(iii) a⊗̂1 ∈ Rad(A⊗̂l1(G)) � ²�¸£�«¡£ G = S1(W )
¥g?¨�¸£�¬¡«�£¡£ )�·�¥�¨;§D´M[£�+6¥ ( «¡©&)$.l²�¥�¨�¸6¦¡©&)�·æ¨;§3½[´�£

[£[¨
W

©d¬ ( £�·�£x«�§D¨;©T«�
	
ª9«�©t©d¬ 	 � õhõ � ⇒ � õ � � û[ñ

B ∈ (BA)
ÿ(�Dö�ó���û[ñ

T =
∑
ai⊗bi ∈ A⊗̂B

&rõ�ñ�� ‖bi‖ = 1
�Dö�ó ∑ ‖ai‖ <

∞ ��� ��û[ö
(a⊗b)T =

∑
aai⊗bbi�gùDþ/�TþE�õsñ`þ��Tþ`ô

b ∈ B � $ ò��sñ�õ�ý���ô�õhö�÷*Mô%öMò�ú �û[þ�ørù��=úüùMó�ò���ò�ø 1
ÿ�ù(ö�û5���Dö9�Dø`ø`ò�úüû�ñ����Tñ

ai 6= ajõ��
i 6= j

� � ûxñ
M

�û1�&ø`ò��ø`ûxñ�ù��
A

�Où(ö�ø`õ�ødñ�õhö�÷ ù������	�
ai �T� ��ûOö aM ���Dø�ñ���ûüþ�ûxý�þ�ûOø`û[ö3ñ��Tñ�õ	�(û

{aai : i > 1} �Dö�ó
ρ((a⊗b)T ) 6 ‖b‖ρ1(aM)

� ñ���û û[ødñ�õhú��Tñ�û õhøXø`õ�úüõ����TþXñ�ù � 6 � ��� � õ�öüñ���û9ý�þ�ùMù��Hù�� � ��û[ùDþ�û[ú 6 � 	 ��� ðMõhö��[û ρ1(aM) = 0
ÿ
(a⊗b)Tõhø/ Mò��Dø`õhö�õ	��ý�ùDñ�û[öMñ � ðMõhö��[û�ñ���õhø/��ù���ó�ø/�gùDþ��TþE�õsñ`þ��Tþ`ô T ∈ A⊗̂B ÿ a⊗b ∈ Rad(A⊗̂B) �K� ��û[þ�û��gùTþ�û

a ∈ Radt(A) �
� õ � ⇒ � õhõ�õ � õhø�û��õ�ó�ûOö3ñ �
� õ�õhõ � ⇒ � õhõ � � ûxñ

M
�û ��ø`ò�úüú*�%��hû�ø`ò<�ø`ûxñ�ù��

A
&rõ�ñ�� ��þ�ûxý�þ�û[ø`û[öMñ��tñ�õ	�3û {ak : k > 1} ��� ��û[öñ���ûÁû��hû[úüû[öMñ

TaM =
∑

(aak⊗wk)
ù��
A⊗̂l1(G)

õhø� Mò��Dø`õhö�õ��sý�ùDñ�ûOö3ñ/�û����Dò�ø`û
TaM = (a⊗1)TM

� ø`ûOû¯ñ���û"ó�û�7�ö�õ�ñ�õ�ù(ö�ù�� TM õhö � 6 � � � �E��� �9ô � 6 � � 6 � ÿ ρ1(aM) = 0
�Dö�ó�ñ���õ�ø�øE��ù�&rø°ñ����tñ

aø��Tñ�õhø37�û[ø � õhõ ���
�����	��
��� � ����� �

Radt
¥gÁ§�¡¾�+N+l£x¨�«�¥]¦ )�·�¥ ¬x©T«,+ ¨;£x·�[©T« � ��� ©T·

(BA)
	

ª9«�©t©d¬ 	 - ñ"�gù����hù�&rø"� þ�ù(ú � ��û[ùDþ�û[ú 6 � � ñ����tñ ñ�ùuø`û[û�ñ����Tñ Radt
õhø0�Dö � �'� &9û�ö�û[û[ó%ù(ö���ô�ý�þ�ù$�3û

ñ���û�õ�ö�����ò�ø`õ�ù(ö
I ∩ Radt(A) ⊂ Radt(I) � � ��õ�ø�û��Dø`õ��sô �gù��	�hù$&rø � þ�ù(ú � ��ûOùTþ�ûOú 6 �
0��8- ö�ó�ûOû[ó�ÿ=õ	�

a ∈ I ∩Radt(A)
ñ���û[ö

ρ1(aM) = 0
ÿ��gùDþ�û��3ûxþ`ô°ø`ò�úüú��D���û�ø`ò<�ø`ûxñrù��

I
ÿ<�û��$�Tò�ø`û�õsñrõ�ø ñ`þ�ò�û �gùTþ

ø`ò��ø`ûxñ�ørù��
A �

� ��û>� ���xñ�ñ����Tñ Radt
õhø0�6ñ�ûOö�ø`ùDþ�þ��Tó�õ	�$�%� &0��ûOö�û��3ûxþrõ�ñrõhø0�6þ��Dó�õ������ &��Dø�úüûOö3ñ�õ�ù(ö�ûOó �û��cùDþ�û �ðMõhö��[û*� � ���hùDø`ûOó � ø`ò<����h÷Dû��þ���ù��
� 1

�  Mò��Dø`õhö�õ��sý�ùDñ�ûOö3ñ ���h÷Dû��þ���õhø>����û$�tþ���ô
1
�  Mò��Dø`õhö�õ	��ý�ùDñ�û[öMñOÿ

Radt
õhø�ò�ö�õ	�gùDþ�ú � - ñrõ�ø0���hû��Tþ�ñ����Tñ Radt

õ�ørødôúuúüû[ñ`þ�õ	� �
� ��
������ ��
�� � ���	�	�

Radt(A)
¥g¯¨�¸£"´h§T« ( £x�¨u¨;£x·�[©T« «�§3¤T¥]¦�§D´r¥]¤3£¡§D´+©d¬"§ �+§T·�§3¦�¸�§D´ ( £O½x«�§

A
	

��©T«�£¡©&*T£x« � ¥�¨�¥g ¦[´�©T[£¡¤Á§T·�¤Á¦¡©T·æ¨;§T¥c·� §D´c´ �R©T·�£[»]¡¥}¤3£¡¤ � ·�©T·æ»]·�£¡¦¡£�¡[§T«�¥�´â¾�¦[´�©T[£¡¤ � 1
» �4)�§T¡¥g·�¥�´ .�©D¨;£x·æ¨

¥]¤3£¡§D´âÁ©d¬
A
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ª9«�©t©d¬ 	 � ��ûN7�þ�ødñ�ýK�tþ`ñ�õ�ø5� �[ù(ö�ø`û$ Mò�û[ö��Oû6ù�� � ��ûOùTþ�ûOú 6 � ��� �Dö�ó'÷(û[ö�û[þ�����ý�þ�ùTý�ûxþ`ñ�õhû[ø�ù�� � �'�
� � û[úüú�� B � 	 ����� ��û
���Dødñ�ødñ��Tñ�û[úüûOö3ñ!�gù����hù�&rø�õhúüúuûOó�õ��tñ�û��sô �cþ�ùDú.ñ���û�ý��Tþ`ñ � õhõ � ù�� � ��û[ùDþ�û[ú 6 ��0(�

� ø`õ�ö�÷6ñ���û�û�6�ñ�ûOö�ø`õ�ù(ö�ý�þ�ùTý�ûxþ`ñ¼ô�ù���ñ�ùDý�ù��hùD÷(õ�������þ��Tó�õ	�$�%�hø � � ��û[ùDþ�û[ú B ��0�� ÿ�ù(ö�û�ù��ñ��Dõhö�ø
� ��
������ ��
�� � ��� � �
� £[¨

A ∈ (BA) � §T·�¤�´�£[¨ I ½¡£'¥g¨�'¦[´�©T[£¡¤�¥}¤3£¡§D´ 	 �g¬
A/I

§T·�¤
I
§T«¡£

1
»

�4)�§T¡¥g·�¥g´ .æ©D¨;£�·æ¨?¨�¸£x· [©�¥c
A

	
 ù$& &9û>&rõ	����øE��ù�&.ñ����Tñ

ρ1(M)
���Dö �û>�$���	�Oò����Tñ�ûOó%õ�ö%ñ���û ����÷(û��þ��

A/Radt(A)
�gùTþrû��3ûxþ`ô

ø`ò�úuú��%��hû5�-�Dúüõ��sô
M

ù���û���ûOúüû[ö3ñ�ørù��
A �

�����	��
��� � ��� � ��� ©T«ü§T·�¾° )<+N+l§3½[´�£ ( £�·�£x«�§D´â¥ µO£¡¤l )æ½�[£[¨
M

©d¬�£[´�£,+l£x·�¨�u©d¬�§ �+§T·�§3¦�¸ §D´ ( £x»
½x«�§

A �
ρ1(M) = ρ1(M/Radt(A)).

ª9«�©t©d¬ 	 � ûxñ
J = Radt(A)

�Dö�ó
B = l1(G)

ÿK&0��ûxþ�û
G
õ�ø�ñ���ûN� þ�ûOû�ø`ûOúuõh÷Dþ�ù(òý &rõ�ñ�� �[ù(ò�ö3ñ��%��hû

ø`û[ñ�ù���÷(û[ö�ûxþ��Tñ�ùDþ�ø �(� ��ûrõ�ó�û���� iA(J⊗̂B)
ù��
A⊗̂B õhø �[ù(ö3ñ��Dõ�ö�û[ó�õhö

Rad(A⊗̂B)
�Dö�óüñ���ûrø��Dúuû�õ�ø

ñ`þ�ò�ûU�gùDþ�õsñ�ø!����ù(ø`òþ�û
U � � ûxñ E = TM ∈ A⊗̂B

ÿD&0��ûxþ�û
TM

õhø=ó�û�7�ö�ûOó Mô � 6 � � � � ÿ��Dö�ó F = E+Uñ���ûÁõhú��D÷Dû6ù��
E
õ�ö

(A⊗̂B)/U � � ��û[ö ρ(E) = ρ(F )
ø`õ�ö��[û

U ⊂ rad(A⊗̂B) � � ��õhø �Tö�ó � 6 � � 6 �õhúuý���ô
ρ1(M) = ρ(F ) � � ûxñ τJ : (A/J)⊗̂B → (A⊗̂B)/U

�û�ñ���û+ûxý�õhúüùTþ`ý���õ�ø`ú õ�ö3ñ`þ�ù�ó�ò��[û[ó°õhö
� û[úüú�� 6 � 6 ��� ��ûOö ���hû��Tþ���ô F = τJ(TM/J )

ÿ�&0��û[ö��Oû
ρ1(M) = ρ(F ) = ρ(τJ(TM/J)) 6 ρ(TM/J) = ρ1(M/J).

 û�ý�þ�ù��3ûOó�ñ����tñ
ρ1(M) 6 ρ1(M/J) ��� ��û>�Où(ö2�3ûxþ�ø`û�õhö�û� Mò����hõsñ¼ô�õhø�û���õhó�ûOö3ñ �

 ùDñ�û�ñ����Tñ�ñ���û+ñ���ûOùTþ�ûOú � �Dõ	�hø�&0��ûOö �gùDþ�úÁò����Tñ�û[ó �gùTþ�ò�ø`ò��%�oø`ò<�ø`û[ñ�ø�ù��
A
�Dö�ó%ñ���û[õ�þ �¼ò�ø`ò���� �

� ö�ùDö��]÷DûOö�ûxþ����hõ	#Oû[ó � õhú��D÷DûOø�õhö A/Radt(A) �
��å���å�� £x·�[©T«Á«�§3¤T¥]¦�§D´=§T·�¤°¨;£�·�[©T«".�£x«�¬x£¡¦[¨ §D´ ( £V½�«¡§T 	 � òþ+ö�û�6�ñrþ�ûOø`ò��sñ+øE��ù$&rørñ����Tñrñ���û �����Dø`ø�ù��
ñ�ûOö�ø`ùDþ�ý�ûxþ��gû��[ñ0���h÷Dû��þ��Dø�õhørû�6�ñ�û[ö�ø`õhù(ö%ødñ��%��hû �
�����	��
��� � ���  � �g¬¯§�¦[´�©T[£�¤�¥}¤3£¡§D´

J
©d¬¯§ �+§T·�§3¦x¸�§D´ ( £V½�«¡§

A
§T·�¤�¨�¸£*�4)�©D¨�¥]£x·�¨

A/J
§T«�£

¨;£x·�[©T«�.�£�«�¬[£¡¦x¨?¨�¸£�·
A
¥c�¨;£x·�[©T«�.�£�«�¬[£¡¦x¨ 	

ª9«�©t©d¬ 	 � ûxñ
B

�û �¯þ��Dó�õ������ �"�Dö������ ����÷(û��þ�� �Dö�ó
π ∈ irr(A⊗̂B) �  û �����3û°ñ�ù ý�þ�ù$�3û°ñ����Tñ

π = 0 � ðMõ�ö��[û�ñ���û ����÷(û��þ�� J⊗̂B õhøoþ��Dó�õ	�$���2�Dö�ó
iA(J⊗̂B)

õhøoõ�ñ�ø���ù(úüùDúüùDþ`ý���õ���õ�ú��D÷(ûDÿ
iA(J⊗̂B)�Où(ö�ø`õ�ødñ�øXù��  Mò��Dø`õ�ö�õ	��ý�ùDñ�û[ö3ñXû���ûOúüû[ö3ñ�ø � � û[õhö�÷5�Döuõhó�û$�%��ù�� A⊗̂B ÿ(õsñXõhø��[ù(ö3ñ��Dõ�ö�û[óüõ�ö Rad(A⊗̂B) �

� ��ûxþ�û��gùDþ�ûlñ���û ���hù(ø`òþ�û ˜iA(J⊗̂B) ⊂ kerπ � � ��õ�ø*������ù$&røüù(ö�û°ñ�ù"ó�û�7�ö�û:� þ�ûxý�þ�û[ø`û[öMñ��tñ�õhù(ö
π′

ù��
(A⊗̂B)/ ˜iA(J⊗̂B)

&rõsñ���ñ���û�ø��Dúüû'þ��Dö�÷(û �Dø
π � - ñ:�gù��	�hù$&rø:� þ�ù(ú � û[úüú�� 6 � 6�ñ����Tñ%ñ���ûþ�û[ý�þ�û[ø`ûOö3ñ��Tñ�õ�ù(ö

π′′ = π′ ◦ τJ
ù��

(A/J)⊗̂B ���hø`ù ���Tø�ñ���ûrø��Dúüû�õ�ú��D÷(û/�Dø
π ��� ��û[þ�û��gùDþ�û"&9û0�����3ûñ����tñ

π′′ ∈ irr((A/J)⊗̂B) � ðMõhö��[û (A/J)⊗̂B õhø þ��Dó�õ������}ÿ
π′′ = 0

�Dö�ó
π = 0 �

- ö &0���Tñ1�cù�����ù$&rø�&9û9�hõ�ødñ°ø`ù(úüû9�����Tø`ø`ûOølù��+ñ�û[ö�ø`ùTþ�þ��Dó�õ������/�Dö�ó	ñ�û[ö�ø`ùDþlý�ûxþ��gû��[ñ1���h÷Dû��þ��Dø �ðMñ`þ�ùDö�÷Dû[þ/�Dö�ó&úuùDþ�û�÷DûOö�ûxþ�����þ�ûOø`ò���ñ�ø�&rõ��	�)�û�ù��ñ��Dõhö�û[ó%õhö%ñ���û�ö�û�6�ñrø`û��[ñ�õ�ù(ö:�Dö�ó:�gòþ`ñ���ûxþ�ýK�tþ`ñ�ø
ù���ñ���û�ý�þ�ù%4Rû��xñ �
� �� ��� � ��� � ��� ·�¾�·�¥g´ .�©D¨;£�·æ¨ �+§T·�§3¦�¸¯§D´ ( £O½x«�§�¥g�¨;£�·�[©T«�«�§3¤T¥]¦¡§D´ 	
ª9«�©t©d¬ 	 � �õ�ó�û[ö3ñ���ô8�gù��	�hù$&rø �cþ�ù(ú ñ���û/�-���xñ�ñ����TñXñ���û�ñ�û[ö�ø`ùDþ�ý�þ�ù�ó�ò��[ñ?ù��)��ö�õ��sý�ùTñ�ûOö3ñ
����÷(û��þ��5�Dö�ó
�Dö:�TþE�õ�ñ`þ��Tþ`ô �%�h÷(û��þ��üõ�ø�ö�õ	��ý�ùDñ�û[ö3ñ �
� 
�����
	����� ��� � ��� � � � ·�¾ �+§T·�§3¦�¸¯§D´ ( £V½�«¡§�²�¥g¨�¸¯¤3£�·�[£�[©V¦[´�£Á¥c�¨;£�·�[©T«�.�£x«�¬x£¡¦[¨ 	
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ª9«�©t©d¬ 	 � ûxñ
p
�û
�rúüõ�ö�õhú����Mõhó�ûOú6ý�ùTñ�ûOö3ñ=õhö

A � õhö�ñ���û?ø`û[ö�ø`û�ñ����Tñ dim(pAp) = 1 � �Dö�ó C = pA �
� ��ûÁõ�ó�û���� J = C(1− p) ù�� C õ�ø+ö�õ	��ý�ùDñ�û[öMñ��Dö�ó9�Où(ö�ø`û� Mò�ûOö3ñ��sô%ñ�û[ö�ø`ùTþ�ý�û[þ��cû��xñ �K� ��û  Mò�ùDñ�õhû[ö3ñ
C/J

ÿ �û[õhö�÷ õ�ø`ù(úüùDþ`ý���õ��lñ�ù
Cp = pAp

ÿ�õ�ø6ù(ö�û��]ó�õhúüû[ö�ø`õhù(ö����
�Dö�ó ��û[ö��Oû�ñ�û[ö�ø`ùDþ6ý�ûxþ��gû��[ñ � �9ô
� ��û[ùDþ�û[ú 6 � � ��ÿ C õ�ø=ñ�ûOö�ø`ùDþ=ý�ûxþ��gû��[ñ � � û[ñ B �û
�rþ��Dó�õ������9�"�Dö������8����÷(û��þ�� ��� ��û9õ�ó�û$��� iA(C⊗̂B)ù��
A⊗̂B �OùDö�ø`õ�ødñ�ø�ù��� 3ò��Tø`õhö�õ��sý�ùTñ�ûOö3ñ�û��hû[úüû[öMñ�ø � �û[õhö�÷ �/��ù(úüù(úüùTþ`ý���õ	� õ�ú��D÷(û?ù�� C⊗̂B ��� � û[ö��[û

iA(C⊗̂B) ⊂ Rad(A⊗̂B) � - ö"ýK�tþ`ñ�õ��[ò����Tþ pa ⊗ b ∈ Rad(A⊗̂B)
�gùTþ �����

a ∈ A ÿ b ∈ B � ðMõ�ö��[û�Dö3ô�û���ûOúuûOö3ñ�ù��
soc(A)

õhø0�*��õhö�û$�tþ0�Où(ú5æõ�ö��Tñ�õhù(ö&ù���û���ûOúüû[ö3ñ�ørù���ñ���û5�cùDþ�ú
paq

ÿ<&0��û[þ�û
a ∈ A ÿ

p
�Dö�ó

q
�Tþ�ûÁúüõ�ö�õhú�����õhó�û[úuý�ùDñ�û[öMñ�ø[ÿ�&9û �����(ûÁñ����Tñ

a⊗ b ∈ Rad(A⊗̂B)
ÿ��cùDþ��Dö3ô

a ∈ soc(A)
ÿ

b ∈ B � �9ô°ñ���û�ó�û[ö�ø`õsñ¼ô:�Tø`ø`ò�ú6ý�ñ�õ�ù(ö�ÿ
a⊗ b ∈ Rad(A⊗̂B)

ÿ��cùDþ��%���
a ∈ A ÿ b ∈ B �K� ��õ�ø�úuû$�Dö�øñ����tñ

A⊗̂B õhø þ��Tó�õ	�$�%� �
� �� ��� � ��� ����� �+§T·�§3¦�¸¯§D´ ( £V½x«�§

A
¥g�¨;£x·�[©T«�.�£x«�¬[£�¦[¨�¥ �

iB(A⊗̂Rad(B)) ⊂ Rad(A⊗̂B),
¬[©T«�£4*D£�«�¾ �+§T·�§3¦�¸¯§D´ ( £O½x«�§

B
	

ª9«�©t©d¬ 	 ðMò�ý�ý�ù(ø`û�ñ����Tñ
A
õhø6ñ�û[ö�ø`ùTþüý�ûxþ��gû��[ñ �!� ��ûOö �Dø*�%�ù$�3ûDÿ

iB(A⊗̂Rad(B))
ÿT�ûOõ�ö�÷ � ��ù��

úüù(úüùDþ`ý���õ���õhú��D÷Dû�ù��
A⊗̂Rad(B)

ÿ<�OùDö�ø`õ�ødñ�ø�ù��T Mò��Dø`õ�ö�õ	��ý�ùDñ�û[ö3ñ�û���ûOúuûOö3ñ�ø � � û[ö��Oû�ñ���õhø õhó�û$�%��õhø�Où(ö3ñ��Dõ�ö�ûOó%õhö
Rad(A⊗̂B) ��� ��û>�Où(ö2�3ûxþ�ø`û�õhú6ý���õ����Tñ�õhùDö&õhø�û��õ�ó�ûOö3ñ �

� ��û �gù��	�hù$&rõ�ö�÷6þ�û[ø`ò��sñ0���Dö �û�ó�û[ó�ò��[û[ó �cþ�ùDú ?�� C �.- ñ�ø ý�þ�ù�ù��)�gùDþ ñ���û ���Dø`û�ù���ò�ö�õ�ñ��%�)����÷(û��þ��Tøõhø ø`õhúüõ	���Tþ�ñ�ùuù(ö�û�ù�� ?�� ÿ � ��ûOùTþ�ûOú � � � � BDC �<&9û�ý�þ�ûOø`û[ö3ñ�ñ���û�ý�þ�ù�ù����û����Dò�ø`û�õ�ñ�ø �âö�ù(ö<�]ò�ö�õ�ñ���� ��ý��Tþ`ñ
?�� ÿ#�?ùDþ�ù������Tþ`ô2� � � � � C�ø`û[û[úüø�ñ�ù8�û &�þ�õ�ñ`ñ�û[ö�ñ�ù�ùN�þ�õ�û���ô �
� �� ��� � ��� � � �c¬Á§ �+§T·�§3¦�¸¯§D´ ( £V½�«�§

A
¥c�¦�©%+8+ )¨;§D¨�¥+*T£Á¨�¸£x· � ¬[©T«6§T·�¾ �+§T·�§3¦�¸¯§D´ ( £V½x«�§ B �

iA(Rad(A)⊗̂B) ∪ iB(A⊗̂Rad(B)) ⊂ Rad(A⊗̂B) � 6 � � � �
ª9«�©t©d¬ 	 ðMò�ý�ý�ù(ø`û
7�þ�ødñ�ñ����Tñ

A
�Dö�ó

B
�Tþ�û ò�ö�õ�ñ��%� � ��ùDþ �TöMô π ∈ irr(A⊗̂B)

ÿ%�hûxñ
π1(a) = π(a⊗1)

ÿ
π2(b) = π(1 ⊗ b) ÿHñ���ûOö π1(A)

�[ù(úüú�òñ�û[ø &rõsñ��
π1(A)

�Dö�ó
π2(B) � � ��õ�ø�úüû��Dö�ø+ñ����tñ π1(A)õhø��[ù(ö3ñ��Dõhö�û[ó�õhö°ñ���û��Oû[ö3ñ`þ�û�ù��

π(A⊗̂B) � ð3ñ`þ�õ��xñ�õ�þ`þ�û[ó�ò��Oõ=æõ	�hõsñ¼ô°ù�� π õhú6ý���õhû[ø ñ����Tñ9ñ���û��Oû[ö3ñ`þ�û�ù��
π(A⊗̂B)

õhø�ù(ö�û��]ó�õ�úüûOö�ø`õ�ù(ö����}ÿæõ � û � õ�ö:� ���xñ
π1(a) = h(a)

�cùDþ/�8�����tþ����[ñ�ûxþ
h
ù��
A � � ûOö��[û

π
(∑

an⊗bn
)

=
∑

h(an)π2(bn) = π2

(∑
h(an)bn

)
. � 6 � �$@ �

� ��ûxþ�û��gùDþ�û π(A⊗̂B) = π2(B)
�Dö�ó

π2 ∈ irrB � - ñ��cù�����ù$&røuñ����Tñ π2(Rad(B)) = 0
�Dö�ó�ÿ Mô

� 6 � �$@ � ÿ
π(iB(A⊗̂Rad(B))) = 0.

ð�õ�úüõ����Tþ���ô(ÿ�ø`õhö��[û
h(Rad(A)) = 0

ÿ<&9û5�����3û�ñ����Tñ
π(iA(Rad(A)⊗̂B)) = 0.

ð�õ�ö��Oû
π
õ�ø/�TþE�õ�ñ`þ��tþ`ô3ÿñ���û�û� Mò����hõsñ¼ô � 6 � � � � õ�ø�ý�þ�ù$�3û[ó �

- ö ñ���ûu÷(û[ö�û[þ����T�$�Dø`ûDÿ�ñ���û6õhó�û����hø J1 = iA1(Rad(A1)⊗̂B1)
�Dö�ó

J2 = iB1(A1⊗̂Rad(B1))�Tþ�û9�[ù(ö3ñ��Dõ�ö�û[ó	õ�ö
Rad(A1⊗̂B1)

ÿ�&0��û[ö��[û%ñ���ûxô �Tþ�û&ñ�ùTý�ù��hù(÷(õ	�$�%����ô�ö�õ	� � ðMõhö��[û A �Dö�ó
B

�tþ�û
�Où(ú6ý���ûOúuûOö3ñ�û[ó�ø`ò<æødý����[û[øüõhö

A1 �Tö�ó
B1 þ�ûOødý�û��[ñ�õ=�3û��sô3ÿ�ñ���û ���h÷(û��þ�� A⊗̂B õ�ø6ñ�ùDý�ù���ù(÷(õ������	��ô

õhø`ù(úüùTþ`ý���õ	�üñ�ù&õsñ�ø ���Dö�ù(ö�õ������Xõ�ú��D÷(û
J
õ�ö
A1⊗̂B1 � õ�ö�ý��Tþ`ñ�õ	�Oò����Tþ J õhø �Dö�õhó�û����Xù��

A1⊗̂B1 ���� ûOö��[û
J1 ∩ J

�Dö�ó
J2 ∩ J

�Tþ�û°ñ�ùTý�ù��hù(÷(õ	�$�%����ô�ö�õ	� õhó�û����hø6ù��
J
�Tö�ó�ñ���õ�ø8����û$�Tþ��sô�õhú6ý���õhû[øuù(òþ

�Dø`ø`û[þ`ñ�õ�ù(ö �
� ��û>�gù��	�hù$&rõ�ö�÷üødñ��Tñ�û[úüû[öMñrõ�ø/�Dö%ù�(�õ�ù(ò�ø0�Où(ö�ø`û� Mò�ûOö��[û�ù��=ù(òþ�þ�û[ø`ò��sñ�ø/�Dö�ó � û[úüú�� 6 � � �(�



TOPOLOGICAL RADICALS
�DF P

� ��
������ ��
�� � ��� � ��� ·�¾�¦¡©%+8+,)�¨;§D¨�¥ *D£ �+§T·�§3¦x¸�§D´ ( £V½�«¡§"¥gl¨;£x·�x©T« .�£x«�¬[£�¦[¨ � §T·�¤�§T·�¾"«�§3¤T¥]¦¡§D´¦¡©%+8+,)�¨;§D¨�¥ *D£ �+§T·�§3¦x¸¯§D´ ( £V½x«�§�¥c�¨;£�·�[©T«�«�§3¤T¥]¦�§D´ 	
��å���� ��ê�& �+��é%&�ì�éOë&é-/ &��[ë�ï�èHé���í.���Vï}è�ï � ��ë�é%&è�î�&æå � ûxñ

A
�û0��ö�ùTþ�úüûOó�����÷(û��þ�� � - � N ⊂ A ÿ�hûxñ

Ñ
ó�ûOö�ùDñ�û�ñ���ûN���hù(ø`òþ�û�ù��

N
õ�ö
A
�Tö�ó

abs(N)
ñ���û ���hùDø`ò�þ�û6ù�� �%�ø`ù���ò�ñ�û���ô:�Où(ö2�3û�69�Mò����=ù��

N �  û�ó�û�7�ö�û5��û[þ�û�ñ���û � ò�ø`ò���� � ø`ò�ú �Tö�ó�ý�þ�ùMó�ò��xñrù��=ø`ò<�ø`ûxñ�ø
M

�Dö�ó
N
ù��
A
Mô

M +N = {a+ b : a ∈M, b ∈ N}�Dö�ó
MN = {ab : a ∈M, b ∈ N}, � � � � �

þ�ûOødý�û��[ñ�õ=�3û��sô��Hø`õhúuõ����tþ���ô �gùTþ�ø`û��3û[þ��%��ø`ò<�ø`ûxñ�ø5�Tö�ó �gùDþ>�lý�ù$&9ûxþ
Mn ÿ n ∈ N � � ��û6ø`û[ñ S(M) =

∪n>1M
n õ�ø!�$�%���hû[ó6ñ���û [£,+u¥ ( «�©&)D. ( £x·�£�«�§D¨;£¡¤6½�¾ M �&- � A õhø�ò�ö�õsñ����}ÿTý�òñ S1(M) = S(M)∪{1} �

- ö &0���Tñ8�gù����hù�&rø &9û�ó�û[ö�ùTñ�û Mô Mf (A)
ÿ Mc(A)

�Dö�ó Mb(A)
ñ���û �����Dø`ø`û[øuù��0�����U7�ö�õ�ñ�ûDÿ

ý�þ�û��[ù(úuý����xñ/�Dö�ó �ù(ò�ö�ó�û[ó¯ø`ò<�ø`ûxñ�ø�ù�� �6ö�ùTþ�úüûOó9����÷(û��þ��
A
ÿ�þ�û[ødý�û��xñ�õ	�3û���ô � ��ùDþ

M ∈ Mb(A)
ÿ

ù(ö�û�ø`ûxñ�ø
‖M‖ = sup

a∈M
‖a‖

� ñ���û ·�©T«,+ ù��
M � �Dö�ó

ρ(M) = inf ‖Mn‖1/n .
ð�õ�ö��Oû�ñ���û�ö�ùDþ�ú õhø�ø`ò��ú�ò��sñ�õ�ý��hõ	�$�Tñ�õ=�3ûDÿ

ρ(M) = inf ‖Mn‖1/n = lim ‖Mn‖1/n . � � � B �
� ��û�öMò�ú �û[þ ρ(M)

õhø"�$���	�hû[ó ?�� � Coñ���û � ©T¥g·�¨� .�£¡¦x¨�«�§D´�«�§3¤T¥+)� ù��
M � - ñ�õhø"����û$�tþ�ñ����tñ

ρ(M) = ρ(Mn)1/n �gùDþrû��3ûxþ`ô
n ∈ N ÿ

ρ(λM) = |λ| ρ(M)
�cùDþrû��(û[þ`ô

λ ∈ C ÿ

ρ(MN) = ρ(NM)
�cùDþrû��3û[þ`ô

N ∈Mb(A).

� � � 6 �

� ��û�ó�û�7�ö�õ�ñ�õhùDö"ù���ý�þ�ù�ó�ò��xñ�ù��Xø`ò��ø`ûxñ�ø�ù����°ö�ùDþ�úuûOó �%�h÷(û��þ��°÷(õ=�3û[ö ��ûxþ�û6ó�õ/1�û[þ�ø��cþ�ù(ú/ñ���û
ù(ö�û��gùDþ9÷(ûOö�ûxþ����hõ	#Oû[ó°ø`ò<�ø`û[ñ�ø9ó�û�7æö�û[ó�û��Tþ���õhûxþ � õhö%ð�ò<�ø`û��[ñ�õ�ù(ö 6 � � ��� � ù$&9û��3ûxþ��������[ò����Tñ�õ�ö�÷ ρ(M)�ôuþ�ò���ûOø?ù��o÷DûOö�ûxþ����hõ	#Oû[ólø`ò��ø`ûxñ�ø9÷(õ	�3û[ø?ñ���û�ø��Dúüûrþ�ûOø`ò��sñ"�Dø?õhö � � � B � �û����Dò�ø`û(ÿ(�gùDþ��Á÷(û[ö�ûxþ�����õ�#[ûOóø`ò��ø`ûxñ

M
ù��
A
ÿoñ���û�ö�ùDþ�ú ‖M‖ = sup{‖a‖ : (a, t) ∈ M ]} ó�ù�ûOøÁö�ùDñÁó�ûxý�ûOö�ó�ùDö ���Tþ�ó�õhö����

ö�ò�ú �ûxþ�ø �Tö�ó9�[ù(õ�ö��[õhó�û[ø0&rõ�ñ��&ñ���û�ö�ùTþ�ú ù��=ñ���ûÁò�ø`ò�����ø`ûxñ {a : (a, t) ∈ M ]} � ð�ù*&9û�ý�þ�û��gûxþrñ�ùò�ø`û � � � � � õhö &0���Tñ0�cù�����ù$&rø"&0��û[ö�û��3ûxþ�ý�ù(ø`ø`õ	���û � û�ö�û[û[ó%ñ���û>�gù��	�hù$&rõ�ö�÷ �ö�ù$&rö�ý�þ�ùDý�ûxþ`ñ�õhû[ø�ù��
ρ �

� �� ���  ������� £[¨
A
½�£u§ü·�©T«,+l£¡¤°§D´ ( £O½x«�§�§T·�¤

N,M ∈Mb(A)
	

(i)
� ¸£x·

ρ(L) 6 ρ(M) = ρ(abs(M))
¬[©T«�§T·�¾

L ⊂ abs(M)
	 ��·1.�§T«x¨�¥]¦ )�´�§T«

ρ(M) = ρ(M̃)
	

(ii)
�g¬Á£ *D£�«�¾%£x´h£,+l£�·æ¨�©d¬

N
¦¡©%+8+,)�¨;£��²�¥g¨�¸¯£4*T£x«�¾%£x´�£�+l£�·æ¨�©d¬

M
¨�¸£x·

ρ(M ∪N) = max{ρ(M), ρ(N)},
ρ(M +N) 6 ρ(M) + ρ(N), ρ(MN) 6 ρ(M)ρ(N).

ª9«�©t©d¬ 	 � õ ��� ��û�û$ Mò�����õ�ñ¼ô ρ(M) = ρ(abs(M))
&��Dø�ý�þ�ù$�3û[ó°õhö ?�� 0 ÿ9�Xþ�ùDý�ù(ø`õ�ñ�õ�ù(ö B � � C]ÿMñ���û+ùDñ���ûxþý�þ�ùTý�ûxþ`ñ�õhû[ø0�Tþ�û�û���õhó�ûOö3ñ �

� õ�õ � &��Dø�ý�þ�ù$�3û[ó&õ�ö ?�� 0 ÿ � û[úüú���B � � 6DC �
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�����	��
���  � � � ?�� 0 ÿ � ��û[ùDþ�û[ú 6 � @ C ��� � £[¨ A ½¡£u§ü·�©T«,+l£�¤�§D´ ( £O½x«�§ � §T·H¤ V ⊂ C ½�£6©�.æ£�·�	 � £[¨
F
½¡£6§�¬x§%+u¥g´P¾�©d¬Á§T·H§D´P¾D¨�¥]¦�¬ )�·�¦[¨�¥}©T·�X¬¡«�©%+

V
¥g·�¨;©

A
 )æ¦�¸%¨�¸§D¨

lim
µ→λ

sup {‖f(µ)− f(λ)‖ : f ∈ F} = 0

¬[©T«ü£4*D£�«�¾
λ ∈ V §T·�¤&§D´c´

M(λ) = {f(λ) : f ∈ F} ∈ Mb(A)
	 � ¸£x·

λ 7→ log ρ(M(λ))
§T·�¤

λ 7→ ρ(M(λ))
§T«¡£� )æ½�¸§T«,+l©T·�¥}¦u©T·

V
	

��ùDþ�ø`ò<����tþ�úüù(ö�õ��[õ�ñ¼ô(ÿ�ø`ûOû ?���� C � � ö¯õhúuý�ùDþ`ñ��TöMñ�÷DûOö�ûxþ�����ý�þ�ù���hû[ú ù���ñ���û04Rù(õhö3ñ�ødý�û��[ñ`þ�����þ��D�
ó�õ�ò�ø�ñ���û[ùDþ`ô õhø�ñ�ù%û�6Mý�þ�û[ø`ø

ρ
�gùTþ�ý�þ�û��Où(ú6ýK�%�[ñ�ø`ûxñ�ø�ù��?ùDý�û[þ��tñ�ùDþ�ø�õ�ö

B(X)
�õ��°ñ���û[õ�þ�ødý�û��xñ`þ����

�,���Tþ����xñ�ûxþ�õhødñ�õ��[ø
��ø`û[û�ø`ù(úüû�ý��Tþ`ñ�õ��%�oþ�û[ø`ò���ñ�ø�õhö ? B 6�ÿ � 0 ÿKB � C �
��å�äæå�� ©T¥c·æ¨4�4)�§T¡¥g·�¥g´ .æ©D¨;£�·æ¨=§D´ ( £V½�«¡§Tr§T·�¤�¥]¤3£�§D´P 	 � ö�ùDþ�úüû[ó*����÷(û��þ��

A
õ�ø �$�%���hû[ó ��·�¥g¨;£[´â¾ � )æ§T�¥�»

·�¥�´ .�©D¨;£x·æ¨ � þ�û[ødý � ¦�©%+�.�§3¦[¨}´â¾�� )æ§T�¥g·�¥g´ .�©D¨;£�·æ¨ � ½�©&)·�¤3£�¤´â¾ � )æ§T�¥g·�¥g´ .�©D¨;£�·æ¨ � õ�� ρ(M) = 0
ÿD�cùDþ=û��(û[þ`ô

M ∈ Mf (A) � þ�û[ødý � Mc(A)
� Mb(A) ��� �æùTþN�þ�û��õ�ñ¼ô(ÿ &9û�&�þ�õ�ñ�û�ñ����Tñ

A
õhø
f
�  3ò��Tø`õhö�õ��sý�ùTñ�ûOö3ñ

� þ�ûOødý � c �  Mò��Dø`õ�ö�õ���ý�ùDñ�û[ö3ñ%� b �  Mò��Dø`õ�ö�õ���ý�ùDñ�û[ö3ñ ���
� �� ���  ��� ��� £[¨

A
½�£u§ü·�©T«,+l£¡¤°§D´ ( £O½x«�§ 	

(i)
�c¬
A
¥g
c
» � )æ§T¡¥c·�¥�´ .�©D¨;£x·�¨�©T«

b
» �4)�§T¡¥c·�¥�´ .�©D¨;£x·æ¨�¨�¸£�·°¨�¸£�[§%+l£ ¥g ¨�« )�£�¬[©T« ¥g¨�r¦¡©%+/.�´h£x¨�¥]©T·

A
	

(ii)
� £x¨

φ : A → B
½¡£�§%¦¡©T·�¨�¥g·�)�©&)�¸©%+l©%+�©T« .H¸3¥g�+�	
�c¬

A
¥c
f
» � )æ§T¡¥c·�¥�´ .�©D¨;£x·�¨�¨�¸£x·

φ(A)¥g
f
» �4)�§T¡¥c·�¥�´ .�©D¨;£x·æ¨ 	

ª9«�©t©d¬ 	 � õ � �gù����hù�&rø"� þ�ù(ú ñ���û � ���xñ9ñ����Tñ"�Dö3ô1�ù(ò�ö�ó�û[ó � ý�þ�û��OùDúuý����[ñ � ø`ò<�ø`û[ñ ù�� A õhø��[ù(ö3ñ��Dõhö�û[ó
õhö�ñ���û5���hù(ø`òþ�û�ù��T�N�ù(ò�ö�ó�û[ó � þ�û[ødý�û��xñ�õ	�3û���ôlý�þ�û��Où(ú6ýK�%�[ñ � ø`ò<æø`ûxñ�ù�� A �

� ù�ø`ûOû � õhõ � õ�ñ+ø`ò.���[ûOørñ�ù�ö�ùDñ�û�ñ����Tñ��Dö3ô M ∈ Mf (φ(A))
õ�ø�ù��=ñ���û5�gùDþ�ú

φ(N)
ÿ��gùDþ�ø`ù(úuû

N ∈Mf (A)
ÿ<&0��ûOö��[û ‖Mn‖ 6 ‖φ‖‖Nn‖ �gùTþrû��3ûxþ`ô n ∈ N �Dö�ó

ρ(M) = 0 �
� ùDò�ö�ó�û[ó��sô  Mò��Dø`õ�ö�õ	��ý�ùDñ�û[ö3ñ>���h÷(û��þ��Dø �Tþ�û�ò�ø`ò��%����ô:�$���	�hû[ó ¨;©�.æ©D´�© ( ¥}¦¡§D´c´â¾�·�¥�´ .�©D¨;£x·�¨ ?
� ÿ � ÿ 0 C �� �Tþ`ñ � õ � ù���ñ���û&ý�þ�û��õ�ù(ò�ø ��ûOúuú��ÿ
�gùTþ°ñ���õ�ø ���Dø`ûDÿ9õ�ø°úüû[ö3ñ�õhù(ö�û[óoÿU�gùTþ�û�6��Dú6ý���û(ÿ?õhö ?�� ��C � �æùTþ

∗ ∈ {f, c, b} ÿU�Tö�õ�ó�û����rù��>��ö�ùTþ�úüûOó ���h÷(û��þ���õ�ø1�$���	�hû[ó � ∗ » � )æ§T�¥g·�¥g´ .�©D¨;£�·æ¨�¥]¤3£¡§D´ õ	��õsñ°õ�ø �
∗ �  Mò��Dø`õhö�õ	��ý�ùDñ�û[öMñ/�%�h÷(û��þ�� �
��å+��å �[¤3£¡§D´â

Rf � Rc §T·�¤ Rb.  û�ø`û[ñOÿ��gùDþ ∗ ∈ {f, c, b} ÿ
R∗(A) = {a ∈ A : ρ({a} ∪M) = ρ(M), ∀M ∈M∗(A)}.

�U�hû��Tþ���ôlñ���û5�[ù(ö�ó�õ�ñ�õ�ù(ö
ρ({a} ∪M) = ρ(M)

���Dö �û�þ�û�&�þ�õsñ`ñ�ûOö�õhö%ñ���û>�cùDþ�ú
ρ({a} ∪M) 6 ρ(M)�û����Dò�ø`û�ñ���û�þ�û��3ûxþ�ø`û�õhö�û$ 3ò��%�hõ�ñ¼ô°õhørû��õ�ó�û[ö3ñ �

� �� ���  �! � �c¬
a ∈ R∗(A)

¨�¸£x·
λa ∈ R∗(A) � ¬x©T«6§T·�¾ λ ∈ C 	

ª9«�©t©d¬ 	 - ö�ó�û[û[óoÿ

ρ({λa} ∪M) = ρ(λ({a} ∪ λ−1M)) = |λ|ρ({a} ∪ λ−1M)

= |λ|ρ(λ−1M) = ρ(M).
� �� ���  �����

a ∈ R∗(A)
¥ �

sup{ρ({λa} ∪M) : λ ∈ C} <∞ ¬x©T«6£ *D£�«�¾
M ∈M∗(A)

	
ª9«�©t©d¬ 	 � ��û �gò�ö��[ñ�õ�ù(ö f(λ) = ρ({λa} ∪M)

õhø+ø`ò<����Tþ�úüù(ö�õ�� Mô � ��û[ùDþ�û[ú � � B��Dö�ó9�ùDò�ö�ó�û[ó
ù(ö C ��Mô ?/��� C}ÿæõsñrõhø"�Où(ö�ødñ��Dö3ñ � � ûOö��[û

ρ({a} ∪M) = f(1) = f(0) = ρ(M).



TOPOLOGICAL RADICALS
�DF �

� òþrö�û�6�ñ0��ûOúüú*�üøE��ù$&rø�ñ����Tñ�ù(ö�û�ú��Oô �Dø`ø`ò�úüû
A
ñ�ù8�û�ò�ö�õ�ñ��%� �

� �� ���  �	� �
R∗(A) = R∗(A1)

	
ª9«�©t©d¬ 	 � ö3ô�ø`ûxñ

M ∈M∗(A1)
õhøU�OùDöMñ��Tõhö�ûOó�õhö �Áø`ûxñ9ù���ñ���û/�gùTþ�ú

N +L
ÿ(&0��û[þ�û

N ∈M∗(A)�Dö�ó
L ∈ M∗(C) �K� ��û[þ�û��gùDþ�û�õsñ�ø`ò��*�Oû[ørñ�ù�øE��ù$&.ñ����Tñrñ���û5�gò�ö��[ñ�õ�ù(ö

λ 7→ ρ({λa} ∪ (N + L))õhø��ù(ò�ö�ó�û[ó�ÿ)�cùDþ5�Dö3ô
a ∈ R∗(A) �  õ�ñ���ù(òñ>��ù(ø`ø�ù���÷(û[ö�û[þ�����õ�ñ¼ô(ÿ &9ûuú*�Oô �Dø`ø`ò�úüû6ñ����Tñ

0 ∈ L �� ûOö��[û
{λa} ∪ (N + L) ⊂ ({λa} ∪N) + L�Dö�óoÿ<Mô � ûOúuú���� � � ÿ

ρ({λa} ∪ (N + L)) 6 ρ(({λa} ∪N) + L)

6 ρ({λa} ∪N) + ‖L‖ = ρ(N) + ‖L‖ .
�9ô°õ�ö�ó�ò��xñ�õhù(ö &9û>�����3û

� �� ���  ��� � �c¬
N

¥c¯§ ��·�¥g¨;£¯ )�½x[£x¨u©d¬
R∗(A)

¨�¸£x·
ρ(N ∪ M) = ρ(M) � ¬x©T« §T·�¾ M ∈

M∗(A)
	

� �� ���  ��� �
R∗(A)

¥g�§�´â¥g·�£¡§T«� )æ½� .�§3¦¡£6©d¬
A

	
ª9«�©t©d¬ 	 �æùTþ

a, b ∈ R∗(A)
ÿMø`û[ñ

N = {a, b} � ðMõ�ö��[û {(a+ b)/2}∪M ⊂ abs(N ∪M)
ÿ(&9û+ù��ñ��Dõhö

�cþ�ù(ú � û[úüú��Dø � � � �Tö�ó � � 	 ñ����Tñ
ρ({(a+ b)/2} ∪M) 6 ρ(abs(N ∪M)) = ρ(N ∪M) = ρ(M),�gùDþ �Dö3ô

M ∈ M∗(A) � � ��õhø�øE��ù$&rø�ñ����Tñ (a + b)/2 ∈ R∗(A)
�Dö�ó"õ�ñ�þ�ûOú*�Dõhö�ø+ñ�ùlò�ø`û � ûOúüú*�

� � � �
� �� ���  ��� �

R∗(A)
¥g�§T· ¥]¤3£�§D´=©d¬

A
	

ª9«�©t©d¬ 	 �9ô � û[úüú�� � � � ÿ�ù(ö�ûlú��Oô �Tø`ø`ò�úuûlñ����Tñ
A
õhø�ò�ö�õ�ñ���� � � û[ñ

a ∈ R∗(A)
ÿ
b ∈ A ÿ M ∈

M∗(A)
ÿ
λ ∈ C � ðMû[ñ`ñ�õ�ö�÷ N = {λa, b, 1} ÿ<&9û�÷(û[ñ

ρ(N ∪M) 6 β = ρ({b, 1} ∪M).

- ñ0�cù�����ù$&rø�ñ����Tñ ρ((N ∪M)2) 6 β2 � � òñ (N ∪M)2 �[ù(ö3ñ��Dõ�ö�ø {λab} ∪M � � û[ö��[û
sup
λ∈C

ρ({λab} ∪M) 6 β2 <∞,
&0��û[ö��Oû

ab ∈ R∗(A)
Mô � û[úüú�� � � @ � ðMõhúuõ����tþ���ô ba ∈ R∗(A) �

�����	��
���  ����� �
R∗(A)

¥g�§°¦[´�©T[£�¤�¥}¤3£¡§D´�©d¬
A

	
ª9«�©t©d¬ 	  ùDñ�û�ñ����Tñrõ	�

a ∈ R∗(A)
ÿ
M ∈M∗(A)

ñ���û[öoÿ��gùDþ/�TöMô
b ∈ A ÿ

ρ({(a+ b)} ∪M) 6 ρ(abs({2a, 2b} ∪M))

= ρ({2a, 2b} ∪M)) = ρ({2b} ∪M)

6 ‖{2b} ∪M‖ = max{2‖b‖, ‖M‖}.
 ù$& õ	�

c ∈ R̃∗(A)
ñ���ûOö�ñ���ûxþ�û9�Tþ�û

a ∈ R∗(A)
ÿ
b ∈ A

&rõ�ñ��
c = a + b

ÿ ‖b‖ < ‖M‖/2 �
� ��ûxþ�û��gùDþ�û

ρ({c} ∪M) 6 max{2‖b‖, ‖M‖} = ‖M‖.
�U���Tö�÷Dõhö�÷

c
�ô

λc
�Dö�ó �Tý�ý��sôõhö�÷ � ûOúüú*� � � @ ÿ &9û8�[ù(ö�����ò�ó�ûuñ����Tñ c ∈ R∗(A)

�Dö�ó
R∗(A)

õ�ø
����ù(ø`ûOó �
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��å���å ª9«�©�.æ£�«x¨�¥]£��©d¬ ¨�¸£ ¥]¤3£¡§D´â
Rf � Rc §T·�¤ Rb. �U��û$�Tþ��sôN���	� R∗(A)

�Tþ�û?ñ�ùDý�ù���ù(÷(õ	�$���	��ôÁö�õ��õ�ó�û$����ø
ù�����ö�ùTþ�úüûOó ����÷(û��þ��

A � � û[ö��[ûDÿ<�cùDþ"�Dö3ôlö�ùDþ�úüû[ó ����÷(û��þ�� A ÿ R∗(A) ⊂ radn(A)
Mô � ��ûOùDþ�û[úB � � 	 � õhõ � ùDþOÿ�úüùDþ�û�ñ`þ��Dö�ødý��Tþ�û[öMñ��sô3ÿ

Rb(A) ⊂ Rc(A) ⊂ Rf (A) ⊂ radn(A). � � � � �
$ ùTþ�ûOù$�(û[þ

Rc(A) ⊂ Rad′(A).

� ��õ�ørõ�ø/�8�[ù(ö�ø`û$ 3ò�û[ö��Oû�ù���ñ���û>�gù����hù�&rõhö�÷ � þ�ûO÷Dò����Tþ�õ�ñ¼ô#��ý�þ�ùDý�û[þ`ñ¼ô#"
� �� ���  ���	�	�
� £[¨

A
½¡£6§�·H©T«,+l£¡¤°§D´ ( £V½�«�§ 	 � ¸£x·

(i) Rb(A) = A ∩Rb(A)
	

(ii) Rc(A) = A ∩Rc(A)
	

ª9«�©t©d¬ 	 � ��û ødñ��Tñ�û[úüû[öMñ�ø1�gù��	�hù$& �cþ�ùDú � ûOúüú*� � � 6 �Dö�ó	ñ���û �-���xñlñ����Tñ �Dö3ô �ù(ò�ö�ó�ûOó � þ�ûOødý �ý�þ�û��[ù(úuý����xñ � ø`ò<�ø`ûxñlù�� A õ�ø��[ù(ö3ñ��Dõhö�û[ó�õ�ö�ñ���û ���hù(ø`òþ�û&ù�� � �ùDò�ö�ó�û[ó � þ�û[ødý � ý�þ�û��[ù(úuý����xñ �ø`ò��ø`ûxñ�ù��
A �

� �� ���  ��� � �
� £[¨ ∗ ∈ {c, b} � §T·�¤�´�£[¨ A ½¡£�§ü·�©T«,+�£¡¤l§D´ ( £V½�«¡§ 	 �c¬
N
¥cÁ§ .H«�£¡¦¡©%+/.�§3¦[¨� )æ½�[£[¨

©d¬
R∗(A)

¨�¸£x·
ρ(N ∪M) = ρ(M) � ¬[©T«�§T·�¾ M ∈M∗(A)

	
ª9«�©t©d¬ 	 � ûxñ

G(λ) = λN ∪M ÿ<�gùTþ
λ ∈ C � �9ô ?/� 	 ÿ � ûOúuú�� �(� B � BDC]ÿ�ñ���ûxþ�û+õ�ø���ø`û� Mò�ûOö��[û (an)

õ�ö
Rc(A)

�Où(ö2�3ûxþ�÷(û[ö3ñ+ñ�ù
0
&rõ�ñ��

N ⊂ abs{an : n ∈ N} � � û[ñ
Fm = {an : n > m} ÿK�cùDþ m ∈ N �

� ��û[ö ‖Fm‖ → 0
�Tø
m→∞ � �9ô � ûOúüú*�Dø � � � �Dö�ó � � 	 ÿ

ρ(G(λ)) = ρ(λN ∪M) 6 ρ(λ(absF1) ∪M) 6 ρ(abs(λF1 ∪M))

= ρ(λF1 ∪M) = ρ({λa1, . . . , λam−1} ∪ λFm ∪M)

= ρ(λFm ∪M) 6 ‖λFm ∪M‖ = max{|λ| ‖Fm‖ , ‖M‖}�gùDþrû��3ûxþ`ô
m ∈ N ��� �&�3û m ø`ò��,�%ñ����Tñ ‖Fm‖ < |λ|−1 ��� ��ûOö

ρ(G(λ)) 6 max{1, ‖M‖},�gùDþÁû��3ûxþ`ô
λ ∈ C � � û[õhö�÷9�%ø`ò<����Tþ�úuù(ö�õ��1�cò�ö��xñ�õhùDö�ù(ö C Mô � ��û[ùDþ�û[ú � � B�ÿ λ 7→ ρ(G(λ))

õhø
�Où(ö�ødñ��Dö3ñ � � ûOö��[û

ρ(M) = ρ(G(0)) = ρ(G(1)) = ρ(N ∪M).
� 
�����
	����� ���  ��� � ��� £[¨

A
½�£u§ü·�©T«,+l£¡¤°§D´ ( £O½x«�§ 	 � ¸£x·

(i) Rf (A)
¥g
f
» �4)�§T¡¥c·�¥�´ .�©D¨;£x·æ¨ 	

(ii) Rc(A)
¥c
c
» � )æ§T�¥g·�¥g´ .�©D¨;£�·æ¨ 	

ª9«�©t©d¬ 	 � ��û�ødñ��Tñ�û[úüû[ö3ñ�ø0�gù����hù�&0ñ`þ�õ	�õ������sô �cþ�ù(ú � û[úüú��Dø � � 	 �Dö�ó � � � B �
� ��û6õhó�û���� Rb(A)

õhø�ö�ùDñ�ö�û��[ûOø`ø��Tþ�õ	��ô
b
�  Mò��Dø`õhö�õ��sý�ùDñ�ûOö3ñ �)� ù°øE��ù$& ñ���õhø[ÿ ��û[ñ�ò�ø>�hù�ù&� �Tñ+ñ���û

�$�Dø`û�ñ����Tñ
A
õhø0�[ù(úüúÁò�ñ��tñ�õ	�3û �

� 
�����
	����� ���  ���  ��� £[¨
A
½�£u§°¦¡©%+8+,)�¨;§D¨�¥ *D£�·�©T«,+�£¡¤

Q
»R§D´ ( £O½x«�§ 	 � ¸£x·

rad(A) = Rb(A).
ª9«�©t©d¬ 	 �9ô � ��ûOùDþ�û[ú B � � � �Dö�ó � � � � � ÿDõsñXø`ò.���Oû[ø�ñ�ù�øE��ù$&#ñ����Tñ rad(A) ⊂ Rb(A) � - � a ∈ rad(A)�Dö�ó

M ∈Mb(A)
ñ���ûOö

ρ({λa} ∪M) = max{ρ(λa), ρ(M)} = ρ(M)�ô � û[úüú�� � � � ÿ��gùTþrû��3ûxþ`ô λ ∈ C ÿ<&0��ûOö��[û a ∈ Rb(A)
Mô � û[úüú�� � � @ �



TOPOLOGICAL RADICALS
�DF Q

- ñÁõhø �ö�ù$&rö�ñ����tñÁñ���û[þ�û�û�6õ�ødñN�[ù(úüúÁò�ñ��tñ�õ	�3ûüþ��Dó�õ	�$��� �"�Dö������ ����÷(û��þ��Tø &0��õ���� �Tþ�û�ö�ùDñ
b
�

 Mò��Dø`õhö�õ��sý�ùDñ�ûOö3ñOÿD�gùTþ�û�6��Dú6ý���û�ñ���û?ö�ùTþ�ú8� ����ù(ø`û[ó8���h÷(û��þ���÷DûOö�ûxþ��Tñ�ûOó5�ô�ñ���û��Xù���ñ�ûxþ`þ���õ�ö3ñ�ûO÷Dþ��tñ�õhù(ö
ùDý�û[þ��Tñ�ùTþ � ø`û[û ?/� ��C}ÿ &0��ûxþ�û6ú*�Dö3ô ùDñ���ûxþ�û�6<�Dúuý��hû[ø��$�Tö �û �gù(ò�ö�ó ��� � ö ñ���û�ùTñ���ûxþ ���Dö�ó�ÿ�û�������Où(úuú�òñ��Tñ�õ	�3û°þ��Tó�õ	�$�%�'�"�Dö������ �%�h÷(û��þ��

A
õhø
c
�  Mò��Dø`õ�ö�õ���ý�ùDñ�û[ö3ñ8�û����Dò�ø`û%õ�ñ8�gù��	�hù$&rø8� þ�ù(ú ñ���û

�%�ù$�3û�ý�þ�ùTý�ùDø`õ�ñ�õhùDö%ñ����Tñ
Rc(A) = Rad(A) �

� û��$���	��ñ����Tñ S1(M)
ó�ûOö�ùDñ�û[ø�ñ���û ò�ö�õ�ñ��%��ø`û[úüõh÷Dþ�ùDò�ýü÷(û[ö�û[þ��tñ�ûOó �ôN��ø`ò<�ø`ûxñ

M
ù��K�+ö�ùDþ�úüû[ó

���h÷(û��þ�� �
�����	��
���  ��� ���
� £[¨

A
½¡£�§ )�·�¥�¨;§D´�·�©T«,+l£¡¤"§D´ ( £O½x«�§'§T·H¤

N,M ⊂ Mb(A)
	��c¬

NS1(M)
¥g

½¡©&)·H¤3£¡¤�§T·H¤
ρ(NS1(M)) = 0

¨�¸£�·
ρ(N ∪M) = ρ(M)

	

ª9«�©t©d¬ 	 � ûxñ
G = S1(M)

�Dö�ó
γ = max{‖M‖, 1} � �9ôüñ���û��Dø`ø`ò�úuý�ñ�õhù(ö�ÿ<�gùDþ��TöMô ε > 0

ñ���ûxþ�û+õ�ø
β = β(ε)

ø`ò��,�%ñ����Tñ
‖(NG)n‖ 6 βεn,

�gùDþ*�����
n � � õ	�3û[ö �"öMò�ú �û[þ

λ ∈ C ÿ�ø`û[ñ Eλ = λN ∪M �  û ����ù�ù(ø`û ε < |λ|−1 � � û[ñ
x =

x1x2 . . . xn ∈ (Eλ)n
�Dö�ó:�hûxñrû�6<���[ñ��sô

k
ù���ñ���û�û��hû[úüûOö3ñ�ø

xj
�û��hùDö�÷uñ�ù

λN ��� ��ûOö
x = λkzy1y2 . . . yk,&0��ûxþ�û5�����

yi ∈ NG
ÿ
z ∈ G �Dö�ó ‖z‖ 6 γn ��- ñ0�gù��	�hù$&rø ñ����Tñ

‖x‖ 6 |λ|kβεkγn 6 βγn.
� ��õ�ørøE��ù$&rø ñ����tñ ‖(Eλ)n‖ 6 βγn �gùDþ/���	�

n
ÿ�&0��ûOö��[û

ρ(Eλ) 6 γ
�gùDþ6û��3ûxþ`ô

λ ∈ C � �9ûOõ�ö�÷ �¯ø`ò�����Tþ�úüùDö�õ	� �cò�ö��xñ�õhùDö�ù(ö C ÿ λ 7→ ρ(Eλ)
õhøN�[ù(ö�ødñ��Dö3ñOÿ &0��û[ö��Oû

ρ(E1) = ρ(E0)
&0��õ	�,�%õhø"&0���Tñ"&9û�ö�û[ûOó �

� �� ���  ��� � �
� £[¨ ∗ ∈ {c, b} � §T·�¤�´�£x¨ J ½¡£�§T·��R©T·�£[»]¡¥}¤3£¡¤ � ∗ » �4)�§T¡¥c·�¥�´ .�©D¨;£x·æ¨ü¥]¤3£¡§D´�©d¬�§·�©T«,+l£¡¤°§D´ ( £O½x«�§
A

	 �g¬
N ∈M∗(J)

¨�¸�£x·
ρ(N ∪M) = ρ(M) � ¬x©T«6§T·�¾ M ∈M∗(A)

	

ª9«�©t©d¬ 	 � ûxñ
J
�û>�Áþ�õh÷��3ñ�õ�ó�û�����ù��

A � � ö�û�ú��Oô°ø`òý�ý�ùDø`û�ñ����Tñ A õhø ò�ö�õ�ñ���� � ð�òý�ý�ù(ø`û 7�þ�ødñ ñ����Tñ
‖M‖ < 1 �K� ��û[ö NS1(M) ∈M∗(J)

ÿ�ø`ùuñ����Tñ
ρ(NS1(M)) = 0 � �?ô � ��û[ùDþ�û[ú � � ��@ ÿ

ρ(N ∪M) = ρ(M).

- � ‖M‖ > 1
ÿ�ñ��&�3û

t > ‖M‖ ��� ��ûOö
ρ(N ∪M) = tρ(t−1N ∪ t−1M) = tρ(t−1M) = ρ(M).

- � J õhø0�8�hû��cñrõ�ó�û�����ù�� A ÿ�ò�ø`û � � � 6 � &rõsñ��%ñ���û�ø��Dúüû �Tþ�÷Dò�úuûOö3ñ �
� �� ���  ��� ���
� £[¨ ∗ ∈ {f, c, b} � §T·�¤°´h£x¨ A ½¡£ü§l·�©T«,+�£¡¤%§D´ ( £V½x«�§ 	 � )D.2.�©T[£6¨�¸§D¨

J
¥g
R∗(A)¬[©T« ∗ ∈ {f, c} ©T«u§T· �R©T·H£[»]¡¥]¤3£¡¤ �

b
» �4)�§T¡¥g·�¥g´ .æ©D¨;£�·æ¨9¥}¤3£¡§D´�©d¬

A
¬[©T« ∗ = b

	
�c¬
M,N ∈ M∗(A)§T·�¤

M ⊂ N + J
¨�¸£x·

ρ(M) 6 ρ(N)
	

ª9«�©t©d¬ 	 �æùTþ0�Dö3ô
a ∈M ÿó�û[ö�ùDñ�û�Mô

a′
�Dö�û��hû[úüû[ö3ñ�ù��

J
ø`ò����°ñ����tñ

a− a′ ∈ N � ðMûxñ K = {a′ :

a ∈ M} �Dö�ó�ÿK�gùDþ �Dö3ô λ ∈ C ÿ N(λ) = {a − λa′ : a ∈ M} � � ��ûOö&ñ���û�ø`ûxñ�ø K �Tö�ó
N(λ)

�Tþ�û
õhö M∗(A)

ÿ
K ⊂ J �Dö�ó

N(1) ⊂ N.
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� ��û �cò�ö��xñ�õhùDö
f(λ) = ρ(N(λ))

õhø&ø`ò<����Tþ�úüù(ö�õ	��ù(ö C �ô � ��û[ùDþ�û[ú � � B � ð�õ�ö��Oû N(λ) ⊂
2 abs(λK ∪M)

ÿ &9û �����3ûDÿ Mô � û[úüú�� � � � �Dö�ó�ù(ö�û°ù�� � û[úüú��Dø � � 	 ÿ4� � � B9�Dö�ó�� � ��� �[ùDþ`þ�û��ødý�ùDö�ó�õ�ö�÷uñ�ù ∗ ∈ {f, c, b} ÿ

ρ(N(λ)) 6 2ρ(abs(λK ∪M)) = 2ρ(λK ∪M) = 2ρ(M).

� ��ò�ø f(λ)
õ�ø0�[ù(ö�ødñ��Dö3ñ/�Dö�ó

ρ(M) = f(0) = f(1) = ρ(N(1)) 6 ρ(N).

� û��$���	��ñ����tñ�õ�� J õhø>� ����ù(ø`û[ó'õ�ó�û�����ù�� A ñ���ûOö�ÿ �cùDþ5�Dö3ô
M ⊂ A

ÿK&9û6ó�û[ö�ùDñ�û Mô
M/J

ñ���û
õhú��D÷Dû�ù��

M
ò�ö�ó�ûxþrñ���û>���Dö�ù(ö�õ������oû[ý�õ�úüùDþ`ý���õhø`ú

qJ : A→ A/J �
�����	��
���  ��� � �
� £[¨ ∗ ∈ {f, c, b} � §T·�¤�´h£x¨ A ½¡£�§�·�©T«,+l£�¤�§D´ ( £V½�«�§ 	 � )$.2.�©T[£�¨�¸§D¨

J
¥c
R∗(A)¬[©T« ∗ ∈ {f, c} ©T«�§�¦x´h©Tx£¡¤ b » � )æ§T�¥g·�¥g´ .�©D¨;£�·æ¨�¥}¤3£¡§D´�©d¬ A ¬[©T« ∗ = b

	 � ¸£x·
ρ(M) = ρ(M/J)

¬x©T«
£4*D£�«�¾

M ∈M∗(A)
	

ª9«�©t©d¬ 	 � ûxñ
M ∈M∗(A) � �æùTþ �Dö3ô ε > 0

ÿTñ��&�3û
n = n(ε)

ø`ò��,��ñ����Tñ ‖Mn/J‖1/n 6 ρ(M/J)+

ε � - ñ�õhø!��÷(ûOö�ûxþ����M÷(û[ù(úüûxñ`þ�õ��
�-���xñ=ñ����TñOÿD�gùDþ!�TþE�õ�ñ`þ��Tþ`ô δ > 0
ÿVñ���ûxþ�û
�Tþ�û?ø`û[ñ�ø

N
�Dö�ó

Q
õhö M∗(A)&rõ�ñ��

Mn ⊂ N + Q
ÿ
Q ⊂ J

�Dö�ó ‖N‖ 6 ‖Mn/J‖+ δ � ö�ùDñ�û�ñ����tñ�ñ���õ�ø+õ�ø�û���õhó�ûOö3ñ��cùDþ ∗ = f�Dö�ó ∗ = b
ÿMñ���û�ý�þ�ù�ù�� �gùDþ ∗ = c

ú��Oô*�û/�cù(ò�ö�ó°õhö ?�� 0 ÿ � ûOúuú�� � �
0 C ��� � û[ö��OûDÿ2Mô � û[úüú���� � � 	 ÿ
ρ(Mn) 6 ρ(N +Q) 6 ρ(N) 6 ‖N‖ 6 ‖Mn/J‖+ δ.

ð�õ�ö��Oû
δ
õhø0�TþE�õ�ñ`þ��Tþ`ô(ÿ

ρ(M)n = ρ(Mn) 6 ‖Mn/J‖ 6 (ρ(M/J) + ε)n,
&0��û[ö��Oû

ρ(M) 6 ρ(M/J) + ε ��- ñ0�gù����hù�&rø�ñ����Tñ
ρ(M) 6 ρ(M/J).

� ��û>�[ù(ö2�3û[þ�ø`û�õ�ö�û$ Mò�����õ�ñ¼ô�õ�ørû��õhó�û[ö3ñ �
- ñ?øE��ù(ò��hó1�û�ö�ùTñ�ûOó�ñ����Tñ�ñ���û�ñ���û[ùDþ�û[ú ó�ù�û[ø?ö�ùTñ
��ù��hó1�gùDþ

J = Rb
�Dö�ó°û��3û[þ`ô

M ∈Mb(A)

� ø`ûOû � � ����� õ�ö%ñ���û�û[ö�ó&ù���ñ���õhø�ø`ò��ø`û��[ñ�õ�ù(ö ��� � ù$&9û��(û[þOÿñ���õ�ø�ñ���û[ùDþ�ûOú õhúuý��hõ�ûOø ñ���û�û� Mò����hõsñ¼ô
ρ(M) = ρ(M/Rb(A)),

�gùDþrû��3ûxþ`ô°ý�þ�û��OùDúuý����[ñrø`ò<�ø`ûxñ
M

ù��
A ��- ö�ó�ûOû[ó�ÿ�ø`õ�ö��[û Rb(A) ⊂ Rc(A)

ÿ<&9û5�����(û�ñ����tñ
ρ(M) = ρ(M/Rc(A)) 6 ρ(M/Rb(A)) 6 ρ(M).

� ��ûXö�û�6�ñ��hû[úüú���øE��ù$&rø�õhö�ýK�tþ`ñ�õ��[ò����Tþ�ñ����Tñ�û��hû[úüû[ö3ñ�ø�ù�� R∗(A)
�����3û�ñ���û�ý�þ�ùDý�ûxþ`ñ�õhû[ø�ø`õhúüõ	���Tþ

ñ�ùüùDö�û[ørù��=û��hû[úüûOö3ñ�ø�ù���ñ���û �2���Où%æø`ùDö%þ��Dó�õ������ �
� �� ���  ��� � �
� £[¨ ∗ ∈ {f, c, b} � §T·�¤°´h£x¨ A ½¡£ü§l·�©T«,+�£¡¤%§D´ ( £V½x«�§ 	 � )D.2.�©T[£6¨�¸§D¨

J
¥g
R∗(A)¬[©T« ∗ ∈ {f, c} ©T«9§ b » � )æ§T�¥g·�¥g´ .�©D¨;£�·æ¨�¥]¤3£¡§D´�©d¬ A ¬[©T« ∗ = b

	 � ¸£x·
ρ(NM) = 0

§T·�¤
ρ(N+M) =

ρ(M)
¥ ¬Á©T·H£u©d¬�¨�¸£?¬x©D´c´�©T²�¥g· ( ¦¡©T·�¤T¥g¨�¥]©T·��¸©D´h¤T 	

(i) N ∈M∗(J)
§T·�¤

M ∈M∗(A)
	

(ii) N
¥cÁ§>.H«�£¡¦¡©%+/.�§3¦[¨X )�½xx£[¨ ©d¬

Rb(A)
§T·H¤

M
¥gÁ§°½¡©&)·H¤3£¡¤� )æ½�[£[¨ ©d¬

A
	

ª9«�©t©d¬ 	 � ûxñ � õ � ��ù���ó �(� ��ûOö N+M ∈M∗(A) � � ö�û�ú*�Oôuø`òý�ý�ù(ø`û ñ����Tñ J õ�ø�����ù(ø`ûOóN�ô � ûOúüú*�
� � 66õ�ö%ñ���û5���Dø`û ∗ = b ��- ñ0�gù��	�hù$&rø"�cþ�ù(ú � ��û[ùDþ�û[ú � � � � ñ����Tñ

ρ(N +M) = ρ((N +M)/J) = ρ(M/J) = ρ(M). � � � @ �



TOPOLOGICAL RADICALS
�DF �

�æòþ`ñ���û[þ�úuùDþ�û(ÿ�ø`õ�ö��[û
NM ⊂ (N ∪M)2 ÿ

ρ(NM) 6 ρ((N ∪M)2) = ρ(N ∪M)2 = ρ(M)2 � � � � �
�ô&ù(ö�û�ù�� � û[úüú��Dø � � 	 ÿ�� � � B��Dö�ó � � ��� �OùDþ`þ�û[ødý�ù(ö�ó�õhö�÷lñ�ù ∗ ∈ {f, c, b} � �U���Dö�÷(õhö�÷ N ñ�ù

λN&9û�÷(ûxñ�ñ����Tñ
ρ(NM) = 0. � � � 	 �

 ù$& �hûxñ � õ�õ � ��ù��hó �  ùDñ�ûüñ����Tñ � � � � � �Dö�ó � � � 	 � �Tþ�û�������õhó�ø`õ�ö��[û ρ(λN ∪M) = ρ(M)
Mô

� û[úüú�� � � � B � ��òþ`ñ���ûxþOÿ�õ	�
G(λ) = M ∪ (λN +M)

ñ���ûOö
G(λ) ⊂ 2 abs(λN ∪M)

ÿ<&0��û[ö��Oû
ρ(G(λ)) 6 2ρ(abs(λN ∪M)) = 2ρ(λN ∪M) = 2ρ(M)

�ô � ûOúüú*� � � � B � ðMõhö��Oû�ñ���û��gò�ö��[ñ�õ�ù(ö λ 7→ ρ(G(λ))
õhøU�ù(ò�ö�ó�ûOó �Dö�ó°ø`ò<����Tþ�úuù(ö�õ���ù(ö C ÿõ�ñ9õhø�Où(ö�ødñ��Dö3ñOÿ<&0��û[ö��Oû

ρ(N +M) 6 ρ(G(1)) = ρ(G(0)) = ρ(M).
�U���Tö�÷Dõhö�÷

M
ñ�ù −(N +M)

õ�ö%ñ����Tñrõhö�û� Mò�����õ�ñ¼ô(ÿ�&9û�ù��ñ��Dõhö%ñ����Tñ
ρ(M) ≤ ρ(N − (N +M)) 6 ρ(−(N +M)) = ρ(N +M),

&0��û[ö��Oû
ρ(N +M) = ρ(M) �

�����	��
���  � � � �
� £[¨
A
½¡£�§�·H©T«,+l£¡¤&§D´ ( £V½�«�§ 	 � ·�£x´�£�+l£�·æ¨

a ∈ A ½¡£x´�©T· ( 6¨;©
Rb(A)

�]«�£� ..	

Rc(A)
�u¥ �

ρ(aM) = 0 � ¬x©T«6§T·�¾�½¡©&)·H¤3£¡¤ �}«¡£� ..	�.H«�£¡¦¡©%+/.�§3¦[¨ �ux£[¨
M ⊂ A 	

ª9«�©t©d¬ 	 � ûxñ ∗ ∈ {c, b} � - � a ∈ R∗(A)
ñ���û[ö

ρ(aM) = 0
ÿ)�gùDþ�û����,�

M ∈ M∗(A)
Mô � ûOúüú*�

� � � 0(��Xþ�ù��õhö�÷�ñ���û �[ù(ö2�3û[þ�ø`ûÁõhúuý��hõ	�$�tñ�õhù(ö�ÿHø`òý�ý�ùDø`û 7�þ�ødñ+ñ����Tñ ||M || < 1 �#- ö&ñ���õ�ø����Dø`û S1(M) ∈
M∗(A1)

�Dö�ó�ÿ�úüùDþ�û[ù$�3ûxþOÿ S1(M)aS1(M) ∈M∗(A) � � û[ö��[û
ρ(aS1(M))2 = ρ((aS1(M))2) = ρ(aS1(M)aS1(M)) = 0,

&0��û[ö��Oû
ρ(aS1(M)) = 0 � �9ô � ��û[ùDþ�ûOú � � �$@ ÿ

ρ({a} ∪M) = ρ(M).
�æùDþ ‖M‖ > 1

ÿ�&9û�ñ��&�(û
t > ‖M‖ �Tö�ó%÷(ûxñ

ρ({a} ∪M) = tρ({a/t} ∪ (1/t)M) = tρ((1/t)M) = ρ(M).
� ��
������ ��
��  � � �	�
� £[¨ ∗ ∈ {c, b} � §T·�¤%´�£[¨ A ½¡£l§�·�©T«,+l£¡¤¯§D´ ( £V½x«�§ 	 � ¸£x·

R∗(A)
¦¡©T·æ¨;§T¥g·�

§D´c´ �R©T·�£x»;�¥]¤3£¡¤ � ∗ » �4)�§T¡¥g·�¥�´ .�©D¨;£x·æ¨�¥}¤3£¡§D´â�©d¬ A §T·H¤
Rc(A)

¥g�¨�¸£�´�§T« ( £x�¨
c
» � )æ§T�¥g·�¥g´ .�©D¨;£�·æ¨�¥]¤3£¡§D´

©d¬
A

	

ª9«�©t©d¬ 	  ùDñ�û�ñ����Tñ
R∗(A)

�[ù(ö3ñ��Dõ�ö�ø �%��� � ù(ö�û��]ø`õ�ó�û[ó � ∗ �  Mò��Dø`õhö�õ��sý�ùDñ�ûOö3ñ+õhó�û����hø�ù�� A Mô � ûOúuú��
� � ��� ÿ��Tö�ó Rc(A)

õhø
c
�  Mò��Dø`õhö�õ	��ý�ùDñ�û[öMñüõsñ�ø`û��	�0Mô �Xþ�ùDý�ù(ø`õsñ�õhù(ö�� � � 6�ÿ�ñ��Mò�øüõsñüõ�øuñ���û ���Tþ�÷(û[ødñ c � Mò��Dø`õhö�õ��sý�ùDñ�ûOö3ñrõ�ó�û����où��
A �

� ��û �cù�����ù$&rõhö�÷�û�6��Dúuý��hû¯øE��ù$&rø°ñ����Tñ � �"�Dö������ ���h÷(û��þ���ö�û[ûOó�ö�ùDñ �����(û ñ���û9���Tþ�÷(û[ødñ
b
�

 Mò��Dø`õhö�õ��sý�ùDñ�ûOö3ñ�õ�ó�û���� � � û[ñ
An

ó�ûOö�ùDñ�ûÁñ���ûN�%�h÷(û��þ��lù�� �%���=ødñ`þ�õ	�[ñ��sô&ò�ý�ý�ûxþE�}ñ`þ�õ��Dö�÷(ò����tþ�ú��Tñ`þ�õ	�Oû[ø
ù(ö

n
�]ó�õ�úüûOö�ø`õ�ù(ö���� � õ��=�ûxþ`ñ�ødý����[û

Hn
ÿ2�gùDþ�û��3û[þ`ô

n ∈ N ÿ2�Dö�ó��hûxñ A �û�ñ���û�ö�ùDþ�ú ����ù(ø`òþ�û�ù��Hñ���û
���h÷(û��þ��Dõ��+ó�õ�þ�û��[ñ ø`ò�ú

B
ù�� ����� ����÷(û��þ��Dø

An
���xñ�õhö�÷6ù(ö°ñ���û � õ	�	�û[þ`ñ ødý����[û

H = ⊕Hn � �U��û$�Tþ��sô
B
õ�ø��Áò�ö�õhù(ölù��oö�õ��sý�ùDñ�ûOö3ñ9õ�ó�û�����ø[ÿ�&0��û[ö��Oûrñ���û����Tþ�÷(û[ødñ

b
�  Mò��Dø`õ�ö�õ���ý�ùDñ�û[ö3ñ õ�ó�û�����&9ù(ò��hó��û�û� Mò����
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ñ�ù
A

�3õhö�ý��Tþ`ñ�õ	�Oò����Tþ
A = Rb(A)

�ô �?ùDþ�ù������tþ`ô�� � B � � � öüñ���ûrùDñ���ûxþU���Dö�ó�ÿ�õ�� M õ�ø�ñ���ûrò�ö�õsñ ������
ù��
A
ñ���û[ö ‖Mn‖ = 1

ÿ��gùTþ/�����
n
ÿ���û[ö��Oû

A
õhø�ö�ùDñ

b
�  Mò��Dø`õ�ö�õ���ý�ùDñ�û[ö3ñ ��- ö%ý��Tþ`ñ�õ��[ò����Tþ

1 = ρ(M) 6= ρ(M/Rb(A)) = 0. � � ���2�
��å��å � §3¤T¥]¦¡§D´P»;´â¥g¶D£�.H«�©�.æ£�«x¨�¥]£�Á©d¬�¥}¤3£¡§D´â

Rf � Rc §T·�¤ Rb
� �� ���  � �	� �
� £[¨

A
½¡£6§�·H©T«,+l£¡¤°§D´ ( £V½�«�§�§T·�¤

I
¥�¨��¥}¤3£¡§D´ 	 � ¸£x·

(i) I ∩Rf (A) ⊂ Rf (I)
	

(ii) I ∩R∗(A) = R∗(I) � ¬x©T« ∗ ∈ {c, b} 	
ª9«�©t©d¬ 	 � ��û�õ�ö����hò�ø`õ�ù(ö�ø I ∩R∗(A) ⊂ R∗(I)

�Tþ�û�û���õhó�ûOö3ñ ���òþ`ñ���ûxþ�úüùDþ�ûDÿ ��û[ñ
a ∈ R∗(I)

�Dö�ó
M ∈ M∗(A)

ÿK&0��ûxþ�û ∗ ∈ {b, c} �)� ��ûOö (aM)2 = aN
ÿ

&0��ûxþ�û
N = MaM ∈M∗(I) � � û[ö��Oû ρ((aM)2) = 0

õhú6ý���õhû[ø
ρ(aM) = 0

ÿ<&0��û[ö��Oû
a ∈ R∗(A)�ô � ��û[ùDþ�û[ú � � B � �  û�ý�þ�ù$�3û[ó%ñ����Tñ R∗(I) ⊂ R∗(A) � ðMù R∗(I) ⊂ R∗(A) ∩ I �

� �� ���  � � � �
� £[¨
A
½¡£6§�·H©T«,+l£¡¤°§D´ ( £V½�«�§ 	 � ¸£x·

(i) R∗(R∗(A)) = R∗(A) � ¬[©T« ∗ ∈ {f, c, b} 	
(ii) R∗(A/R∗(A)) = 0 � ¬x©T« ∗ ∈ {f, c} 	
ª9«�©t©d¬ 	 � ��û�ødñ��Tñ�û[úüû[ö3ñ � õ � õhø�û���õhó�ûOö3ñ ���ùDþ � õhõ � ÿ2��û[ñ â = a/R∗(A) ∈ R∗(A/R∗(A)) � ��ùDþ?û��3ûxþ`ô M ∈M∗(A)

ÿDø`û[ñ
M̂ = M/R∗(A)ñ���û[ö�ÿ��cùDþ ∗ ∈ {f, c} ÿ

ρ({a} ∪M) = ρ(({a} ∪M)/R∗(A)) = ρ({â} ∪ M̂) = ρ(M̂) = ρ(M)
�ô � ��û[ùDþ�û[ú � � � ����� ��õhørøE��ù$&rø�ñ����Tñ a ∈ R∗(A)

�Dö�ó9�%���[ùDþ�ó�õhö�÷��sô
â = 0 �

� �� ���  � �� �� �c¬
I
¥c�§ü¦x´�©T[£¡¤�¥]¤3£¡§D´�©d¬�§�·H©T«,+l£¡¤ü§D´ ( £V½x«�§

A
¨�¸£�·

qI(R∗(A)) ⊂ R∗(A/I)
¬[©T«

£¡§3¦x¸ ∗ ∈ {f, b, c} 	
ª9«�©t©d¬ 	 �U�hû��Tþ���ô(ÿ �cùDþN�Dö3ô

M ∈ M∗(A/I)
ÿoñ���ûxþ�û�õhø

N ∈ M∗(A)
&rõsñ��

qI(N) = M �8- � a ∈
R∗(A)

ñ���û[ö
ρ({λqI(a)} ∪M) = ρ({λqI(a)} ∪ qI(N)) 6 ρ({λa} ∪N) = ρ(N)

�gùDþrû��3ûxþ`ô
λ ∈ C � �9ô � û[úüú�� � � @ ÿ qI(a) ∈ R∗(A/I) �

ðMò�úüúüõ�ö�÷&òý�ñ���ûuþ�ûOø`ò���ñ�ø�ù���ñ���û6ý�þ�û��õ�ù(ò�ø5�hû[úüú��Dø>&9ûüù��ñ��Dõhö"ñ���û*�Oû[ö3ñ`þ����Xødñ��tñ�ûOúüû[ö3ñÁù��
ñ���õ�ø�ø`ò<æø`û��xñ�õhù(ö �
�����	��
���  � � ���

Rf
x§D¨�¥g��?£�".H«¡©�.�£�«x¨�¥]£x

(1◦) � (2◦) � (3◦)
§T·�¤

(4◦)
�â¬�«¡©%+ ¨�¸£l¤3£ ��·�¥g¨�¥]©T·�©d¬

§ ��� ¥g· � )æ½�[£¡¦[¨�¥}©T· �'	�� � � Rc ¥gÁ§T· � ��� §T·H¤
Rb

¥gÁ§�¸£�«¡£�¤T¥�¨;§T«�¾ � ��� ©T·
(NA)

	

ª9«�©t©d¬ 	 � ��û�ý�þ�ùDý�û[þ`ñ¼ô � 6 ◦ � ���hû��Tþ��sô ��ù���ó�ø"�gùDþ0�%��� R∗ ��� ��û�ùDñ���û[þ ý�þ�ùDý�û[þ`ñ�õ�ûOø
�gù��	�hù$& �cþ�ù(ú � ��û��ùDþ�ûOú � � ��� �Dö�ó �hû[úüú��Dørù���ñ���õhø�ø`ò<�ø`û��xñ�õhù(ö �
 û"&rõ��	�K�Tý�ý��sô��gùTþ �þ�û��õsñ¼ôuñ���û�ñ�ûxþ�ú � þ��Dó�õ������ �3ñ�ùN�%���

R∗ � �(ûOûxý�õhö�÷Áõhölúuõhö�ó�ñ����tñ?ù(ö���ô Rc õ�øý�þ�ù��3ûOó�ñ�ù��û�� �'� ù(ö (NA) ��� ��ùDþXõhö�ødñ��Dö��[û(ÿtñ���û[ô �Tþ�û � �'� ø�ù(ö�ñ���û
�����Dø`ø�ù��K���	�<�OùDúüú�òñ��Tñ�õ	�(ûö�ùTþ�úüûOó
Q
� ����÷(û��þ��Dø � ø`ûOû �Xþ�ùDý�ù(ø`õsñ�õhùDö � � � � ���

� 
�����
	����� ���  � � � � � ´c´
R∗

§T«�£ )·�¥ ¬[©T«,+ §T·H¤	�¾�+8+�£[¨�«�¥}¦ � Rf ¥g'�¨�«�©T· ( §T·�¤�·�©D¨�[£�+6¥�»
«¡£ ( )´h§T« � Rc §T·�¤ Rb §T«¡£�«�£ ( )�´�§T«�§T·�¤�·�©D¨X�¨�«�©T· ( 	



TOPOLOGICAL RADICALS
�DF �

ª9«�©t©d¬ 	 ðMõhö��Oû1��ø`ò������÷(û��þ��&ù����
R∗

�}þ��Tó�õ	�$�%�U�%�h÷(û��þ��&õ�ø
R∗

�}þ��Dó�õ������}ÿ�ò�ö�õ��cùDþ�úüõ�ñ¼ô'ù��
�����
R∗

õ�ø
ù�(�õhù(ò�ø � � �hø`ù�ÿHõsñ�õ�ø�����û$�Tþ�ñ����Tñ ����� R∗ �Tþ�û�ødô�úüúüûxñ`þ�õ�� � � ��ûÁþ��Dó�õ�������ø Rc �Dö�ó Rb �Tþ�ûÁþ�û[÷(ò����tþ
� � û[úüú�� � � � � � �Dö�ó�õhö�ý��Tþ`ñ�õ	�Oò����Tþ6ø`û[úüõ	�}þ�û[÷(ò����Tþ � � ù�&9û��3ûxþ Rf õhø�ö�ùDñ�ø`û[úüõ	�}þ�û[÷(ò����tþ ��- ö�ó�û[ûOó�ÿñ���ûxþ�û�û�6õ�ødñ�ø0�üö�ùDþ�úuûOó9�%�h÷(û��þ��

C = φ(A)
�gùTþrø`ù(úüû5�[ù(ö3ñ�õhöMò�ù(ò�ø/��ù(úüù(úüùTþ`ý���õ�ø`ú

φ : A→ B�cþ�ù(ú �Áñ�ùDý�ù��hù(÷Dõ��������sôlö�õ	��ý�ùDñ�û[ö3ñ ���Dö����,� �%�h÷(û��þ��
A
ñ�ù8��ø`ûOúuõhø`õhú6ý���û ���Dö����,� �%�h÷(û��þ��

B
ÿ��Dö�ó

C
õ�ø�ó�ûOö�ø`û6õhö

B
?�	 ÿ � 6��Dúuý��hû 0�� 6DC �  ùDñ�û�ñ����Tñ Rf (C) = C

�Dö�ó
Rf (C) = 0 � � ö ñ���û6ùDñ���û[þ���Tö�ó�ÿ?ñ���û ø��Dúuû'û�6��Dúuý���û"øE��ù$&rø�ñ����Tñ

Rc
�Dö�ó

Rb
�Tþ�û"ö�ùDñ�ødñ`þ�ù(ö�÷�þ��Tó�õ	�$�%�hø � õhö �õ�þ`ñ�ò�û"ù��

A = Rc(A) = Rb(A)
�Tö�ó

Rb(C) ⊂ Rc(C) ⊂ Rc(C) ⊂ Rad(B) = 0 � ÿ &0��õ���û Rf õhø�ødñ`þ�ùDö�÷�ô � û[úüú�� � � 6 � õhõ ���
� ø � �[ù(ö�ø`û� Mò�ûOö��[ûüù��?þ�û[÷(ò����tþ�õ�ñ¼ô(ÿ

Rc
�Dö�ó

Rb
�Tþ�ûüñ�ùTý�ù��hù(÷(õ	�$�%����ô �,���Tþ����xñ�ûxþ�õhødñ�õ��uù(ö

(NA)�ô � ��û[ùDþ�û[ú B � 6 � ��- ø Rf ñ�ùDý�ù���ù(÷(õ������	��ô �����Tþ����xñ�û[þ�õ�ødñ�õ���ù(ö (NA)
3

�����	��
���  � � � �
Rc < Rf

©T·
(NA)

§T·�¤
Rb < Rc

©T·
(BA)

	 ��©T«�£¡©&*T£x« � Rb ¥g6·�©D¨+§ ���
©T·

(BA)
	

ª9«�©t©d¬ 	 �Xþ�ùDý�ù(ø`õsñ�õhù(ö � � � 6üøE��ù�&rø+ñ����Tñ�ñ�ù°ø`û[ûÁñ���û�ó�õhødñ�õ�ö��[ñ�õ�ù(ö9�ûxñ'&9û[ûOö
Rf

�Tö�ó
Rc

õsñ�ø`ò.���[û[ø
ñ�ù �[ù(ö�ødñ`þ�ò��[ñ
�Dö

f
�  Mò��Dø`õhö�õ��sý�ùDñ�ûOö3ñ����h÷(û��þ��5&0��õ����lõhø9ö�ùDñ

c
�  3ò��Tø`õhö�õ��sý�ùTñ�ûOö3ñ � � ûxñ φ : A→ B

�û
ñ���û��[ù(ö3ñ�õhöMò�ù(ò�ø���ù(úüùDúüùDþ`ý���õhø`ú ù�� �Áþ��Dó�õ	�$���#�"�Dö������ ����÷(û��þ��

A
ù(ö3ñ�ù8��ó�ûOö�ø`û�ø`ò<�����÷(û��þ��

Cù�� �°ø`ûOúüõ�ø`õhúuý���û ���Dö����,� ����÷(û��þ��
B

�Où(ö�ødñ`þ�ò��xñ�ûOó Mô � �8� ��� õ	6�ù(ö ?
	 ÿ � 6<�Dúuý��hû 0�� 6DC ��� û������	�ñ����tñ
A
õ�ø6ñ�ùDý�ù���ù(÷(õ������	��ô�ö�õ��sý�ùDñ�ûOö3ñOÿ=õ � û � b �  3ò��Tø`õhö�õ��sý�ùTñ�ûOö3ñOÿT&0��õ��hû C õhø

f
�  3ò��Tø`õhö�õ��sý�ùTñ�ûOö3ñ � Mô� û[úüú�� � � 6 � �Dö�ó&ö�ùDñ c �  Mò��Dø`õ�ö�õ���ý�ùDñ�û[ö3ñ � ø`õ�ö��[û�õ�ñ�ø0�[ù(úuý���û[ñ�õ�ù(ö%õhørö�ùDñ�þ��Tó�õ	�$�%� ���� û[ñÁò�ø�ý�þ�ù$�3û�ñ����Tñ

Rb < Rc
ùDö

(BA) � � û[ñ
G

�ûüñ���û � þ�ûOû�ö�ù(ö<�]ò�ö�õ�ñ����?ø`û[úüõ�÷Dþ�ù(òý &rõsñ��
�Où(ò�ö3ñ��%��hû�ø`ûxñ {x0, x1, . . . }

ù��X÷(û[ö�û[þ��tñ�ùDþ�ø � � ûxñ
J
�ûÁñ���û�õhó�û����=ù��

G
�OùDö�ø`õ�ødñ�õhö�÷°ù���������&9ùDþ�ó�ø

&0��õ	�,�:�Tþ�û�ö�ùDñrø`ò<(&9ùDþ�ó�ørù���ñ���û�õhö<7�ö�õ�ñ�û>&9ùDþ�ó
W = x0x1x0x2 . . . x0xn−1x0xn . . .

� P õhø
�  )æ½�²?©T«¡¤ ù��
W
õ��
W = RPH

ÿ(&0��ûxþ�û
R ∈ G �Dö�ó

H
õ�ø
�Dölõhö<7�ö�õsñ�û/&9ùTþ�ó ����� ��ûOö l1(J)õhø�õ�ø`ù(úüûxñ`þ�õ��������sô&õhú5�û[ó�ó�ûOó �Dø��Dö¯õ�ó�û�����õhö3ñ�ù

l1(G) � ðMû[ñ A = l1(G)/l1(J)
�Tö�ó¯ó�û[ö�ùDñ�û5Mô

Xiñ���ûlõ�ú��D÷(û[ø6ù��9ñ���ûl÷(ûOö�ûxþ��Tñ�ùDþ�ø
xi
õ�ö
A �  ùDñ�ûüñ����Tñ X0X0 = 0

�Tö�ó
XiPXi = 0

�gùDþ�û��3ûxþ`ô
úüù(ö�ù(úüõ����

P
�Dö�ó

i > 0 � � û[ö��Oû XiAXi = 0
�Tö�ó

(XiM)2 = 0
�gùDþrû��3ûxþ`ô �ù(ò�ö�ó�ûOó%ø`ò��ø`ûxñ

M ⊂ A �Dö�ó
i > 0 ��- ñ0�gù����hù�&rø0�cþ�ùDú � ��û[ùDþ�ûOú � � B � ñ����Tñ

Xi ∈ Rb(A) ⊂ Rc(A)
�gùDþ �%���

i > 0 � � ûxñ
J
�ûÁñ���û ����ù(ø`ûOó õ�ó�û�����ù��

A
÷(ûOö�ûxþ��Tñ�û[ó:Mô

N = {Xi : i > 0} � �?ô � ûOúüú*�
� � B�BMÿ

J = Rb(J) = Rc(J).
�æòþ`ñ���û[þOÿ

A/J
õ�ø/�uù(ö�û��]ó�õ�úüûOö�ø`õ�ù(ö���� ����÷(û��þ��u÷DûOö�ûxþ��Tñ�ûOó Mô �uö�õ���ý�ùDñ�û[ö3ñ � ðMù

A/J = Rb(A/J) = Rc(A/J).
ð�õ�ö��Oû

Rc
õhø>� �'� ÿ A = Rc(A)

Mô � ��ûOùDþ�û[ú B �
0�� õ ��� �9ò�ñ Rb(A) 6= A
ø`õ�ö��[û

X0 /∈ Rb(A)
õhö

�õ�þ`ñ�ò�û�ù��
‖(X0N)n‖1/n = ‖X0X1 · · ·X0Xn‖1/n = 1
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�gùDþ6û��3ûxþ`ô
n ∈ N �!� ��õhø6ø`õ�ú�ò���ñ��Dö�û[ù(ò�øE��ô�ý�þ�ù$�(ûOø�ñ����Tñ Rb õhø�ö�ùTñ*� �'� ùDö

(BA) � ùDñ���û[þE&rõ�ø`û
A = Rb(A)

�Dørõ�ö%ñ���û5���Dø`û�ù��
Rc
ÿ��8�Où(ö3ñ`þ��Dó�õ	�[ñ�õ�ù(ö ���

� ��û1�cù�����ù$&rõhö�÷  Mò�ûOødñ�õ�ù(ö�øN�Tþ�ûlõ�úuý�ùDþ`ñ��Dö3ñ �8� ù Rf �Dö�ó
Rc

�OùDõhö��Oõ�ó�ûlù(ö
(BA)

3 � ùMûOø Rf�Où(õ�ö��Oõ�ó�û�ù(ö
(BA)

&rõ�ñ��
Rad

3
��å���å

Radt
§T�§ ��� «�£x´h§D¨;£�¤�¨;© � ©T¥g·�¨ � )æ§T�¥g·�¥g´ .�©D¨;£�·�¦¡£�	 ð�õ�ö��Oû+ñ���û+ñ�ûOö�ø`ùDþ þ��Tó�õ	�$�%�

Radt
õhø"���hø`ù

þ�û����Tñ�ûOó°ñ�ù��,�õhö�ó%ù���4Rù(õhö3ñ/ Mò��Dø`õhö�õ��sý�ùDñ�ûOö��[û�õsñrõhø�ö��tñ�ò�þ��%��ñ�ù*�[ù(úuý��Tþ�û
R∗

&rõ�ñ��
Radt �� û[ñ�ò�ø"7�þ�ødñrý�þ�ù$�(û�ñ����Tñ

Radt
�$�Dö �û�ó�û�7�ö�û[ó&õhö�ñ���û�ø��Túüû>&��Oô �Dø

R∗ �
�����	��
���  � � � �
� £[¨

A
½�£�§ �+§T·�§3¦�¸°§D´ ( £O½x«�§ 	 � ¸£x·

a ∈ Radt(A)
¥ �
ρ1({a}∪M) = ρ1(M)¬[©T«�£4*D£�«�¾l )�+8+�§3½[´�£Á )æ½�[£[¨

M
©d¬
A

	

ª9«�©t©d¬ 	 - � a ∈ Radt(A)
ñ���ûOö�ÿ�Mô � ��ûOùDþ�û[ú 6 � � 6�ÿ

ρ1({a} ∪M) = ρ1(({a} ∪M)/Radt(A)) = ρ1(M/Radt(A)) = ρ1(M).
�?ù(ö2�3ûxþ�ø`û���ô(ÿæõ	�

ρ1({a} ∪M) = ρ1(M)
ñ���û[ö

ρ1(({a} ∪M)2) = ρ1({a} ∪M)2 = ρ1(M)2

�ô � 6 ���2��� ðMõhö��Oû aM ⊂ ({a} ∪M)2 �Dø�÷(ûOö�ûxþ����hõ	#Oû[ó%ø`ò<æø`ûxñ�ø[ÿ�&9û>�����3û
ρ1(aM) 6 ρ1(M)2.

� ûxý������[õhö�÷ a �ô λa � &0��õ���� ����û$�tþ���ô�ø��Tñ�õ�ø37�ûOø�ñ���û�ø��Túüû5�OùDö�ó�õsñ�õhù(ö � �gùTþ λ ∈ C ÿ�&9û�÷(ûxñ "
|λ|ρ1(aM) 6 ρ1(M)2,

&0��û[ö��Oû
ρ1(aM) = 0

�Dö�ó&õ�ñ�þ�û[ú��Dõ�ö�ø�ñ�ù��Tý�ý���ô � ��û[ùDþ�û[ú 6 ��0��
 ù$& &9û &rõ��	��ý�þ�ù��3û�ñ����Tñ�ñ���û�þ��Dó�õ������

Rc
õ�ø"&9û��&�<�sô°ñ�û[ö�ø`ùDþ �

�����	��
���  � � � � �g¬
A
¥c�§�¦�©%+�.�§3¦[¨}´â¾ �4)�§T¡¥g·�¥�´ .�©D¨;£x·æ¨��+§T·�§3¦�¸�§D´ ( £V½�«¡§"¨�¸£x·

A⊗̂B ¥g�¦¡©%+u»
.æ§3¦x¨}´â¾2�4)�§T¡¥g·�¥g´ .æ©D¨;£�·æ¨ � ¬x©T«6§T·�¾ ��§T·H§3¦x¸¯§D´ ( £O½x«�§ B 	

ª9«�©t©d¬ 	 - � M õ�ø �"ý�þ�û��[ù(úuý����xñ°ø`ûxñlõhö
A⊗̂B ñ���ûOö Mô ?�� 	 ÿ'�?ùDþ�ù������tþ`ô 	 � B � B$C�ñ���ûxþ�û¯û�6õ�ødñ�ø �ø`û$ Mò�û[ö��Oû

an ⊗ bn
&rõ�ñ��

an → 0, bn → 0
ø`ò��,�%ñ����Tñ

M ⊂ abs{an ⊗ bn : n > 1} � � û[ö��[û
ρ(M) 6 ρ(abs{an ⊗ bn : n > 1}) = ρ({an ⊗ bn : n > 1}) 6 ρ(P ⊗Q),

&0��ûxþ�û
P = {an : n > 1} �Dö�ó Q = {bn : n > 1} � � òñ

‖(P ⊗Q)n‖ = ‖Pn ⊗Qn‖ 6 ‖Pn‖‖Qn‖
&0��û[ö��Oû

ρ(P ⊗ Q) 6 ρ(P )ρ(Q) �#- ö'ù(òþ �Tø`ø`ò�ú6ý�ñ�õ�ù(ö�ø ρ(P ) = 0
�û��$�Dò�ø`û

P
õ�ø�ý�þ�û��[ù(úuý����xñ �� ûOö��[û

ρ(M) = 0 �
- ñ�õhø"����û$�Tþ�ñ����Tñ/�TöMô�ø`ò�úüú��%���ûÁø`ûxñ M ù��T�üö�ùDþ�úuûOó:����÷(û��þ��uõhø ý�þ�û��[ù(úuý����xñ/�Dö�ó

ρ(M) 6 ρ1(M) 6 ‖M‖1.
$ ùTþ�ûOù$�(û[þOÿ�õ�� M õ�ø"7�ö�õ�ñ�û�ñ���ûOö

ρ1(M) 6 kρ(M),
&0��ûxþ�û

k = card(M) � - ñ>�cù�����ù$&rø+ñ����Tñ�õ�� M õhø�ø`ò�úüú��D���ûN&rõ�ñ��
ρ1(M) = 0

ñ���û[ö
ρ(M) = 0

ÿ
�Dö�ó&õ	�

M
õ�ø"7�ö�õ�ñ�û &rõ�ñ��

ρ(M) = 0
ñ���ûOö

ρ1(M) = 0 �
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Rc 6 Radt 6 Rf
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ª9«�©t©d¬ 	 - � a ∈ Radt(A)
ñ���û[ö

ρ1({λa} ∪M) = ρ1(M)
�cùDþ�û��3ûxþ`ô97�ö�õ�ñ�û6ø`ò<æø`ûxñ

M
ù��
A
�Dö�ó

λ ∈ C ÿ�Mô � ��û[ùDþ�ûOú � � B � ÿ�&0��û[ö��Oû
sup{ρ({λa} ∪M) : λ ∈ C} 6 sup{ρ1({λa} ∪M) : λ ∈ C} = ρ1(M).

�9ô � û[úüú�� � � @ ÿ a ∈ Rf (A) �
- ñ"�gù��	�hù$&rø0� þ�ù(ú � ��ûOùTþ�ûOú 6 � B�ñ����tñrõ	� A = Rc(A)

ñ���ûOö
A = Radt(A) ��� ��ûOö

Rc(A) = Radt(Rc(A)) ⊂ Radt(A)
�û����Dò�ø`û

Rc(A)
õhø0�8����ù(ø`ûOó%õ�ó�û����où��

A
�Dö�ó

Radt
õhø0� �'� ù(ö (BA) �

ðMù�ÿDõ�ñ����DöN�û ø��Dõ�óuñ����Tñ�ñ���û9ý�þ�ù���hû[ú ù���ñ���û9ñ�ûOö�ø`ùDþ�þ��Dó�õ������hõsñ¼ô6ù��K�+þ��Dó�õ����������Dö����,�*���h÷(û��þ��
õhø �¼õhö3ñ�û[þ�úuûOó�õ��tñ�û �"�ûxñ'&9ûOû[ö�ñ���û�ý�þ�ù���hû[úüø?ù�� 7�ö�õ�ñ�û� 3ò��Tø`õhö�õ��sý�ùTñ�ûOö��[û��Dö�ó1�[ù(úuý����xñ� 3ò��Tø`õhö�õ��sý�ù%�
ñ�ûOö��[û ��- ñ0�cù�����ù$&rø0� þ�ù(ú �?ùDþ�ù��	���Tþ`ô2� � 6 � �Dö�ó � ûOúuú�� � � � � ñ����Tñ

ρ1(M) = 0
�gùDþrû��3ûxþ`ô�ø`ò�úüú*�%��hûÁø`ò<�ø`ûxñ

M
ù��
Rc(A)

ÿ��cùDþ/�uö�ùDþ�úüû[ó9����÷(û��þ��
A �

��å���å
p
» �4)�§T¡¥g·�¥�´ .�©D¨;£x·æ¨u§D´ ( £V½x«�§T
	  û &rõ��	�0�Où(ö����hò�ó�û&ñ���õhølø`û��xñ�õhù(ö Mô �[ù(ö�ø`õhó�ûxþ�õhö�÷ ��ö��tñ�òþ����

øE�$����ûlù��T4dùDõhö3ñ6ødý�û��xñ`þ����Xþ��Dó�õhõ�ÿ=õhö�����ò�ó�õ�ö�÷
ρ
�Dö�ó

ρ1
�DøÁý�ù����tþ6û�6�ñ`þ�û[ú�� � �æùTþ8�9���hù(ø`û � �òñ6ö�ùDñõhó�ûOö3ñ�õ	�$��� � ö�ùDñ�õhù(ö%ø`û[û ?��$@ C �� û[ñ

A
�û ��ö�ùDþ�úuûOó ���h÷(û��þ�� �Dö�ó

p > 1 � �æùDþ ��÷DûOö�ûxþ����hõ	#Oû[ó�ø`ò<æø`ûxñ
M

ù��
A

&rõ�ñ�� �
þ�û[ý�þ�û[ø`ûOö3ñ��Tñ�õ=�3û

(aα)α∈Λ
ÿ��hûxñ

‖M‖p =
(∑

α∈Λ

‖aα‖p
)1/p

.

� ø�õhö%ñ���û>���Dø`û
p = 1

ÿ ‖M‖p ó�ù�ûOø�ö�ùDñró�ûxý�ûOö�ó&ù(ö:�6þ�ûxý�þ�ûOø`û[ö3ñ��Tñ�õ	�(û ��$ ùDþ�û[ù$�3ûxþOÿ
‖MN‖p 6 ‖M‖p‖N‖p � � �
02�

�gùDþ�÷(û[ö�û[þ�����õ�#[ûOó'ø`ò<�ø`ûxñ�ø�ù��
A � þ�û������	��ñ����Tñ�ñ���û6ý�þ�ù�ó�ò��[ñ MN

�Dö�ó �lý�ù$&9û[þ
Mn �Tþ�ûuó�û�7æö�û[ó

��ûxþ�û �ôlþ�ò���ûOø�ù��=÷DûOö�ûxþ����hõ	#Oû[ó%ø`ò��ø`ûxñ�ø
�æø`û[û6ðMò<�ø`û��xñ�õhù(ö�6 � � ��� � ÷(û[ö�ûxþ�����õ�#[ûOó&ø`ò<�ø`ûxñ M ù��
A
õ�ø

�$���	�hû[ó
p
»] )�+8+�§3½[´�£ õ�� ‖M‖p <∞ � �æùTþ�� p �]ø`ò�úüú��D���û+÷DûOö�ûxþ����hõ	#Oû[ólø`ò<�ø`û[ñ M ù��

A
ÿ3õ�ñU�cù�����ù$&rø

�cþ�ù(ú � � ��02� ñ����Tñ ñ���û[þ�û�û�6�õhødñ�ø
ρp(M) = lim(‖Mn‖p)1/n = inf(‖Mn‖p)1/n.

�U���Tö�÷Dõhö�÷�ÿ��Dørò�ø`ò�����ÿæø`ò�úüø�ñ�ùüø`òý�þ�û[ú��*�cùDþ
p =∞ ÿæùDö�û>���Dö &�þ�õ�ñ�û�ñ����tñ

ρ(M) = ρ∞(M).
�U�hû��Tþ���ô �Dö3ô

p1
�]ø`ò�úüú��%��hû�÷(û[ö�ûxþ�����õ�#[ûOó%ø`ò<�ø`û[ñ

M
õhø
p2
�]ø`ò�úuú��%��hû�õ��

p1 < p2
��úüùDþ�û[ù$�3ûxþ

‖M‖p1
> ‖M‖p2

.

- ñ0�cù�����ù$&rø�ñ����Tñ
ρp1

(M) > ρp2
(M). � � � ��� �

� ö�ùTþ�úüûOó �%�h÷(û��þ��
A
õhø �����	�hû[ó

p
� �4)�§T¡¥c·�¥�´ .�©D¨;£x·æ¨ õ��

ρp(M) = 0
ÿT�cùDþ�û��(û[þ`ô

p
�]ø`ò�úüú*�%��hû

ø`ò��ø`ûxñ
M

ù��
A � - ñlõ�ø�����û$�tþ�ñ����Tñ�õ�� A õ�ø

p
�  3ò��Tø`õhö�õ��sý�ùTñ�ûOö3ñ�ñ���ûOö

ρp(M) = 0
�cùDþ�û��3ûxþ`ô

p
�

ø`ò�úuú��%��hû�÷(û[ö�û[þ��%�hõ�#[û[ó&ø`ò<æø`ûxñ�ù��
A �
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���  ��� ���
� £[¨
A
½¡£u§ �+§T·�§3¦x¸¯§D´ ( £O½x«�§�§T·�¤

p > 1
	 � ¸£�·

(i)
�c¬
A
¥g
p
» � )æ§T¡¥c·�¥�´ .�©D¨;£x·�¨?¨�¸£x·

A
¥g

1
» �4)�§T¡¥c·�¥�´ .�©D¨;£x·æ¨ 	

(ii)
�g¬
A
¥c

1
» � )æ§T¡¥c·�¥�´ .�©D¨;£x·�¨9¨�¸£x·

ρp(M) = 0 � ¬x©T«6§T·�¾ 1
»; )�+8+�§3½[´�£Á )æ½�[£[¨

M
©d¬
A

	

ª9«�©t©d¬ 	 � õ �  ùDñ�û ñ����TñXñ���û0���Dø`û p =∞ �gù����hù�&rø � þ�ù(ú �?ùTþ�ù������Tþ`ô � � 6 � � � ûxñ p <∞ ��- ñ�ø`ò.���[ûOøXñ�ùý�þ�ù��3û�ñ����Tñ
A
õhø

Radt
�}þ��Dó�õ������ � � û[ñ B �û/�Dö��TþE�õ�ñ`þ��Tþ`ô ���Dö����,�1�%�h÷(û��þ�� �Dö�ó

T =
∑
ak⊗bk ∈

A⊗̂B &rõ�ñ�� ∑ ‖ak‖ ‖bk‖ < ∞ � $ ò���ñ�õsý���ôõ�ö�÷ Mô�ø`ò�õsñ��%��hû¯øE�������Tþ�ø[ÿ�ù(ö�û¯ú��Oô#ø`ò�ý�ý�ù(ø`û&ñ����Tñ
∑ ‖ak‖p <∞

�Dö�ó ∑ ‖bk‖q <∞ ÿ�&0��ûxþ�û q = p/(p− 1) ��- ñ0�cù�����ù$&rø�ñ����tñ
‖Tn‖ =

∥∥∥
∑

ak1
. . . akn⊗bk1

. . . bkn

∥∥∥

6
(∑

‖ak1
. . . akn‖p

)1/p(∑
‖bk1

. . . bkn‖q
)1/q

6 ‖Mn‖pβn,
&0��ûxþ�û

M
õ�ø/�u÷(û[ö�û[þ��%�hõ�#[û[ó&ø`ò<æø`ûxñ0&rõsñ���ñ���û�þ�ûxý�þ�û[ø`û[öMñ��tñ�õ	�3û

(ak)k>1
�Dö�ó

β =
(∑

‖bk‖q
)1/q

.

� ��ò�ø
‖Tn‖1/n 6 β(‖Mn‖p)1/n,

&0��û[ö��Oû
ρ(T ) 6 ρp(M) = 0 �

� õ�õ � �gù��	�hù$&rø�õhúüúüû[ó�õ��Tñ�û���ô �cþ�ùDú � � � � � ���

������� Ä ��� Æ � Â

� P
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� M�	2C�B��+B�� ËOÔsÉ¡Í�Þ3�?UOa�Ut^�_���N QD\����¼UOf?UOa�S���iDZ}L[|�UOZgbc^5H�LOa3ZgbhaMiDbhZgY[Þ3:�ÔsËVÌ¼É�Ö3×3ÐtÖ L�Ì¼É¡ÍRÍ¡Þ3>��(ÑhÐVÌ¼×�Þ F�G$GDG B
� Q 	2J�B�ß3B��9ÏPØDÏsÖ3Í!�tÙtÞ�y�b aTQVf�UOa�S�y�UtSObc^dUON fdÞMI?ÔsÔPÉ¡ÖüËOÖ3×uE?Ö à ÏsÖ�ÞMFæÐVÖ3×3ÐtÖ�Þ�P � O%QDB
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C∗
{

UON QD\x�`�¼UOfdÞ�L�ÏPÎRÝ�ËOÖ+G�ÐVÖ3ÐVÚVÌRËVÊ3È3Í�ËOÖ3×�ADÒ3Ì;ØtÉ�Ù(Í�ÏsÖ/L�Ò3Ì¼ÉXËOÖ3×�I?Ê3Ê3ÔsÏsÉ¡×�G�ËOÎRÈ�B ��� Þ[I�×3×3ÏsÍRÐVÖ:1%É¡ÍRÔsÉ`Ù
FHÐVÖ3ÚVÝÁËOÖ�Þ(FHÐVÖ3×3ÐVÖ�Þ�P ��� � B

� P � 	,<�B;1�B%LoËOÔsÝ�É�Ì¡Þ3��UOaUt^`_���N QD\����¼UOf�UOaS+Zc_3\,<�\�a\��¼UON=�æ_(\RLO�`Y�L;��>R{g��N QD\����¼UOfdÞV7�ÐVÔgB�PVÞ(:�ËOÝ+Ó3Ì¼Ïs×3ÚVÉ
E?Ö3ÏPØ�B2L�Ì¼É¡ÍRÍ¡Þ�P ��� MMB
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� P�M 	2ßMBx@�B�L�É�ÎRÉ¡Ì¼Í�ËOÖ3×�@rB61�B61%ÐtÚVÉ¡Ö�Þ<H�LO|+|+iDZ}UOZcbh�V\��RUVSObc^dUON3LEX3\��¼UOZ�LO�XUON QD\����¼UOfdÞxß3BO>9Ê�É¡ÌRË[ÎRÐVÌ�<XÈ3É¡ÐVÌ;Ù
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