
TOPOLOGICAL ALGEBRAS, THEIR APPLICATIONS,
AND RELATED TOPICS

BANACH CENTER PUBLICATIONS, VOLUME 67
INSTITUTE OF MATHEMATICS

POLISH ACADEMY OF SCIENCES
WARSZAWA 2005

���������
	���������������� �����������������

 "!$#&%('*),+�-�.0/21&3(4�5&%�+�-�#& "!$#&%&)6.7'
8:9<;>=@?A=@BC=EDGFA=6HJIKFA=@?MLONQP�RS9�NUT7HWVW;>?A=6HJ=YXCF[ZAN\HJ]Q]_^M`<;:LONQP"abHJ?MIK^A9<=cFedfP7gfhMijhlknmKopVjFMLAqAT"P"rb^A]sFA9ut

v7i6IKFANQ]xwzy:{f;,|[F,y>VjF�}*NQI�~sBJ��~QH:tAB<~ �u]

�0�����f�����O�u�����f���S���x�p�M�f�J�����c�����C�����J�M�Q �¡�¢z��£[¤
¥ ��¦G§6�O¨W©:�fª�«7�M�x�l¬Of�G�f��®c�����l�����f¨J§¯�f���>�e��§@¨e¨M�O°f�O�±®c§6�M®c���f����§\°f�O�[¨M�f�[²

³µ´"¶J·[¸M¹uºA·f»  <¼l½*¾A¿µÀ�¿fÁ�¼lÀ�¿�Â�Ã�Â�¼lÄuÃ�½:¾MÅ:¼l½
S
Å:Æ�Ã&ÇfÀ�Ã�ÈjÅ:É_¼l¿KÊ$Æ�ÃJÅ:Æ�Ã�½7ÉsÅ:ÈYÈjÀ�Á�¿�¼l½jËµ¾AÌ_ÉsÅ6ÍeÎ[¾A¿µÁ�Ã$Á�À�É_ÌsÅ7À�Ä

Ï ½j¼lËÐÅ:Æ<¾MÅ$¼ Ï ÃWÑfÃJ½,Í
Sf Ò Å:Æ�Ã�½jÃ�È,Å:½jÉ_ÎJÅ:É_¼l¿�¼ Ï S Å:¼�¾eÎJÍCÎJÌ_É_Î�È:Ä<¾AÎ�Ã�ÓlÃ�¿�ÃJ½:¾AÅ:ÃJÂÔÁnÍ f É_¿�Å:Æ�Ã�Â�¼lË�¾lÉs¿�¼ Ï S ÒÉ_È$¾l¿<¾AÌsÍzÕ�Ã�Â�Ö<×bÆ�¼lÀ�ÓlÆ�Å:Æ�Ã�ÇzÀ�Ã�È,Å:É_¼l¿Ô¾AÅ$Ìx¾A½jÓlÃ�Æ<¾AÈ$ÁuÃ�Ã�¿ÔÌ_Ã Ï Å�^W��HJ9�Èj¼nËKÃ(Ä<¾l½,Å:É_¾lÌ±½jÃJÈ:À�ÌsÅ:È$¾A½jÃpÄ�½jÃ�ÈjÃ�¿fÅ:ÃJÂ

¾l¿�Â�¾eÄu¼nÈjÈ:É_Á�ÌsÃ(ÊØ¾[Í�Å:¼KÄ�½j¼OÑnÃ�ÉÙÅbÉ_ÈbÈ:À�ÓlÓlÃ�ÈjÅ:Ã�Â�¾AÈØÊ*Ã�Ì_Ì\Ö

Ú±Û�Ü  �ÝS�C�� �Þ��MÞ�£W��Ý± ��zßJàÔ¢záe�zâS�Oß�¢f�J�zßJ£äãM�C �£>�J�x�J���J�å¢z ��Qà�âS�zßW��¢z ��GãMáU¢f£W£G�Q ��fâ"�Oß�¢f�J�zß��J¡��M�zßWæ
àÔ�C£>�Jáxæ�Ý"�MãA¢z��£W���CçS�J¡��M�xß&â�ßJ�M£W�A �ãM���x Gè<��¢z ��J��àéàÔ�Mã[¡�¢z ��QãM£Mêu£W�A��ë ìuê�í&¡"î<ïWïWï�ê�âð¢nßAî"ñMòfó"¢z �Þ�ëQñAônó¯î
õ ¡��z���z¡G¢�áQ�z�(¢fÝS�C���&�J¡��M�xß&�J¡��A�fßWæö�x£(¢zá_ßJ�l¢fÞ�æ�÷� ��løp å�6¢�â±¢f�J�Q�M ��&ßJ�l¢zÞ��Oßù�Q£ù¢z£>÷��MÞ��J��ø(¢z�x�ù�� ��J�Qá
�J¡���àÔ�C ��C�zß�¢nâ±¡�ëQñlúlóYøp�xáQáY¢fâ�â"�A¢fßO¤ù�J¡��OßJ��¢fßJ�µ£>�J�xáQá0£W�CàÔ�µÝ±¢z£W�xã�è����M£>�J�Q�z �£û�� �¢z �£>øù�MßJ�MÞ"üð�C ����zç
�J¡��Màý�x£p£WãOßJ���J�x ��QþM�AÞ�¡��MßJ�zî

ÿ Þ��M �£W�Aá_æ�Þ����� ��AÞå�zâS�Oß�¢f�J�zß
S
�Q �¢äãM�Cà�â�áQ�������Qá_ÝS�MßW�e£>â±¢zãM� H �Q£e£J¢z�xÞå�J�äÝS�ä¨����O�S�f���ö�z�

�QçY�J¡��MßJ���x£�¢z ��z�J¡��Mßp���Qá_Ý"�OßW�û£>â±¢zãM� K ãM�C ���¢z�x ��x ����Q£W�zàÔ�M�WßJ�xãl¢fáQáxæ H ¢z �Þ�¢Ô ��zßJàÔ¢zá0�zâS�Oß�¢f�J�zß
N�Q  K £W��ã�¡G�J¡�¢f��� D(S) ⊂ D(N)

¢z �Þ
Sf = Nf

ç@�zß
f ∈ D(S)

üußJ�AãA¢záxáS�J¡±¢n�p¢�Þ��M �£W�Aá_æäÞ����� ��AÞ
�zâS�Mß�¢f�J�fß

N
�Q£(£J¢z�QÞä�J��ÝS���S�f�����z�0�xç D(N) = D(N∗)

¢f �Þ ‖Nf‖ = ‖N∗f‖ ç\�fß f ∈ D(N)
î�ïjç

D(S)
�Q£K§\��°f�f�[§¯�f�±®"ç\�zß

S
ê��J¡±¢n�p�Q£Mê��Qç

SD(S) ⊂ D(S)
�J¡��M �ç\�zßû¢f <æ

f ∈ D(S)
�J¡��K£W�M�J£

�>ñn¤ Df df
= lin{Snf ; n = 0, 1, . . .}, Hf df

= cloDf

�
	�	�	 DGFA=U{�HJIKFA=@N��;��<B��@��H��J=��"]sFA;>;>N ���:FA=\N@^A9����Y½jÉsËµ¾A½,Í����A# �
	 Ò ���
� �
	 Ò ����� 	� "! +zÃ�Î�¼l¿�Â<¾A½,Í#���M#�$�% Ò�&����� 	 Ö
oeHW?�TY^AVjtA;KFA9�te��{fVjFA;�HJ;
��À�¿fÁ�¼lÀ�¿�Â�Ã�ÂGÈjÀ�Á�¿�¼n½jË�¾AÌ"¼lÄ�Ã�½:¾MÅ:¼l½ Ò ÎJÍCÎJÌ_É_Îe¼lÄuÃ�½:¾MÅ:¼l½ Ò ÑnÃ�ÎJÅ:¼l½(¼ Ï À�¿�ÉsÇzÀ�Ã('¿�Ã�È:È Ò È:Ã�ËKÉ_ÈjÄ�Ã�ÎWÅ:½:¾lÌ�Ë�Ã[¾AÈjÀ�½jÃ Ò Ã�Ì_ÃJË�Ã�¿nÅ>¾A½,Í�È:ÄuÃ�ÎJÅ:½:¾AÌ�Ë�Ã�¾lÈjÀ�½jÃlÖ×ØÆ�Ãp¾AÀCÅ:Æ�¼l½ØÊØ¾AÈbÈ:À�Ä�Äu¼n½,Å:ÃJÂÔÁnÍµÅ:Æ�Ã�/)�7%�Ól½:¾A¿fÅ � � 	� # 	� � 	*� ��Ö
×ØÆ�Ã�Ä<¾AÄuÃ�½$É_ÈØÉ_¿,+<¿<¾AÌ Ï ¼l½jË�¾A¿�ÂÔ¿�¼�ÑfÃJ½jÈ:É_¼l¿�¼ Ï ÉÙÅØÊ$É_Ì_Ì�Á�Ã�Ä�À�Á�Ì_ÉsÈ:Æ�Ã�Â�Ã�Ì_ÈjÃJÊ$Æ�ÃJ½jÃlÖ
1 - ÉsÅ:Æ D(A)

È,Å>¾l¿�Â�És¿�Ó Ï ¼l½ØÅ:Æ�Ã�Â�¼lË�¾AÉ_¿�¼ Ï
A
Ö

[349]



 $ 	
F. H. SZAFRANIEC

¢fßJ�$â�ßJ�zâS�OßJáxæ�Þ����� ��MÞ��fînï,�7�Q£YãAáx�l¢fßY�J¡�¢f�7�Qç
S
�x£7£W��Ý� ��zßJàö¢záu�Q  H �J¡��M µ�J¡��$ßJ�M£>�WßJ�QãO�J�Q�C 

Sf
df
=S|Df�Cç

S
�J� Df

�x£e¢�£W��Ý� ��fßJàö¢zá*�zâS�Oß�¢f�J�zß��Q  Hf
ç\�zßK¢f <æ

f ∈ D(S)
î õ ¡���è<���M£>�J�Q�C �øp¡��O�J¡��Mßû�J¡��

���f��°z�[�[¨M�(¡��CáQÞ�£Mê��J¡�¢f�p�Q£Mê
� ♣ ¤ § �e¨��±�[�S�f�����z�Ù§\®c²��>�µ�f��²

Sf
§ ���S�Ù§¯�O¨K®c���z®(�>�

S �
�Q£pøp¡�¢f�ûøù�µ�x <�J�M �Þ �J��Þ��Q£WãM��£W£��x ��J¡��Q£�âð¢nâ"�OßAî õ ¡��x£û÷u�Q �Þ��CçØè<���M£>�J�Q�C ��x£��x �¡��OßJ�M <�û�Q ��zâS�Oß�¢f�J�zß
�J¡��M�zßWæG¢z �Þ��x�J£��Qà�âS�zßW��¢z �ãM�K�Q G�J¡��x£�ãl¢f£W���x£p�Q GßJ�AãM�����OßJ�Q ��Ô£W��Ý� ��zßJàö¢záx�x�jæG�Cç*¢z ��zâS�Oß�¢f�J�zßpçUßJ�Cà
�J¡±¢n�p�Cç7¢z �æ��zç7�x�J£�ãOæ�ãMáQ�xã�ãM�Cà�âS�C ��M <�J£Mî

�SÛ�� �M£W�QÞ��M£�¨	�����M®c�J�z� �����f¨J���J�O¨7øù�K¢fßJ���C�z�Q ����J��Þ��l¢fáðøp�_�J¡ä£W�MàÔ�Q£>âS�MãM�Wß�¢záðàÔ�l¢f£W��ßJ�M£ùãA�z �£W�xÞ��MßJ�MÞ
�C 

B(C) =
�J¡��

σ 
 ¢záx�C�OÝ�ß�¢e�Cç � �fßJ�Aá�£W��Ý�£W�M�J£b�Cç C êzøp¡��Qã�¡ö¢fßJ�� ��z�J¡��Q ��K�z�J¡��MßØ�J¡±¢f Ô ��zßJàö¢záx�QþM�AÞâ"�z£W�x�J���C���zâS�Mß�¢n�J�zß��z¢záx���MÞ�àÔ�A¢z£W��ßJ�A£e¢zãAãM�zßJÞ��Q ����J�ä¢z ��z�J¡��Oß��J�MßJà��Q ��CáQ�z�zæ�î õ ¡<��£Mê"Þ��M ��f�J�Q ��öÝuæ
B+(H)

�J¡�� £W�O� �Cç�¢záQáK ��C  
  ��M��¢f�J�����àÔ�MàµÝS�MßJ£ �zç B(H) =
�J¡�� ¢záx�C�MÝ�ß�¢
�Cç�¢záxáKÝS�C�� �Þ��AÞ

�zâS�Mß�¢f�J�fßJ£ä�z  H ê$øù��£J¢Mæ��J¡�¢f�
F : B(C) → B+(H)

�x£�¢�¨M����§@¨	�����M®c�J�z� �����f¨J���J�ö�xç
σ 7→

〈F (σ)f, f〉 �Q£ σ 
 ¢zÞ�Þ��x�J�����ç@�zßp�����MßWæ f ∈ H ¢f �Þ��x�p�Q£� ��zßJàö¢záx�QþM�AÞ�Ý<æ
F (C) = I

î
�0�M����£�ÝS�M�C�Q GÝ<æGßJ�MãA¢záQáx�Q ��

������������������� � � �±�[�J�z®,�f�
S
§@¨µ¨��±�[�S�f�����z�0§ ���f�S� �f�±�Ù²G§ �µ®c���O�J��§@¨Ô��¨M����§\¨	�����O®c���z���ö���f¨��u�J�

F
�f�

B(C)
¨��±�[��®c���z®

�	!�¤ 〈Sf, g〉 =

∫

C
z〈F (dz)f, g〉, ‖Sf‖2 =

∫

C
|z|2〈F (dz)f, f〉, f ∈ D(S), g ∈ H.

õ ¡��M�zßJ�Aà ñ�ø(¢z£äâ�ßJ���C�AÞ�"��x  ë #fó¯ü&�x��¢fâ�âS�A¢fßJ£G�x  ë !nó�øp�_�J¡2¢z ����u�Wß�¢ ãM�C �Þ��x�J�Q�z �øp¡��Qã�¡��x£
 ��M�MÞ�áx�A£W£Mî

$e�M ��f�J�(Ý<æ M+(C)
�J¡��p£W�O�$�zç"¢fáQá�âS�C£W�_�J������% � �fßJ�Aá�àÔ�A¢z£W��ßJ�A£b�C  C î'& �p¢fßJ���C�z�Q ��K�J��àö¢f÷��

��£W�K�Cç0�J¡��Kç\�záQáQ�Aøp�Q ��
( �)�+*���,.-0/1-2�4365)� �Y�M® D �J�G�å���[��¨M�ö¨����O¨7�±���J�G�>� H 8:9 ���;�±�f¨O� {µf (σ)}f∈D � µf ∈ M+(C) �
f ∈ D 8 ¥ ���[� F ���7<Ø�S�J�G�O²
�	=�¤ 〈F (σ)f, f〉 = µf (σ), σ ∈ B(C), f ∈ D
§\¨ ��¨M����§\¨	�����O®c���z� �����f¨��u�J��§ ���f�ð� �f�±�Ù²�§ �e�M�f���z�@�

f, g ∈ D �f�S�
σ ∈ B(C)

®c�����M�z�@�x�fªØ§\�?>
���f�S�f§c®c§6�f��¨µ�f�J��¨M�z®c§\¨2<$���;@

µλf (σ) = |λ|2µf (σ)
�M�f�

λ ∈ C ��A#u¤
µf+g(σ) + µf−g(σ) = 2(µf (σ) + µg(σ)),

�¯ú�¤

µf (X) = ‖f‖2.�¯ì�¤
B@�µ�f�S�����A<Ø�S�[¨

µf,g
df
=〈F ( · )f, g〉, f, g ∈ H,

�f� � ªØ���z®$§@¨�®c����¨M����� � § �µ�f�S��� �;�S�Ù§¯�O¨K®c�������7<*��§c®c§6�f���	C�¤µ�J�M�x�fª � ®c���[�
�EDC¤ ‖µf,g‖ ≤ ‖f‖‖g‖, f, g ∈ D.

2 F Ì_É_¿ F Â�Ã�¿�¼AÅ:Ã�È7Ì_És¿�Ã[¾A½0È:Ä<¾A¿eÊ$Æ�É_Ì_Ã F ÎJÌ_¼ F Â�Ã�¿�¼AÅ:Ã�ÈYÎ�Ìs¼nÈjÀ�½jÃ ! Å:Æ�É_È0É_È Ï ¼l½0È:ÃJÅ:È0ÃHGCÎJÌ_À�È:ÉsÑnÃ�ÌÙÍ Ò Ï ¼l½Y¼lÄuÃ�½:¾MÅ:¼l½jÈÊØÃ(À�È:ÃùÅ:Æ�Ã�Î�¼lËKË�¼l¿ F Á<¾A½ F ¿�¼AÅ>¾AÅ:És¼n¿�Ö
3 ×bÆ�Ã�Áu¼nÀ�¿�Â�ÃJÂ�ÑnÃ�½jÈ:É_¼l¿�¼ Ï Å:Æ�É_ÈbÉ_ÈbÉ_¿JI  LK Ö
4 'Ø¾AÌ_Ì±¾eË�Ã�¾lÈjÀ�½jÃù�C^A;>NQ=@NNMAH*É Ï ÉsÅØÅ>¾.OlÃ�Èb¿�¼l¿�¿�Ã�Ón¾AÅ:ÉÙÑfÃùÑA¾AÌ_À�Ã�È[Ö
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�J¡���àÔ�A¢z£W��ßJ�
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(f)
f

�Cçp�J¡��G�� ��Qè<����çc¢zàÔ�xáxæ {µ(f)
g }g∈Df

�Cçû�MáQ�MàÔ�A ���¢fßWæ £>âS�MãM�Wß�¢fá
àÔ�l¢f£W��ßJ�M£p�zç
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( �)�+*���,.-0/1-2�43��1� B\�������O�
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DF df
= lin{Snf ; n = 0, 1, . . . , f ∈ F}, HF df

= cloDF , SF
df
=S|DFç\�zßû¢fßWÝ��_�Wß�¢fßWæ F ⊂ D(S)

î ���z�J�QãM� DF
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S{f,g}
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�\Ý"¤��M�f�ö�O°f�O�[²
f, g ∈ D(S)

®c�����O§@¨M���O���O�ð��� {〈Smf, Snf〉 + 〈Smg, Sng〉}∞m,n=0

§@¨Ô�����O®,�O� �
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§\¨e���f¨K®c���µ�u��§ �[�±�[�S�O¨�¨ �ð�J� ���O�O®c²ä�f�S�
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µf+g + µf−g − 2µf
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f, g ∈ D(S).
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2(〈Smf, Snf〉+ 〈Smg, Sng〉) = 〈Sm(f + g), Sn(f + g)〉+ 〈Sm(f − g), Sn(f − g)〉,

〈Smf, Snf〉+ 〈Smg, Sng〉 =

∫

C
zmz̄n(µf + µg)(dz),

〈Sm(f + g), Sn(f + g)〉+ 〈Sm(f − g), Sn(f − g)〉 =

∫

C
zmz̄n(µf+g + µf−g)(dz),
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2〈Smf, Snf〉 =

∫

C
zmz̄n(µf+g + µf−g − 2µg)(dz)

�Q£
2µf
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�M�f�

f ∈ D(S)
�f�S��®c���7�O�z�@�x�fªØ§\�?>
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�>�ö°z�J�M®,�f�[¨�§\� D(S)
®c����� ���O�J�z®,�f�

S{f0,f1,...,fn}
§@¨

¨��±�[�S�f�����z�"ªØ���[�S�O°f�O�
S{f1,...,fn}
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