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´1µ«¶bµW· ¸º¹1»d¸l¼X½¿¾IÀ|Á«µ®Â-µxÃ^¹-¸l¼X¸EÀ ¹-¾�Ä|¹-Â1ÅÆÄ|Çx¼X¾PÇWÀ|¹ÈÇYµxÉX¹È¸º¹-·*¸E¹�¼XµW·�ÉiÄ|Ê¬À|ËbµxÉiÄ�¼XÀ|ÉX¾³Ä�¹ÈÂ1¼X½-µY¸ºÉPÂÈÀ�Ì
Á�Ä|¸E¹-¾YÍ-Î^À|ÉdÁÏÀ|ÉXµ�Â-µx¼iÄ|¸EÊº¾dÄ|¹-Â�ÉXµWÅ~µYÉXµY¹-ÇWµY¾?À ¹�¼X½-µr¾IÐ6¶-Ñ[µWÇx¼<»Tµ�ÉXµYÅNµxÉ<¼XÀ)ÒEÓ�ÔRÍÈÕw¹¦»d½ÈÄ�¼dÅ~À ÊEÊºÀG»d¾<»Tµ
À ¹-ÊºÖ¦ÇYÀ ¹-¾I¸EÂ-µxÉ<ÉXµWÄ|Êb×|Ä|ÊEÐ-µYÂ�ÅNÐ-¹-ÇY¼X¸ºÀ ¹-¾dÄ�¹ÈÂ�Â-À«¹-À|¼dÄ|Â-Â6ÉXµW¾I¾T¼X½-µrÀ|¶C×6¸ºÀ Ð-¾<Á«ÀCÂÈ¸lÃÈÇGÄ�¼X¸ºÀ ¹-¾<¹-µWµYÂ-µWÂ
¸E¹�¼X½-µ�ÇYÀ ÁÏËÈÊEµxØ�ÇWÄ|¾Iµ|Í

ÎÈÀ|É³Ã^¹-¸l¼Xµ¦ÁÏµGÄ|¾IÐ6ÉXµ¦¾KË^Ä|ÇWµY¾
(T, dt) Ù (S, ds)

»Tµ®Â-µY¹ÈÀ�¼Xµ®¶CÖ
L0(T )

Ä|¹-Â
L0(S)

¼X½-µ®ÇWÀ�ÉIÉXµYÌ
¾KË�À|¹ÈÂ-¸º¹È·V¾KË^Ä|ÇYµW¾¡À Å6Á«µGÄ�¾IÐ-ÉiÄg¶^Êºµ Ù ÃÈ¹-¸º¼XµTÄ6Í µ ÍgÅ~ÐÈ¹-Çx¼X¸EÀ ¹-¾ Ù µWÚCÐ-¸ºË-ËbµWÂ�»d¸º¼X½PÇYÀ ÁÏËÈÊEµx¼Xµ¬Á«µY¼IÉX¸ºÇ¬×�µYÇY¼XÀ|É
¼XÀ|ËbÀ ÊEÀ ·|¸EµY¾?À Å3ÇYÀ ¹�×�µYÉX·|µW¹-ÇYµr¸E¹�Á«µGÄ�¾IÐ-ÉXµ|ÍÈÛ?½-µW¾IµÜ¼XÀ|ËbÀ ÊEÀ ·|¸EµY¾<Á�ÄYÖ¦¶bµrÂ-µxÃÈ¹ÈµYÂ)µ|Í ·6Í Ù ¶CÖ¦Á«µGÄ�¹È¾<À|Å
Ë^¾IµYÐ-Â-À ¹-À|ÉXÁ«¾�À Å�¼X½-µÏÅNÀ�ÉXÁ

u →
∫ |u|

1+|u| Ù
»d¸º¼X½�¸º¹C¼XµY·|ÉiÄ�¼X¸ºÀ ¹�ÀG×�µxÉ

S
À|É�ÀG× µYÉ

T Ù »d½-¸ºÇ�½(»TµÏÉXµxÌ
¾KË�µYÇx¼X¸º×�µYÊºÖ�Â-µY¹-À|¼XµV¶CÖ

ρS
Ä|¹-Â

ρT
Í6ÎÈÀ|É<ÄPÁ«µGÄ�¾IÐ-ÉiÄg¶^Êºµ�Å~ÐÈ¹-Çx¼X¸EÀ ¹®À ¹

T ×S Ù k(t, s) Ù »TµÜÇWÀ ¹-¾I¸ºÂÈµxÉ¼X½Èµ)¸º¹C¼XµY·|ÉiÄ|Ê<À�Ë�µxÉiÄ�¼XÀ|É
K

»d¸l¼X½°Ý�µxÉX¹-µWÊ
k Ù ·|¸º×�µY¹°¶CÖ�¼X½-µÞÅ~À|ÉXÁ³Ð-ÊtÄ

Ku(t) =
∫
k(t, s)u(s)ds

Í
´¿µ«×a¸Eµx»ß¼X½-¸E¾�À|ËbµYÉiÄ�¼XÀ�É�Ä|¾³Ä|¹�àÆÐ-¹C¶bÀ Ð-¹-Â-µWÂ/á�ÊE¸º¹-µGÄ�É³À|ËbµxÉiÄ�¼XÀ|ÉPÅtÉXÀ Á

L0(S)
¸E¹�¼XÀ

L0(T )
Í3Û?½-µ

À|ËbµYÉiÄ�¼XÀ�É�¸E¾�Â-µYÃÈ¹-µWÂ(À ¹$¼X½-µ�¾Iµx¼rÀ Å¬Ä|ÊºÊ¡ÅNÐ-¹-ÇY¼X¸ºÀ ¹-¾
u ∈ L0(S)

Å~À|É�»d½-¸ºÇ�½ |K||u| ∈ L0(T )
àÆ¸qÍ µ Í Ù∫

S
|k(t, s)||u(s)|ds < ∞ Ä6Í µ Í�á�Û?½-¸E¾�¾Iµx¼P¸E¾�Â-µY¹-À|¼XµWÂ

DK
Ä�¹ÈÂ�ÉXµYÅNµxÉIÉXµWÂ�¼XÀÞÄ|¾r¼X½-µÏË-ÉXÀ|ËbµxÉPÂÈÀ�Ì

Á�Ä|¸E¹¿À Å
K

àqÄ|¾³Â-¸º¾K¼X¸E¹-· Ð-¸E¾I½-µYÂÅtÉXÀ Áâ¼X½-µ¦µxØa¼XµY¹-ÂÈµYÂ1ÂÈÀ|Á�Ä|¸E¹1»d½-¸EÇi½�¸E¾³¹-À|¼�ÇYÀ ¹-¾I¸EÂ-µxÉXµWÂ¿½ÈµxÉXµgáiÍ
DK

¸E¾�Ä�ÇYÀ ÁÏËÈÊEµx¼Xµ Ù ¾IÀ Êº¸EÂ«ÁÏµY¼IÉX¸ºÇ?×�µYÇx¼XÀ|É�¾KË^Ä|ÇWµ?»d¸l¼X½�¼X½ÈµT¼XÀ|ËbÀ ÊºÀ ·|Ö�Â-µxÃ^¹-µYÂÏ¶CÖ�¼X½-µTËÈ¾IµWÐ-Â-À ¹-À|ÉXÁ
ρK(u) = ρT (|K||u|) + ρS(u)

Ä|¹-Â
K : DK → L0(T )

¸E¾dÇYÀ ¹�¼X¸E¹CÐ-À Ð-¾YÍ^´1µrÉXµYÅNµxÉd¼XÀÏ¼X½È¸º¾<¼XÀ|ËbÀ ÊºÌ
À ·|Ö¿Ä|¾�ãÆä6å¦æ�åYãÆç�èRé�ãëêiìÈê|íºêiî�ï®À Å

DK
Í:ðñ¾IµWÚCÐ-µW¹-ÇYµ {un}

ÇYÀ ¹�×�µxÉX· µW¾P¼XÀ
0
¸º¹
DK

¸ºÅdÄ|¹-ÂÀ|¹ÈÊlÖ
¸EÅ¯¶bÀ|¼X½

un
Ä|¹-Â |K||un|

àqÄ|¹-Â¿½-µY¹-ÇWµ
Kun

á�ÇYÀ ¹�×�µxÉX· µ�¼XÀ*òÞ¸E¹1Á«µWÄ|¾IÐ6ÉXµ Í3Õë¼³¸º¾³ÇYÊEµWÄ�ÉP¼X½ÈÄ�¼³Å~À|É
¼X½ÈµÜËÈÐ6ÉIËbÀ ¾IµrÀ Å7¾K¼XÐ-Â-Ö®À Å

DK
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µYØaËbµYÇY¼
DK

¼XÀP¶bµV¸º¹¦· µY¹-µYÉiÄ|Ê^ÊºÀaÇWÄ|ÊEÊlÖ�ÇYÀ ¹�×�µxØbÍað�¼IÉX¸º×a¸tÄ|Ê^¾I¸l¼XÐ^Äg¼X¸EÀ ¹�»d½-µW¹�¼X½-¸E¾¯¸º¾T¹-À|¼¬¼X½-µVÇGÄ�¾IµÜ¸º¾
»d½ÈµY¹)¼X½ÈµrÝ�µxÉX¹ÈµYÊ

k
× Ä�¹È¸º¾I½-µW¾VÀ|¹$Ä«¾IµY¼ÜÀ|Å¡¼X½-µPÅNÀ�ÉXÁ

T × S′ »d½-µYÉXµ S′ ¸º¾ÜÄ«¹-À ¹6ÌëÄ�¼XÀ Á«¸ºÇ³¾IÐ6¶È¾Iµx¼
À Å
S
À Å�ËbÀ ¾I¸l¼X¸º×�µVÁÏµGÄ|¾IÐ6ÉXµ|ÍaÕw¹®¼X½-¸º¾TÇWÄ|¾Iµ

DK
ÇYÀ ¹�¼iÄ|¸º¹È¾TÄ|¾?Ä�ÂÈ¸lÉXµWÇx¼¯¾IÐÈÁÏÁ�Ä|¹-Â¦¼X½-µV¾KË^Ä|ÇWµ

L0(S′)Ä|¹-ÂÞÇWÄ|¹-¹-À|¼?¶�µrÊEÀCÇGÄ|ÊºÊºÖ¦ÇYÀ ¹�×�µYØ/ÍÈÛ3À�ÄW× À ¸EÂ)¼X½-¸º¾?¼IÉX¸º×6¸EÄ|Ê�ÇGÄ�¾Iµr»Tµ�Ä|¾I¾IÐ-Á«µ�Å~ÉXÀ|Áñ¹-ÀG»�À ¹�¼X½ÈÄ�¼dÅ~À|É
Ä6Í µ|Í

s ∈ S Ù k(t, s) > 0
À ¹«Ä�¾IÐ6¶^¾Iµx¼¬À|Å

T
À ÅÈË�À|¾I¸º¼X¸º× µ<Á«µWÄ|¾IÐ6ÉXµ|Í��?Ð6¼�µx×�µY¹�¼X½ÈµY¹ Ù »Tµ<ÇYÀ ¹-¾K¼IÉXÐ-ÇY¼XµYÂ¸E¹�ÒEÓxÔ7µxØ-Ä|ÁÏËÈÊºµW¾<À Å3Ý�µxÉX¹-µWÊº¾

k > 0
Ä6Í µ|ÍÈÀ|¹

T × S »d¸º¼X½
DK

¹-À|¼dÊEÀaÇWÄ|ÊºÊºÖ�ÇYÀ ¹�×�µxØbÍ
Û?½-µ�¾I¸EÁ�Ë^ÊºµW¾K¼rÇWÄ|¾Iµ�À Å
ÊEÀaÇWÄ|Ê¡ÇWÀ|¹C× µYØ6¸l¼wÖ*¸E¾Ü¼X½ÈÄ�¼�À Å¬Ä®¹-À|ÉXÁ«µYÂ(¾KË^Ä|ÇWµ|Í�Õw¹$¼X½-¸º¾�ÇWÄ|¾Iµ³»Tµ�½ÈÄW×�µ

¼X½Èµ�ÅNÀ ÊºÊEÀG»d¸º¹È·Ï¼X½-µWÀ�ÉXµWÁ Ë-ÉXÀG× µWÂÞ¸º¹1ÒEÓ�ÔRÍ

���
	��
�	������
���
DK

è������bê�ç�æ�å�� �Rì���éiå"!TãÆä6å#�1èÆã?è��$���
L1 % �Rì���éiå$&
èNãÆä'� &¯åxèºî|äCã(!Tè*)~å+),!?ãÆä6åxçXå

è��-�
w ∈ L0(S)

!
w > 0

��)Nå+)
�/.^é�ä)ãÆä��|ã
DK = {u ∈ L0(S);

∫
|u|wds <∞} = L1

w

)

Õw¹1¼X½Èµ�ÉXµYÁ�Ä|¸º¹ÈÂ-µxÉÏÀ ÅT¼X½È¸º¾�¹-À|¼Xµ�»Tµ¦¾I½ÈÄ|ÊEÊ¯ÐÈ¾Iµ�¼X½Èµ�¼XµxÉXÁ«¾0&¯åxèEî�äCãTÄ|¹-Â¿¼X½Èµ®ÇYÀ|ÉIÉXµY¾KË�À|¹ÈÂ-¸º¹È·
¹ÈÀ�¼iÄ�¼X¸EÀ ¹

L1
w

Ä|¾«¼X½-µYÖ�ÄgÉXµ*¸º¹C¼IÉXÀCÂÈÐ-ÇYµWÂ�¸º¹�Û?½-µWÀ|ÉXµYÁ Ó|Í¯Û?½-µÞ¾IµY¼®À Å�Ä|ÊEÊ<»TµY¸E· ½�¼X¾�¸E¾�Ë^Ä�ÉI¼X¸EÄ|ÊEÊlÖ
À|ÉXÂ-µYÉXµYÂ$Ä|¹-Â$ÂÈ¸lÉXµWÇx¼XµYÂÞ¶aÖ)¼X½-µ�ÉXµWÊEÄ�¼X¸EÀ|¹

w1 � w
¸ºÅ�Ä|¹-Â$À ¹-ÊlÖ*¸ºÅ

w1 ≥ cw
Ä6Í µ|Í Ù »d½-µxÉXµ c > 0

¸E¾
Ä®ÇYÀ ¹-¾K¼iÄ|¹�¼WÍ21ÜÀ�¼XµP¼X½ÈÄ�¼V¼X½-¸E¾VÀ|ÉXÂ-µYÉÜÉXµx×�µxÉX¾IµW¾V¼X½-µPËbÀ ¸º¹�¼w»d¸E¾IµPÉXµWÊEÄ�¼X¸EÀ ¹ ≤ Í/ð<ÇYÇWÀ|ÉXÂ-¸º¹È·|ÊºÖ)»Tµ³½ÈÄW×�µ
¼X½Èµ«µWÚCÐ-¸º×|Ä|ÊEµY¹-ÇWµÏÉXµWÊEÄ�¼X¸EÀ|¹

w ∼ w1
¸ºÅ?Ä|¹-Â1À ¹-ÊºÖ�¸EÅ

w � w1
Ä|¹-Â

w1 � w
Í7´1µ�Â-µY¹ÈÀ�¼Xµ«¶aÖ W¼X½Èµ�ÅNÄ|Á«¸ºÊºÖ1À|Å<Ä|ÊEÊ�µGÚCÐ-¸l× Ä|ÊºµW¹-ÇYµ�ÇWÊEÄ|¾I¾IµY¾�À Å¯»TµW¸º· ½�¼X¾YÍ:Û?½-¸E¾P¾IµY¼³¸E¾³Ä|·�Ä|¸º¹1Ë/ÄgÉI¼X¸tÄ|ÊºÊºÖ�À|ÉXÂ-µxÉXµWÂ¿Ä|¹-Â

ÂÈ¸lÉXµWÇx¼XµYÂ*¸º¹$Ä|¹*À|¶C×6¸EÀ|ÐÈ¾<»?ÄWÖ�ÍbÛ7À«¼X½-µPË^Ä�ÉI¼X¸EÄ|Ê7À|ÉXÂ-µxÉÜÀ Å
w
ÌR¾ÜÇYÀ|ÉIÉXµY¾KË�À|¹ÈÂ-¾d¼X½-µ�Ë^Ä�ÉI¼X¸tÄ�Ê3À|ÉXÂ-µxÉd¶aÖ

ÇWÀ ¹�¼X¸º¹aÐ-À Ð-¾P¸E¹-ÇYÊEÐ-¾I¸EÀ|¹¿À Å
L1
w

ÌR¾43
w � w1

¸ºÅ<Ä�¹ÈÂ�À ¹-ÊºÖ�¸EÅ
L1
w ⊂c L1

w1

Í7´1µÏÃ^¹-Â1¸º¼PÇWÀ ¹�×�µY¹-¸EµY¹�¼
¼XÀÞ¼X½È¸º¹6Ý1À Å

L1
w

Ä�¾ÏÄ)¼XÀ|ËbÀ ÊEÀ ·|¸EÇWÄ|Ê¯¾KË^Ä|ÇYµ¦Ä|¾I¾IÀaÇY¸tÄ�¼XµYÂ1»d¸º¼X½1¼X½-µ®µWÚCÐ-¸º×|Ä|ÊEµY¹-ÇWµ�ÇWÊEÄ|¾I¾
[w] Ù ÉiÄg¼X½ÈµxÉ¼X½^Ä�¹*Ä�¹ÈÀ�ÉXÁ«µWÂ)¾KË/Ä�ÇWµPÄ|¾I¾IÀCÇW¸EÄ�¼XµWÂ�»d¸l¼X½*ÄÏ¾KËbµWÇY¸ºÃÈÇ�»TµW¸º· ½�¼

w
Í^Û7À�¾I¸ºÁÏËÈÊE¸EÅtÖ Ù »TµrÂ-À�¹-À|¼d¸º¹ÈÇYÊEÐ-Â-µ

¼X½È¸º¾TÇWÀ ¹�×�µY¹�¼X¸EÀ ¹¦¸E¹¦À Ð6É?¹-À|¼iÄ�¼X¸EÀ|¹ Ù »<ÉX¸l¼X¸E¹-· L1
w

¸E¹-¾K¼XµGÄ�Â�À Å
L1

[w]

Í65V¶È¾IµxÉI×�µÜ¼X½ÈÄ�¼¯¼X½-µÜ¾KË/Ä�ÇWµÜÀ Å7Ä|ÊEÊ
Á«µGÄ�¾IÐ-ÉiÄg¶^ÊºµÏÅNÐ-¹-ÇY¼X¸ºÀ ¹-¾

L0 ÇWÄ|¹$¶bµ�»<ÉX¸º¼I¼XµY¹�Ä|¾�¼X½-µ�Ð-¹È¸ºÀ ¹�À Å¯Ä�ÊEÊ:¾KË/Ä�ÇWµY¾
L1
w Ù [w] ∈ W Í87ÜµY¹ÈÇYµ

»Tµ�ÇWÄ|¹*¼X½-¸E¹6Ý*À Å
L0 Ä|¾V¼X½-µ�Â-¸lÉXµWÇx¼«àÆ¸E¹-Â-Ð-ÇY¼X¸l×�µ�á?ÊE¸ºÁ«¸º¼�À|Å
¼X½-µ³¼XÀ�Ë�À|ÊEÀ · ¸ºÇGÄ�Ê¡¾KË^Ä|ÇYµW¾

L1
w Ù

¸ÆÍ µ|Í Ù ¼X½ÈµÐÈ¹-¸ºÀ ¹¿À Å
L1
w

ÌR¾³µW¹-Â-ÀG»TµYÂ¿»d¸l¼X½1¼X½-µ®¾K¼IÉXÀ|¹È·|µW¾K¼)àÆÊEÄ�ÉX· µY¾K¼xáÜ¼XÀ|ËbÀ ÊºÀ ·|Ö�Á�ÄgÝ6¸E¹-·(Ä�ÊEÊ�¼X½Èµ�¸E¹-ÇYÊEÐ-¾I¸EÀ ¹-¾
L1
w ⊂

⋃
L1
w

ÇYÀ ¹�¼X¸E¹CÐ-À Ð-¾®àÆ¾IµWµ)Ò 9gÔÆáiÍb´1µÏÉXµYÅNµxÉr¼XÀ¦¼X½È¸º¾r¼XÀ�Ë�À|ÊEÀ ·|Ö(Ä�¾r¼X½-µ
DL % ãëêiìÈê|íºêXî|ï�Í;:¯ÊºµGÄ�ÉXÊlÖ¼X½Èµ

DL
Ìq¼XÀ�Ë�À|ÊEÀ ·|Ö¿¸E¾Ï¾K¼IÉXÀ ¹-· µxÉ*àÆÊtÄ�ÉX·|µYÉxár¼X½ÈÄ|¹�¼X½-µ�À|ÉX¸E· ¸º¹ÈÄ|Ê?Á«µx¼IÉX¸EÇ¦¼XÀ|ËbÀ ÊºÀ ·|Ö¿À ÅdÇWÀ|¹C× µYÉX· µY¹-ÇWµ

¸E¹1Á«µWÄ|¾IÐ6ÉXµ|Í7´1µ�ÇWÀ Ð-ÊºÂ�Ä|Êº¾IÀ*¸E¹�¼IÉXÀaÂ-Ð-ÇWµ Ù Ð-¾I¸E¹-·Þ¼X½-µ®Ä�¶bÀG×�µ«ÉXµxËÈÉXµY¾IµY¹C¼iÄg¼X¸EÀ ¹1À Å
L0 Ù ¼X½-µ�ÊtÄ�ÉX· µY¾K¼

ÊEÀaÇWÄ|ÊEÊlÖP¾IÀ ÊE¸ºÂ
SDL Ù ÊtÄ�ÉX· µY¾K¼
ÊºÀaÇGÄ�ÊEÊºÖPÇYÀ ¹�×�µxØ

CDL
Ä|¹-Â�ÊEÀCÇGÄ|ÊºÊºÖP¾IÀ ÊE¸ºÂ«Ä|¹-Â�ÊEÀCÇGÄ|ÊºÊºÖPÇWÀ ¹�×�µxØ

SCDLãëêiì^ê|íºêXî|èqå#��À ¹
L0 Í¡Õë¼�¸º¾�µWÄ|¾I¸ºÊºÖ�× µYÉX¸lÃ^µYÂ1¼X½ÈÄ�¼³¼X½-µ

SDL
Ìq¼XÀ|ËbÀ ÊEÀ ·�Ö�ÇWÀ ¸º¹-ÇW¸ºÂ-µW¾P»d¸l¼X½1¼X½-µ¦ÁÏµY¼IÉX¸ºÇ

¼XÀ|ËbÀ ÊEÀ ·�Ö�À|Å
L0 Í

ðÜ¾«Á«µY¹C¼X¸ºÀ ¹-µWÂ�Ä�¶bÀG× µ Ù »Tµ*Ä�ÉXµÞ¸º¹C¼XµxÉXµY¾K¼XµWÂ°¸E¹�Â-µW¾IÇxÉX¸º¶È¸E¹-·�¼X½-µÞÂ-À Á«Ä|¸E¹�À|Å
K

¸º¹°¼X½Èµ)ÇGÄ|¾Iµ
»d½ÈµY¹®¸l¼T¸º¾¯ÊEÀaÇWÄ|ÊºÊºÖ«ÇYÀ ¹�×�µxØbÍaÕë¼¬¸E¾¬ËbµYÉX½ÈÄ�ËÈ¾¯Ð-¾IµYÅNÐ-Ê^¼XÀPÇYÀ ¹-¾I¸EÂ-µYÉT¾IÀ|Á«µV¾I¸EÁ�Ë^ÊºµÜµYØ6Ä|ÁÏËÈÊEµY¾¯À|Å�ÊEÀaÇWÄ|ÊEÊlÖ
ÇWÀ ¹�×�µxØ�Â-À Á�Ä�¸E¹-¾YÍ
<>=@? �BA�CD	E� ÍrÕwÅ

T
¸E¾7ËÈÐ6ÉXµYÊºÖPÄ�¼XÀ|Á«¸EÇ Ù T = {tn} Ù n = 1, 2, . . .

¾XÄWÖ Ù ¼X½-µY¹ DK
¸E¾7¼X½-µ¬¸E¹�¼XµYÉX¾IµYÇx¼X¸EÀ ¹

À Å3¼X½-µr¾IµGÚCÐ-µY¹-ÇWµrÀ Å¡¾KË^Ä|ÇYµY¾
L1 »d¸º¼X½)»TµY¸E·|½C¼X¾

wn(s) = k(tn, s)
Í

Û?½-¸E¾�µYØ6Ä|ÁÏËÈÊEµÞ¾IÐ-· · µY¾K¼XµWÂ�Ä�ÇWÀ ¹�Ñ[µWÇx¼XÐ6ÉXµÞÁ�Ä|Â-µ*¸E¹�ÒºÓxÔd¼X½^Äg¼¦Ä�ÊEÀaÇWÄ|ÊºÊºÖÇWÀ|¹C× µYØ
DK

¸E¾«¼X½Èµ
¸E¹�¼XµYÉX¾IµYÇx¼X¸EÀ ¹)À Å¡ÄÏ¾IµGÚ�ÐÈµY¹-ÇWµrÀ Å3¾KË/Ä�ÇWµY¾

L1
wn

»d¸l¼X½*ÄgËÈË-ÉXÀ|Ë-ÉX¸EÄ�¼XµWÊlÖ�Çi½ÈÀ|¾IµW¹)»TµY¸E·|½C¼X¾
wn

Í
<>=@? �BA�CD	GF Í³óCÐ-Ë-ËbÀ ¾Iµ)¼X½ÈÄ�¼

S
¸E¾«Ë^Ð6ÉXµYÊºÖ°Ä�¼XÀ ÁÏ¸EÇ Ù ¾XÄWÖ S = {sn} Ù n = 1, 2, . . .

Ä|¹-Â�¼X½ÈÄ�¼
k
½ÈÄ|¾Ï¼X½-µ¦Ë-ÉXÀ|ËbµYÉI¼wÖ¿¼X½ÈÄ�¼ÏÅNÀ|É�Ä6Í µ Í

t
¼X½-µ�¾Iµx¼ {n; k(t, sn) > 0} ¸º¾ÏÃÈ¹-¸º¼Xµ|Í�Û?½-µW¹

DK
ÇWÄ|¹�¶�µ

¸EÂ-µW¹�¼X¸lÃ^µYÂ«»d¸º¼X½Ï¼X½-µd¾KË^Ä|ÇYµdÀ ÅbÄ|ÊEÊÈ¾IµGÚ�ÐÈµY¹-ÇWµY¾ Ù l0 Ù »d¸º¼X½Ï¼X½Èµ?Ë-ÉXÀaÂ-ÐÈÇx¼�¼XÀ|ËbÀ ÊEÀ|·|Ö Ù ¸qÍ µ|Í Ù ¼X½-µ<¼XÀ|ËbÀ ÊºÀ ·|ÖÀ Å¡ÇYÀaÀ|ÉXÂ-¸E¹ÈÄ�¼XµxÌq»d¸E¾IµrÇYÀ ¹�×�µYÉX·|µW¹-ÇYµ Í



DOMAINS OF INTEGRAL OPERATORS
ÿ����

<>=@? �BA�CD	�� Í³óaÐ6Ë-ËbÀ ¾Iµ ¼X½ÈÄ�¼
S

Ä�¹ÈÂ
T

Ä�ÉXµ ËÈÐ6ÉXµYÊºÖâ¹-À ¹6ÌëÄ�¼XÀ ÁÏ¸EÇ Ä|¹-Â ¼X½ÈÄ�¼
k(t, s) =∑∞

n=1 ψn(t)ϕn(s)
»d½-µYÉXµ

ψn, ϕn > 0
Ä|¹-Â�¼X½ÈÄ�¼�¼X½-µ�¾IÐ-Áâ¸E¾rÃÈ¹È¸l¼Xµ®Ä6Í µ|Í3Û?½-µY¹

DK ⊆
⋂
L1
ϕn»d¸º¼X½�¼X½-µ�µWÚCÐÈÄ|ÊE¸l¼wÖ¦ÀaÇWÇYÐ6ÉIÉX¸E¹-·«¸ºÅ
Ä�¹ÈÂ)À ¹-ÊlÖ)¸ºÅ

lim sup{t;ψn(t) > 0} ¸º¾dÀ Å3Á«µWÄ|¾IÐ6ÉXµ
0
Í

Û?½-µrÊtÄ|¾K¼<¼w»TÀ«µYØ6Ä|ÁÏËÈÊEµY¾d¾IµYµWÁ ¼XÀÏËÈÐ-¼d¸E¹)Â-À Ð6¶-¼d¼X½-µ�ÇYÀ ¹�ÑKµYÇx¼XÐ-ÉXµ�ÅNÀ|ÉXÁ³Ð-ÊEÄ�¼XµWÂÞÄ�¶bÀG×�µ|Í
Õw¹-¾K¼XµWÄ|Â�»TµÞÄgÉXµ�· À ¸E¹-·(¼XÀ$Ë-ÉXÀG×�µ�¼X½ÈÄ�¼«Ä(ÊºÀaÇWÄ|ÊEÊlÖ�ÇYÀ ¹�×�µxØ�Â-À Á�Ä�¸E¹°ÇWÄ|¹�¶bµ¦ÉXµYË-ÉXµY¾IµW¹�¼XµYÂ�Ä�¾

Ä(ÂÈ¸lÉXµWÇx¼«Êº¸EÁ«¸l¼�À ÅV¾KË^Ä|ÇYµY¾
L1
w

»d¸º¼X½
[w]

ÉXµW¾K¼IÉX¸ºÇY¼XµYÂ�¼XÀ�Ä(Â-¸ºÉXµYÇx¼XµWÂ¾IµY¼«À ÅdµGÚCÐ-¸l× Ä|ÊºµW¹-ÇYµ�ÇWÊEÄ|¾I¾IµY¾
ÂÈµx¼XµxÉXÁ«¸E¹-µYÂ)¶CÖ¦¼X½-µrÀ|ËbµYÉiÄg¼XÀ|É

K
»d½-¸EÇi½)»d¸EÊºÊ�¶�µrÂ-µYÃÈ¹-µYÂ)Ë-ÉXµY¾IµW¹�¼XÊlÖ�Í

´1µ�¾XÄYÖ�¼X½^Äg¼?¼X½-µÜÀ|ËbµYÉiÄ�¼XÀ�É
K

¸º¾?¹-À ¹6ÌR¾I¸E¹-· Ð-ÊtÄgÉd¸ºÅ]¼X½-µYÉXµÜ¸E¾
u ∈ DK

¾IÐÈÇi½¦¼X½ÈÄ�¼
u > 0

Ä6Í µ|Í6Õë¼
¸E¾?µWÄ|¾I¸EÊlÖ¦¾IµWµY¹¦¼X½ÈÄ�¼?¸EÅ

K
¸E¾?¹-À ¹6ÌR¾I¸E¹-· Ð-ÊtÄgÉ Ù ¼X½-µW¹�¾IÀÏ¸º¾T¼X½-µ�¼IÉiÄ�¹È¾KËbÀ ¾IµYÂ)À�Ë�µxÉiÄ�¼XÀ|É

K? : L0(T )→
L0(S)

»d¸º¼X½�¼X½-µÞÝ�µYÉX¹-µYÊ
k?(s, t) = k(t, s)

Í¯Û7À�ÄW×�À ¸ºÂ�ÂÈ¸º¾IÇWÐ-¾I¾I¸ºÀ ¹�À Å�¾IÀ ÁÏµ$¼IÉX¸l×6¸tÄ�ÊVÇWÄ|¾IµY¾®»Tµ
Ä|¾I¾IÐ-Á«µr¼X½ÈÄ�¼

K
¸E¾<¹-À ¹6ÌR¾I¸E¹-· Ð-ÊtÄ�ÉÜÄ|¹-Â)¼X½ÈÄ�¼

K?v > 0
Ä6Í µ Í6»d½ÈµY¹-µY× µYÉ

v > 0
ÄaÍ µ|Í^Û?½-¸E¾dÄ|Á«À Ð-¹�¼X¾

¼XÀÏ¼X½-µ�Ä|¾I¾IÐ-ÁÏË-¼X¸EÀ ¹)¼X½ÈÄ�¼dÅNÀ�ÉVÄ6Í µ|Í
s
¼X½-µr¾IµY¼ {t; k(t, s) > 0} ¸º¾dÀ Å7ËbÀ ¾I¸º¼X¸l×�µ�ÁÏµGÄ|¾IÐ6ÉXµ|Í

´1µdÂ-µW¹-À|¼Xµ<¶CÖ WK
¼X½-µd¾IµY¼¯À Å�Ä|ÊEÊ^µWÚCÐ-¸º×|Ä|ÊEµY¹-ÇWµ<ÇWÊEÄ|¾I¾IµY¾¯À Å�ÅNÐ-¹-ÇY¼X¸ºÀ ¹-¾¯À|Åb¼X½-µdÅNÀ|ÉXÁ

w = K?v Ù
v > 0

Ä6Í µ Í Ù »d¸º¼X½1¼X½Èµ®µGÚCÐ-¸l× Ä|ÊºµW¹-ÇYµ�ÉXµWÊEÄ�¼X¸EÀ ¹
w ∼ w1

Â-µxÃ^¹-µYÂÄ�¶bÀG×�µ Ù Ä|Å~¼XµxÉÏÛ?½-µWÀ�ÉXµWÁ Ó�Í3´¿µ
¹ÈÀ�¼X¸EÇYµr¼X½^Äg¼ WK ⊂ W

Ä|¹-Â*¸E¹-½-µYÉX¸l¼X¾VÅ~ÉXÀ Á W ¸l¼X¾dË^Ä�ÉI¼X¸tÄ�Ê7À|ÉXÂ-µYÉWÍ^Û3À®¾IµYµ�¼X½ÈÄ�¼ WK
¸E¾VÂ-¸ºÉXµYÇx¼XµWÂ

¸º¼Ü¾IÐ���ÇYµW¾V¼XÀ�¹-À|¼X¸EÇYµ�¼X½^Äg¼ÜÅNÀ|É
w = K?v

Ä|¹-Â
w1 = K?v1

»Tµ³½ÈÄW×�µ
[w] � [w̃]

Ä�¹ÈÂ
[w1] � [w̃]»d½ÈµxÉXµ

w̃ = K? min{v, v1} Ù Ä�Â-µYÃÈ¹-¸º¼X¸ºÀ ¹$¸E¹-Â-µYËbµY¹-ÂÈµY¹�¼�À Å
¼X½-µ³Çi½-À ¸EÇYµ³À Å:¼X½-µPÉXµYË-ÉXµY¾IµW¹�¼iÄ�¼X¸l×�µY¾
w

Ä|¹-Â
w1

Í-´1µ�Å~Ð6ÉI¼X½ÈµxÉdÀ|¶È¾IµxÉI×�µr¼X½-µrÅNÀ ÊºÊEÀG»d¸º¹-·�¾I¸ºÁÏËÈÊEµ�ÅÆÄ�ÇY¼X¾43
Ógá
DK =

⋃{L1
w; [w] ∈ WK}

Í
9�á¯ÎÈÀ|Édµx×�µxÉIÖ

w ∈ WK
»Tµr½ÈÄW×�µ�ÇYÀ ¹�¼X¸E¹CÐ-À Ð-¾d¸E¹-ÇWÊºÐ-¾I¸EÀ ¹

L1
w ⊂c DK

Í
�?À�¼X½�ÅÆÄ|Çx¼X¾¦Å~À ÊEÊºÀG» Å~ÉXÀ Á�¼X½Èµ*À|¶È¾IµYÉI×|Ä�¼X¸ºÀ ¹�¼X½ÈÄ�¼ ∫

T
v(t)K|u|(t)dt =

∫
S
K?v(s)|u(s)|ds Í��×�µxÉIÖ*ÅNÐ-¹-ÇY¼X¸ºÀ ¹$¸E¹

L0(T ) Ù ¸E¹$Ë^Ä�ÉI¼X¸ºÇWÐ-ÊEÄ�É
K|u| ÅNÀ|É u ∈ DK Ù ¶bµYÊEÀ ¹-· ¾V¼XÀ L1

v

ÅNÀ�É�¾IÀ Á«µ
v > 0 Ù

v ∈ DK?

Í�Û?½ÈµY¹
[K?v] = [w] ∈ WK

Ä|¹-Â
u ∈ L1

w

ÍbÕwÅ
un → 0

¸E¹
L1
w

¼X½-µW¹
Kun → 0

¸º¹
L1
v»d½ÈµxÉXµ

K?v = w
Ä|¹-Â�¶bÀ|¼X½

un
Ä|¹-Â

K|un|
ÇYÀ ¹�×�µYÉX·|µ�¼XÀ

0
¸º¹)Á«µWÄ|¾IÐ6ÉXµ Ù ½-µW¹-ÇYµ un → 0

¸E¹
DK

Í
Û?½-µ<ÉXµWÄ|¾IÀ ¹�Å~À|É¯ÇYÀ ¹-¾I¸EÂ-µxÉX¸E¹-·�¼X½-µd¾Iµx¼¯À Å/µGÚCÐ-¸l× Ä|ÊºµW¹-ÇYµ<ÇWÊEÄ|¾I¾IµY¾ WK

ÉiÄ�¼X½-µxÉ�¼X½^Ä�¹«¼X½Èµ<¾IµY¼¬À ÅbÄ|ÊEÊ
»TµW¸º· ½�¼X¾
ÇWÀ ÁÏ¸E¹-·�¸º¹�¼XÀrÇWÀ|ÁÏËbµY¼X¸l¼X¸EÀ ¹Ï¸E¾�Ä�¹�Ä�¼I¼XµYÁÏË-¼
¼XÀÜÝ�µYµYË�Ä|¹ÏÀ|ÉXÂ-µYÉ¬Ä|ÁÏÀ ¹-·�¼X½-µ<ÇYÀ|ÉIÉXµY¾KË�À|¹ÈÂ-¸º¹È·
L1 ÌR¾KË^Ä|ÇYµY¾YÍ�ðÜÊlÉXµGÄ�Â-Ö³¸º¹Ï¼X½-µ<ÄgÉX· Ð-Á«µW¹�¼�¸º¹ÞÒºÓxÔÈÊºµGÄ�ÂÈ¸º¹-·�¼XÀrÛ?½ÈµYÀ|ÉXµYÁñÓ<Ä�¶bÀG× µ Ù ¼X½-µxÉXµ<Ä�ÉXµ?¸E¹6ÃÈ¹È¸l¼XµWÊlÖÁ�Ä|¹�ÖÏµWÚCÐ-¸º×|Ä|ÊºµW¹�¼�»TµY¸E·|½C¼X¾�Â-µxÃ^¹-¸º¹È·

DK
»d½-¸EÇi½�Ä�ÉXµ<¹-ÀG»�À|ÉX· Ä|¹-¸��YµWÂ«¸E¹�¼XÀ WK

ÇWÀ|¹È¾I¸º¾K¼X¸E¹-·PÀ|ÅbÀ|¹Èµ
µWÊºµWÁ«µY¹�¼WÍ 1ÜÀ|¼X¸ºÇWµd¼X½ÈÄ�¼TÇYÀ ¹-ÇWÊºÐÈ¾I¸ºÀ ¹(Ógá�Äg¶�ÀW×�µVÉXµWÁ«Ä|¸E¹-¾¯× Ä�ÊE¸EÂ�»d¸l¼X½ WK

ÉXµYËÈÊtÄ�ÇWµYÂ®¶CÖ¦Ä�ÊtÄ�ÉX· µxÉ?¾Iµx¼
À Å
¸º¹-ÂÈ¸ºÇWµY¾ Ù W ′K

ÇYÀ ¹-¾I¸E¾K¼X¸E¹-·®À Å
Ä|ÊEÊ3µWÚCÐ-¸º×|Ä|ÊºµW¹-ÇYµPÇYÊtÄ|¾I¾IµY¾
[w] ∈ W ¾IÐ-Çi½$¼X½ÈÄ�¼

[w1] � [w] � [w2]»d¸º¼X½
[w1], [w2] ∈ WK

àÆ¾IµWµrµxØ-Ä|ÁÏËÈÊEµ
	³¶bµYÊEÀG»�áiÍ�1ÜÀ|¼Xµr¼X½ÈÄ�¼ WK
¸º¾dÇYÀ|ÃÈ¹^Ä�Ê]¸E¹ W ′K

Í
5V¹�¼X½-µ$Ð-¹È¸ºÀ ¹

DK =
⋃{L1

w; [w] ∈ WK} =
⋃{L1

w; [w] ∈ W ′K}
À ¹-µ$ÇGÄ|¹�¸E¹�¼IÉXÀaÂ-Ð-ÇWµ

¼X½Èµ³Â-¸ºÉXµYÇY¼�Êº¸EÁ«¸l¼�¼XÀ|ËbÀ ÊºÀ ·|Ö Ù ¸ÆÍ µ|Í Ù ¼X½-µ�¾K¼IÉXÀ ¹-· µY¾K¼�àÆÊEÄ�ÉX· µY¾K¼xá?¼XÀ�Ë�À|ÊEÀ ·|ÖÞÁ�Ä�Ý6¸º¹È·�Ä|ÊºÊ¡¼X½-µ³¸E¹-ÇYÊEÐ-¾I¸EÀ ¹-¾
L1
w ⊂ DK

ÇWÀ ¹�¼X¸º¹aÐ-À Ð-¾YÍ
´¿µ�ÉXµYÅNµxÉÏ¼XÀ�¼X½-¸E¾Ï¼XÀ|ËbÀ ÊEÀ|·|ÖÄ|¾
DL % ãëêiìÈê|íºêXî|ï�À ¹

DK
Í¯óC¸EÁ«¸ºÊtÄ�ÉXÊlÖ�Ä�¾

Ä�¶bÀG×�µ Ù »Tµ¯ÇWÄ|¹³¸E¹�¼IÉXÀaÂ-Ð-ÇYµ¯À ¹
DK

¼X½6ÉXµYµ¬»TµWÄ�Ý�µxÉ?àÆ¾IÁ�Ä|ÊºÊEµxÉxá�¼XÀ|ËbÀ ÊºÀ · ¸ºµW¾
SDL Ù CDL Ä�¹ÈÂ

SCDL
Í

óa¸ºÁ«¸EÊEÄ�ÉXÊºÖÞÄ|¾V¸º¹Þ¼X½ÈµPÇWÄ|¾IµPÀ|Å
L0 Ù SDL Ìq¼XÀ�Ë�À|ÊEÀ ·|Ö)À|¹

DK
ÇWÀ|¸E¹-ÇW¸ºÂ-µW¾d»d¸l¼X½*¸º¼X¾VÁÏµY¼IÉX¸ºÇ�¼XÀ|ËbÀ ÊºÀ ·|Ö Í

´¿µ®ÄgÉXµ�¹ÈÀW» ·|À ¸E¹-·)¼XÀ*¾I½-ÀG» àqÛ?½-µYÀ|ÉXµYÁ��aáV¼X½ÈÄ�¼P¸E¹�¼X½-µ�ÇGÄ|¾Iµ«»d½-µY¹1¼X½-µ�Á«µx¼IÉX¸EÇ«¼XÀ�Ë�À|ÊEÀ ·|Ö(À ¹
DK

¸E¾dÊºÀaÇWÄ|ÊEÊlÖ�ÇWÀ|¹C× µYØ Ù ¼X½-µW¹ÞÄ|ÊºÊ]Ã-×�µ�ËbÀ ¾I¾I¸º¶ÈÊºµ�¼XÀ|ËbÀ ÊºÀ · ¸EµY¾<À ¹
DK

ÇYÀ ¸º¹ÈÇY¸EÂ-µ|Í
Û?½-µY¾Iµ?ÇYÀ ¹-¾I¸EÂ-µxÉiÄ�¼X¸EÀ|¹È¾
Ä�ÉXµ¯¶^Ä|¾IµYÂ�À ¹ÏÄÜÇYÊtÄ|¾I¾I¸ºÇGÄ�ÊaÉXµW¾IÐ-Êº¼:À Å�(Ä|Ð6ÉXµxÖaÌ*1Ü¸ºÝa¸E¾I½-¸E¹³»d½È¸ºÇ�½³»TµT¾K¼iÄ�¼Xµ

¸E¹�¼X½-µ�Å~À|ÉXÁ À|Å3¼X½-µ�Å~À ÊEÊºÀG»d¸E¹-·«ÊºµWÁÏÁ�Ä6Í
� 	��B� ?:Í��3åxã

C � å � å �Véiê�����å�� �Yåxãbê � �/ê����båëî��|ãÆè��|å � .��béxãÆèRê����;&
ä�èRéxäÜè�� � ê�.�� ��å��<è�� L0(T )
)��3ä6å"�

ãÆä6åxçXåPå���è���ã(��� � .��/éYãÆèRê��
v ∈ L0(T )

!
v > 0

��)Nå�) !;��.Èéxä¦ãÆä��|ã ∫
T
v(t)f(t)dt ≤ 1

� ê�ç-�|í~í
f ∈ C )



ÿ�� õ
P. SZEPTYCKI

ðÜ¾dÄÏÇYÀ|ÉXÀ ÊºÊtÄ�ÉIÖ®»Tµ�· µY¼?¼X½-µ�Å~À ÊEÊºÀG»d¸E¹-·Ï¼X½-µWÀ|ÉXµYÁ)Í
���
	��
�	�� F �
��� ãÆä6å�æ�åYãÆç�èRé�ãëêiìÈê|íEêXî�ï�ê��

DK
è��VíEêGé��|í~í±ï�éiê����|å �0���2�³è �

B ⊂ DK
è���� � ê�. �2��å���YåYã�è���ãÆä�è��rãëêiì^ê|íºêXî|ï�!�ãÆä6å"�

B
è��Péiê��^ã ��è��bå�� ���2� � ê�. �2��å��«è��

L1
w

� ê�ç �Yê�æ�å
[w] ∈ WK

)
�TçXêgê � )PóC¸E¹-ÇWµ�¼X½ÈµÏÁ«µx¼IÉX¸EÇÏ¾KË^Ä|ÇYµ

DK
¸º¾�¾IÀ Êº¸EÂ1Ä|¹-Â�¸º¾PÄ�¾I¾IÐÈÁÏµWÂ�¼XÀ�¶bµÏÊEÀCÇGÄ|ÊºÊºÖ$ÇYÀ ¹�×�µxØ Ù ¼X½-µ«¾Iµx¼

|B| = {|u|;u ∈ DK}
¸E¾<¶bÀ Ð-¹ÈÂ-µYÂ*¸E¹

DK
Ä|¹-Â*¾IÀ�¸E¾d¸º¼X¾dÇYÀ ¹�×�µYØ)½CÐ-ÊEÊº¾

conv|B| Í6�TÖ�ÇWÀ|¹C¼X¸º¹CÐÈ¸l¼wÖ
À Å
K

¼X½-µ�ÇYÀ ¹�×�µxØ*¾IµY¼
C = K(|B|) ¸E¾V¶�À|ÐÈ¹-Â-µYÂ�¸º¹

L0(T )
Í��3µx¼

v
¶bµÏÄ|¾�¸º¹$¼X½-µ�ÊºµWÁ«Á«Ä6Í]Û?½-µW¹

ÅNÀ|Édµx×�µxÉIÖ
u ∈ B+

»Tµ�½ÈÄW×�µ ∫
T
v(t)

∫
S
k(t, s)u(s)dsdt ≤ 1

¸EÁÏËÈÊlÖ6¸E¹-·Ï¼X½^Äg¼
v ∈ DK?

Ä|¹-Â)¼X½ÈÄ�¼
»d¸º¼X½

w = K?v Ù »Tµ¦½ÈÄW×�µ
u ∈ L1

w

Ä|¹-Â ‖u‖w ≤ 1
ÅNÀ|É«Ä�ÊEÊ

u ∈ conv|B| Ä�¹ÈÂ�½-µY¹ÈÇYµ¦ÅNÀ|É«Ä|ÊºÊ
u ∈ B Í

´1µr¹ÈµxØa¼<ÇWÀ|¹È¾I¸ºÂ-µYÉd¾IÀ Á«µ�¾I¸º¼XÐÈÄ�¼X¸ºÀ ¹-¾<»d½-µxÉXµr¼X½-µrÇWÀ ¹-ÇYÊEÐ-¾I¸EÀ|¹ÞÀ Å:Û?½-µYÀ|ÉXµYÁ 9�¸º¾dÀ Å3¸E¹�¼XµxÉXµW¾K¼WÍ
óCÐ6Ë-Ë�À|¾IµV¼X½ÈÄ�¼

DK
»d¸º¼X½�¸º¼X¾¯Á«µx¼IÉX¸EÇd¼XÀ�Ë�À|ÊEÀ ·|Ö«¸º¾TÄP¹-À|ÉXÁ«µYÂ�àqÄ�¹ÈÂ«¼X½-µYÉXµYÅNÀ|ÉXµ �<Ä|¹ÈÄ|Çi½bá:¾KË^Ä|ÇYµ ÙÄ|¾d¸º¹$Û?½-µYÀ|ÉXµWÁ Ó|Í/Û?½-µY¹)¼X½-µ�Ð-¹È¸l¼d¶^Ä|ÊºÊ7¸E¹)¼X½-µ�¹ÈÀ�ÉXÁ ¸E¾<¶bÀ Ð-¹ÈÂ-µYÂÞ¸E¹

DK
Ä|¹-Â Ù ¶CÖÞÛ?½-µYÀ|ÉXµWÁ 9 Ù¸E¾¦ÇYÀ ¹�¼iÄ|¸E¹-µYÂ�¸º¹

L1
w

ÍTÛ?½-¸º¾®¼XÀ · µx¼X½-µYÉ®»d¸º¼X½�¼X½-µ*ÉXµx×�µxÉX¾Iµ$¸E¹-ÇYÊEÐ-¾I¸EÀ|¹ Ù L1
w ⊂ DK

¸EÁ�Ë^Êº¸EµY¾®¼X½ÈÄ�¼
DK = L1

w Ù
¼X½-µ�ÇYÀ ¹-ÇWÊºÐ-¾I¸EÀ ¹Þ¸E¹ÞÛ?½-µWÀ�ÉXµWÁ Ó|Í

´1µ®¹-ÀG» ÇWÀ ¹-¾I¸ºÂÈµxÉ�ÇYÀ ¹�×�µxÉX· µW¹�¼�¾IµWÚCÐ-µY¹ÈÇYµY¾³¸E¹
DK

»d¸l¼X½¿¸l¼X¾³Á«µx¼IÉX¸EÇ«¼XÀ|ËbÀ ÊEÀ ·�Ö1Ä|¾I¾IÐ-Á«µWÂ1¼XÀ
¶�µPÊEÀaÇWÄ|ÊEÊlÖ*ÇYÀ ¹�×�µYØ/Í/ÕwÅ

un → u
¸E¹
DK Ù ¼X½ÈµY¹*¼X½-µ�¾Iµx¼ {u, u1, u2, . . . }

¸E¾V¶�À|ÐÈ¹-Â-µYÂ(¸º¹
DK

Ä|¹-Â
¼X½ÈµxÉXµYÅNÀ|ÉXµ Ù ¶CÖ�Û?½-µYÀ|ÉXµYÁ 9 Ù ¸E¾�ÇYÀ ¹�¼iÄ|¸º¹ÈµYÂ�¸E¹

L1
w

ÅNÀ|ÉP¾IÀ ÁÏµ
w ∈ WK

Í�´1µ«½ÈÄW×�µÏ¼X½ÈµÏÅNÀ ÊºÊEÀG»d¸º¹È·
¼X½ÈµYÀ|ÉXµYÁ)Í
���
	��
�	�� �2�
��� ãÆä6å)æ�åYãÆç�èRé)ãëêiìÈê|íEêXî�ï¿ê��

DK
è��¦íEêGé��|í~í±ï¿éiê����|å � ���2��è �

(un)
!
un ∈ DK

è��
� �Yå��#.Èå#�béiå�éiê����|å�çRîCå#�Èã�è���ãÆä�è��*ãëêiìÈê|íºêXî|ï !

un → u
!³ãÆä6å#� {u, u1, u2, . . . } ⊂ L1

w

� ê�ç �Yê�æ�å
[w] ∈ WK

���2�
(un)

éXê��^ã ��è���� � ��. � �Yå��#.Èå#�béiå�éiê�����åxçRîCå"�^ã<ãëê
u

è��
L1
w̃

! &
èNãÆäE�Yê�æ�å
[w̃] ∈ W !ì^å�ç�ä��iì �-��è���ãÆè��béxã � çXê�æ

[w]
)

�TçXêgê � )�ðÜ¾¬Ä|ÊºÉXµWÄ|Â6ÖÏ¸E¹-Â-¸EÇWÄ�¼XµYÂ Ù ¼X½-µ<Ã-ÉX¾K¼�Ë^Ä�ÉI¼¬À Å/¼X½-µd¾K¼iÄ�¼XµYÁ«µY¹�¼¯Å~À ÊEÊºÀG»d¾�ÉXµWÄ|Â-¸EÊlÖÏÅ~ÉXÀ ÁßÛ?½ÈµYÀ|ÉXµYÁ
9aÍ¬Û7À�Ë-ÉXÀG×�µ�¼X½-µ)¾IµWÇYÀ ¹-ÂË^Ä�ÉI¼ Ù »TµÞÁ«ÄWÖ°Ä|¾I¾IÐ-Á«µ1àÆÐÈ¾I¸º¹-·�¼X½-µ¦ÃÈÉX¾K¼«Ë^Ä�ÉI¼xá�¼X½ÈÄ�¼

u = 0
Í¬Û?½-µW¹

ρK(un) → 0
Ä|¹-Â(Å~À|Ér¾IÀ|Á«µ�¾IÐ6¶^¾IµWÚCÐ-µY¹ÈÇYµ

(ũn)
À Å

(un)
»Tµ³½ÈÄW×�µ ∑

ρK(ũn) < ∞ ÍbÕë¼�Å~À ÊEÊºÀG»d¾
¼X½^Äg¼T¼X½-µÜ¾IµY¼ {∑∞1 |ũn|, |ũ1|, |ũ1|+ |ũ2|, . . . }

¸º¾T¶bÀ Ð-¹-Â-µWÂ¦¸E¹
DK

Ä|¹-Â®¼X½ÈµxÉXµYÅNÀ|ÉXµÜÇYÀ ¹�¼iÄ|¸E¹-µYÂ�¸º¹
¾IÀ Á«µ

L1
w̃

ÍCóC¸E¹-ÇYµ
ũn → 0

¸º¹ÏÁ«µWÄ|¾IÐ6ÉXµdÄ�¹ÈÂ |ũn| ≤
∑∞

1 |ũn|
Å~À|É�Ä|ÊºÊ

n Ù ¼X½Èµ��7µY¶bµY¾I· Ð-µTÂÈÀ|Á«¸E¹ÈÄ�¼XµYÂ
ÇWÀ ¹�×�µxÉX· µY¹-ÇWµ�¼X½-µWÀ|ÉXµYÁñ¸ºÁÏËÈÊE¸EµY¾<¼X½ÈÄ�¼

ũn → 0
¸º¹
L1
w̃

Í
Û?½-µr¹ÈµxØa¼?ÉXµW¾IÐ-Êl¼V¸E¾dÄÏÇYÀ|ÉXÀ ÊEÊEÄ�ÉIÖ¦¼XÀ�Û?½-µYÀ|ÉXµYÁ	�aÍ

���
	��
�	���
8�
��� ãÆä6åPæ®åxãÆç�èRé�ãëêiìÈê|íºêXî|ï�ê��
DK

è���íºêGé��|í~í±ï)éiê����|å ��!¯ãÆä6å#�(èÆã?éiê�è��bé�è*��å"� &
èNãÆä
DL %ãëêiì^ê|íºêXî|ï�)

�TçXêgê � )PóC¸E¹-ÇWµ Ù Ä|¾$Ä|ÊºÉXµWÄ|Â6Ö�ÉXµWÁ�ÄgÉIÝ�µWÂ Ù ¼X½-µ¿Á«µx¼IÉX¸EÇ1¼XÀ�Ë�À|ÊEÀ ·|Ö�À ¹
DK

¸º¾$»TµWÄ�Ý�µxÉ$¼X½ÈÄ|¹
DL

Ì
¼XÀ|ËbÀ ÊEÀ ·�Ö Ù ¸l¼d¾IÐ���ÇYµW¾?¼XÀ«¾I½-ÀG»�¼X½ÈÄ�¼<µx×�µYÉIÖ¦¾IµWÚCÐ-µW¹-ÇYµ�ÇYÀ ¹�×�µxÉX· µY¹C¼<¼XÀ

0
¸º¹�¼X½ÈµrÁ«µx¼IÉX¸EÇrÇYÀ ¹�×�µxÉX· µY¾

¼XÀ
0
¸º¹
DL

Ìq¼XÀ|ËbÀ ÊºÀ ·|Ö ÍbÕwÅ�¼X½-¸º¾Ü»?Ä|¾�¹-À|¼�¾IÀ Ù »Tµ�ÇYÀ Ð-ÊEÂ*Ã^¹-Â�Ä®¾IµWÚCÐ-µW¹-ÇYµ
un → 0

¸E¹$¼X½-µ�ÁÏµY¼IÉX¸ºÇ
ρK

Ä|¹-Â�Ä¦¹-µY¸E· ½�¶bÀ|ÉX½-ÀaÀaÂ(À Å
0
¸º¹(¼X½-µ

DL
Ìq¼XÀ|ËbÀ ÊºÀ ·|Ö Ù ¾XÄWÖ U ¾IÐÈÇi½$¼X½^Äg¼

un /∈ U ÅNÀ|ÉrÄ|ÊEÊ
n
Í �TÖ

Û?½ÈµYÀ|ÉXµYÁ��
(un)

ÇYÀ ¹�¼iÄ|¸º¹È¾rÄ®¾IÐ6¶^¾IµWÚCÐ-µY¹ÈÇYµ
ũn → 0

¸E¹(¾IÀ Á«µ
L1
w Ù w ∈ W

Ä�¹ÈÂ
ũn ∈ U ∩ L1

wÅNÀ|ÉdÊEÄ�ÉX· µ
n Ù ÄÏÇYÀ ¹�¼IÉiÄ|Â-¸EÇx¼X¸EÀ ¹�Í

´1µrÇWÀ ¹-ÇYÊEÐ-Â-µr»d¸l¼X½�¼w»TÀ�µxØ-Ä|ÁÏËÈÊºµW¾dÄ|¹-Â*Ä³ÉXµWÁ�ÄgÉIÝbÍ
<>=@? �BA�CD	
 Í

DK
¸º¾ÏÄE�<Ä|¹ÈÄ|Çi½¿¾KË/Ä�ÇWµ®¸EÅ<Ä|¹-Â¿À ¹-ÊºÖ�¸EÅ W ÇYÀ ¹�¼iÄ|¸E¹-¾³¸l¼X¾³Ð6Ë-Ë�µxÉ³¶bÀ Ð-¹-Â�¸º¹1¼X½Èµ

¾IµW¹-¾Iµ�À Å7¼X½Èµ � ÌRÀ|ÉXÂ-µYÉWÍ



DOMAINS OF INTEGRAL OPERATORS
ÿ�� �

Õw¹-Â-µWµYÂ Ù ¸EÅ DK
¸E¾�Ä �<Ä|¹ÈÄ|Çi½$¾KË/Ä�ÇWµ Ù ¼X½-µY¹ Ù ¶CÖ$Û?½-µYÀ|ÉXµYÁ Ó Ù DK = L1

w̃

ÅNÀ�É�¾IÀ Á«µ
[w̃] ∈ W Í

Û?½ÈµY¹�ÅNÀ|É)µx×�µxÉIÖ
[w] ∈ W Ù L1

w ⊂ L1
w̃

Ä|¹-Â
[w̃]

¸E¾¦¼X½-µ(Ð6ËÈËbµxÉ)¶bÀ Ð-¹-Â�À Å W Í?Û?½-µ(ÉXµx×�µxÉX¾Iµ
¸EÁÏËÈÊE¸ºÇGÄg¼X¸EÀ ¹)¸E¾<¸EÁ«ÁÏµWÂ-¸tÄg¼Xµ Í
<>=@? �BA�CD	�� Í 5V¹-µ�ÇWÀ Ð-ÊºÂ*µxØaËbµWÇx¼<¼X½-µ�¾I¸º¼XÐÈÄ�¼X¸ºÀ ¹$Ä�¾V¸º¹Þ¼X½-µrË-ÉXµx×6¸EÀ Ð-¾dµxØ-Ä|ÁÏËÈÊEµr¼XÀ«ÀaÇYÇWÐ6Éd¸E¹)¼X½Èµ
ÇGÄ|¾Iµ�»d½-µW¹

k(t, s) ≥∑N
j=1 ψj(t)ϕj(s) Ù ψj , ϕj > 0

ÄaÍ µ|Í
Õw¹$¼X½-µ�ÇGÄ|¾Iµ�À Å�µGÚ�Ð^Ä�ÊE¸º¼wÖ Ù ¸qÍ µ Í Ù À Å¯Ä®ÃÈ¹-¸º¼XµxÌRÂ-¸EÁ«µY¹-¾I¸EÀ ¹ÈÄ|Ê

K Ù »Tµ�½^ÄY×�µ W = [
∑
ϕj ]

ÇWÀ ¹-¾I¸º¾K¼X¾
À ÅTÄ�¾I¸º¹È·|ÊEµ«µYÊEµYÁ«µY¹C¼WÍ]Õw¹�· µY¹ÈµxÉiÄ|Ê¡¼X½-µ«¾Iµx¼�À Å¯µWÚCÐ-¸º×|Ä|ÊºµW¹-ÇYµ«ÇYÊtÄ�¾I¾IµW¾ W ½^Ä�¾PÄ|¾�Ä|¹�Ð-Ë-ËbµxÉ�¶bÀ Ð-¹-Â
[
∑
lj ]

¶ÈÐ-¼³¸º¼�¸º¾�¹-À|¼ÏÄ�¼ÏÄ|ÊºÊ¯ÇYÊEµWÄ�É³¼X½ÈÄ�¼³¸º¼�½^Ä�¾³¼X½-µ®ÊEµWÄ|¾K¼�Ð6Ë-ËbµYÉ³¶bÀ Ð-¹ÈÂ Ù Ä|¹-Â¿µY×�µY¹¿¸EÅ?¸º¼³ÂÈÀCµW¾ Ù»d½Èµx¼X½-µYÉ?¼X½-¸E¾?¶�À|ÐÈ¹-Â)¶bµYÊEÀ ¹-· ¾?¼XÀ W ′K
ÍÈÎ^À|Éd¸º¹-¾K¼iÄ|¹-ÇWµ Ù ¸EÅ N = 1 Ù »Tµ�½ÈÄW×�µ�¼X½Èµr¾I¸º¼XÐÈÄ�¼X¸ºÀ ¹)»d½-µxÉXµ

DK = L1
ϕ

¸EÅ
[ϕ] ∈ W ′K Ù À�¼X½ÈµxÉI»d¸E¾Iµ«¼X½-µYÉXµ�µYØ6¸º¾K¼X¾³Ä*ÇYÀ|ÃÈ¹^Ä�Ê¯¾IµWÚCÐ-µW¹-ÇYµ®¸º¹ W ′K Ù ¸qÍ µ|Í Ù DK

¸º¾�Ä
¾K¼IÉXÀ ¹-·«Â-¸ºÉXµYÇY¼dÊº¸EÁ«¸l¼VÀ Å

L1 ¾KË^Ä|ÇYµY¾d»d¸l¼X½�»TµW¸º· ½�¼X¾³àÆÀ ¹-ÇYµr¸º¼d¸º¾<Ý6¹-ÀG»d¹)¼XÀ�¶�µrÊEÀCÇGÄ|ÊºÊºÖ�ÇYÀ ¹�×�µxØ^áiÍ
� 	�� ? �� Í�Û?½-µ¦ÇYÀ ¹-ÇWÊºÐ-¾I¸EÀ ¹¿À ÅdÛ?½-µWÀ|ÉXµYÁ �*»d¸º¼X½

DL
Ìq¼XÀ�Ë�À|ÊEÀ ·|Ö�ÉXµxËÈÊtÄ|ÇYµWÂ1¶CÖ

SDL
Ìq¼XÀ�Ë�À|ÊEÀ ·|Ö

À|Éd¶aÖ
CDL

Ìq¼XÀ|ËbÀ ÊºÀ ·|Ö�ÇWÀ Ð-ÊºÂÞ¶bµPÀ�¶È¼iÄ�¸E¹-µWÂÞÁ«À|ÉXµ�Â-¸ºÉXµYÇY¼XÊlÖ�»d¸l¼X½ÈÀ|Ð-¼<¼X½-µPÐ-¾IµPÀ Å3¼X½Èµr¼X½-µYÀ|ÉXµYÁ À Å
(Ð6ÉXµxÖaÌ*1Ü¸ºÝa¸E¾I½-¸E¹�Í6Û?½-¸º¾ Ù ½-ÀG»Tµx×�µxÉ Ù Ä�Ë-ËbµWÄ�ÉX¾¯¼XÀ�¶bµÜ¹-µYµWÂ-µYÂ�¼XÀ³À�¶È¼iÄ�¸E¹¦Û?½-µWÀ|ÉXµYÁ 9PÄ�¹ÈÂ¦Û?½ÈµYÀ|ÉXµYÁ
�³»d½-¸EÇi½Þ¾IµWµYÁ ¼XÀÏ¶bµrÀ Å¡¸º¹-ÂÈµxËbµW¹-Â-µY¹C¼d¸E¹�¼XµxÉXµW¾K¼WÍ

Û?½-µ�Ä|Ð6¼X½ÈÀ�É<»d¸E¾I½-µW¾<¼XÀ�¼X½ÈÄ|¹6Ý�Õë»TÀ �¡Ä�¶ÈÐ-ÂÈÄ«Å~À|ÉdÐ-¾IµWÅ~Ð-Ê7ÇYÀ Á«ÁÏµW¹�¼X¾YÍ

���	�
� � ��� � � �
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