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«�}S�nzKuV�3v1¿ ��v8�buB���8u1w
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Æ �bu�z©���3}���}�¤�u1�	� v8�©�ªv(�/�©}S~�v3�8� ¤b�b�1}�~b|6��~y���M�M}S��}@�r�3�x�D��wy}S�n�£�/�©w{�rv3�8}S�BuB� Â v8�bu1~ �I�1��uV�G��|/}�~�| ���|/��}S~b�TvAv8�buBw
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���'�'�+�b�Q���� �����3u1�B�/~b¤�uV�b��w£�©��u¥}S����~�±8Î/³]²8Í â ·�¯�Í�³]®-·rà�²8±Vµ8¸b¯Y³<½M¡<v�}S���S�b�Tv3�G�rv8uB���b�\� Â }�~>�b�8�\�M}�~�|
�BuB�3vG�r}S~
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p
� �

Æ �bu6}�~�u1ËQ������}�v_�>}�~�ËQ�bu1�Tv8}��/~�}S��|/}���uB~�zQ��v8�buA�D�/���S�\�i}�~�|
ÙAÚ'��Ò'Ñf���
�����  

p ≥ 1
Írà�á

αp > 1
ß(³]»M±Và

À �\Ç/Á ∞∑

n=1

(
1

nα

n∑

k=1

(kα − (k − 1)α)xk

)p
≤
(

αp

αp− 1

)p ∞∑

k=1

xpk.

"��buB~
p = 1 Â À �\Ç�Á(�8u1¤b�b�1uB��v8�

À � ä Á
(kα − (k − 1)α)

∞∑

n=k

1

nα
≤ α

α− 1
(α > 1),

��~b¤����b����}�w }��%v8�x�3�b�\�����1� À �\Ç�Á:�5�/�S���\�i�Ã�5�8�/w À � ä ÁG� À ¡_~bu\ËQ������}�v_� À � ä Á Â �/�f�B�/�M�8�3u Â �����Ã|/��v%v8�z�u¥���8�1��u1¤�}S~b¤buB��uB~�¤buB~�v8������~b¤�v8�b}��i������z�uBu1~�¤b�/~bu¥z ���%� �G�M�G��~O��~b¤Ot$uBu Ä Ü\Å Â t'uBwyw{�{Ç �YÁ
�Ã²8·\·! 6·! �������� ⇒ �������/½A« �/�S¤buV�1¿ ��}�~�u1ËQ������}�v_�>|/���r�G�r~Qv8uBuB��v8���rv
( n∑

k=1

(kα − (k − 1)α)xk

)p
≤
( n∑

k=1

kα−
1
p − (k − 1)α−

1
p

)p−1 n∑

k=1

(kα − (k − 1)α)pxpk

(kα−
1
p − (k − 1)α−

1
p )p−1

.

Æ �bu¥¢��8�Tvi�3uB�8}�u1���/~>v8�buA�8}�|/��viv8uB�SuB�3�1����uB� Â ��~b¤��ÃuA¤bu1¤b�b�BuAv8�©�ªv
∞∑

n=1

(
1

nα

n∑

k=1

(kα − (k − 1)α)xk

)p
≤
∞∑

n=1

1

nα+ 1
p∗

n∑

k=1

(kα − (k − 1)α)pxpk

(kα−
1
p − (k − 1)α−

1
p )p−1

=

∞∑

k=1

xpk
(kα − (k − 1)α)p

(kα−
1
p − (k − 1)α−

1
p )p−1

∞∑

n=k

1

nα+ 1
p∗

≤
(

αp

αp− 1

)p ∞∑

k=1

xpk.

Æ �bu6�S���Tv+�Tv8uV�O~�uBuB¤���v8��z�u6uV� ���@�r}S~bu1¤K�b¡<vi¤�uBw{��~b¤b��v8���rv

À �\Ý/Á ∞∑

n=k

1

nα+ 1
p∗
≤
(

αp

αp− 1

)p
(kα−

1
p − (k − 1)α−

1
p )p−1

(kα − (k − 1)α)p
,

��~b¤��Ãu6�rv3v8uBw��bv�v8��¦T�b�Tv8}S�@��v8�b}S��zQ�>}S~����  }S~b|{}�~bu\ËQ������}�v_� À � ä ÁÌ�i}nv8�
α
�8uV���@���BuB¤�zQ�

α+ 1
p∗ !



�ªå
G. BENNETT

À � ä ′ Á ∞∑

n=k

1

nα+ 1
p∗
≤
α+ 1

p∗

α− 1
p

1

kα+ 1
p∗ − (k − 1)α+ 1

p∗
.

Ê����K}S�Ã�Ãu1���K}S�'v8�bu��8}S|/��v��-����~b¤��3}S¤bu6��� À � ä ′ Á(}S���3w{���S��uB��v8����~�v8�bu¥�8}�|/��v��-����~b¤O�3}�¤bu6�/� À �\Ý�ÁG� Æ �b}S���w��/�b~Qv8��v8�y�G�bu1� M}�~�|£v8�©�ªv+�£�G�rv8�buB�i}�~�v8}Swy}�¤©�ªv8}S~b|{uB�Tv8}Swy�rv8u Â
À � � Á (

kα − (k − 1)α

α

)p
≤
(
kα−

1
p − (k − 1)α−

1
p

α− 1
p

)p−1
kα+ 1

p∗ − (k − 1)α+ 1
p∗

α+ 1
p∗}��������S}�¤��i�buB~buB��uV�

p > 1 Â αp > 1 Â ��~b¤ k = 1, 2, . . .
�

���Mv À � � ÁÌw{�1��z�uA�8uV���b�G�r�3u1¤��r�

À �ªÜ�Á (∫ k

k−1

θα−1dθ

)p
≤
(∫ k

k−1

θα−
1
p−1dθ

)p−1 ∫ k

k−1

θα+ 1
p∗−1dθ

��~b¤ Â �3}S~b�Bu
À � $ Á

α− 1 =
1

p∗

(
α− 1

p
− 1

)
+

1

p

(
α+

1

p∗
− 1

)
,

�/�M�i|/� � ¤>�5�8}SuB~b¤ Â « ���S¤buB� Â �8�1��uB��v8��u¥¤©�B���

Æ �bu1���8uBw �:�1��~QvG�r}S~b�'«¥�r�8¤M��¿ �'}S~bu1ËQ�����S}nv_�A���"���T��uB�1}S���/�\���3u
(α = 1)

��~b¤6�/�M�q�ª�8|/�bwyu1~�v$wy�1�
z�u¥�M}SuV�Ãu1¤O�������KuV�8}S~b|{�£~�uV� �r�b�b�8�����G��v8�y�b}S���8u1�3�b�nv1��¡<v+�����3�{�3�/�n��uB�+�£�b�8��z��SuBw �G��}S�3uB¤�}S~ Ä ÇªÅ Â�i�buV�8u�}�~bu\ËQ������}�v_� À �\Ç�ÁK¢��8�Tv(�r�b��u\�ª�8u1¤ Â z©�Mvq�i}�v8�xv8��u���¤b¤buB¤£�8uB�Tv3�8}S�Vv8}S�/~

! α ≥ 1
� Æ ��uÃuV� v8uB~��3}��/~|/}n��uB~¬�buV�8u Â v8�����S�

α > 1/p Â ���S���\�i�O�b�>v8��¤buB¤��b�Bu§v8�bu§�D���S�S�1�i}S~b|���uV�8�3}S�/~��/� �Ã�r�8�SuBw{��~K¿ �
}�~�u1ËQ������}�v_�/� Æ �b}S�i��~b�T�ÃuB�8�+�yËQ�buB�Tv8}S�/~��/� �%� �G�M�G��~O��~b¤Ot'u1u À �3u1u Ä Ç\Å Â �©��|�u ä 'QÁG�
� Ò'ÑPÒ$�����fÑ�� ��� �  

α > 0
ß(³]»M±Và

À � & Á ∞∑

n=1

( n∏

k=1

x
(kα−(k−1)α)
k

) 1
nα ≤ e 1

α

∞∑

k=1

xk.

�Ã²8·\·! B½ 
iuB���@�r�1u
xk

}S~ À �\Ç�ÁÌzQ�
x

1/p
k

��~b¤�w{���u
p→∞ �

Æ �b}S�Ãu1��u1|/��~�v��8uB�3�b��v%�i��}��Z���8uB¤��b�Bu1�%v8���Ã�r�8�SuBw{��~K¿ ��}S~bu1ËQ�����S}nv_� ÀTÄ �/�VÅ ÂMÆ �buB���8u1w¾Ç�Ç ä Á:�i�buB~
α = 1 Â �����:|�}���uB~£zQ�£t'�\��u�}�~���}��q���SuB~©�ª�3���r¤�¤M�8uB�3�(�rvqv8��uÃ«¥�r�8¤M� Â t'}�v3v8��uB�Ã� �Q¤ Â �q�/�n�Q�¥�5u1�Tv Â Ä �\ÝªÅ-�

Æ �buB�8ux�r�8u6~��{��zQ�M}S�����+�B�/~b~�uB�Vv8}S�/~b�iz�uVv_�Ãu1uB~Ov8�buA�Ã����O�/� �(�8�/�DuB�3�3��� Ï �8�S}��1¨x��~b¤��3uV�8}SuB�+�/�
���/�3}nv8}���u�v8uV�8wy�B��Ê��©�rv8�y�\�r~�z�u��Ã�\��uB~ Â ���1�ÃuB��uV� Â �5�8�/wÈ��~�u������b}��Ìu1�r�8��}SuB�Tv(�©�r��uB�8� Â ��~b¤y}�v(|/� uB�
�3�/w�uBv8�b}S~b|y�S} �uAv8�b}��

!Ï �8�S}��1¨
t$}nv3v8�SuV�Ã� � ¤ −→ � �8�rv8��uB~b¤b}SuB�  −→

t'}S~b¤bu1~b�Tv3�G���b�3�
�"u��5�1¨V���b�!M} −→ �����M�8uB�/�

Ï �8�S}��1¨�������v8�bu�¢b�8�Tv�v8���Tv8�b¤M���b~b�1�/~b¤b}�v8}��/~����S�n���1�/~���uV�8|/uB~�v>�3uB�8}�u1��}S~ ����~����G� �T�©���Bu1�B�Ã«�}��
u1�r�8�S}�u1�Tv Â �r~�¤���uV�8�©�ª�©�£w��/�Tv��D��wy�/�b�x�©�r��uV� Ä � $ Å Â ¤bu\���nv£�i}nv8���rz��Tv3�G���Vv£�T�P�r�1uB� Â z��Mv£�Ãu�vG���u
�����/�M���TvG�ª�3v8}S~b|����/}�~QvO�b}S�>�Ã������/~ v8�bu

Lp � �T�©���BuB� Â Ä � & Å���~b¤ Ä É 'rÅl��t'}�v3v8�SuV�Ã� � ¤ ���8�1��u1¤ �
�3}�wy}S�S�r�6�8uB�3�b��v����DuV� ��u1�r�8�Au1�r�8�S}�uB� Â z��MvAv8�buyuBw��������3}S�A�/�Ì�b}S�¥�P�ª�KuV� Â Ä � ä Å Â }���Ë���}nv8u�¤b} ��uV�8u1~�v1�
¡_~���~�� uV��uB~Qv Â v8��uB}����Ã���� �@�1� ¤b���8wy��~�v{�D���yw{��~�� ��u1�r�8���b~�v8}S��}�v���������}S� �uB¤��M����|���}�~�z �
� �8��v8�buB~b¤�}�u1� §}�~��b}��6�3u1wy}�~����:�8uB�����3v6��~�v8uB~b�3���6�b�8� ¤b�b�Bv8� Ä & Å-� Æ ��u£v8��uB���8uBwy�6�/� Ï �8�S}��1¨{��~b¤
t'}�v3v8��uB�Ã� �Q¤§���Vv8�©�r�S�����b�8�\� }S¤bu1¤�v8�bux¢b�8�Tv6uV�b��w�����u1�A}�~ � �8�rv8��uB~b¤b}SuB� �¿ �¥v8�bu1�r�3���/� �I�rz��3�/���bv8uB���
�3�bwywy}�~b|{����uB�G�rv8�r�8�B� �



SERIES OF POSITIVE TERMS
� �

� �8��v8�bu1~b¤b}SuB� �¿ ���Ã����O�r�S�3�y�@�1�>¤b���8wy��~�v��5���i�3�/wyuAv8}�wyu Â ��~b¤O}nvi�����3~K¿ vi�b~Qv8}��Kv8��u6�r�b��u\�ª���
��~b�Bu6���$v8�bu6�b}�|/�b���>}S~�����uB~�v8}@���K�P�ª�KuV�i�/�$t$}�~�¤buB~b�Tv3�G���b�3���r~�¤��qu��5�1¨V���b�!M} Ä �\ÇªÅKv8���rvi�b}S���8uB�3�b��v8�
z�uB�\��w�ui�i}S¤buB����M~b�\�i~K� ¡<v%�\��~��D��}��8�n�yz�u+�8��}S¤{v8�©�ªv%v8�bu��r�b��u1�r�G��~b�1u+�/� Ä �\ÇªÅP�3}S|/~�����u1¤{v8��u�z©}n�3v8�
�/��w�� ¤buB�8~ ����~����G� �T�©���1u�v8�bu1�r�3���"¡A�����£}�~ |��G��¤b���rv8u��3�G���Q�/���rv£v8�bu�v8}�wyu���uVv£¡A�8u1wyuBw�z�uV�
�Tv8}��S�Ãv8�bu>|��8u1�rv�uV�M�1}nv8u1w�u1~�v�v8���rv�}nvy�1���b�3u1¤K�:Ê+z��3�/���Mv8u1�n� �3�bwywy}�~b|�����uV�G�rv8���8���3uBuBwyu1¤ v8��zKu
�V�8���b��}S~b|{�M���r�S�f�1��uB��v8�buA���@�r�1u Â �����/~b|y�i}nv8�>v8��uB}��+�ªv3v8u1~b¤���~�v �_�]���Vv8���8}�¨\�rv8}��/~>v8�buB���3�/� �

¡<vi������v8��uA�8uBw{�r����rz��SuAv8�bu1�3}��+��� �����M�8uB� Ä �ªÜ1Å Â �b�\�ÃuV��uV� Â v8���rvi�3���1�Ãu1¤��b�\� �]�r�Bv8���8}�¨\�ªv8}S�/~
v8�buB���3���B�/�b�S¤Oz�u��r�b���S}�u1¤�}�~��r~�uB�SuBwyuB~QvG�ª�3���3uBv3v8}�~�|M�©«�}S�i}S¤bu1���i�ÃuV�8u6�b�3u1¤�}�~ Ä ÉrÅ'v8�y�3�/�n��u6v8��u
`p → `q

w{�r�b��}S~b|y�b�8��z��SuBw¾�D���iw{�ªv3�8}S�Bu1���/�'v8�buAv_� ��u

À É '�Á
aj,k =

{
ajbk

}S�
k ≤ j,

0
}S�
k > j.

Ê �3}Sw£�©��u��]���Vv8���8}S¨1�rv8}��/~��b�8��z���u1w�v8�b�8~buB¤¬���bv�v8��zKu§�/�x�Bu1~�v3�G���¥}Sw������3vG��~b�Bu
!
�i��uB~¬�1��~ �

�3u1ËQ�bu1~b�Bu
x
z�u6�D���Bv8�r�8}S¨Bu1¤ Â

À ÉM�\Á
x = y · z À �B� ���8¤b}S~��rv8uV�i}S�3u����8�Q¤��b�VvVÁ

,
}�~O�3�b�Z���£���1��v8���rv
À É/É/Á

y ∈ `p
��~b¤
À É/Ç/Á n∑

k=1

zqk ≤
n∑

k=1

ak (n = 1, 2, . . . ) ?

À
p, q

��~b¤
a
�r�8u6�buV�8u6�3�M�����/�3uB¤�¢b�MuB¤K�nÁ

Æ �b}S�:�b�8��z��SuBwÈ}��Ì�Tv8�b¤b}SuB¤yuV� v8uB~��3}n��uB���£}�~ Ä ÇªÅ Â �i�buB�8uB}S~£v8�bu��B�@���3�3}��\���b}S~bu\Ë��©�r�S}�v8}�u1�:�/�P«�}���z�uV�3v Â«¥�r�8¤M��uBv¥�r�l���r�8u6�8uV�©�S���Bu1¤OzQ�O}S¤buB~Qv8}nv8}SuB��}�~��3�b�G�§�����1��v8���rv�~b��v8�b}S~b|�}S�+�S�/�Tv1� � uV��uV�G���$���qv8��u
�b�8��z��SuBwy�i�SuB�5v�����uB~O}�~ Ä Ç\Åf�ÃuV�8u6�3�/�n��uB¤�zQ� � �8�/�3�3u����(�8¤bw{��~b~O}S~O�b}��iuB~��V�M�B�S���©��uB¤b}S�¥�©�r��uB� Ä $ Å-�
À Ê�~��>�3uV�8}S�/�b���Tv8��¤buB~�v+�/� � uV�8}SuB�i��� �q�/�3}nv8}���u Æ uV�8wy��wx�b�Tv��B�/~b�3�b��vi��}����Ã������nÁ

� �8�/�3�3u����(�8¤bw{��~b~�� }S�3}�v8uB¤ �Ã�S� �/w�}S~b|�v8�/~��D���+v8�bu£���1��¤bu1wy}��x�/u\�r� Â É�'�'�' � É�'�'b� Â ��~b¤�v8�bu��8u��
w{�r}S~b¤buB�Ì�/�Pw��xvG��� x}S�:�©�r�3vÌ�/�©v8�bu"¦T�/}�~Qv(�Ã����x�Ãu�¤b}S¤�v8�buB~K��¡_~��©�r�3v8}S�B�b�@�r� Â ¡'�i}S�3��v8�6��¤M��uV�3v8}S�3u
v8�M�8uBu{~�uV� v8uB�G��~b}SËQ�bu1�6�D�����©�r~�¤b��}S~b|��3uB�8}�u1���/�Ì���/�3}�v8}n��uyv8uB�8w���v8���rv����1�/u�uBwyuB�8|�u1¤��@�8�/w �/�M�
}�~Q�/u1�Tv8}�|��rv8}S��~��B�

Ï �M�¥w{�r}S~��8uB�3�b��v ÀTÄ Ý\Å ÂKÆ �buB���8uBw É�Á�|/}���uB�A�{�1�/w£�©��uBv8u��Z���r�G���Vv8uV�8}S¨1�rv8}S�/~��/�:v8�bu �<�Ãu1}�|/��v8� � Â
a
�r~�¤

b Â �D�����i�b}��Z��v8�buA}�~bu\ËQ������}�v_�
À É ä Á ( ∞∑

n=1

an

( n∑

k=1

xk

)q) 1
q ≤ C

( ∞∑

k=1

bkx
p
k

) 1
p

�b�/��¤��£�i�buB~�uV��uV�
x
}��y��¤buB�B�8u1���3}S~b|��3u\Ë���uB~b�1u À �/���K���3}�v8}��/u�v8uV�8wy�ZÁG�q«�uV�8u

p
�r~�¤

q
�r�8u�¢b�MuB¤

�©�r�G��w�uBv8uV�8� Â �i}�v8� 0 < p Â q <∞ Â �r~�¤>v8��uA�B�/~b�TvG��~�v
C

}��i}S~b¤buV�KuB~b¤bu1~�v+���
x
�

Æ �bu{v8�bu1�r�8u1w ������}S~�v8uB�8uB�Tv8}S~b|��r�b���S}��\�ªv8}S�/~b�6v8��t'���8uB~�v8¨{�T�P�r�1uB� Â Ä � Å Â z��Mv Â �b~b�D���3v8�b~��rv8uB��� Â}nv>}���v8� ���B�/w����S}��\�ªv8u1¤�v8��z�u�¤bu1�3�V�8}�z�uB¤ }�~ ¤buBvG��}��+�buB�8u�� Æ �buV�8u�}S� Â �b�\�ÃuV��uV� Â �r~ ��~������/|/�/�b�
}�~�u1ËQ������}�v_� Â wx�b�G���3}�w����SuV�iv8����~ À É ä Á Â
À É/Ý/Á ( ∞∑

n=1

anx
q
n

) 1
q ≤ C

( ∞∑

n=1

bnx
p
n

) 1
p

,
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G. BENNETT

v8���rv��\�r~�z�uA¤b}S�3�B���3�3uB¤O}S~b�Tv8u\�r¤f� À3À É/Ý�Á%���Vv8�©�r�S���>�r�8}��3u1��}S~O��~OuB�3�3uB~Qv8}S���K���1�>}�~O���b�+�r~©�r���M�3}��i�/�
À É ä ÁG�nÁ

"�uA¢©~b¤ ÀTÄ ä Å Â©Æ �buB���8u1w Ç�Á Â }S~��\���3u
p ≤ q Â v8���rv À É/Ý/Á%�����S¤b� À �D���+���S�f¤bu1�V�8u1���3}S~b|y�3u\ËQ�buB~b�1uB�

x
ÁÌ���8uB�B}S�3uB�����i�buB~

À É � Á ( n∑

k=1

ak

) 1
q ≤ C

( n∑

k=1

bk

) 1
p

(n = 1, 2, . . . ).

À Æ �b}S�K���8�1�M}S¤buB�$��~b��v8�buB�'uB�b�rw����Su(���b��~AuV� v3�G�r���/�@�ªv8}S�/~¥�8u1�3�b�nv Â �i�buV�8u1}�~A�Ãu(~b�\� �_}�|/~b���8u:v8��u
x
� �TÁ

Æ �bu{�B�/w����SuBwyuB~�vG�r�3�§�1���3u ÀTÄ ä Å Â'Æ �bu1���8uBw ä Á+}S�6wx�b�Z��wy���8uy}S~�v8uB�8uB�Tv8}S~b|b� "�u�¢�~b¤ Â �i�buB~
p > q Â v8���rv À É/Ý�Á%�b�/��¤���}S�"��~b¤O�/~b���>}��

a
��¤bwy}�v8�i���]�r�Bv8���8}�¨\�ªv8}S�/~

!À É�Ü�Á
an = cndn (n = 1, 2, . . . )

�i}nv8�
À É $ Á ∞∑

n=1

c
p
p−q
n ≤ C pq

p−q

��~b¤
À É & Á n∑

k=1

d
p
q
n ≤

n∑

k=1

bk (n = 1, 2, . . . ).

Æ �bu>�]���Vv8���8}S¨1�rv8}��/~ Â À É�Ü/Á � À É & Á Â }�v£�i}��S�%z�u>~b��v8}S�Bu1¤ Â }S�£v8�bu>�8��w�uO���xv8�©�ªv£�i��}��Z���r�8�/�3u>}�~
v8�bu>��~����n�M�3}S�£����v8��u��1�S���3�3}S�1���Ã}�~bu\ËQ������}�v8}�u1� Â ~���wyuB��� Â À ÉM�ªÁ � À É/Ç�ÁG�������3uB¤ �M���/~ �/�M�£�8uB�T��u1�Vv8}���u
uV� ��uB�8}�u1~b�Bu1�Ì�i}nv8� Ä $ Åf��~b¤ Ä Ç\Å Â z���v8� � �8�/�3�3u����(�8¤bw{��~b~O�r~�¤�¡(�ÃuV�8u¥�rz��Su+v8���1�/w�u��b���b�8�/w��bv8���
�i}nv8���3uV��uV�G��������v8uV�8~��rv8}��/u1�xv8��}S~bu1ËQ�����S}nv_� À É/Ý�ÁG� Æ ��u����S��v£v8�b}S� �u1~buB¤ Â �3��v8���T��u1�� Â �i�buB~ �Ãu
�B�/w��©�r�8uB¤O�/�M�i�3�/���bv8}��/~b�6�1�B�G�r~�¤��5�/�b~�¤>v8�©�ªvi~b�/~bu6�/�'v8��uBw¾w{�ªv8�Z�buB¤ �

Ê��5v8uV�+wx�b�G��¤bu1��}�z�uB�G�ªv8}S�/~��Ãu6�ÃuV�8u��5���8�1uB¤�v8�{�B�/~b�1uB¤bu6v8���rvi~�uB}�v8�buV�+�/�q�b�i�©�r¤�uB�3�8uB¤ Â ��~b¤v8���rv�v8�buA�D�/���S�\�i}�~�|��8uBw{�r����rz��SuAu\ËQ�b}n�/����u1~b�BuA����¤>v8��z�uA������}S¤K�
ÙAÚ'��ÐÃÕ��$���©�bÑKÕD��×�ÙAÚ'��Ò$Ñf��� ÀTÄ ä Å Â'Æ �buB���8uBw �ªÁG� �  

p > 0
ÍràPá

a
Írà�á

b
Ír²8±yµB±��Z¸©±Zà	�G±Zµ{·! 

â ·rµG®D³]®Dã�±�³<±Z²Z¼�µ �:®D³]»
À Ç '�Á

An = a1 + · · ·+ an
Írà�á

Bn = b1 + · · ·+ bn,³]»M±Zà§³]»M±  V·�¯5¯S·��:®5à�
��G·rà�ár®D³]®-·rà�µ�Ír²8±�±��Z¸M®5ã�Í�¯�±Và�³<½

À }5Á ∞∑

n=1

an

( ∞∑

k=n

ak
Bk

)p
<∞ À }S}5Á ∞∑

n=1

bn

( ∞∑

k=n

ak
Bk

)p+1

<∞

À }�}S}DÁ ∞∑

n=1

an sup
k≥n

(
Ak
Bk

)p
<∞ À }���Á ∞∑

n=1

bn sup
k≥n

(
Ak
Bk

)p+1

<∞

À �©Á ∞∑

n=1

an

(
An
Bn

)p
<∞.

Æ �bu�v8�bu1���8uBw �����¥�{�B�/�M���Sux�/�:�Tv3�8} M}S~b|��Du1�rv8�M�8uB�B� �q}n�8�Tv Â �/�:�B�/�M�8�3u Â }�v�}S���{�8uB�3�b��v��/�:|��8u1�rv
|/uB~buB�G�r�S}�v_� Â ��uVv%�/~bu+�1��~b~b��vÃ�buB���{z©�MvÌz�u+����u1~b¤buB¤{zQ��v8��u+�r�b�P�r�S�S}�~b|x�@��� y���K�T�MwywyuVv3�3�yu1~b|/uB~��
¤buV�8u1¤>zQ�>v8�buA�/wy}��3�3}S�/~O�/�$v8�bu �_��zQ�M}S����� �A�3}�� v8���B�/~b¤b}�v8}S��~
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�ªî

À �M}5Á ∞∑

n=1

bn

(
An
Bn

)p+1

<∞.

¡<v+v8�M�8~b���/�Mv+v8���rv À �M}5Á�}��+�Ãu1���uV�+v8�©�r~ À }DÁ � À �©Á Â ��~b¤�v8���rv+v8�bu��1��~Q�/uB�8�3ux}�w����S}��\�rv8}��/~��]��}��S� ÂuV��uB~��i�buB~���~O��¤b¤b}�v8}��/~����f�Q�Q�K�rv8��uB�3}S��}S�i�r�b�©��}SuB¤
!

À ÇM�\Á
∞∑

n=1

bn

(
An
Bn

)p+1

<∞

sup
n

Ap+1
n

Bpn
<∞




;

∞∑

n=1

an

(
An
Bn

)p
<∞.

Æ �b}S���]��}��S�M�8ux}S���/uB�3���3�M�3�b�8}S�3}�~b|�zKuB�1���b�3uxv8�bu£��~����S�/|��/�b�¥}Sw£�©��}S�1�rv8}S��~��D���¥}�~�v8u1|��G�r�S�¥¤b� uB�¥�b�/��¤
ÀTÄ ä Å Â �(�8�����/�3}�v8}��/~��ªÁG�

"�u����1��u>z�u1uB~���~��rz���u�v8���8uB�Tv8���8u>�T�MwywyuVv3�3��v8��v8�bu��q}n��u � uV�8}SuB� Æ �buB���8u1w Â v8�bu>�G�ªv8��uV�
�b~��i}SuB�S¤M�>�Q�Q�K�rv8��uB�3}S� Â
À �M} ′ Á ∞∑

n=1

bn+1
Bn
Bn+1

(
An
Bn

)p+1

<∞,

�B�/wy}�~�|��1���/�3u1�Tvxv8�����G��}�uB� }S~b|��/�M��|/�����]� �%�/~b¤�}nv8}S�/~ À �M} ′ Á Â v8� � Â }��x�Ãu1���uV�£v8����~�v8�b�/�3u>����v8��u
�q}n��u � uV�8}SuB� Æ �buB���8uBw Â z��Mv Â �b~b�S} �u À �M}DÁ Â }nv%v8�M�8~b�Ã���bv%v8�6z�u+u\ËQ�b}n�/����u1~�v%}S~��1���3u

Bn →∞
� Æ �bu�r�b��u1�r�G��~b�1u���� À �M} ′ Á"}�~{�/�M�%��~����n�M�3}S�Ì����}�~bu\ËQ������}�v_� À É ä Á"}S�(�b~��1���/}�¤��rz��Su+��~b¤{}nv(���8�Q¤��b�Bu1�(w{�r~Q�

v8uB�Z�b~b}S�1���K¤�}��{�B���nv8}SuB�B�
Ê�~b��v8�buB�Ìv8u1�G�b~b}@ËQ�buiv8���rv%�����ÃuBwyuV�8|/u1¤{�5�8�/w �/�M�%�Ã����y}S~ Ä ä ÅP}S�Ã���3�r�3vÃ�/�Ìár¸©Í�¯ ®D³�� â ²Z®Dà	�Z® â ¯�±

�5���i�3uB�8}�u1���/�$���/�3}nv8}���u¥v8uV�8wy�B��¡<v����8�1�M}S¤buB�+�£��uV�3���b�8uB�1}��3u6�1�/~b~buB�Bv8}��/~>zKuVv_�ÃuBu1~
À Ç/É/Á v8�buA�G�rv8u¥�/�"|��8�1��v8�O�/�$v8�bu¥�©�r�3v8}@���K�3�bwy� À «�u\��¤b�ZÁÌ�/�"��~�u6�3uV�8}SuB�
��~b¤
À Ç/Ç/Á v8�bu¥�G�rv8uA�/�"¤buB�\�1���/�$v8�bu¥�8u1w{�r}S~b¤buB��v8uB�8wy� À Æ ��}S���ZÁ%�/�q�r~��rv8��uV�1�

Æ �bu¥v_�Ã���3uV�8}SuB� Â �/�'�1���b�8�3u Â ���1�/uA|/��v�v8�£z�u¥�8uB�@�rv8uB¤ Â �r���T�KuB�B}�¢�u1¤�z�u1���\� Â z��bv�v8�bu��8u1�S�rv8}S�/~b�3�b}���1��~�zKu�ËQ�b}�v8u{�S�r� Â v8�buV�8uyzKuB}S~b|��1�/~b�3}�¤�uV�G�rz��Su ��uB�M}nz�}S�S}nv_��}S~�v8�bu{�3uB�SuB�Bv8}��/~����Ã�/�ª�8}S�/�b�6�©�r�G��w��
uVv8uB�8�

(α, β, a
�r~�¤

b)
� Æ �bu�v8�buB���8u1w Â }S~�u���u1�Vv Â ����uB�8�A�b�����G�b�/}S�Bu

!
�3��������¤��Ãu��Ã���3�3�§�rz��/�Mv

�B�/~�v3�8�/�S��}S~b| À Ç/É�Á Â �r�i�3��������¤��Ãu��rv3v8uBw��bv�v8��u1�Tv8}�w{�rv8u À Ç/Ç�ÁÌ}S~b�Tv8u\�r¤�� "�uA�1�����fv8�b}���v8�bu

� �b���'×	�QÙÌ�fÕ5�Q×�
£����ÕDÒ$Ô ÀTÄ ä Å Â©Æ �buB���8u1w �\Ç�ÁG� �  
α > 0

Írà�á
β < 0

ß(³]»M±Zà

À Ç ä Á
sup
n
Bαn

∞∑

k=n

ak
Bαk

<∞

®  �Írà�á>·rà©¯��{®  

À Ç/Ý/Á
sup
n
Bβn

n∑

k=1

ak

Bβk
<∞.

��·r²8±G·rã�±Z²Zß��%±�»MÍrã�±
À Ç � Á

Sα ≤
α− β
α

Sβ
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Írà�á
À Ç�Ü�Á

Sβ ≤
β − α
β

Sα,

�:»M±Z²G±
Sα

ß
Sβ

á�±VàP·�³<±6³]»M±A²8±Vµ â ±��V³]®Dãr±Aµ8¸ â ²8±V¼{Í£®Dà � � ����Írà�á � ��� �/½Ãº'»M± �G·ràbµZ³<Írà©³]µ+®Dà � ��� �{ÍràPá
� ��� ��Ír²8±£°G±ZµZ³ â ·rµGµG®-°V¯�±\½

Ê �3�M�3�b�8}S�3}S~b|y�B�/~b�3u1ËQ�bu1~b�BuA���'v8�bu¥«�u\�r¤���� Æ ��}��S� Ï �bv8}S��~�}S�Ãv8���rv À Ç ä ÁÌ}���}S~b¤buV�KuB~b¤bu1~�v��/�
α
�

¡_~O�D���Vv Â }�vi�1��~>zKuA�3�b�\�i~�v8�©�ªv
À Ç $ Á

Sα′ ≤ Sα ≤
α′

α
Sα′

�i�buB~�uV��uV�
α′ > α > 0

��~b¤ Â �3}�wy}S�S�r�8��� Â v8���rv
À Ç & Á

Sβ′ ≤ Sβ ≤
β′

β
Sβ′

�i�buB~�uV��uV�
β′ > β > 0

� Æ ��u6�B�/~b�TvG��~�v8�i}�~ À Ç $ ÁÃ��~b¤ À Ç & ÁÃ�r�8u¥z�u1�Tv����/�3�3}nz��Su��
¡_�Ì�Ãu{�3uVv

β = −1
��~b¤

ak = bk/Bk Â �Ãuy�3u1u�v8���rv À Ç�Ý�Á+}S�����Mv8�/w{�rv8}��\�r�S�����8�rv8}��T¢�u1¤ Â �i}nv8�
Sβ = 1

��¡<v�v8�buB~O�5�/�S���\�i� Â �5�8�/w À Ç/Ý�Á ⇒ À Ç ä Á Â v8���rv

À]ä '�Á ∞∑

k=n

bk

Ba+1
k

≤ α+ 1

α

1

Bαn
(α > 0)

�i�buB~�uV��uV�
b

}S�{��~��r�3z�}�v3�G�r�3� �3u\Ë���uB~b�1u��/�i���/�3}�v8}n��u>v8uB�8w��B� Æ �b}S�y�SuB~b¤b�y�b�8uB�1}��3}S�/~�v8����~��/��¤
���3�3uV�3v8}S��~O�/�	�¥}�~�} ÀTÄ �\É\Å Â �©��|/u�É &�& Á !
À]ä �\Á ∞∑

k=1

bk =∞⇒
∞∑

k=1

bk

Bα+1
k

<∞ (α > 0).

¡_~bu1ËQ�����S}nv_� À]ä 'QÁKw{�B�6zKu(�b�8�\��uB¤£¤b}n�8u1�Vv8��� Â �M}S��v8�bu%¡_~�v8u1|��G�r� Æ u1�Tv Â ��~b¤£}nv"�����$zKuBuB~��8u��-¤b}S�3�B�\��uV�8u1¤
zQ�Owy��~������Mv8�b���8�B� Æ �©�ªv+v8�bu6�1�/~b�TvG��~�v α+1

α

}��iz�u1�Tvi���/�3�3}�z���u Â �b�\�ÃuV��uV� Â À �y�D���Bv6µG¸ 
 
Q±ZµZ³<±Gá>z �
v8�buA«�u\��¤b��� Æ ��}S��� Ï �bv8}S�/~PÁ%w{�1���ÃuB�S�Kz�u6�y~buV� ��z��3uB�3���rv8}��/~K�

Ï �M��v8��}n�8¤>v8u1�G�b~�}SËQ�bu6}��+��|/��}S~O�B�/~b�BuB�8~buB¤��i}nv8��u\ËQ�b}n�/����u1~b�Bu���v8�b}S��v8}Sw�u6�/�'v8�buAv_�Ã�y�3uV�8}SuB�

À]ä É/Á ∞∑

n=1

an

( ∞∑

k=n

Aαkxk

)p
≈
∞∑

n=1

anA
αp
n

( ∞∑

k=n

xk

)p
.

¡_~���v8�buB�£�Ã���8¤b� Â �Ãu����r~Qv�v8�§¤buVv8uB�8wy}�~bu����8uB�B}S�3uB�����i�bu1~ }�vy}S�£���/�3�3}�z���u>v8���_�3~bu\� 	��v8�bu
Aαk�/�Mv8�3}�¤�u�v8��u�}S~b~buB���3�bw���"�uA���3�3�bwyu¥v8���rv

p > 0
��~b¤�v8���rv

a
�r~�¤

x
�r�8u¥�3u1ËQ�bu1~b�Bu1�Ã�/�'���/�3}nv8}���u

v8uV�8wy�B��¡<vi}S�����@�r}S~ Â v8�bu1~ Â v8�©�ªv

À]ä Ç/Á ∞∑

n=1

anA
αp
n

( ∞∑

k=n

xk

)p
≤
∞∑

n=1

an

( ∞∑

k=n

Aαkxk

)p

�i�buB~
α ≥ 0 Â ��~b¤�v8���rv�v8�bu6}�~bu\ËQ������}�v_���8uV��uV�8�3u1��¤b}n�8u1�Vv8}S�/~>�i�buB~

α ≤ 0
�

Æ �buAv3�8}n�M}@���Ku1�Tv8}�w{�rv8u À]ä Ç�ÁÌ�������b�3u1¤O�3uV��uV�G���Kv8}�wyuB�i}S~ Ä ÝrÅ Â z��Mvi�/~b���>uB��uV�+���i���@���Tv��8uB�3���3v1�
Ï �M��|/�����:}�~ Ä ÝªÅ Â ���5v8uV�����S� Â �����6v8�>¢�~b¤�~buB�1uB�3�8�r�3�§��~b¤��3� �{�1}�u1~�v��B�/~b¤b}�v8}S��~�� À �D���A}S~bu\Ë��©�r�S}�v_�
À É ä Áqv8�x�b�/�S¤PÁ Â ��~b¤��Ãu+�©�r¤�v8��z�u�uB�B�/~b�/wy}S�1�����rvÃuV��uV�3�{�TvG��|/u�� ¡<v%�����Ã�Tv3�8} M}S~b|x�b�\� �/�5v8uB~ À]ä Ç�Á
|��B��u�v8�bu��B���3�8uB�Bv"�8u1�3�b��v Â ��~b¤£v8��}��:}S�q�i���rv:�SuB¤��b�:v8�¥�3�b�T��u1�Vvqv8�©�ªvÌ���B�/~���uB�8�3u�}S~bu1ËQ�����S}nv_�£wy}�|/��v



SERIES OF POSITIVE TERMS
���

z�u¥�/����}S¤
!

À]ä/ä Á ∞∑

n=1

an

( ∞∑

k=n

Aαkxk

)p
≤ K(α, p)

∞∑

n=1

anA
αp
n

( ∞∑

k=n

xk

)p

À �i}nv8�O�8uB��uV�8�8���'�i�buB~
α ≤ 0

ÁG�©«�uB�8u
α
�r~�¤

p
�r�8u6¢b�Mu1¤ Â ���+}S�iv8�bux�B�/~b�TvG��~�v

K(α, p) Â �r~�¤�v8�bu
uB�Tv8}Sw{�ªv8u6}���v8�y�b�/��¤O�D���+�r�S�K���/�3}nv8}���u6�3u1ËQ�buB~��BuB�

a
��~b¤

x
�

¡<v%v8�M�8~b�Ã���bvÌv8���rv À]ä/ä Áq}S�%������}S¤ À �i}nv8�{�8uV��uV�8�8���©�i�buB~
α ≤ 0

Á:}S�f�r~�¤��/~b�n�{}S�
α > −1/p

�	"�u
�1���S��v8�b}S��v8�bu£¹©à�±GÍ������%¸M³��Ã²Z®5à	�V® â ¯�±\½

Æ �buAu\Ë���}n�/�r�SuB~��BuA�/�'v8�bu�v_�Ã�y�3uV�8}SuB� À]ä É�ÁÌw{�1���3uBu1w¾��} �u¥~��£z©}�|y¤bu\�r� Â z��Mv�v8�buA�D���Bv�v8���rv�}nvÍ�¯ �%Í ��µ�»M·�¯�árµ À �i�bu1~
αp > −1

ÁÌ�����S�\�i���b�Ãv8� �_�3~bu1�� �-�/�Mv!����� �_�3~bu1�� �-}S~ ���i�buB~buB��uV���Ãu����Su1���3u��
" �©�ªv{���8}S|�}S~����S�n���3u1uBwyuB¤�v8�§z�u��/uB�3� ¤©�ª�8}S~b|��Tv8uB��� Â vG� �u1~�}�~��3�/w�u��/�iv8�bu�wy���8u�v8uB�Z�b~b}S�1���
�r�8|���w�u1~�v8�¥�/� Ä ÝªÅ Â ���1��u£~b�\� z�u1�B�/wyuxw{�rv3v8uV�8�¥���(�8���bv8}�~bu/� Æ �b}S� Â �r�@��� Â �i}��S�"�b�8��z©�rz��n��z�u£�S���Tv
�/~�v8��ux~���}��/ux�8u\��¤buV�A�/� Ä ÝªÅ Â zKuB�1���b�3uxv8��u � ~bu\��	� Ï �Mv �:�8}S~b�1}n���Su£}S���/�5v8uB~��r�b���S}SuB¤�v8��uV�8ux}S~�}nv8�
v3�8}n�M}@���K¤b}��8uB�Bv8}��/~ Â À]ä Ç�ÁG�

Æ �buxv8�b�8uBuxv8uB�Z�b~b}@ËQ�buB�¥¤�uB�3�V�8}�z�u1¤���uV�8u��r�8ux��uV�3���3}Sw����Su Â v8��z�u£�3�M�8u Â z©�MvA��|��8u1�rv¥¤�u1���"�/�
v8�b�/�b|/��v£�ÃuB~Qv£}S~�v8��v8�buB}��£�D���8w����S�rv8}S��~f� � �/wyu�uV�M}S¤buB~b�1u��5���xv8��uB}��x�����S}�¤�}nv_�������x�b�8�\�M}S¤buB¤�z �
�/�M�%�Ã�����}�~ Ä ÝªÅK��~b¤ Ä � Å Â �i�buB�8u+v8�buV���r�8u¥�r�b���S}�u1¤��8uV��u\�ªv8u1¤b��� Â z��Mv��r�����1�M�Ã}�~�¤b}S�3|/�b}S�3u��M¡<v%����� Â}�~O�D���Vv Â �/~b�n�����5v8uV���ÃuA����¤��3�B���8uB¤O�3uV��uV�G���f�3�b�B�1uB�3�3uB� Â zQ���i���rv��3u1uBwyuB¤O��} �u{Í�áy»M· �¥wyuBv8�b� ¤b� Âv8���rv��Ãu¥�8u1�B�/|/~b}�¨1uB¤>v8��u¥���/�3�3}�z�}��S}�v8}�u1�i}�~Q�/�/����uB¤K�

Æ �buB�8u��r�8uy}S~�v8}�w{�rv8u{�B�/~b~�uB�Vv8}S�/~b�6z�uVv_�Ãu1uB~����S�:v8�M�8uBu{�/�Ã�/�M�6v8u1�G�b~�}SËQ�bu1�B� Æ �bu�zKuB�Tv���������u
�/�%v8��u{�B�/~b�TvG��~�vx}S~ À]ä/ä Á Â �D�r�£uV�b��w£�©��u Â �i��uB~ 0 < p ≤ 1

��~b¤
α ≥ 0 Â }S� M~b�\�i~�v8�Oz�u ÀTÄ ä Å Â

Æ �buB���8u1w � Á
À]ä Ý/Á

K(α, p) = αp+ 1.

iuV�©�S���B}S~b|

α
zQ�

α/p
��~b¤

xk
zQ�

x
1/p
k

}S~ À]ä/ä Á Â v8��uB~�w{��M}�~b|
p→ 0 Â |/}��/u1�

À]ä	� Á ∞∑

n=1

an sup
k≥n

(Aαkxk) ≤ (α+ 1)

∞∑

n=1

anA
α
n sup
k≥n

xk.

Æ �b}S�+�8uB¤b�b�1uB�+v8�y�i���rv¥}��+��uV�8���r���+v8��u�wy���Tv¥�Tv3�8} M}�~�|��/�"v8�bux}Sw£�©��}S�1�rv8}S��~������qv8�bu �q}n��u � uV�8}SuB�
Æ �buB���8u1w Â À ��Á ⇒ À }S}�}DÁ Â �i�bu1~ xk = B−αk

�
¡_~yv8�bu�¢�~����©��~����n�M�3}S� Â �b�\�ÃuV��uB� Â }�vÌ}S�(}S~�v8�buAµG®D¼ â ¯ ® �V®D³��x�/���/�M�(v8u1�G�b~b}@ËQ�buB�:v8���rv(v8�buB}��(���\�ÃuV�

�8u1���S�n�>�S}�u1� Â �5��� Â �b~bu1~b�B�bw�z�uB�8uB¤�zQ�O�r~Q���Q�Q�K�rv8��uB�3uB� Â v8�buV�>w{�1��zKu6�r�b���S}�u1¤��i}nv8���rz©��~b¤b�/~K�

�
	��	���	�����	��
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