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¢¤£Y¥Z¦h§l¨c©zª�«7¬e§cM©1¦R£¯®¡°�±P²k³|´YµP¶¸·�¹�ºe»mµ,µ`¼5·I³�µ`½�½�·lºc±P»I¾GµP¶|·I±P·�¶¤ºw»,¿1·Z·I³�ºY´e±PÀl¼�²�³|´�²k³�µP·n±P·Z»mµ�²�³gµP¶¸·
Á ÀG¹k¹�Àl¼�²k³|´�Âi°|·Z»mµP²�ÀG³|»IÃ
• Ä ¶¤ºcµ�²k»�µP¶|·Y³¸ºwµP°�±^ºe¹zÅ|ÀGÆ�ºw²k³ÇÀ Á Å|·nÈ¤³|²�µP²kÀG³*À Á ºg´G²�É�·I³ÇÅ|²�Êq·n±P·I³iµP²kºe¹z·lÂ�°¤ºcµP²kÀG³hË
• Ä ¶¸²�Ì�¶ Á °|³|ÌIµP²�ÀG³*»mÍhºwÌZ·I»xºw±P·¡¿1·Z»mµ�»K°|²�µP·ZÅ*µPÀ�µP¶¸·¡±P·I´G°|¹�ºw±P²�µ`½VÀ Á µP¶|·Y»KÀG¹k°�µP²�ÀG³|»�Ë
• Î Àl¼ Á ºc±�¿1·n½�ÀG³|ÅVµP¶|·Y³¸ºwµP°�±^ºe¹qÅ|ÀGÆ�ºw²k³V¼5·Y¶¸ºZÉ�·¡µP¶|·Y·nÏ�²�»mµP·Z³|ÌI·Nºw³¸Å*°|³|²�Âi°|·I³|·Z»K».±P·I»K°|¹�µP»�Ë
• Ð ºe³V¼5·NÅ|·nµP·ZÌnµxºw³¤ºw¹�½ÑµP²�Ì�ºe³|ÅÇ´e·ZÀGÆ¯·IµK±P²�Ì Á ·ZºwµP°�±P·Z»�À Á µP¶|·N»KÀe¹k°�µP²kÀG³|»�²k³VµP¶|·I»K·N»mÍ¤ºeÌI·Z»�Ë

Ò ¶|·I»K·5Âi°|·Z»mµP²�ÀG³|»@ºw±P·�Å|°¸·e¾lµPÀCº�¹kºw±P´G·3·nÏÑµP·Z³�µZ¾ZµPÀ�Í|±PÀ Á ÀG°|³|Å)³|·I¼(Å¸·nÉ�·I¹kÀeÍ¸Æg·I³�µP»�²�³�µP¶|·3´G·IÀGÆg·nµK±P²kÌ
Á °¸³|ÌnµP²kÀG³)µP¶|·IÀe±K½�Ó�ÔnÕE¾|Ó Öi×cÕ>¾eÌZºe¹kÌI°|¹k°|»@À Á ÉGºc±P²�ºwµP²�ÀG³|».Ó�ØcÕ>¾|Ó�ÙeÚcÕE¾�Ó�Ù�ÔnÕ>¾|Ó�ØwÖwÕE¾|Ó�Øe×cÕ¸ºw»@¼5·I¹k¹|ºe»@»KÀGÆg·.ºw±P·lºw»
À Á ºcÍ¸Í¸¹�²k·IÅ$ÆgºwµP¶|·ZÆ�ºcµP²kÌI»�Ó ÖeÕE¾�Ó�Û�ÔnÕ>¾@Ó ÛGÙcÕEÜhÝC³Þ·IÏiµP·Z³|»K²�ÉG·)°|»K·)À Á ³|·I¼ Á °|³|ÌnµP²kÀG³�»mÍ¤ºeÌI·Z»C¶¸ºe»x¿1·I·Z³
Æ�ºwÅ¸·�²k³¯µP¶|·�»K·nµKµP²k³|´YÀ Á »KÀeßEÌlºw¹k¹k·IÅ¯É�·I±K½�¼5·lºwà�»KÀG¹�°|µP²�ÀG³|»,À Á ³¸Àe³¸¹�²k³|·Zºw±�á�®¡â�»�Ó ÖiãcÕ¤ºe³|ÅgÆ�ºwÍ|Í¸²k³|´G»
À Á È¸³|²�µP·�Å|²k»mµPÀw±KµP²kÀG³
Ó ÖGÖeÕ>¾RÓ Öi×cÕ>Ü Ä-ä ºeÅ�½�» ä ºZ¼æå�±P¹k²�ÌZçe¾qº�Í|±PÀGÆ¯²k³|·Z³�µYá@ÀG¹�²k»K¶$Æ�ºwµP¶|·IÆ�ºwµP²kÌI²�ºw³z¾1Å¸²�Å
³|ÀeµxÍ1·I±P¶¸ºwÍ¸»x»K°¸»mÍ1·IÌIµxµP¶¸ºwµxµP¶|·�»mÍ¤ºeÌZ·I»C¶|·)²k³�É�·I³�µP·ZÅÞ²k³èÔlãGØGÙÇÓ�ÛcÖeÕE¾�Ó ÙcÕE¾�Ó ×cÕE¾�Ó ÛwÕ>¾�Ó�ØGãcÕ>¾�Ó�×wÖwÕE¾�Ó�×e×cÕE¾
Ó ×GÛcÕE¾.Ó ×�élÕE¾.Ó ÛG×cÕE¾5Ó�ÛGãlÕE¾.Ó{éeÙlÕE¾.Ó{éeØlÕE¾.Ó{écÖwÕE¾.Ó�ée×cÕ5¼5ÀG°|¹kÅ(·Z³wêmÀZ½(»K°|Ì^¶ëº�¶|²k´G¶(»mµ^ºwµP°|»�µPÀÑÅ¸ºZ½GÜ@Ýì¹kºw±P´G·
Í¤ºw±Kµ�À Á µP¶¸²�»¯ºc±KµP²kÌI¹k·�²k»�Å|·IÅ¸²�ÌlºcµP·ZÅ�µPÀ$ºÞÅ|·nµ^ºe²k¹�·ZÅè·IÏiÍqÀe»K²�µP²kÀe³(À Á µP¶|·�±PÀe¹k·�À Á å�±P¹k²�ÌZç�»mÍ¤ºeÌI·Z»�²�³
ÆgÀiÅ¸·n±P³ÇºcÍ¸Í|±PÀ�ºwÌ�¶|·I»�µPÀ¯³|ÀG³|¹�²k³|·lºc±xºe³¸ºe¹�½�»K²�»I¾¸Å¸·I»K²�±^ºc¿¤¹�·�ºw³¸ÅV³|·ZÌI·Z»K»Pºc±K½�Ü Ä ·¡»K¶¸ºe¹�¹o²�³ Á ºeÌIµ Á ÀÑÌI°|»¹kºw±P´G·I¹�½(ÀG³(µPÀeÍ¸²kÌI»�±P·Z¹kºwµP·ZÅèµPÀ�ÀG°�±�ÀZ¼�³
±P·Z»K·Zºw±PÌ^¶z¾�µP¶¸Àe°¸´e¶
¼5·VÆg·Z³�µP²�ÀG³�º Á ·n¼%ÌIÀG³�µK±P²�¿¸°�µP²kÀG³|»
À Á º�´e·Z³|·n±^ºe¹�³¸ºwµP°�±P·eÜ Ò ¶|·�ºe²kÆí²k»gµPÀ�²k¹�¹k°|»mµK±^ºwµP·Ç»KÀGÆg·Þ·nÉ�²kÅ|·I³|ÌZ·ÇÀ Á µP¶|·Ç³|·ZÌI·Z»K»K²�µ`½ Á Àe±�°|»K²k³|´
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T. IWANIEC AND C. SBORDONE

ÀG¹�Å�ºw³¸ÅÞ²�³�µK±PÀÑÅ|°¸ÌI²k³|´�³|·n¼�»mÍ¤ºeÌI·I»xÀ Á@Á °¸³|ÌnµP²kÀG³|»IÜ Ä ·NÅ¸À�³|Àeµx´G²�É�·NµP¶|·N²�³|ßEÅ|·nÍ|µP¶ÞÅ¸·I»KÌn±P²�Í|µP²kÀG³ÇÀ ÁµP¶|ÀG»K·¯µPÀwÍ¤²�ÌZ»I¾q¿¸°|µY¼5·g¶¸ÀwÍq·�µP¶¤ºcµYµP¶|·I±P·¯¼�²�¹k¹@¿q·¯·Z³|ÀG°|´G¶�»Pºe²kÅ�µPÀ*Æ�ºwà�·g²�µN»K·I¹ Á ßEÌIÀG³�µ^ºe²�³¸·IÅ�ºe³|Å
²�³iµP·n±P·I»mµP²k³|´|Ü

Ä ·*ºw±P·VÆgÀG»mµ¯´e±^ºwµP· Á °|¹3µPÀ�µP¶|·VÀe±P´�ºe³|²kçI·n±P»gÀ Á µP¶|·�Æg·I·IµP²�³¸´$²k³
á@ÀGçI³¸º��qÜ��Tµ¯¼.ºe»gº�»mÍq·IÌI²�ºe¹Í¸¹k·Zºe»K°�±P·�ºe³|ÅÇ¶|ÀG³|Àe± Á Àe±�°|»�µPÀgºeÅ|Å|±P·I»K»xº�ÌZÀG³ Á ·I±P·I³|ÌZ·Y²k³*µP¶|·¡µPÀZ¼�³ÇÀ Á Ä ä ºeÅ�½�» ä ºZ¼ å�±P¹k²kÌIçeÜ

�1£��*©¸§��|§cX©1¦,£
	��� ������>�Ñªì¬G©1¦��n§��h¦¤§�£¯Ý Á ·n¼ ¿|±P²�· Á ÌIÀGÆgÆg·I³�µP»VÀe³&µP¶¸·�³|Àeµ^ºwµP²�ÀG³�°|»K·ZÅ
¶|·n±P·Cºc±P·x²k³�Àe±PÅ|·n±ZÜ Ð ÀG³|»mµ^ºe³�µP»�µP¶¸ºwµ3ºw±P²k»K·x²�³�ºe³¸ºe¹�½�»K²k»3ºw±P·�ÆgÀG»mµ3À Á µP·Z³�°|³|ÌZÀe³¸»K²�Å|·I±P·IÅ�ÌIÀG³|»mµ^ºe³�µP»IÜ
Ä ¶¸·I³|·IÉG·I±x¼5·�»K·I·�µP¶|·)²�³¸·ZÂi°¸ºe¹�²�µ`½ X 6 CY ¼5·�µ^ºeÌI²�µP¹�½*°|³¸Å|·n±P»mµ^ºe³|Å�µP¶¸ºwµC²�µC¶¸Àe¹kÅ|»x¼�²�µP¶�»KÀGÆg·Í1ÀG»K²�µP²�É�·�ÌZÀG³|»mµ^ºe³�µ

C
²�³¸Å|·nÍ1·Z³|Å|·Z³�µYÀ Á X ºw³¸Å Y Ü Î ºZÉÑ²k³|´*ºeÌIÌZ·nÍ|µP·ZÅ$»K°|Ì^¶�ÌZÀe³iÉG·Z³�µP²kÀe³$µP¶¸·n±P·¯²�»ºeÌnµP°¸ºe¹k¹�½g³¸À�³|·I·ZÅgµPÀ)°|»K·�µP¶|·x¹�·IµKµP·n±

C
ºwµ3ºe¹k¹<Ü Ä ·�µP¶|·I±P· Á Àw±P·�Í|±PÀeÍ1ÀG»K·�µP¶¸·xºw¿|¿¸±P·nÉ�²kºwµP²kÀG³ X 4 Y Ü� ÀGÆg·nµP²kÆ¯·Z»I¾h¶|Àl¼5·nÉ�·n±Z¾h²�µx¼�²�¹k¹z¿q·�Å|·I»K²�±^ºw¿¸¹k·NµPÀ�à�³|Àl¼-µP¶|·�²kÆ�Í¤¹�²k·IÅ�ÌIÀG³|»mµ^ºe³�µ
�MµP¶|·NÀG³|·)ÀGÆg²�µKµP·ZÅ

Á ±PÀGÆ µP¶¸·¡²�³¸·ZÂi°¸ºe¹�²�µ`½��^Ü��.ÀwµP¶V»m½�Æ�¿1ÀG¹k» 4 ºe³|ÅVµP¶|·¡±P·nÉ�·I±P»K·¡ÀG³|· < ¼�²k¹�¹q´G²�É�·¡°¸».³|Àeµ�ÀG³|¹�½Vº�³¸·ZºwµºwÍ|Í1·Zºw±^ºe³|ÌZ·3µPÀ¡µP¶|·.·I»mµP²kÆgºwµP·Z»I¾wµP¶¸ºwµR¹kÀiÀeà�ºZ¼�àÑ¼.ºw±PÅ�ÀeµP¶|·I±K¼�²�»K·G¾w¿¤°�µ,ºe¹k»KÀC¼�²k¹k¹|ºe¹k¹�Àl¼
µP¶¸·5²kÆ¯Í¸¹k²�·ZÅ
ÌIÀG³|»mµ^ºe³�µ�µPÀ¯Éeºw±K½ Á ±PÀeÆ%¹k²�³¸·YµPÀ¯¹k²k³|·¡¼�²�µP¶|ÀG°�µ�ÌIÀG³ Á °|»K²kÀG³qÜ

�q£�	���! g¨��<M¬#"$�%�&�¤¬#
L P (Ω)

£'�Tµ�¼�²k¹k¹�¿1·Þ³|·ZÌI·I»K»Pºw±K½ëµPÀè¶¸ºZÉG·$ºwµ�¶¤ºw³¸Å�º�»K¹k²k´e¶iµP¹�½�ÆgÀe±P·
´G·I³|·I±^ºw¹zÅ|·IÈ¸³|²�µP²�ÀG³*µP¶¸ºe³VµP¶|·N°|»K°¸ºe¹oÀe³¸·I»IÜ

ÝC³)(+*-,/.103254368790;:�.1<=7(²�»�ºe³�½
C∞

ßE»KÆgÀÑÀeµP¶�²k³|ÌI±P·Zºe»K²�³¸´ Á °¸³|ÌnµP²kÀG³
P : [0,∞) → [0,∞)

»K°¸Ì^¶
µP¶¸ºwµ

P (0) = 0
ºw³¸Å

P (∞) = limt→∞ P (t) = ∞ Ü?>o·Iµ Ω
¿1·gºw³�ÀeÍ1·Z³�»K°�¿¸»K·IµNÀ Á Rn ¾qÀe±�ºw³i½

σ
ß>È¤³|²�µP·�Æg·Zºe»K°�±P·�»mÍhºwÌZ·eÜ Ò ¶|·�åx±P¹�²kÌIç)ÌI¹�ºw»K»

L P (Ω)
ÌZÀG³|»K²�»mµP»xÀ Á Æg·Zºe»K°�±^ºw¿¸¹k· Á °|³|ÌIµP²�ÀG³|»+45ÀG³

Ω»K°|Ì^¶ÇµP¶¸ºwµ
‖4 ‖P = ‖4 ‖LP (Ω) @;ACB== inf

{
1

λ
:

∫

Ω

P (λ |f(x)|) dx 6 1

}

²�»xÈ¤³|²�µP·GÜD� Á
P
²�»CÌZÀG³�É�·nÏ*¼5·�°|»K°¸ºe¹�¹�½ÞÌZºe¹k¹7²�µ¡º
E�ÀG°|³|´ Á °|³|ÌnµP²kÀG³qÜD�`³ÞµP¶|²k»CÌZºe»K·)µP¶|·�>o°�Ï�·IÆ�¿¸°|±P´

Á °¸³|ÌnµP²kÀG³¸ºe¹ ‖ ‖P ²�»Cº�³|Àe±PÆ Æ�ºcà�²k³|´
L P (Ω)

²k³�µPÀ�º
��ºe³¸ºeÌ^¶Þ»mÍhºwÌZ·eÜD�`³Ç¼�¶¸ºwµ Á ÀG¹�¹kÀl¼�»�¼5·N¼�²k¹k¹
¿1·C¹�ºc±P´G·Z¹�½�ÌZÀe³¸ÌI·n±P³¸·IÅ�¼�²�µP¶V»mÍ¤ºeÌI·Z»3É�·n±K½�ÌZ¹�ÀG»K·CµPÀ

L 1(Ω)
¾iµP¶¸ºwµ5²k»I¾Ñ¼�¶¸·I³

P
·nÏ�¶|²�¿¸²�µP»5º)´e±PÀl¼�µP¶

³|Àeµ Á ºw±xºZ¼.ºZ½ Á ±PÀGÆ�µP¶|·N²�Å|·Z³�µP²�µ`½ Á °|³|ÌIµP²�ÀG³qÜ
F
GIHIJ�K�J�L9JNM�KPO9Q1RIQ ÝC³�åx±P¹�²kÌIç Á °¸³|ÌnµP²kÀG³

P
²�»�»Pºe²�Å*µPÀS.N7D0-*UT3V=W;TXV�,/YZ<=W[:\,/.�79T3V=*-,^]�² Á

lim
t→∞

tP ′(t)
P (t)

= 1.
�mÔ_�

Ä ·g»K¶|ÀG°|¹kÅ�±P·IÌlºw¹k¹@µP¶¸ºwµYµP¶¸·�¿q·I¶¸ºZÉ�²�Àe±�À Á P = P (t)
ÀG³�ºe³�½�È¸³|²�µP·g²�³iµP·n±KÉeºe¹@¼�²k¹�¹@Í¤¹kºZ½�³|ÀV±PÀG¹k·

²�³ÇÀG°�±�Å|²k»KÌI°¸»K»K²�ÀG³qÜ Î ÀZ¼5·IÉ�·n±Z¾|¼5·Y»K¶¸ºe¹k¹zÌIÀG³�É�·I³¸²�·Z³�µP¹�½Çºe»K»K°|Æg·YµP¶¸ºwµ P (t) = O(t2)
ºcµ
t = 0

Ü Ò À
·nÉ�·n±K½Þ»K°|Ì^¶

P
µP¶|·n±P·)ÌIÀe±K±P·Z»mÍ1ÀG³|Å|»CµP¶|·)»KÀeßEÌZºe¹k¹�·ZÅ`Vbadc;Vb03T-7e:�4U6I790-:�.f<=7¸Ü9g¤Àe±CµP¶|·)Å|·IÈ¸³|²�µP²�ÀG³�µP¶|·I±P·

ºw±P·¡µ`¼5ÀgÌlºe»K·I»�µPÀ¯ÌZÀG³|»K²�Å¸·n±ZÃ

• P »PºcµP²k»mÈ¸·Z»�µP¶|·Y»KÀeßEÌlºw¹k¹k·IÅha=.�i�T-*fjbT-7903TX03<=79a=.N:�.f<=7
∫ ∞

0

P (s)ds

s2
=∞. �EÙb�

Ò ¶|·I³Ç²�µP»�ºeÅwêmºeÌZ·I³�µ Á °|³|ÌIµP²�ÀG³*²k»�Å¸·nÈ¸³|·ZÅ*¿i½�µP¶|·¡±P°|¹k·

P+(t) = t

∫ t

0

P (s)ds

s2
.

�EØb�



NEW AND OLD FUNCTION SPACES
"cù

• P »PºcµP²k»mÈ¸·Z»�µP¶|· 03<=7ei�T[*fj T-7D03T'03<=7Da=.�:�.f<=7
∫ ∞

0

P (s)ds

s2
<∞. �<Ö8�

Ò ¶|·I³Ç²�µP»�ºeÅwêmºeÌZ·I³�µ Á °|³|ÌIµP²�ÀG³*²k»IÃ

P−(t) = t

∫ ∞

t

P (s)ds

s2
.

�E×b�
�.ÀwµP¶

P+
ºe³|Å

P−
ºw±P·)åx±P¹�²kÌIç Á °¸³|ÌnµP²kÀG³|»IÜ¸Ý�´G¹kºe³|ÌZ·Nºwµ�µP¶|·N»K·IÌIÀG³|ÅÇÅ|·I±P²�ÉGºwµP²�É�·I»�»K¶¸ÀZ¼�»�µP¶¸ºwµ

Å 2P±Å
t2

= ±P
′(t)
t

, respectively.

Ò ¶i°|»
P+

²k»gºe¹�¼.ºI½�»gÌIÀG³�É�·IÏè¼�¶|²�¹k·
P−

²�»�ºe¹�¼.ºI½�»gÌIÀG³|ÌlºZÉG·GÜ Ð Àe³¸Å|²�µP²kÀG³)�mÔ_��ê�°|»mµ�ºwÆgÀG°|³�µP»¯µPÀ
»PºZ½Ñ²k³|´*µP¶¸ºwµ¡µP¶|·�ºeÅwêKºeÌI·I³iµ Á °|³|ÌIµP²�ÀG³|»N²�³¸Ìn±P·Zºe»K·¯µPÀ*²�³�È¤³|²�µ`½�»K°�¿¸»mµ^ºe³�µP²�ºw¹k¹�½ Á ºe»mµP·n±YµP¶¸ºe³

P
¾qµP¶¸ºwµ

²�»I¾

λ(t) @;ACB==
P±(t)

P (t)
→∞ ºe»

t→∞, �EÛb�
g¸Àe±Ç±P·Zºe»KÀG³|»*µPÀ
¿q·�ÌI¹�ºw±P²�È¸·ZÅ ¹�ºwµP·n±ÞÀG³ ¼5·$±P· Á ·I±*µPÀ

λ
ºe»VµP¶¸· .�Y � *U<=i�T[Y T-7e:��[6�<�:�.1T-7�:<Ü Ò ¶|·

²�Æ¯Í1Àe±Kµ^ºe³|ÌZ·�À Á µP¶|·VºeÅwêmºeÌZ·I³�µ�åx±P¹�²kÌIç Á °|³|ÌnµP²kÀG³|»�²k»)¿1Àe±P³|·�ÀG°�µ�¿i½è»K·IÉG·I±^ºe¹�±P·Z»K°|¹�µP»�ÌZÀG³|ÌI·I±P³|²�³¸´
¶|²k´e¶¸·n±C²k³�µP·Z´w±^ºw¿¸²k¹k²�µ`½ÇÀ Á ³i°|¹k¹&>7ºe´e±^ºe³|´G²kºe³|»I¾h»K·Z· � ·ZÌnµP²kÀe³èÔlØÑÜ��5½V¼.ºZ½ÇÀ Á Å|²k´w±P·Z»K»K²�ÀG³q¾1°|³|Å¸·n±xµP¶¸·
Å|²�ÉG·I±P´G·I³|ÌZ·YÌIÀG³|Å¸²�µP²kÀG³V¼5·N¶¸ºZÉ�·YµP¶|· Á ÀG¹�¹kÀl¼�²�³|´�²�³¸·ZÂi°¸ºe¹�²�µP²k·I»NÓ�ØGélÕE¾oÓ�×ÑÔnÕE¾zÓ�×GÙcÕEÃ

‖Mf ‖P 4 ‖ f ‖P+
4 ‖Mf ‖P

�Té#�
¼�¶|·n±P·

M
»mµ^ºw³¸Å|» Á Àw±5µP¶|· Î ºc±PÅ|½ißf>7²�µKµP¹k·n¼5ÀÑÀÑÅ�ÆgºwÏ�²kÆgºe¹1ÀeÍ1·n±^ºwµPÀe±Z¾ Ω ¿1·Z²�³¸´�º�ÌZ°�¿1·C²k³ Rn Ü Ò ¶|·Á ºeÆg²k¹�²�ºw±xÌZºe»K·�À Á â�Ü � µP·I²k³�Ó{éÑÔnÕ>¾�Ó ÛGãcÕ�ºc±P²k»K·I»�¼�¶|·Z³

P (t) = t2

1+t

¾¸»KÀ
P+(t) = t log (1 + t)

Ü���Àe±P·
´G·I³|·I±^ºw¹k¹�½G¾�² Á µP¶¸·�Æ�ºcÏ�²kÆ�ºw¹ Á °|³|ÌIµP²�ÀG³�À Á º��.Àe±P·I¹¸Æg·lºw»K°|±P·

µ
ÀG³

Ω
¿1·Z¹�ÀG³|´G»,µPÀ

L P (Ω)
µP¶|·I³

µ
²�»

ºw¿¸»KÀG¹�°�µP·Z¹�½�ÌIÀG³�µP²k³i°|ÀG°|».ºw³¸Å�²�µP»��xºeÅ|ÀG³�ß	�C²�à�ÀÑÅ�½�ÆæÅ|·n±P²�ÉeºwµP²�É�·
µ′(x)

²�»5º Á °¸³|ÌnµP²kÀG³�²k³gµP¶¸·¡å�±P¹k²�ÌZç
»mÍ¤ºeÌI·

L P+(Ω)
¾

‖µ′‖P+
4 ‖Mµ ‖P .

�	
b�
>7ºwµP·n±R¼5·.»K¶¸ºe¹�¹�¿|±P²k·��|½�Å|²k»KÌI°|»K»,²�µR²k³)µP¶|·.ÌZÀe³iµP·nÏÑµRÀ Á Î ºw±PÅ�½Ñß�å�±P¹k²�ÌZç.»mÍ¤ºeÌI·I»IÜ Î ·n±P·�ºc±P·.»KÀGÆg·5Í¤ºe²�±P»À Á ºeÅwêKºeÌI·I³iµ¡å�±P¹k²�ÌZç Á °|³|ÌnµP²kÀG³|»xºw³¸ÅVµP¶¸·YÌIÀe±K±P·Z»mÍ1ÀG³|Å|²k³|´g²kÆ¯Í|±PÀlÉG·ZÆg·I³�µCÂi°|ÀeµP²�·Z³�µP»IÃ

P± ≈ t exp (±√log t)
¾

λ ≈
√

log t,

P± ≈ t(log t)±1 ¾ λ ≈ log t,

P± ≈ t(log log t)±1 ¾ λ ≈ (log t) log log t.
å�¿¸»K·I±KÉ�·YµP¶|·¡Í¤ºwµKµP·I±P³qÃ

�� TX0;, <=W;T[*
P±

.NW :C<Z: � T�.fabT[7�:�.�:�] 4368790;:�.1<=7��\: � T�, V=*CjbT-* .NY � *3<=i=T-YZT-7�:��[6�<�:�.1T-7�: V ��� TUV=*[W��
Ò ¶|·CºeÅwêKºeÌI·I³iµ Á °|³|ÌnµP²kÀG³|»3´G·nµ5ºw±K¿¸²�µK±^ºc±P²k¹�½gÌI¹kÀG»K·e¾i¿¸°�µ3³¸·nÉ�·n±3±P·ZºeÌ^¶q¾iµP¶|·x²kÅ|·I³�µP²�µ`½ Á °|³|ÌIµP²�ÀG³qÜ �`³

É�²�·I¼ À Á Ð Àe³¸Å|²�µP²kÀG³`�mÔ_�xºe¹k¹@µP¶|·¯²kÆ¯Í|±PÀlÉG·ZÆg·I³�µ)Â�°¸ÀwµP²k·I³iµP»
λ(t) = P±(t)

P (t)

¶¤ºIÉ�·¯¹k²kÆ¯²�µP·IÅ�´e±PÀl¼�µP¶q¾
ÌIÀG³�µK±PÀG¹k¹�·ZÅV¿Ñ½�µP¶¸·Y·ZÂi°¸ºwµP²kÀG³

∫ ∞

1

dt

tλ(t)
=∞. �Eãb�

� Í1·ZÌI²�ºw¹�å�±P¹k²kÌIçY»mÍhºwÌZ·I»�¼�²k¹k¹1¿1·NÅ|²k»KÌI°|»K»K·ZÅÇ²k³VµP¶¸·Y»K°�¿¸»K·lÂi°|·I³�µx»K·IÌIµP²�ÀG³|»IÜ



"�"
T. IWANIEC AND C. SBORDONE

-

6 P◦ = t

t

P+

P−

÷ �3��û  

�o£�	��� �%�&�¤¬#
BMO(Ω)

£�Ý.µ.µP¶|·NÀeµP¶|·n±�·I³|ÅÇÀ Á µP¶|·Y»KÌlºe¹�·NÀ Á µP¶|· Á °|³|ÌnµP²kÀG³|».µPÀ¯¿1·YÅ|²k»KÌI°|»K»K·ZÅ
¹�²k·I»

BMO(Ω)
Ó�×eØcÕEÜb>7·nµ

Ω
¿q·�ºe³�ÀeÍ1·I³�»K°�¿¸»K·Iµ3À Á Rn Ü�Ý Á °|³¸ÌnµP²kÀe³ u ∈ L 1� ��� (Ω)

²�»�»Pºe²�Å�µPÀN¶¸ºZÉ�·
� <=6879abT3a
Y TUV=7�<=W-0-.�,�, V�:�.1<=7eW5² Á

‖u‖
BMO(Ω)

= sup

{∫

Q

|u− uQ| : Q ⊂ Ω

}
<∞ �mÔZÚ �

¼�¶|·n±P·CµP¶|·C»K°�Í¸±P·IÆ)°|Æ�±P°|³|».ÀlÉ�·n±�ºe¹k¹hÌZ°�¿1·Z»
Q
�<Àe±3¿hºw¹k¹k»[�,²k³

Ω
Ü�ÝC».°|»K°¸ºe¹1µP¶|·C»m½�ÆN¿qÀe¹k» ∫

Q

ºe³|Å
uQ

»mµ^ºe³|Å Á Àe±YµP¶|·�²k³�µP·Z´w±^ºe¹RÆ¯·lºe³�ÀZÉ�·I±¡µP¶¸·¯»K·nµ
Q
Ü��.ÀwµP¶�ÌI°�¿q·I»Nºe³|Å$¿¤ºe¹�¹k»Nºw±P·�¼5·I¹k¹@»K°|²�µP·IÅ�µPÀ

Éeºw±P²kÀe°¸»¯´G·IÀGÆg·nµK±P²kÌVÌIÀG³|»mµK±P°|ÌIµP²�ÀG³|»¯²k³ Rn Ü Î Àl¼5·nÉ�·I±¯µP¶|·n±P·V²k»gº$»K²kÆ¯Í¸¹�·VµP·IÌ�¶|³|²kÌZºe¹.²�³¸³|ÀlÉeºwµP²�ÀG³µP¶¸ºwµ3¹k·ZºeÅ|»3µPÀ�Å|²kÆg·I³|»K²kÀG³ Á ±P·I·�±P·I»K°|¹�µP»IÜ Ò À�µP¶|²�»3·IÊ1·IÌIµ3ÀG³|·xÆ)°|»mµ5¼5Àw±Kàg¼�²�µP¶�°|³|·IÉ�·I³�ÌZ°�¿1·I»I¾ÑÌZºe¹k¹
µP¶|·IÆ ¿¸°|²k¹kÅ|²�³¸´Þ¿¸¹kÀiÌ^à�»IÜ&�5½�Å|·nÈ¤³|²�µP²kÀG³q¾�º � , <�0��$²�»�º Ð ºw±KµP·I»K²�ºw³�Í¸±PÀiÅ¸°|Ìnµ)À Á ÌI¹kÀe»K·ZÅè²�³iµP·n±KÉeºe¹k»I¾
B = I1 × I2 ×

ÜZÜIÜ × In ¾�¼�¶|·I±P· |Ik| 6 2|Il|
¾ Á Àw±

k, l = 1, 2, . . . , n
Ü Ò ¶|·I»K·�¿¸°|²k¹�Å¸²�³|´�¿¸¹kÀÑÌPà�»

»K°�Í1·I±P»K·IÅ|·�Â�°¸²�µP·¡·IÊ1·IÌIµP²�É�·Z¹�½�µP¶|·CµK±^ºeÅ|²�µP²�ÀG³¸ºe¹k¹�½V°|»K·IÅ*Å|½�ºeÅ|²kÌYÌI°�¿q·I»IÜ Ä ¶|²k¹k·¡ÀG³VµP¶|²k».Æ�ºwµKµP·n±Z¾|¹k·nµ°|»�Àe¿¸»K·I±KÉG·YµP¶¤ºcµ�¿¤²�»K·ZÌnµP²k³|´�ºe¹kÀe³¸´¯µP¶|·N¹�ºw±P´e·Z»mµ�·IÅ|´G·Y¿|±P·lºwàÑ»xº�¿¤¹�ÀÑÌPà*²�³iµPÀ¯µ`¼5À¯¿¤°|²�¹kÅ|²k³|´g¿¸¹kÀÑÌPà�»IÜ
Ò Àg²k¹�¹k°|»mµK±^ºwµP·YµP¶|·N°�µP²�¹k²�µ`½�À Á µP¶|²k»�ÌIÀG³|ÌI·IÍ|µ�¼5·Y²k³�µK±PÀÑÅ|°|ÌZ·YµP¶|·

BMO
ßE³¸Àw±PÆ

‖u‖
BMO(Ω)

= sup

{∫

B
|u− uB| : B ⊂ Ω

} �mÔGÔ_�
¼�¶|·n±P·�²�³�µP¶|²k»¡ÌZºe»K· B ºw±P·)µP¶|·�¿¸°¸²�¹kÅ|²k³|´�¿¸¹kÀÑÌPà�»¡²�³ Ω

Ü Î ·I±P·)²k»¡º�Í¤ºw±KµP²kÌI°|¹�ºw±P¹�½Þ·Z¹�·Z´Gºe³�µCÉGºw±P²kºe³�µÀ Á µP¶|·NÌI·Z¹�·I¿|±^ºwµP·IÅ	�GÀG¶|³�ß	�C²�±P·I³i¿1·n±P´Z>o·IÆgÆ�º�¾|»K·Z·�Ó ÖiØcÕEÜ

\G�������?Q1RIQ�� T;:

Ω
� T'V � 68.�, a=.N78j � , <�0��'.N7 Rn V=79a

u ∈ BMO(Ω)
� �� T[7

∫

Ω

exp

( |u(x)− uΩ|
7 ‖u‖

BMO(Ω)

)
dx 6 36.

�mÔlÙb�



NEW AND OLD FUNCTION SPACES
"�$

Ò À�ÀG°�±oà�³|Àl¼�¹k·IÅ|´G·,»K°|Ì�¶�Å|²kÆg·I³|»K²kÀG³ Á ±P·I·,·I»mµP²kÆ�ºcµP·Z»z¼5·n±P·,³|·IÉ�·n±oÍ¸°�¿¸¹k²k»K¶|·IÅqÜ Ä ·Z²�´G¶�µP·ZÅN´e¹kÀe¿¤ºe¹·nÏÑÍ1ÀG³|·Z³�µP²kºe¹h²k³�µP·Z´w±^ºw¿¸²k¹k²�µ`½�À Á
u ∈ BMO(Rn)

ºw±P·Cºe¹k»KÀ�À Á ²�³�µP·I±P·I»mµ5µPÀ)°|»IÜ Ä · Á Àe±P´GÀ)Å|²kÆg·I³|»K²kÀG³Á ±P·Z·Y·Z»mµP²�Æ�ºwµP·I»�²k³ÇÀw±PÅ¸·n±�µPÀ�ºe¹�¹kÀl¼ Á Àe±�ÀwµP¶¸·n±
BMO

ßE³|Àe±PÆg»IÜ

\G�������?Q��DQ  � T-*UTXT���.�W[:�W�V 03<=7eW[:CV=7e:

N = N(n) > 0
W36�0 � : � V�:

∫

Rn

[
exp

( |u(x)− uQ|
N ‖u‖

BMO(Rn)

)
− 1

]
dx

1 + |x|n+1
6 1

�mÔlØb�
� � T[*3T uQ W[:CV=79a=W 4-<=*�: � T�.N7�:CTCj=*UV�,�YZT3V=7 < 4

u
<=i�T[*�: � T�687e.�: 0-6 � T�.�7 Rn �

��ÀG°|´G¶|¹�½�»mÍ1·Zºwà�²k³|´|¾
u
¿1·I¶¸ºZÉ�·I»R¹k²�àG·

log(e+ |x|) ³|·lºc± ∞ ²k³¯ºe³gºZÉ�·n±^ºe´G·.»K·I³|»K·GÜ ��Àe±P·5Í|±P·IÌZ²�»K·
»mµ^ºwµP·IÆg·I³�µ3±P·ZÂi°|²�±P·I»3²k³�µK±PÀÑÅ|°|ÌZ²�³|´)»KÀeßEÌZºe¹k¹�·ZÅ�Å|·ZÌn±P·Zºe»K²k³|´�¼5·I²k´G¶�µP»IÜ Ò ¶|·Z»K·Cºw±P·xÆ¯·lºe»K°�±P·I»5²�³ Rn À ÁµP¶|· Á Àe±PÆ

dµ = w(|x|)dx ¾z¼�¶|·I±P· w : [0,∞) → [0,∞)
Ìlºe³�¿q·�ºe³�½ Á °|³|ÌIµP²�ÀG³�Å|·ZÌn±P·lºw»K²k³|´ÇµPÀ

çI·I±PÀ�¾ Á ºw»mµ�·Z³|ÀG°|´G¶Ç»KÀ¯µP¶¸ºwµ ∫
Rn dµ = 1

Ü

\G�������?Q O9Q�� <=*�T-i=T-*[]

p > 1 � T � V=i=T
∥∥∥∥

u− uQ
log (e+ |x|)

∥∥∥∥
Lp(Rn, dµ)

4 p ‖u‖
BMO(Rn)

�mÔIÖ8�

Ä ·�·ZÆ�Í¤¶¸ºe»K²�çZ·�·IÏÑÍ¸¹�²kÌI²�µP¹�½�µP¶¸ºwµ�µP¶|·�²kÆ�Í¤¹�²k·IÅ(ÌZÀG³|»mµ^ºe³�µ�Å|ÀÑ·Z»)³|Àeµ�Å¸·nÍ1·Z³|ÅèÀG³èµP¶|·�¼5·I²k´G¶�µZÜåx³|·N°¸»K°¸ºe¹�¹�½�µ^ºwà�·I»
p = 1

ºe³|Å
dµ = log(e+|x|)

1+|x|n+1 dx
µPÀgÀw¿¸µ^ºw²k³

∫

Rn

|u(x)− uQ|
1 + |x|n+1

Å
x 4 ‖u‖

BMO(Rn)
.

�mÔl×b�

�1£�	��� 	���R©1¦�|¦¤§w��D��¬ �����%�
Exp(Ω)

£gåC³|· Æ�ºcêmÀe±&°¸³ Á ºZÉ�Àe±^ºw¿¸¹�· Á ·lºcµP°|±P·�À Á µP¶¸·�»mÍ¤ºeÌZ·
BMO(Ω)

²�»YµP¶¸ºwµ¡µP¶¸·�Í1ÀG²�³iµKß>¼�²�»K·�²�³|·lÂi°¸ºe¹�²�µ`½ |v(x)| 6 |u(x)| ¼�²�µP¶ u ∈ BMO(Ω)
Å|ÀÑ·I»Y³|Àeµ

´G°¸ºw±^ºw³iµP·I·RµP¶¸ºwµ
v
µPÀÑÀ�¶¸ºe»o¿1ÀG°|³|Å|·ZÅNÆ¯·lºe³NÀG»KÌI²k¹k¹kºwµP²kÀe³¸»IÜ��3½¡ÌZÀG³�µK±^ºe»mµZ¾IµP¶|·5åx±P¹�²kÌIç�»mÍ¤ºeÌI·

Exp (Ω)Å|ÀÑ·I»�¶¸ºZÉ�·¡µP¶|²k»�Å¸ÀeÆg²k³¸ºwµP·IÅ*µ`½ÑÍ1·¡Í|±PÀeÍ1·n±Kµ`½�Ü
Ä ·N»PºZ½�µP¶¸ºwµxº Á °¸³|ÌnµP²kÀG³ u ¿1·I¹kÀG³|´G».µPÀ¯µP¶|·N·nÏÑÍ1ÀG³|·Z³�µP²kºe¹zÌI¹�ºe»K» Exp (Ω)

² Á

‖u‖Exp(Ω) = inf

{
1

λ
:

∫

Ω

eλ|u(x)| − 1

1 + |x|n+1
dx 6 1

} �mÔlÛb�
²�»�È¸³¸²�µP·GÜ Ò ¶¸²�»�·IÏÑÍ|±P·I»K»K²kÀG³Þ´e²�É�·I»�°¸»xºe³ÞÀw±PÅ¸·n±�Í|±P·Z»K·n±KÉ�²k³|´�³|Àe±PÆì²k³

Exp (Ω)
Üe>o·IÆgÆ�º

4.2
µP·Z¹�¹k»

°|»�µP¶¸ºwµ
‖u− uQ‖Exp(Ω) 6 N‖u‖BMO(Rn)

�mÔcé#�
ÝC¹�µP¶¸Àe°¸´e¶�µP¶|·5·IÏÑÍ1ÀG³|·I³�µP²�ºe¹�¹�½)²k³�µP·I´e±^ºw¿¸¹k· Á °|³¸ÌnµP²kÀe³¸»@³|·Z·IÅ¯³|ÀeµR¶¸ºZÉ�·5¿1ÀG°|³|Å|·ZÅ¯Æg·Zºe³�ÀG»KÌZ²�¹k¹kºwµP²kÀG³|»
µP¶|·n½VÌlºw³*¿1·YÆ�ºcêmÀe±P²�çZ·IÅV¿i½*»K°|Ì^¶ Á °|³|ÌIµP²�ÀG³|»IÜ

��DM�eM��;J�L9JNM&K��9Q�R�Q � T;:

v ∈ Exp(Ω)
<=7 W;<=Y T'Y TUV=W36I*UV � , T'W;T;:

Ω ⊂ Rn �  � T-7h: � T[*3T T��=.NW[:�W
u ∈ BMO(Rn)

W36e0 � : � V�:
|v(x)| 6 u(x)

V�,^Y <=W[: T[i�T-*[] � � T-*UT�.�7 Ω,
�mÔ 
b�

‖u‖
BMO(Rn)

6 cn‖v‖Exp(Ω).
�mÔlãb�

� *U<�< 4�� �TµV²k³�É�Àe¹�É�·I»V³|À
¹�ÀG»K»*À Á ´G·I³|·I±^ºw¹k²�µ`½�µPÀ
ºe»K»K°|Æg·�µP¶¸ºwµ ‖v‖Exp(Ω) = 1
2

Ü Ò ¶Ñ°|»I¾3¿Ñ½�µP¶¸·
Å|·nÈ¤³|²�µP²kÀG³ÇÀ Á µP¶|·N·nÏÑÍ1ÀG³|·I³iµP²kºe¹z³|Àe±PÆV¾

∫

Ω

(e|v(x)| − 1)
Å
x

1 + |x|n+1
6 1.

�EÙeÚ �
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Ä ·xµP¶|·Z³�ÌIÀG³�É�·Z³|²�·Z³�µP¹�½�±P·I´�ºw±PÅ v ºe».º Á °¸³|ÌnµP²kÀG³�Å|·IÈ¸³|·IÅVÀG³�µP¶|·¡·I³�µP²�±P·C»mÍ¤ºeÌI· Rn ¾Ñ»PºZ½�·lÂ�°¤ºw¹hµPÀçI·I±PÀ¯ÀG°�µP»K²�Å¸·
Ω
Ü Ò ¶|²k»�´G²�É�·I»�°¸»�º Á °|³|ÌIµP²�ÀG³

Φ(x) = e
|v(x)|

1+| x|n+1 ∈ L 1(Rn)
Ü Ä ·YÌlºw³*³|Àl¼ Å|·IÈ¸³|·µP¶|·YÆ�ºcêmÀe±^ºe³�µ�À Á

v
¿i½�µP¶|·Y±P°|¹�·

u(x) = (log MΦ)(x) + log(1 + |x|n+1).
�EÙ�Ô_�

�C·nÏÑµ�¼5·�ºwÍ|Í1·lºw¹¯µPÀ ��Ü Ð ÀG² Á Æ�ºe³ ºe³|Å �NÜ ��ÀÑÌ^¶�¿1·I±P´ ÓkÔ 
lÕE¾¡¼�¶|À Í|±PÀlÉ�·IÅ µP¶¤ºcµ
log MΦ ∈

BMO(Rn)
Ü Ä ·Nºe¹�»KÀ�Àe¿|µ^ºe²�³ Á ±PÀGÆ Ó�Ô 
cÕzµP¶|·N°|³|² Á Àe±PÆ�¿qÀe°¸³|Å

‖u‖
BMO(Rn)

6 1

2
cn = cn ‖v‖Exp(Ω)

�EÙGÙb�
¼�¶|·n±P·

cn
²�»xº¯°|³|²�ÉG·I±P»Pºe¹zÌIÀG³|»mµ^ºe³�µZÜeg¤Àe±�µP¶|·N²�³¸·ZÂi°¸ºe¹�²�µ`½ �mÔ 
#��¼5·N³|·I·ZÅ*ÀG³|¹�½�Àe¿¸»K·I±KÉ�·YµP¶¸ºwµ

u(x) > log Φ(x) + log(1 + |x|n+1) = |v(x)|
²�³

Ω
¾¸ÌIÀGÆ¯Í¸¹k·nµP²k³|´¯µP¶|·¡Í|±PÀÑÀ Á À Á á,±PÀeÍ1ÀG»K²�µP²kÀG³Þ×ÑÜ�ÔeÜ

�q£��*©1¦�N�I©¸§c¨l©D�@M¬�ª&����¦�Ñ¨_��§� I�1�<N�o§c<¬�������£�åC³|·)À Á µP¶|·�ÆgÀeµP²�ÉeºwµP²�ÀG³|» Á Àe±xµP¶|·)»mµP°|Å�½ÇÀ Á
BMO

ßEÆgºwê�Àe±P²kçZºwµP²�ÀG³*¼.ºe».µPÀg»KÀG¹�ÉG·YµP¶|·Y®Y²�±P²kÌ^¶|¹k·nµ�Í¸±PÀw¿¤¹�·ZÆ Ó�×wÚeÕ
{

div A(x)∇u = div A(x)F,

u(x) = 0
Àe³

∂Ω

�EÙGØb�
¼�¶|·n±P·

A(x)
²k»Cºg»m½�ÆgÆg·nµK±P²kÌNÆ�ºwµK±P²�Ï Á °|³¸ÌnµP²kÀe³Ç¼�²�µP¶ÞÆg·lºw»K°|±^ºc¿¤¹�·�·Z³�µK±P²k·I»x»PºwµP²�» Á ½�²�³|´gµP¶¸·N·Z¹�¹k²�Í¸ß

µP²�ÌZ²�µ`½VÌZÀe³¸Å|²�µP²kÀG³

K−1(x) |ξ|2 6 〈A(x)ξ, ξ〉 6 K(x) |ξ|2 ¾ ξ ∈ Rn, �EÙwÖ8�
¼�¶|·n±P·

K ∈ Exp(Ω)
Ü Ò ¶|·)³¸ºwµP°�±^ºe¹�Å|ÀGÆ�ºw²k³$À Á Å|·IÈ¸³|²�µP²�ÀG³ Á Àe±¡»K°|Ì^¶$·lÂ�°¤ºcµP²kÀG³|»C²k»xµP¶|· � Àe¿1ÀG¹�·IÉ

ÌI¹�ºe»K»�À Á�Á °|³¸ÌnµP²kÀe³¸».ÉGºw³¸²�»K¶|²k³|´�Àe³
∂Ω

ºe³|ÅÇ¶¸ºZÉ�²�³¸´¯È¸³|²�µP·Y·Z³|·n±P´e½

E [∇u] =

∫

Ω

〈A(x)∇u,∇u〉 dx <∞. �EÙG×b�
� Á ºg´G²�É�·I³*É�·IÌIµPÀe±�È¸·I¹kÅ

F = F (x)
ºw¹k»KÀg¶¤ºw»�È¸³|²�µP·N·I³¸·n±P´e½G¾¸Æg·Zºe³|²k³|´gµP¶¸ºwµ 〈AF, F 〉 ∈ L 1(Ω)

¾
µP¶|·I³�µP¶|·¯·IÏ�²�»mµP·Z³|ÌI·�ºe³|Å�°|³|²�Â�°¸·I³|·Z»K» Á ÀG¹k¹�Àl¼ ¿Ñ½�ÉGºw±P²kºwµP²kÀe³¤ºw¹,ºw±P´e°¸Æ¯·Z³�µP»IÜ��`³$µP¶|²k»N³¸ºwµP°�±^ºe¹R»K·nµKß
µP²�³¸´$¼5·*¶¤ºIÉ�·VµP¶¸· Á °|³|Å¸ºeÆg·I³iµ^ºw¹�·Z»mµP²�Æ�ºwµP·

E [∇u] 6 E [F ]
Ü �.· Á Àe±P·�ê�°|Æ¯Í¸²k³|´�µPÀ�º$Å¸·I»K²�±^ºc¿¤¹�·

ÌIÀG³|ÌZ¹�°|»K²kÀG³Ç¼5·�Í1ÀG²�³�µCÀG°�µxµP¶¸ºwµx¿i½ Î
	 ¹kÅ|·I±�� »x²k³|·ZÂi°¸ºe¹k²�µ`½*µP¶|·)ºw»K»K°¸Æ�Í¸µP²�ÀG³ K ∈ Exp(Ω)
Í¸¹kºeÌZ·I»

µP¶|·Ç»KÀG¹k°�µP²kÀe³�È¸·Z¹�Å¸» E = ∇u ºe³|Å B = A(∇u − F )
²k³�µP¶|·$åx±P¹�²kÌIçÞ»mÍ¤ºeÌI·

L 2 log−1L (Ω)
¾

¼�¶|²kÌ^¶$²k»C±^ºcµP¶¸·n±Y°|³|»PºwµP²�» Á ºeÌnµPÀe±K½GÜ Ò ¶|·)È¸³|²�µP·�·I³|·I±P´e½Þºe»K»K°|Æ¯Í|µP²kÀG³�ÀG³
F
²k»¡²�³¸»K°��ÌI²k·I³�µ Á Àe±CµP¶¸·

L 2 ßEÌIÀG³|ÌZ¹�°¸»K²�ÀG³|»IÜ�� Á ¾�²k³|»mµP·ZºeÅq¾�¼5·Vºe»K»K°|Æg·�µP¶¸ºwµ K F ∈ L 2(Ω,Rn)
ºe³|Å(µP¶¸ºwµ ‖K‖Exp(Ω)

²�»
±^ºwµP¶|·n±�»KÆ�ºe¹�¹>¾|µP¶|·Z³*µP¶|·

L 2 ßE·I»mµP²kÆ�ºcµP·Yµ^ºwàG·Z».µP¶|· Á Àe±PÆ
∫

Ω

(|E(x)|2 + |B(x)|2) dx 4
∫

Ω

K2(x)|F (x)|2 dx.
�EÙGÛb�

Ò ¶|·¯Í|±PÀÑÀ Á ²�»Y¿¤ºe»K·IÅ�ÀG³�ºVÌI·Z¹�·I¿|±^ºwµP·IÅ$±P·I»K°¸¹�µ�À Á ¶¤ºc±PÆgÀG³|²kÌ�ºe³¸ºe¹�½Ñ»K²k»I¾zµP¶|·
H 1 ß BMO

Å|°¸ºe¹k²�µ`½�Ü
�`³*¿|±P²�· Á ÀG°�µP¹k²k³|·e¾|µP¶|·Y·lÂi°¸ºwµP²�ÀG³*´G²�ÉG·Z»�°¸»�º�Í1ÀG²k³�µKß>¼�²�»K·N²k³|·lÂ�°¤ºw¹k²�µ`½

|E(x)|2 + |B(x)|2 4 K(x) 〈 E(x), B(x) 〉+K2(x)|F (x)|2.



NEW AND OLD FUNCTION SPACES
$  

Ý.µ�µP¶|²k»�Í1ÀG²�³�µ)µP¶|·�²k³�µP·n±P·Z»mµP·IÅ�±P·ZºeÅ|·I±)Æ�ºZ½�ÌZÀe³¸»K°|¹�µVÓ�×eÚcÕ Á Àe± Á ºw±�±P·ZºeÌ�¶|²�³¸´�·nÏÑµP·I³¸»K²�ÀG³|»�À Á µP¶|²�»
²�Å¸·Zº�Ü Ä ·�ºw²kÆ�µPÀg´e²�É�·NºgÆ¯·lºe³|²�³¸´¯µPÀ¯µP¶|·Y²k³�µP·Z´w±^ºe¹

∫

Ω

K(x) 〈 E(x), B(x) 〉 dx.

Ò À�µP¶|²�»3·I³|Åz¾�¼5·�Àe¿¸»K·n±KÉ�·�µP¶¸ºwµ
(B, E)

²�»5ºNÅ|²�ÉÑßEÌI°�±P¹¤ÌZÀe°|Í¸¹�·GÃ
div B = 0

ºw³¸Å
curl E = 0

Ü Ò ¶¸·n±P·nß
Á Àe±P·G¾qµP¶|·g»KÌZºe¹kºw±NÍ|±PÀÑÅ|°¸Ìnµ 〈 B, E〉 ¹k²�·Z»N²�³�µP¶¸· Î ºw±PÅ�½$»mÍ¤ºeÌI· H 1(Ω)

¾oºe»Y»K¶|Àl¼�³�¿i½ Ð ÀG² Á Æ�ºw³z¾>o²kÀG³|»I¾ �$·n½�·n±)ºw³¸Å � ·IÆgÆg·I»�ÓkÔlélÕEÜ�åx³�µP¶¸·¯ÀeµP¶|·I±N¶¸ºe³|Åz¾
K
²k»NÆ�ºcêmÀw±P²kçI·ZÅ�¿i½�º Á °|³|ÌIµP²�ÀG³�¼�²�µP¶

»KÆ�ºw¹k¹
BMO

ßE³|Àe±PÆ*Ü��C»K²�³|´
H 1 ß BMO

Å|°¤ºw¹k²�µ`½�¼5·Nºw±K±P²�É�·�ºcµ�µP¶|·Y·Z»mµP²�Æ�ºwµP·Z�EÙGÛb�PÜ
Ò ¶|·N³|·nÏÑµ�µ`¼5Àg»K·IÌIµP²�ÀG³|»�»K¶|·ZÅ*ÆgÀe±P·N¹k²�´G¶�µ�ÀG³*µP¶|·I»K·YµPÀeÍ¸²�ÌZ»IÜ

� £�	�����S�¤¨cª��$�%�&�¤¬#
H 1(Ω)

£Xg�²�Ï�º�³|ÀG³|³|·Z´GºwµP²�É�· Á °|³¸ÌnµP²kÀe³
Φ ∈ C∞0 (Rn)

»K°�Í|ÍqÀw±KµP·ZÅ$²�³
µP¶|·C°|³|²�µ5¿¤ºe¹k¹1ºe³|Å�¶¤ºIÉ�²k³|´�²k³�µP·I´e±^ºe¹

1
ÜI�Tµ5´G·I³¸·n±^ºwµP·I».º)ÀG³|·xÍ¤ºw±^ºeÆ¯·IµP·n± Á ºeÆg²k¹�½ {Φt}t>0

À Á Æ¯ÀG¹�ß
¹�²�È¸·I±P»

Φt(x) = t−nΦ(t−1x)
Ü Ò À�·IÉG·I±K½ � Ì�¶�¼.ºw±KµPç)Å|²k»mµK±P²�¿¤°�µP²�ÀG³

f ∈ D ′(Ω)
µP¶|·n±P·)ÌZÀw±K±P·Z»mÍ1ÀG³|Å

»KÆgÀiÀeµP¶ Á °|³|ÌIµP²�ÀG³|»
ft(x) = (f ∗Φt)(x)

Å|·IÈ¸³|·ZÅ�ÀG³
Ωt = {x ∈ Ω : dist(x, ∂Ω) > t} Ü �CÀZ¼�µP¶¸·Æ�ºcÏ�²kÆ�ºw¹oÀwÍq·n±^ºwµPÀe±�ÀG³

D ′(Ω)
²k»�Å|·nÈ¸³¸·IÅ*¿i½�µP¶|·¡±P°¸¹�·

(Mf)(x) = sup{ |ft(x)| : 0 < t < dist(x, ∂Ω)}.
Ä ·Y»PºZ½VµP¶¸ºwµ f ∈H 1(Ω)

² Á ²�µP»�³|Àe±PÆ

‖f‖H 1(Ω) =

∫

Ω

(Mf)(x) dx
�EÙ�é#�

²�»�È¸³|²�µP·eÜ

�q£��Þ«����	�\� �h¨��h¦ �1��h¦��e£ Ò ¶|·�g¸°|³¸Å¸ºeÆ¯·Z³�µ^ºe¹ Ò ¶|·IÀe±P·IÆìÀ Á Ð ºe¹kÌI°|¹k°|»�µP·I¹k¹�»�°|»�µP¶¸ºwµ
∫ b

a

f ′(x) dx =

∫ b

a

g ′(x) dx

¼�¶|·I³¸·nÉ�·n±gµ`¼5À Á °|³¸ÌnµP²kÀe³¸»
f, g ∈ AC[a, b]

ÌZÀe²k³|ÌZ²�Å|·ÞºcµgµP¶|·*·I³¸Å�Í1ÀG²�³iµP»¯À Á µP¶|·V²k³�µP·I±KÉeºe¹<Ü5åx³|·
Æg²�´G¶�µ�ºe»mà�¼�¶|²kÌ^¶ë²�³�µP·Z´e±^ºw¹5·nÏÑÍ|±P·Z»K»K²�ÀG³|»g·I³wêmÀl½�µP¶|·V²�³|Å¸·I³�µP²�µ`½è»K°|Ì�¶ëºe»�µP¶|²�»IÜ >o·nµ¯°¸»�ÌZ¹�·lºc±g°�Í
µP¶|²k»gÂi°|·I»mµP²kÀG³è¼�²�µP¶ëºe³|ÀeµP¶|·n±g·nÏ|ºeÆ¯Í¸¹�·GÜ � °�Í¸Í1ÀG»K·

F = F (x, y)
²k»gº$´e²�É�·I³ Á °|³|ÌnµP²kÀG³
À Á ÌI¹�ºw»K»

C 1([a, b] × R)
ºe³|Å

E(x, y, z) = ∂F
∂x + z ∂F∂y

Ü Ä ·�ºe´Gºe²k³$È¤³|Å�ÀG°�±P»K·Z¹�É�·Z»N²�³�ºV»K²�µP°¸ºwµP²�ÀG³�¼�¶|·I³µP¶|·YÉeºe¹k°|·I»�À Á ºe³�½ Á °¸³|ÌnµP²kÀG³
f ∈ AC[a, b]

²k³|»K²�Å¸·YµP¶|·N²�³iµP·n±KÉeºe¹z¶¤ºIÉ�·N³|À�²�Æ¯Í¤ºeÌIµ�ÀG³*µP¶|·N·I³¸·n±P´e½
²�³iµP·I´e±^ºe¹

E [f ] @;ACB==

∫ b

a

E(x, f, f ′) dx =

∫ b

a

d

dx
F (x, f) dx = F (b, f(b))− F (a, f(a)).

�`³�¶|²k´e¶¸·n±RÅ¸²�Æg·I³¸»K²�ÀG³|»@µP¶|·I±P·.ºw±P·5Æ�ºe³�½)·nÏ|ºeÆ¯Í¸¹k·I»@À Á ³|ÀG³|¹k²�³¸·Zºw±@Í¤ºw±KµP²�ºe¹�Å|²�Êq·n±P·I³iµP²kºe¹Ñ·IÏÑÍ|±P·I»K»K²kÀG³|»
¼�¶|ÀG»K·�²k³�µP·I´e±^ºe¹¸ÀZÉ�·I±3ºe³�½¯Å|ÀGÆ�ºw²k³g±P·IÅ¸°|ÌI·Z»RµPÀYµP¶|·�¿1ÀG°|³|Å¸ºw±K½¯²k³�µP·I´e±^ºwµP²�ÀG³qÜ���ÀG»mµ Á ºeÆg²�¹k²kºw±3²k»RµP¶¸·
��ºeÌIÀe¿¸²�ºw³ÇÅ|·IµP·n±PÆg²k³¸ºe³�µ

J(x, f) = det

[
∂f i

∂xj

]

À Á º$Æ�ºcÍ¸Í¸²�³¸´
f = (f1, . . . , fn) : Ω → Rn Ü � µPÀwà�·Z» � Á Àe±PÆ)°|¹�º�½�²k·I¹kÅ|»¯²k³�µP·I´e±^ºwµP²kÀe³
ÀlÉ�·n±¯µP¶¸·¿1ÀG°|³|Å¸ºw±K½

∫

Ω

J(x, f) dx =

∫

Ω

df1 ∧ df2 ∧ . . . ∧ dfn

=

∫

Ω

d(f1df2 ∧ . . . ∧ dfn) =

∫

∂Ω

f1df2 ∧ . . . ∧ dfn.
�EÙ 
b�
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Ä ¶¸²�¹k·g²�µ�²�»Y¿q·n½�ÀG³|Å�µP¶|·�»KÌIÀeÍ1·gÀ Á µP¶|²k»N»K°�±KÉ�·n½$µPÀ*Í|±PÀlÉÑ²kÅ|·�Å|·nµ^ºe²k¹�»I¾z¼5·�ÌZºe³�ºwµN¹k·Zºe»mµ�²k³|Å|²kÌZºwµP·µP¶¸ºwµ�ÆgÀw±P·5´G·I³|·I±^ºe¹G¼5·ZÅ|´G·�Í|±PÀÑÅ|°|ÌnµP»@À Á ·nÏ|ºeÌnµ�Å¸²�Ê1·I±P·I³�µP²�ºe¹ Á Àw±PÆg»�·Z³wêmÀZ½N»K°|Ì�¶�²�³iµP·I´e±^ºe¹i²�Å¸·I³�µP²�µP²�·Z»IÜ
ÝCÆgÀe³¸´�µP¶|·ZÆ ²k»xµP¶|·)¼5·IÅ|´G·)Í|±PÀÑÅ|°¸Ìnµ

du ∧ dv
À Á ·nÏ|ºeÌnµ¡Å|²�Ê1·n±P·Z³�µP²�ºw¹ Á Àe±PÆg»CÀ Á Å¸·I´e±P·I·

1
ºe³|Å

n− 1
¾i±P·I»mÍq·IÌnµP²�É�·I¹�½GÜ �Tµ3²k»3ÌZ°|»mµPÀGÆgºw±K½¯µPÀ)²kÅ|·I³iµP² Á ½

du∧dv
¼�²�µP¶�ºN»KÌZºe¹�ºw±3Í|±PÀÑÅ|°|Ìnµ5À Á µP¶|·�É�·IÌIµPÀe±

È¸·I¹kÅ|»IÃ
{

E ≈ du, thus curl E = 0,

B ≈ dv, thus div B = 0.

�EÙGãb�
Ò ¶|·�ÌIÀG³|ÌI·IÍ|µ)À Á ºÇÅ¸²�ÉÑßEÌI°|±P¹�ÌIÀG°�Í¤¹�·�Àl¼5·I»)Æ)°|Ì^¶(À Á ²�µP»)²�Æ¯Í1Àe±Kµ^ºe³|ÌZ·gµPÀ �$ºwÏÑ¼5·I¹k¹ � »)·ZÂi°¸ºwµP²kÀG³|»IÜ
Ä ·YÌlºe¹�¹ du ∧ dv = 〈E, B〉 dx µP¶|· a=.�i��d0-68*-, � *U<�a=6�0-:<Ü

Ä ²�µP¶�µP¶|·Z»K·gÍ¸±P·I¹k²�Æg²k³¸ºw±K½�·nÏ|ºeÆ�Í¤¹�·Z»N¼5·�Ìlºe³�¿¸±PÀGºeÅ|¹�½�»mµ^ºwµP·gµP¶¸ºwµ)ºÇ³¸Àe³¸¹�²k³|·Zºw±)Å¸²�Ê1·I±P·I³�µP²�ºe¹ÀeÍ1·n±^ºwµPÀe± N (x,D)
²k»�Ìlºe¹�¹k·IÅÇº 7e6I,�, � V%j=*3V=7 j�.fV=7�² Á

∫

Ω

N (x,Du) dx =

∫

Ω

N (x,Dv) dx
�EØeÚ �

¼�¶|·I³¸·nÉ�·n±
u = v

ÀG³
∂Ω
Ü Ä ¶¸·I³
Å|²k»KÌI°|»K»K²k³|´$¼5·Zºwà�¹�½èÅ|²�Ê1·n±P·Z³�µP²�ºc¿¤¹�· � Àe¿1ÀG¹�·IÉ Á °|³|ÌnµP²kÀG³|»I¾�µP¶|²k»Å|·nÈ¤³|²�µP²kÀG³�·IÏÑµP·I³|Å|»@²k³)µP¶|·5»PºeÆg·5´G°|²k»K·.ºe»R¹�ÀG³|´Yºe»�µP¶|·5²k³�µP·Z´w±^ºe¹k»Rºw±P·5Æ¯·lºe³|²�³¸´ Á °|¹>Ü ��ºcµP¶¸·IÆ�ºwµP²�Ìlºw¹

Í|±P²k³|ÌI²�Í¸¹k·I»YÀ Á ÌIÀG³�µP²k³i°|°¸Æ Æg·IÌ^¶¤ºw³¸²�ÌZ»I¾z³|ÀG³|¹�²k³|·lºc±N·Z¹kºe»mµP²kÌI²�µ`½ÞµP¶|·IÀe±K½$ºe³|Å�»KÀ Á Àe±KµP¶$´e±P·I¼ ÀG°�µYÀ Á
µP¶|·YÌZ¹kºe»K»K²kÌZºe¹qµ^ºe»mà�µPÀgÆ¯²k³|²kÆg²�çZ·YµP¶|·Y»KÀeßEÌZºe¹k¹�·ZÅÇ»mµPÀw±P·ZÅÇ·I³|·I±P´w½ Á °|³¸ÌnµP²kÀe³¤ºw¹k»

E [u] =

∫

Ω

E(x,Du)
Å
x

�EØ�Ô_�
»K°�¿|ê�·ZÌnµ�µPÀgÌI·I±Kµ^ºw²k³V¿1ÀG°|³¸Å¸ºw±K½VÌIÀG³|Å¸²�µP²kÀG³|»IÜ

g¸±PÀeÆ µP¶|²k»)Í1ÀG²�³�µ¯À Á É�²�·I¼N¾7µP¶|·�³i°¸¹�¹ >�ºe´w±^ºe³|´G²�ºe³|»)Íq·n±Kµ^ºe²�³èµPÀÞµP¶|·V²�³iµP·I´e±^ºe³|Å|» �<³|ÀG³|¹�²k³|·lºc±
Å|²�Ê1·n±P·Z³�µP²kºe¹7·IÏiÍ¸±P·I»K»K²kÀe³¸»[�.¼�¶|ÀG»K·NÉGºw±P²kºwµP²kÀe³¤ºw¹&>7ºe´e±^ºe³|´G·nßEâ�°|¹k·n±C·lÂi°¸ºwµP²�ÀG³|»¡ºc±P·)»PºwµP²k»mÈ¸·IÅ�²�Å¸·I³�µP²�ß
ÌZºe¹k¹�½�Ü Ò ¶|· Á °|³|Å¤ºwÆg·Z³�µ^ºe¹�¹�½�ºe³¸ºe¹�½ÑµP²�Ì�²�»K»K°¸·�²k»�µP¶¸·�»K·Z¹ Á ²�Æ¯Í|±PÀlÉ�²�³¸´Þ±P·I´G°|¹�ºw±P²�µ`½�¾�ºÇÍ¸¶|·I³¸ÀeÆg·Z³|ÀG³
µP¶¸ºwµRÌlºw³�¿1·5µK±^ºeÌI·ZÅ)¿¤ºeÌPà�ºwµR¹k·Zºe»mµRµPÀ Î Ü Ä ·I³iµP· �mÔlãeÛGãb�7ºe³|Å'g5Ü Ä Ü��C·I¶|±P²�³|´Z�mÔZã�éeØb�^¾e²�³�±P·I¹�ºwµP²�ÀG³
¼�²�µP¶�µP¶|·I²�±.»mµP°|Å|²k·I».À Á ·nÏ�²k»mµP·I³|ÌZ·xµP¶|·IÀe±P·IÆg» Á Àe±.»K°�± Á ºeÌI·I».À Á ÌZÀe³¸»mµ^ºw³iµ.Æg·Zºe³�ÌZ°�±KÉeºwµP°�±P·�Ó{éeÛlÕzºe³|Å
Lp
ß>µP¶|·IÀe±K½VÀ Á Âi°¸ºe»K²kÌIÀG³ Á Àe±PÆgºe¹zÆ�ºwÍ|Í¸²k³|´G»�Ó�ØeÚcÕEÜ Ò ÀÑÅ¸ºZ½�µP¶|²k»�»K°�¿|ê�·ZÌnµx¶¸ºe»�ºg¹�² Á ·NÀ Á ²�µP»�Àl¼�³�ÓkÔlélÕE¾

Ó ÛeÚwÕE¾1Ó ×eÚwÕE¾hÓ�ØGÛlÕE¾1Ó�×GÙlÕE¾1Ó Ö 
cÕ>Ü �C°|¹�¹D>7ºe´e±^ºe³|´G²kºe³|»3Í|±PÀlÉ�·IÅ�·nÏÑµK±P·ZÆ¯·Z¹�½�°|»K· Á °|¹h²�³�³|ÀG³|ÌZÀe³iÉG·IÏ�ÌZºe¹�ÌZ°|¹k°|»
À Á Éeºw±P²�ºwµP²�ÀG³qÜDg¸Àe±C·IÏ�ºeÆ¯Í¸¹k·e¾¤µP¶|·NÌZÀG³|ÌI·IÍ|µCÀ Á Í1ÀG¹�½�ÌZÀe³iÉG·IÏ*·Z³|·n±P´e½ Á °|³|ÌIµP²�ÀG³¸ºe¹k»xÀe±P²�´G²k³¸ºwµP·IÅ Á ±PÀGÆ
³i°|¹k¹�>7ºe´e±^ºe³|´G²kºe³|»)Ó ØcÕEÜ
�q£

H 1 � ¨���1«����¤¨e�§ ��©��3¦q«������\� �h¨_�¤¦ �1��h¦&�e£X>7·nµ f = (f1, . . . , fn) : Ω→ Rn ¿1·xºYÆ�ºwÍ|Í¸²k³|´À Á � Àe¿1ÀG¹k·nÉVÌI¹�ºe»K»
W 1,n(Ω,Rn)

Ü Ä ·¡µ^ºwà�·YÀG³*»mµ^ºe´G·YµP¶|· ��ºwÌZÀe¿¸²kºe³ÇÅ|·IµP·n±PÆg²�³¤ºw³iµ

J(x, f) = detDf(x) = det

[
∂f i

∂xj

] �EØGÙb�
ºe»Cºe³�·nÏ|ºeÆ¯Í¸¹k·�À Á ³i°|¹k¹&>�ºw´e±^ºe³|´G²�ºw³¸»IÜ Ò ¶|·)ÌZÀ Á ºeÌnµPÀe±P»xÀ Á µP¶|·�Å|²�Ê1·n±P·Z³�µP²�ºw¹7Æ�ºwµK±P²�Ï

Df
ºw±P·�ºe¹�»KÀ

³i°|¹k¹9>�ºw´e±^ºe³|´G²�ºw³¸»IÜ Ä ·¡ºeÌIÌZÀGÆ¯ÀÑÅ¸ºwµP·¡ºe¹k¹hÌZÀ Á ºeÌnµPÀe±P»5²�³*º)Æ�ºcµK±P²�Ï�Å¸·I³|ÀeµP·IÅ�¿i½ D]f
Ü Î ºwÅ¤ºwÆ�ºw±PÅ � »²�³¸·ZÂi°¸ºe¹�²�µ`½�µP·I¹k¹�»�°|»�µP¶¸ºwµ

|J(x, f)| 6 |D]f(x)| n
n−1 6 |Df(x)|n. �EØGØb�


��DM�eM��;J�L9JNM&K	�?Q�R�Q�
 T � V=i�T
‖ detDf‖H 1(Ω) 4

∫

Ω

|D]f(x)| n
n−1 dx 6

∫

Ω

|D(x)|n dx.
�EØwÖ8�



NEW AND OLD FUNCTION SPACES
$ló

� *U<�< 4�� Ò ¶|·ÞÈ|±P»mµV²k³|·ZÂi°¸ºe¹k²�µ`½&¶|ÀG¹�Å¸»�² Á ¼5·$ºe»K»K°|Æg·�µP¶¸ºwµ
f ∈ W 1,n−1(Ω,Rn)

ºe³|Å |D]f | ∈
L

n
n−1 (Ω)

Ü Ò ¶|·I±P·�ºw±P·�µ`¼5À�ÌI±P°|ÌI²�ºe¹7²�³¸´w±P·ZÅ|²k·I³�µP»¡²�³ÞµP¶|·�Í|±PÀÑÀ Á À Á µP¶|²k»C²k³|·ZÂi°¸ºe¹k²�µ`½1Ã¤µP¶|·)°|»K·�À Á º
¼5·Zºwà Á Àe±PÆ À Á ²�»KÀeÍ1·I±P²�Æg·IµK±P²�Ì¯²�³¸·ZÂi°¸ºe¹�²�µ`½�ºe³|Å�º�³|·I¼ Æ�ºwÏÑ²kÆ�ºe¹�ÀeÍ1·I±^ºwµPÀw±¡µP¶¸ºwµYÌIÀGÆ�¿¸²�³¸·I»¡¿1ÀeµP¶
µP¶|· Î ºw±PÅ�½Ñßf>7²�µKµP¹k·n¼5ÀÑÀÑÅ*ºe³|Å*µP¶|·Y»mÍ¸¶¸·n±P²kÌZºe¹zÆ�ºwÏÑ²kÆ�ºe¹zÀeÍ1·n±^ºwµPÀe±P»IÜ�Tµ3¼.ºw»�µP¶¸·�È¸±P»mµ3µP²�Æg·�µP¶¸ºwµ�µP¶|·

L p ß>µP¶|·IÀe±K½ � p > n
n−1

�@À Á µP¶|·x»mÍ¸¶|·n±P²kÌZºe¹hÆ�ºcÏ�²kÆ�ºw¹hÀeÍ1·n±^ºwµPÀe±
Ó�ÔGÔnÕE¾3Ó{écÚwÕ3¼.ºw»)»K°|ÌZÌI·Z»K» Á °|¹k¹�½�·nÏÑÍ¸¹kÀG²�µP·ZÅ�²k³�µP¶|·�»mµP°¸Å�½�À Á ��ºeÌIÀe¿¸²�ºe³|»IÜ Î Àl¼5·nÉ�·n±Z¾@ºw»�µP¶|²k»�µP¶|·IÀe±K½Á ºe²k¹�» Á Àe±

p = n
n−1

¾�¼5·*ºeÌIµP°¸ºe¹�¹�½�¼5Àe±Kà�·IÅ
ÀG°�µ¯µP¶|· Á ÀG¹k¹�Àl¼�²k³|´�ÀeÍ1·n±^ºwµPÀe±ZÜ�g¤Àw±�·ZºeÌ^¶(Í¤ºw±^ºeÆg·nµP·n±
θ > 1

ºe³|Å
h ∈ L p(Rn)

¾|¼5·N»K·nµ

(M
θ
h)(x) = sup

t>0

[
n

tn

∫ t

0

rn−1

(
1

|S(x, r)|

∫

S(x,r)

|h(y)| dy
)θ

dr

] 1
θ

.

Ò ¶|· Î ºc±PÅ|½ißf>7²�µKµP¹k·n¼5ÀÑÀÑÅ�ÀeÍ1·I±^ºcµPÀe±.²�».³|ÀG³|·CÀeµP¶|·I±3µP¶¤ºw³ M1
¾Ñ¼�¶|²�¹k·CµP¶|·C»mÍ¸¶|·I±P²�Ìlºw¹qÀG³|·¡ºw±P²�»K·Z»3¿Ñ½

¹�·IµKµP²�³¸´
θ
´GÀ�µPÀ�²�³|È¸³|²�µ`½GÜ Ò ¶|·�ÀwÍq·n±^ºwµPÀe±P»

Mθ
¶¸ºZÉG·�µP¶|·3ºeÅ�Éeºe³�µ^ºe´G·�À Á ¿1·Z²�³|´�¿1ÀG°|³|Å|·ZÅ�²�³

L p(Rn)Á Àe±.ºw¹k¹
p > n

n−1+ 1
θ

Ü �`³�Í¤ºw±KµP²�ÌZ°|¹kºw±Z¾
Mθ

²�»5ºe¹�¼.ºZ½Ñ»�¿qÀe°¸³|Å|·IÅ�²�³
L

n
n−1 (Rn)

Ü �C³ Á Àe±KµP°|³¸ºwµP·Z¹�½�¾G¼5·
ÌZºe³|³|ÀeµNÍ¸°�µYµP¶|·I»K·¯¿1·lºe°�µP² Á °|¹,ºc±P´G°|Æg·Z³�µP»N²�³iµPÀVÍ¸¹�ºI½�¶|·n±P·ÇÓ ÖiélÕEÜ�>o·IµY°¸»¡Í¸°�µ�ÆgÀw±P·gÅ|·Iµ^ºe²�¹k»YÀG³�º
»KÀGÆ¯·I¼�¶¸ºwµ�¼5·lºwàG·I±�·I»mµP²kÆ�ºcµP·

‖ detDf‖H 1(Ω) 4
∫

Ω

|Df(x)|n Å x �EØG×b�
ºe»xµP¶|·Z»K·)Å|·nµ^ºe²k¹�»C¼�²�¹k¹�»mÍ¤ºw±Kà*µP¶¸· Á Àw±KµP¶¸ÌIÀGÆg²�³|´�´G·I³¸·n±^ºe¹�²kçZºwµP²kÀG³|»IÜ Ò À�»K²kÆ¯Í¸¹k² Á ½ÞÆgºwµKµP·I±P»x¼5·)ÀG³|¹�½
ÌIÀG³|»K²kÅ|·n±VÆ�ºwÍ|Í¸²k³|´G»

f ∈ C∞0 (Rn,Rn)
Ü �C²�É�·Z³�º�µP·I»mµ Á °|³¸ÌnµP²kÀe³

ϕ ∈ C∞0 (Rn)
¼5·�¹kÀiÀeà&ºwµ

µP¶|·�Å|²�Êq·n±P·I³iµP²kºe¹xÔnß Á Àe±PÆ
ϕ df1 ºe³|Åè²�µP» Î ÀiÅ¸´e·�Å|·ZÌIÀGÆ¯Í1ÀG»K²�µP²kÀG³è²�³�µPÀÞµP¶|·�·IÏ|ºwÌIµ)ºe³|ÅèÌZÀeßE·nÏ|ºeÌnµÌIÀGÆ¯Í1ÀG³|·I³iµ

ϕ df1 = dα+ d∗β.
�EØGÛb�

� µPÀeà�·I» �|µP¶|·ZÀe±P·IÆ�µP·I¹k¹�»�°¸».µP¶¸ºwµ
∫

Rn
detDf =

∫

Rn
df1 ∧ · · · ∧ dfn =

∫

Rn
d(f1df2 ∧ · · · ∧ dfn) = 0.

�5½�µP¶¸·¡»PºeÆg·Y±P·Zºe»KÀG³|²k³|´
∫

Rn
dα ∧ df2 ∧ · · · ∧ dfn = 0.

Ò ¶|·n±P· Á Àe±P·G¾
∫

Rn
ϕ(x)J(x, f)

Å
x =

∫

Rn
ϕ df1 ∧ · · · ∧ dfn =

∫

Rn
(d∗β) ∧ df2 ∧ · · · ∧ dfn

6
∫
|d∗β| · |df2| . . . |dfn| 6 ‖d∗β‖n ‖Df‖n−1

n .

�.ÀwµP¶�·IÏ�ºeÌIµ�ºe³|Å�ÌZÀeßE·nÏ|ºeÌnµ�ÌIÀGÆ¯Í1ÀG³|·Z³�µP»NÌlºe³�¿1·�·nÏÑÍ|±P·I»K»K·ZÅ�¿i½�Æg·Zºe³|»�À Á ºÇ»K²�³|´G°|¹�ºw±)²k³�µP·I´e±^ºe¹
� ��²k·I»KçYµK±^ºe³|» Á Àw±PÆ �5À Á

ϕ df1 ¾¸»PºZ½ d∗β = T(ϕ df1)
Ü Ä ·Y±P·n¼�±P²�µP·N²�µx²�³ÇµP¶|· Á Àw±PÆìÀ Á ºgÌIÀGÆgÆ)°�ß

µ^ºwµPÀw±�À Á
T
ºe³|Å*µP¶|·YÀeÍ1·I±^ºcµPÀe±�À Á Æ�°¸¹�µP²�Í¸¹k²�ÌlºcµP²kÀG³*¿i½

ϕ
Ã

d∗β = (Tϕ− ϕT) df1.
�EØ�é#�

Ò ¶|²k» Á Àw±PÆ)°|¹�ºÞ²k»�êm°|»mµP²�È¸·IÅ(»K²�³¸ÌI·
T
Éeºe³|²k»K¶|·I»�Àe³(·nÏ|ºeÌnµ Á Àe±PÆg»I¾7¿i½�°|³|²�Â�°¸·I³|·Z»K»�²�³�µP¶|· Î ÀiÅ¸´e·Å|·IÌZÀGÆ�ÍqÀe»K²�µP²kÀe³zÜ5Ý Í1ÀG²�³�µVµPÀ(·IÆ¯Í¸¶¤ºw»K²kçI·�¶|·n±P·$²k»�µP¶¸ºwµ*²�³|Å¸²�É�²kÅ|°¸ºe¹�¹�½�·ZºeÌ^¶�µP·n±PÆ

T(ϕh)
ºe³|Å

ϕ(Th)
¾ Á Àe±xº¯´G·I³|·I±^ºe¹

h
¾¸Æ�ºI½V³|Àeµ�Í1ÀG»K»K·I»K»�µP¶|·YÅ|·Z»K²�±P·ZÅV±P·I´G°|¹�ºw±P²�µ`½�¾�¿¤°�µ�µP¶|·I²�±�Å|²�Ê1·n±P·Z³|ÌI·YÅ|ÀÑ·Z»IÜ
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ÝC»�»K¶|Àl¼�³*¿i½ Ð ÀG² Á Æ�ºe³q¾���ÀÑÌ�¶�¿1·n±P´�ºe³|Å Ä ·I²k»K»NÓkÔlãcÕqµP¶|· p ßE³|Àe±PÆg»�À Á µP¶|·NÌIÀGÆgÆ�°|µ^ºcµPÀe±
Tϕ− ϕT : L p(Rn)→ L p(Rn)

¾
1 < p <∞ ¾ �EØ 
b�

ºw±P·YÌIÀG³�µK±PÀG¹k¹�·ZÅÇ¹�²k³|·Zºw±P¹�½�¿i½�µP¶|·
BMO

ßE³|Àe±PÆ%À Á µP¶¸·¡Æ)°|¹�µP²�Í¸¹�²k·n±
ϕ
Üe�`³VÍ¤ºw±KµP²�ÌZ°|¹�ºc±Z¾¸¼5·Y¶¸ºZÉ�·

‖ d∗β‖n 4 ‖ϕ‖BMO
‖Df‖n

�EØGãb�
ºe³|ÅÇ¶|·I³|ÌZ·

∫

Rn
ϕ(x)J(x, f)

Å
x 4 ‖ϕ‖

BMO

∫

Rn
|Df(x)|n Å x �<Ö�Ú �

Ò ¶|²k»�±P·ZÆ�ºw²k³|»xÉeºe¹�²kÅ Á Àe±xÆ�ºwÍ|Í¸²k³|´G»xÀ Á\� Àe¿1ÀG¹k·nÉ*ÌZ¹kºe»K»
W 1,n(Rn,Rn)

Ü � ²�³¸ÌI·
C∞0 (Rn)

²�»xÅ|·Z³|»K·
²�³
VMO(Rn)

¾w¼5·.»K·Z·3µP¶¸ºwµ
J(x, f)

Å|·nÈ¤³|·I»,ºx¿qÀe°¸³|Å|·IÅ¯¹k²�³|·lºw± Á °|³|ÌnµP²kÀG³¸ºe¹�ÀG³
VMO(Rn)

ÜwÝC»,º
¹kºe»mµ.»mµP·IÍ�¼5·YºwÍ|Í1·Zºe¹¤µPÀ)µP¶¸·

BMO
ß
H 1 Å|°¤ºw¹k²�µ`½�ºc±P´G°|Æg·Z³�µNÓ ÙGØcÕ1µPÀ)ÌIÀG³|ÌZ¹�°¸Å|·x¼�²�µP¶�µP¶|·¡Å|·I»K²�±P·IÅ

·I»mµP²kÆ�ºcµP·�ºwµ��EØe×b�^Ü
¢��q£�	������©z¬���� Ñ¨ � ��� �N�%��¬G©9� �$«z§%�|§Z©h¨i£ Ò ¶|·n±P·�ºw±P·�ÆgÀe±P·�ÌIÀGÆgÆ)°�µ^ºwµPÀw±P»�ÌIÀGÆg²�³¸´�²�³iµPÀ
Í¸¹�ºI½�ÜzÝC»NºV»mµ^ºw±KµP²k³|´VÍ1ÀG²k³�µZ¾q¼5·gÌIÀG³|»K²kÅ|·n±)ºV»K²k³|´G°|¹kºw±�²k³�µP·I´e±^ºe¹RÀeÍ1·n±^ºwµPÀe±

T
ºe³|Å$µP¶¸·¯³|ÀG³|¹k²�³|·lºw±

ÀeÍ1·n±^ºwµPÀe±
Tlog(h) = T(h log |h|)− (Th) log |Th| �<Ö¸Ô_�

Å|·nÈ¤³|·IÅ Á Àw±
h ∈ L p(Rn)

¾�¼�²�µP¶
1 < p <∞ Ü � ·nµKµP²k³|´ Φ = |h|+ |Th| ¾|¼5·YÈ¸³|Å*µP¶|·N²�Å¸·I³�µP²�µ`½

Tlog(h) = T(ϕh)− ϕTh+ T

(
h log

|h|
H

)
− (Th) log

|Th|
H¼�¶|·n±P·

H = MΦ > |h| + |Th| »mµ^ºe³|Å|» Á Àe±NµP¶|· Î ºc±PÅ|½ißf>7²�µKµP¹k·n¼5ÀÑÀÑÅ�Æ�ºwÏÑ²kÆ�ºe¹ Á °¸³|ÌnµP²kÀG³�À Á Φ
¾

ºe³|Å
ϕ = log MΦ ∈ BMO(Rn)

Ü Ä ·¡µP¶¸·I³*²k³ Á ·n±Z¾¸²�³Þº�±^ºwµP¶|·n±�»mµK±^ºe²k´e¶iµ Á Àe±K¼.ºw±PÅ*¼.ºI½�¾|µP¶¸ºwµ
‖Tlogh‖p 4 ‖h‖p.

�<ÖiÙb�
Ò ¶|·3ºw¿1ÀlÉ�·�·Z»mµP²�Æ�ºwµP·�²�»7²k³)·nÊ1·ZÌnµ�º�Í¤ºw±KµP²�ÌZ°|¹�ºc±�Ìlºe»K·�À Á º�´e·Z³|·n±^ºe¹i³|ÀG³|¹k²�³|·lºw±�²�³�µP·I±KÍ1ÀG¹kºwµP²kÀG³NµP¶|·IÀe±K½
À Á ºw¿¸»mµK±^ºeÌnµ�¿qÀe°¸³|Å|·IÅÇ¹k²�³¸·Zºw±�ÀeÍ1·I±^ºwµPÀw±P»

T : L s(X, µ)→ L s(X, µ)
¾

1 < s <∞.
Ä ·C±P·IÌIÀe±PÅ�µP¶|·CÆ�ºe²k³V·I»mµP²kÆgºwµP·¡²�³�µP¶|·YÂ�°¤ºw¹k²�µ^ºcµP²�É�·I¹�½g¿1·Z»mµ5Í1ÀG»K»K²�¿¸¹�·¡¼.ºZ½G¾Ñ¼�¶|²kÌ^¶*ºeÌZÌIÀG°|³�µP» Á Àw±�º°|³|² Á Àe±PÆ%¿1ÀG°|³|ÅÇÀ Á µP¶|·NÆgÀiÅ¸°|¹�°¸»�À Á ÌIÀG³�µP²k³i°|²�µ`½�Ó�×ÑÔnÕ

‖Tlogh−Tlogf‖p 4 ‖f − h‖p log

(
e+
‖f‖p + ‖h‖p
‖f − h‖p

)
.

�<ÖiØb�
Ò ¶|·n±P·�¶¸ºe»,»K²k³|ÌI·�¿1·I·Z³gºY»m½�»mµP·ZÆgºwµP²kÌ�»mµP°¸Å�½¯À Á ³¸Àe³¸¹�²k³|·Zºw±�ÌZÀGÆ¯Æ)°�µ^ºwµPÀe±P»IÜb�`³gµP¶|²k»,ÌIÀG³|³|·ZÌnµP²kÀG³¯¼5·
Æg·I³�µP²kÀG³ ��ÀÑÌ^¶�¿1·I±P´¯ºe³|Å Ä ·I²k»K»5»mµP°|Å¸²�·Z»5À Á ºe³¸ºe¹�½ÑµP²kÌ Á ºeÆg²�¹k²�·Z»5À Á �.ºe³¸ºeÌ�¶V»mÍ¤ºeÌI·I»YÓ Û�élÕzºe»3¼5·Z¹�¹zºw»�)Ü	��ºe¹�µPÀG³ � »NÓ�×wÖeÕ7ºe³|Å ��²k¹�Æ�ºe³�ß	��ÀÑÌ�¶�¿1·n±P´ � »�±P·I¹�ºcµP·ZÅV¼5Àe±Kà�»IÜ

¢¤¢¤£�	���
L log L � 8�n§c1� �|§%¤£ �G°|»mµCºw»�²k³��EØGÛb�P¾|¼5·NÆ�ºZ½�Å¸·IÌIÀGÆ¯Í1ÀG»K·

(df) log |df | = dα+ d∗β
¾ �<ÖGÖ8�

¼�¶|·n±P·
df = (df1, . . . , dfn)

¾
dα = (dα1, . . . , dαn)

ºe³|Å
d∗β = (d∗β1, . . . , d∗βn)

ºw±P·
n
ß

µP°�Í¸¹k·I»�À Á Ônß Á Àw±PÆg»IÜ Ò ¶¸·YÌIÀeßE·IÏ�ºeÌIµ�ÌIÀGÆ¯Í1ÀG³|·I³�µ�»PºwµP²k»mÈ¸·I»
‖d∗β‖n 4 ‖df‖n

�<Öi×b�



NEW AND OLD FUNCTION SPACES
$cô

¿i½�µP¶¸·Y²k³|·ZÂi°¸ºe¹k²�µ`½ �<ÖiØb�PÜ1åx³Ç»K°�¿¸»mµP²�µP°�µP²k³|´ �<Öi×b��²k³�µPÀ¯µP¶¸·Y²k³|·ZÂi°¸ºe¹k²�µ`½
∫

(log |df |) df1 ∧ df2 ∧ · · · ∧ dfn =

∫
d∗β ∧ df2 ∧ · · · ∧ dfn 6 ‖d∗β‖n ‖Df‖n−1

n

¼5·Nºw±K±P²�ÉG·�Ó�ØGÛcÕoºwµxº�±^ºwµP¶|·I±�»K°�±KÍ¸±P²�»K²k³|´�·I»mµP²kÆgºwµP·
∫

Rn
J(x, f) log |Df(x)| Å x 4

∫

Rn
|Df(x)|n Å x. �<ÖiÛb�

Ý.µ�È|±P»mµ�´G¹kºe³|ÌZ·YµP¶|²k»�·I»mµP²kÆgºwµP·N»K·I·IÆg»�µPÀg¹kºeÌPà*¶|ÀGÆgÀe´G·Z³|·I²�µ`½G¾|¿¸°�µx²�³ Á ºeÌnµ�²�µ�Å|ÀÑ·I»�³¸ÀwµZÜ

¢��1£�	���Z�%���¤¬#
L p log L (Ω)

£X>7ÀiÌlºe¹�ÉGºw±P²kºe³�µP»@À Á �<ÖiÛb�P¾wÈ|±P»mµRÀw¿¤»K·n±KÉ�·IÅ�¿i½ � Ü ���|¹k¹�·I±�Ó ÛeÚwÕ>¾Gºw±P·
ºe¹�»KÀVºZÉeºe²k¹kºw¿¸¹k·eÜhÝ Í|±P·ZÌI²k»K·�»mµ^ºwµP·ZÆ¯·Z³�µx±P·lÂi°|²�±P·Z»Cºg¿|±P²k· Á ²k³�µK±PÀÑÅ|°|ÌnµP²kÀG³ÇµPÀ�µP¶|·��¤½Ñ´GÆ)°|³|Å$ÌI¹�ºw»K»K·Z»
L p log L (Ω)

Ü
>7·nµ

(X, µ)
¿1·�ºè»K²�´GÆ�º�È¸³|²�µP·ÞÆg·Zºe»K°�±P·$»mÍ¤ºeÌI·$ºw³¸Å

1 6 p < ∞ Ü Ò ¶|·��¤½Ñ´GÆ)°|³|Å�ÌZ¹kºe»K»
L p log L (X) ⊂ L p(X)

ÌIÀG³|»K²k»mµP»�À Á�Á °|³¸ÌnµP²kÀe³¸»
Φ : X→ R »K°|Ì^¶*µP¶¸ºwµ

‖Φ‖L p log L =

[∫

X
|Φ|p log

(
e+

|Φ|
‖Φ‖p

)] 1
p

<∞. �<ÖÑé#�
Ò ¶|²k».·nÏÑÍ|±P·Z»K»K²�ÀG³*Å|·nÈ¤³|·I»�º�³|Àe±PÆ*¾�µP¶|ÀG°|´G¶�µP¶|·CµK±P²�ºw³¸´e¹k·¡²k³|·ZÂi°¸ºe¹k²�µ`½�²k» Á ºc± Á ±PÀGÆ ¿1·I²k³|´¯Àe¿iÉ�²�ÀG°|»IÜ
Ò ¶|·g»mÍ¤ºeÌI·gÅ|°¸ºe¹RµPÀ

L log L (X)
²k»
Exp (X)

¾1¼�¶|²�¹k· Á Àe±
p > 1

µP¶|·gÅ|°¸ºe¹@µPÀ
L p log L (X)

²k»
ºe³|ÀeµP¶|·n±��¤½�´eÆ)°|³¸ÅÇ»mÍ¤ºeÌI·

L q log1−q(X)
¾
p+ q = p · q Ü� °|Í|Í1ÀG»K·)³|Àl¼ µP¶¤ºcµxµP¶|· ��ºeÌIÀe¿¸²�ºe³ÞÅ|·IµP·n±PÆg²k³¸ºe³�µCÀ Á º � Àw¿qÀe¹k·nÉ*Æ�ºwÍ|Í¸²k³|´

f ∈ W 1,n(Ω,Rn)²�».³|ÀG³|³|·I´�ºwµP²�ÉG·GÜI�`³�¼�¶¸ºwµ Á ÀG¹�¹kÀl¼�»3¼5·x±P· Á ·I±3µPÀ � Àe¿1ÀG¹�·IÉ�Æ�ºcÍ¸Í¸²�³¸´e»5¼�²�µP¶�³|ÀG³|³¸·I´�ºwµP²�É�· ��ºeÌIÀe¿¸²�ºe³
ºe»Z<=*[.fT-7e:CV�:�.f<=7 � *3T[W;T-*[i%.N78jSYZV ��� .N78j=W^Ü Ò ¶|·Z³ Á Àe±Y·ZºeÌ^¶$±P·Z¹kºwµP²�ÉG·Z¹�½�ÌIÀGÆ¯Í¤ºeÌnµY»K°|¿¸»K·nµ X ⊂ Ω

¼5·
¶¸ºZÉ�·

‖ detDf‖L log L (X) 4
∫

Ω

|Df(x)|n Å x �<Ö 
b�
¼�¶|·n±P·�µP¶|·V²kÆ�Í¤¹�²k·IÅ
ÌIÀG³|»mµ^ºe³�µgÅ|·IÍ1·I³|Å¸»¯ÀG³|¹�½èÀG³

n
¾ X ºe³|Å

Ω
Ü Ò ¶|²k»¯»K·I·ZÆ¯²k³|´G¹�½è²k³|»K²�´G³|²�È¸Ìlºw³iµ

²�Æ¯Í|±PÀlÉ�·IÆg·Z³�µ�À Á µP¶¸·*Å|·I´e±P·Z·VÀ Á »K°¸Æ¯Æ�ºw¿¸²k¹�²�µ`½ëÀ Á µP¶¸·	��ºeÌIÀe¿¸²�ºw³ëµP°�±P³|»gÀG°�µgµPÀ�¿1·VÌI±P²�µP²kÌZºe¹�²�³
Æ�ºw³i½$»K²�µP°¸ºwµP²kÀe³¸»IÃz·IÏÑ²k»mµP·I³¸ÌI·¯À Á Æg²k³|²kÆgºÇÀ Á ³|ÀG³|ÌZÀe³iÉG·IÏ$Éeºw±P²kºwµP²kÀG³¸ºe¹@²k³�µP·I´e±^ºe¹�»�Ó�ÛeÚwÕ>¾q±P·Z´e°¸¹kºw±P²�µ`½
À Á Æ�ºwÍ|Í¸²k³|´G»�¼�²�µP¶VÈ¸³|²�µP·YÅ|²k»mµPÀe±KµP²�ÀG³�Ó Ö�×cÕE¾¤ºe³|Å*»KÀ Á Àe±KµP¶qÜ

Ý�ÌIµP°¸ºe¹�¹�½G¾ � Ü ���|¹k¹�·I±Z¾��x² Ò ºe³|´�ºw³¸Å �CÜeE3ºe³èÓ ÛGÙcÕ7·Z»mµ^ºc¿¤¹�²k»K¶|·IÅ�¹kÀiÌlºe¹
L log L

ßE²�³�µP·Z´e±^ºc¿¤²�¹k²�µ`½
À Á
J(x, f)

¼�²�µP¶�µP¶|·gÀG³|¹�½�±P·ZÂi°|²�±P·IÆg·I³iµY¿1·Z²�³|´*µP¶¸ºwµ¡µP¶¸·¯ÌZÀ Á ºeÌnµPÀe±P»NÀ Á µP¶¸·¯Å|²�Ê1·n±P·Z³�µP²kºe¹RÆ�ºwµK±P²�Ï
¿1·I¹kÀG³|´�µPÀ

L
n
n−1 (Ω)

Ü Ò ¶|²�»�²k»�ºe¹�»KÀ�º�ÌZÀG³|»K·ZÂi°|·Z³|ÌI·YÀ Á ÀG°�±�·lºc±P¹k²k·n±
H 1 ßE·I»mµP²kÆgºwµP·Nºwµ��EØwÖ8�,¼�¶|·I³

ÌIÀG³ Á ±PÀG³�µP·IÅV¼�²�µP¶�Ó�ÛGãcÕEÜ

¢I�q£	� �n§w«oª���©��Y¦z«&�1� �\� �h¨_�h¦ �1N�¤¦&��>¦) g¨��<M¬#" �%�&�¸¬#I�e£ Ò ¶|·n±P·�ºw±P·�º�³i°|Æ�¿1·I±¡À Á ²kÆ¯Í1Àe±Kß
µ^ºe³�µgÂi°|·I»mµP²kÀG³|»�²�³
ÆgÀÑÅ|·n±P³
´e·ZÀGÆ¯·IµK±P²�Ì Á °|³|ÌIµP²�ÀG³èµP¶|·ZÀe±K½�ÌIÀG³|ÌZ·n±P³|²k³|´$³|ÀG³|³|·Z´GºwµP²�É�· ��ºeÌIÀe¿¸²�ºe³|»
�<Àe±P²�·Z³�µ^ºwµP²�ÀG³¯Í|±P·I»K·I±KÉ�²�³|´NÆ�ºwÍ|Í¸²k³|´G»[�@ºe³|Å�ÀwµP¶¸·n±�³i°|¹k¹e>7ºe´e±^ºe³|´G²kºe³|»IÜ Î ·I±P·5¼5·�»K¶¸ºe¹�¹ Á ÀiÌZ°|»,Àe³�»K·I¹ Á²�Æ¯Í|±PÀlÉ�²k³|´�²k³�µP·Z´w±^ºw¿¸²k¹k²�µ`½�Üe>7·nµx°|»�±P·IÉG·lºe¹z²k³ÞºeÅ�ÉGºe³|ÌI·YµP¶¸ºwµ�µP¶|²k»�Í¸¶|·Z³|ÀGÆ¯·Z³|ÀG³ÞÌZºe³*¿1·�Àw¿¤»K·n±KÉ�·IÅ
ÀG³|¹�½ë²�³ëµP¶¸·�åx±P¹�²kÌIçÇÌZ¹kºe»K»K·I»gµP¶¤ºcµ�ºw±P·*»K° gÌZ²�·Z³�µP¹�½
ÌI¹kÀG»K·*µPÀ

L 1 ¾�ºe»�Å|·I»KÌI±P²�¿1·ZÅ�²k³ë®¡·IÈ¸³|²�µP²�ÀG³
ØÑÜkÔeÜ Ä ·�¶¸ºZÉ�·�ºe¹�±P·lºwÅ|½�Æ¯·Z³�µP²kÀe³¸·IÅèµP¶|· L log L

ßE²�³�µP·Z´e±^ºc¿¤²�¹k²�µ`½�À Á µP¶|· ��ºeÌIÀe¿¸²�ºe³|»)À Á Àe±P²k·I³�µ^ºwß
µP²�ÀG³gÍ|±P·Z»K·n±KÉ�²k³|´NÆ�ºcÍ¸Í¸²�³¸´e»3²�³gµP¶¸· � Àe¿1ÀG¹k·nÉgÌI¹�ºe»K»K·I»

W 1,n (Ω,Rn)
Ü�Ý�»KÀGÆg·n¼�¶¸ºwµ3Å|°¸ºe¹¤Âi°|·Z»mµP²�ÀG³

²�»�ÌIÀG³|ÌZ·n±P³|·ZÅ
¼�²�µP¶ëµP¶|·
L 1 ßE²k³�µP·Z´w±^ºw¿¸²k¹k²�µ`½ë°|³|Å¸·n±�Æg²�³¸²�Æ�ºe¹Cºw»K»K°¸Æ�Í¸µP²�ÀG³|»�ÀG³ëµP¶¸·*Å¸²�Ê1·I±P·I³�µP²�ºe¹

Æ�ºcµK±P²�Ï1Ü Ò ¶|·)È|±P»mµY»mµP·nÍ¸Í¸²�³¸´wßE»mµPÀG³|·Z»¡¼5·n±P·�Æ�ºeÅ|·�²�³
Ó Ö 
lÕEÜ?g¸Àe±Y·ZºeÌ^¶$±P·I¹�ºcµP²�É�·I¹�½ÞÌIÀGÆ¯Í¤ºeÌnµ¡»K°�¿¸»K·Iµ



$lõ
T. IWANIEC AND C. SBORDONE

X ⊂ Ω
¼5·Y¶¸ºZÉ�·

∫

X
J(x, f) dx 6 Cn (X,Ω)

∫

X

|Df(x)|n dx

log
(
e+ |Df(x)|

|Df |X

) �<Öiãb�

�`³(ÀeµP¶|·n±�¼5Àe±PÅ|»I¾7µP¶¸·�ÌZÀG³|Å|²�µP²�ÀG³ |Df |n ∈ L P (Ω)
¾o¼�¶|·I±P·

P (t) ≈ t log−1(t)
¾�²�Æ¯Í¸¹k²k·I»¯¹�ÀÑÌZºe¹

²�³iµP·I´e±^ºw¿¸²�¹k²�µ`½�À Á µP¶|· ��ºwÌZÀe¿¸²kºe³qÜ|Ý.µ5µP¶|²k»5Í1ÀG²�³�µ�²�µ�²k»3¼5Àe±KµP¶VÆ¯·Z³�µP²kÀe³¸²�³|´¯µP¶¸ºwµ3µP¶|· ��ºeÌIÀe¿¸²�ºe³*ºe¹k»KÀ
Àe¿1·n½�».µP¶|·Y±P°|¹�·NÀ Á ²�³iµP·I´e±^ºwµP²�ÀG³V¿i½�Í¤ºw±KµP»IÜ¸á,±P·ZÌI²k»K·I¹�½�²�µ�Æg·Zºe³|»�µP¶¸ºwµ

∫

Ω

φ(x) J(x, f) dx = −
∫

Ω

f1dφ ∧ df2 ∧ · · · ∧ dfn
�E×eÚ �

Á Àe±�·nÉ�·I±K½�µP·I»mµ Á °|³|ÌIµP²�ÀG³
φ ∈ C∞0 (Ω)

Ü Ò ¶|·�»PºeÆ¯·�±P·Z»K°|¹�µ�¶|ÀG¹kÅ|»)² Á ¼5·�Àe³¸¹�½èºe»K»K°|Æg·�µP¶¤ºcµ)µP¶|·
ÌIÀ Á ºwÌIµPÀe±P»VÀ Á µP¶¸·$Å|²�Ê1·n±P·Z³�µP²�ºw¹YÆgºwµK±P²�Ï

Df
¿1·Z¹�ÀG³|´(µPÀ

L
n
n−1 log−1L

¾5µP¶¸ºwµ*²k»I¾ |D]f | n
n−1 ∈

L P (Ω)
¾|»K·Z·�Ó Ø�ÔnÕEÜ

Ý Å|·IÉ�²�ÌZ·�³|·Z·IÅ|·ZÅ�µPÀ&Ìlºc±K±K½�µP¶�±PÀG°|´G¶ µP¶|·I»K·è·I»mµP²kÆgºwµP·Z»Þ²k»ÇµP¶¸·è²�»KÀeÍ1·I±P²�Æg·nµK±P²kÌ�²k³|·lÂ�°¤ºw¹k²�µ`½
ÀG³ ÌI°|¿1·I»*Ìlºw±P· Á °|¹�¹�½�ÌI±^º Á µP·ZÅ Á ±PÀGÆ Ä ¶¸²�µP³|·I½ � »*Å¸·IÌIÀGÆ¯Í1ÀG»K²�µP²�ÀG³ À Á µP¶|·�¹k·nÉ�·I¹Y»K·IµP» {x ∈ Ω :

(MD]f)(x) > t} ÜhÝC»¡º�ÆgºwµKµP·I±CÀ ÁRÁ ºeÌnµxµP¶|·�Àe³¸¹�½Þºe»K»K°|Æ¯Í|µP²kÀG³$³|·Z·IÅ|·ZÅ Á Àe±¡¹�ÀÑÌlºw¹7²k³�µP·Z´w±^ºw¿¸²k¹k²�µ`½À Á µP¶|· ��ºeÌIÀe¿¸²�ºe³V²k»5µP¶¸ºwµ
P
»PºwµP²k»mÈ¸·I».µP¶¸·¡Å|²�ÉG·I±P´G·I³|ÌZ·¡ÌIÀG³|Å|²�µP²kÀe³��EÙb�PÜ � ÀGÆg·NºeÅ|Å|²�µP²�ÀG³¸ºe¹>¾|°|»K°¸ºe¹�¹�½

Æg²�³|Àe±Z¾Ñºe»K»K°|Æ¯Í|µP²kÀG³|»3ÀG³
P
ºc±P·x²k³�Àe±PÅ|·I±Z¾G¿¸°|µ�¼5·x³|·I·ZÅ�³|Àeµ�¿1ÀeµP¶|·I±5ºc¿qÀe°|µ�²�µ3¶|·n±P·GÜ Ò ¶|·�´G·I³¸·n±^ºe¹

±P°|¹k·Y±P·ZºeÅ|»IÃ
|Df |nÀe±
∣∣D]f

∣∣ n
n−1




∈ L P (Ω)

²kÆ¯Í¸¹k²�·Z»
detDf ∈ L

P+

loc (Ω)
�E×�Ô_�

¼�¶|·n±P·
P+

Å|·I³¸ÀwµP·Z»I¾Ñºe»3²�³ �EØb�P¾�µP¶|·xÌIÀG³�É�·IÏ�ºeÅwêmºeÌZ·I³�µ3µPÀ
P
Ü Ò ¶|²k»3²kÆ�Í¸±PÀZÉ�·ZÆ¯·Z³�µ5À Á ²�³iµP·I´e±^ºw¿¸²�¹k²�µ`½

²�»�»K¶¸ºw±KÍzÜ �CÀwµP·G¾�²k³ëÍhºc±KµP²kÌI°¸¹kºw±Z¾�µP¶¸ºwµ�µP¶|·ÞÌIÀG³|Å¸²�µP²kÀG³ |Df |n ∈ L log−1L
²kÆ¯Í¸¹k²�·Z»�º�»K¹�²k´G¶�µP¹�½

¿1·nµKµP·I±.±P·Z»K°|¹�µ�µP¶¤ºw³ �<Öiãb�^¾|³¸ºeÆg·I¹�½
detDf ∈ L loglogL

¾¸»K·Z· �)Ü���ÀG»KÌlºc±P²k·I¹k¹kÀÇÓ�×eãcÕEÜ
� Á ¼5·¡Æ¯ÀlÉ�·¡²k³�µPÀ)µP¶|·¡ÌI¹�ºe»K»5À Á åx±P¹�²kÌIç¡»mÍ¤ºeÌI·Z»

L P (Ω)
¼�²�µP¶

P
»PºwµP²�» Á ½�²�³¸´)µP¶|·CÌZÀG³�É�·n±P´G·I³|ÌZ·

ÌIÀG³|Å|²�µP²kÀe³ �<Ö8�P¾zµP¶|·Z³�µP¶|· ��ºeÌZÀw¿¤²kºe³�Å|·nµP·I±PÆg²�³¸ºe³�µ�²k»�³|ÀÇ¹�ÀG³|´G·n±)²k³�µP·I´e±^ºw¿¸¹k·eÜ Î ÀZ¼5·IÉ�·n±Z¾z¼5·�»mµP²�¹k¹Àe¿¸»K·n±KÉ�·�ºVÍ¸¶|·I³¸ÀeÆg·Z³|ÀG³�À Á ¶|²k´G¶|·n±�Å|·I´e±P·Z·¯À Á »K°|ÆgÆ�ºc¿¤²�¹k²�µ`½�ºe»Y¹kÀe³¸´Çºe»
P
·nÏ�¶|²�¿¸²�µP»�º*³|·Zºw±P¹�½

¹�²k³|·lºc±x´e±PÀl¼�µP¶q¾|»K·Z· Ð ÀG³|Å|²�µP²�ÀG³��mÔ_�PÜ¤ÝC».¿1· Á Àe±P·��
|Df |n ∈ L P (Ω)

²kÆ�Í¤¹�²k·I»
detDf ∈ L

P−
loc (Ω)

�E×GÙb�
Ä ·¡µP¶¸·I³V±P·Z²�µP·I±^ºcµP·¡µP¶|·YÍ|±P²k³|ÌI²�Í¸¹k·NÀ Á � ·ZÌnµP²kÀe³�Ø)²k³*µP¶|·Y¹�ºe³|´G°¸ºe´G·YÀ Á ³i°|¹k¹�>�ºw´e±^ºe³|´G²�ºw³¸»IÜ

 � T � . j � T-W3:\.�Y � *U<=i�T[Y T-7e: < 4 *3Tfj�6I, V=*[.N:�] < 4 7e6I,�, � V%j=*3V%j=.fV=7eW:CV ��T[W � , Vb03T�7DT3V=* L 1(Ω)
�

¢ �o£�	���'�R©���Ñ¨x§ ����¯¬G©9� �$«z§%�|§Z©h¨i£ Ò ¶|·3ÆgÀwµP²�ÉeºwµP²kÀG³¸ºe¹GÍ¸¶¸²�¹kÀG»KÀwÍ¤¶�½N¿q·I¶|²k³|Å�µP¶¸·�³|ÀG³|¹k²�³¸·Zºw±
ÌIÀGÆgÆ)°�µ^ºwµPÀw±P»�²k»)µPÀ$ºeÌ^¶¸²�·IÉG·V»KÀGÆ¯·V»KÀe±Kµ¯À Á Ìlºe³|ÌI·Z¹�¹�ºwµP²�ÀG³(À Á µP·I±PÆg»IÜ�g¤Àw±¯²k³|»mµ^ºe³|ÌZ·e¾@²�³èÉ�²k·n¼ À Á
²�³¸·ZÂi°¸ºe¹�²�µ`½��<ÖiØb�^¾�µP¶|·N¹�ÀG´�ºw±P²�µP¶¸Æ¯²kÌ¡µP·I±PÆg»�²k³*µP¶|·YÌZÀeÆgÆ)°�µ^ºwµPÀe±

Tlog h = T (h log|h|)− (Th)log|Th|
µP°�±P³|·ZÅÞÀG°�µxµPÀ�¿1·�¶¸ºw±PÆg¹�·Z»K» Á Àe±xµP¶|·�·Z»mµP²�Æ�ºwµP·I»x²k³ � ·IÌnµP²kÀG³èÔGÔwÜ Ò ¶¸·n±P·)ºw±P·)ºe¹k»KÀ�Í1ÀG»K»K²�¿¤¹�·�ÀwµP¶¸·n±
µ`½ÑÍ1·I»�À Á ÌZºe³|ÌI·Z¹�¹�ºwµP²�ÀG³|»�²k³*³¸Àe³¸¹�²k³|·Zºw±xÌIÀGÆgÆ)°�µ^ºwµPÀw±P»�µP¶¸ºwµ�Ìlºe³V¿q·Y·nÊq·IÌnµP²�É�·I¹�½�·nÏÑÍ¸¹kÀG²�µP·ZÅ Á Àe±�µP¶¸·
±P·I´G°|¹�ºw±P²�µ`½�µP¶¸·IÀe±K½�À Á ³i°¸¹�¹ >7ºe´e±^ºe³|´G²kºe³|»IÜ�>o·Iµ

T : L s(X, µ) → L s(X, µ), 1 < s < ∞ ¾q¿1·�º¿1ÀG°|³|Å|·ZÅ�¹k²k³|·Zºw±NÀeÍ1·I±^ºwµPÀw±ZÜ Ò ¶|·¯Àe¿|ê�·ZÌnµNÀ Á ÀG°�±NÅ¸²�»KÌZ°|»K»K²�ÀG³�²k»¡µP¶|·¯ÌZÀGÆ¯Æ)°�µ^ºwµPÀe±NÀ Á
T
ºw³¸Å$µP¶|·



NEW AND OLD FUNCTION SPACES
$cù

Í1Àl¼5·n± Á °¸³|ÌnµP²kÀG³
h 7→ |h|z h ¾i¼�¶|·n±P· h ∈ L p(X, µ)

ºe³|Å
z
²k».º�ÌZÀGÆ�Í¤¹�·IÏ¯Íhºc±^ºeÆg·nµP·I±5²k³�µP¶¸·x¶¸ºe¹ Á

Í¸¹�ºw³¸· <e z > 1
p − 1

Üe�Tµ�²k».µK±P²�É�²kºe¹qµP¶¸ºwµ�µP¶|·Y³|ÀG³|¹�²k³|·lºc±CÀwÍq·n±^ºwµPÀe±

Tz h @;ACB== T( |h|z h )− |Th |z Th
�E×GØb�

²�»�¿1ÀG°|³|Å¸·IÅ Á ±PÀGÆ
L p(X, µ)

µPÀ
L

p
1+<e z (X, µ)

Ü ��Àe±P·IÀlÉ�·n±

‖Tzh ‖ p
1+<e z

6 Cp(z) ‖h ‖1+<e z
p

�E×wÖ8�
ÝC¹�µP¶¸Àe°¸´e¶�µP¶|·)ÌIÀG³|»mµ^ºe³�µ

C = C(z)
Éeºe³|²k»K¶|·I»x¼�¶|·Z³

z = 0
¾h²�µC²k»C»mµP²�¹k¹ Á ºw± Á ±PÀeÆ ¿1·Z²�³¸´�Àe¿iÉ�²�ÀG°|»

µP¶¸ºwµ
C(z)

²k»�²k³ Á ºeÌnµ3»KÆgºe¹k¹¤³|·Zºw±�µP¶|·�Àe±P²k´G²�³qÜ �5±PÀGºeÅ|¹�½g»mÍ1·Zºwà�²�³¸´�¾�µP¶|· Á °|³¸ÌnµP²kÀe³
z 7→ Tzh

¿1·Z²�³¸´
ºe³¸ºe¹�½ÑµP²kÌC²�³

z
»PºcµP²k»mÈ¸·Z»3µP¶|· � Ì�¶�¼.ºw±PçC¹k·IÆgÆ�º�Ü8�`³�µP¶|²k»3¼.ºZ½g¼5·C»mµK±P·Z³|´eµP¶|·I³�µP¶|·C·Z»mµP²�Æ�ºwµP·xµPÀ�µP¶¸·

Á ÀG¹k¹�Àl¼�²k³|´ÇÓ ÖiãcÕzÃ
‖Tzh ‖ p

1+<e z
6 Cp · | z | · ‖h ‖1+<e z

p

�E×G×b�
Á Àe±�ºe¹k¹

z
»K° gÌZ²�·Z³�µP¹�½�»KÆ�ºe¹�¹>¾�»PºZ½ |z| 6 p−1

2p

Ü Ä ·C»K¶¸Àe°¸¹�Å�±P·lºw¹k²kçI·e¾�¶|Àl¼5·IÉG·I±Z¾ÑµP¶¸ºwµ5µP¶¸²�».·I»mµP²kÆ�ºwµP·²�»�¿i½*³¸À�Æ¯·lºe³|»Cº�µK±P²�ÉÑ²�ºe¹oÌIÀG³|»K·ZÂi°|·Z³|ÌI·NÀ Á µP¶|· � Ì^¶i¼.ºc±Pç)¹�·ZÆ¯Æ�º�Ü¤ÝC»xºe³ÞºwÍ|Í¸¹k²kÌZºwµP²�ÀG³q¾hÌIÀG³|»K²kÅ|·n±
µP¶|· Î ÀÑÅ|´G·YÅ|·ZÌIÀGÆ¯Í1ÀG»K²�µP²kÀG³

|df |−εdf = dα+ d∗β
�E×GÛb�

Á Àe±Yº � Àw¿qÀe¹k·nÉÞÆ�ºwÍ|Í¸²k³|´
f ∈ W 1,n−ε (Rn,Rn)

¾
ε
¿q·I²k³|´Vº�»KÆ�ºw¹k¹7Í1ÀG»K²�µP²�É�·)³Ñ°|Æ�¿1·n±ZÜ9�5½Þºw±P´G°�ß

Æg·I³�µP»�»K²�Æg²k¹kºw±�µPÀ¯µP¶|ÀG»K·N²�³ �<ÖiÛb�,¼5·YÀe¿|µ^ºe²k³
∫

Rn
|Df(x)|−ε J(x, f) dx 4 ε

∫

Rn
|Df(x)|n−ε dx.

�E×�é#�
Ò ¶|·¡¹kÀÑÌZºe¹hÉGºc±P²�ºe³�µP».À Á µP¶|²�»�²�³¸·ZÂi°¸ºe¹�²�µ`½Vºc±P·5ê�°|»mµxºe».·Zºe»m½�µPÀ�Å¸·IÅ|°|ÌZ·eÜ�g¸Àe±�·IÏ�ºeÆ¯Í¸¹k·e¾|¹k·nµ

f : Ω→
Rn ¿1·Çºe³
Àe±P²�·Z³�µ^ºwµP²�ÀG³(Í|±P·Z»K·n±KÉ�²�³¸´�ÆgºwÍ�À Á � Àe¿1ÀG¹k·nÉ(ÌZ¹kºe»K» W 1,n−ε (Ω,Rn)

Ü Ò ¶|·I³ Á Àw±�·nÉ�·n±K½
Í¤ºe²�±xÀ Á ÌZÀG³|ÌI·Z³�µK±P²�ÌY¿¤ºe¹�¹k» B ⊂ 2B ⊂ Ω

¼5·Y¶¤ºIÉ�·
∫

B

J(x, f) dx

|Df(x)|ε 4
(∫

2B
|Df | n

2

n+1

) (n−ε)(n+1)

n2

+ ε

∫

2B
|Df |n−ε �E× 
b�

åx³|·Y²�»5µP·IÆ¯Í|µP·ZÅ�µPÀ)Í¤ºe»K».µPÀ)µP¶|·¡¹k²�Æg²�µ�ºe»
ε→ 0

¿¤°�µ.µP¶¸ºwµ.²�».²k¹�¹k·I´G²�µP²�Æ�ºwµP·¡²�³V´G·I³¸·n±^ºe¹<Ü Ä ·¡Æ�°¸»mµºe»K»K°|Æg·C¶|·I±P·�µP¶¸ºwµ3µP¶|·C¹kºwµKµP·I±�µP·n±PÆ ÌIÀG³�É�·n±P´G·Z»�µPÀ�çZ·n±PÀ)Àe±.ºwµ5¹k·Zºe»mµ5»mµ^ºZ½�»�¿1ÀG°|³¸Å|·IÅqÜI�`³�µP¶¸²�»3¼.ºZ½
¼5·Nºw±P·N³¸ºwµP°�±^ºe¹k¹�½V¹k·IÅVµPÀ�ºe³Ç²�³�É�·Z»mµP²�´�ºwµP²�ÀG³ÇÀ Á µP¶¸·Y»KÀeßEÌZºe¹k¹�·ZÅ*´e±^ºe³|ÅÇ»mÍ¤ºeÌI·

L n)(Ω)
Ü

¢ �1£��*¨��h¦7ª �%���¤¬#8�
L p)(Ω)

£X>o·nµ
(X, µ)

¿q·gºVÈ¸³¸²�µP·�Æ¯·lºe»K°�±P·g»mÍ¤ºeÌZ·eÜ�g¸Àe±
1 < p < ∞ ¼5·

»K¶¸ºe¹�¹3ÌIÀG³|»K²kÅ|·n± Á °|³¸ÌnµP²kÀe³¸»�ÀG³ X ¼�¶|²kÌ^¶èºw±P·�²�³iµP·I´e±^ºw¿¸¹�·�¼�²�µP¶�·nÉ�·I±K½$Í1Àl¼5·n±
s < p

Ü Ò ¶|· j�*UV=79a
W � Vb03T L p)(X)

ÌZÀe³¸»K²�»mµP»�À Á µP¶|ÀG»K· Á °|³|ÌIµP²�ÀG³|»
f ∈ ⋂0<s<p L s(X)

Á Àe±�¼�¶|²kÌ^¶

‖f‖p) = sup
0<ε6p−1

(
ε

∫

X
|f |p−ε

) 1
p−ε

<∞. �E×Gãb�
Ò ¶|²k»¯Æ�ºcà�·Z»

L p)(X)
²k³�µPÀ�º ��ºe³¸ºeÌ^¶ë»mÍ¤ºeÌI·GÜ Ò ¶¸·�±P·I»mµK±P²kÌnµP²kÀe³
ÀG³

ε
²k»¯²kÆ¯Æ�ºwµP·n±P²�ºe¹<¾RÅ|²�Ê1·I±P·I³�µ

±P·I»mµK±P²kÌnµP²kÀG³|»x½�²�·Z¹�Å�·lÂi°|²�ÉGºe¹�·Z³�µC³|Àe±PÆg»IÜ9�`³ÞµP¶¸·�»K²kÆg²�¹�ºw± Á ºe»K¶|²kÀe³�¼5·)Å|·IÈ¸³|·
L 1)(Ω)

ºe»Yº�Æ¯·IµK±P²�Ì
»mÍ¤ºeÌI·GÜ �CÀwµP·CµP¶¸ºwµ

L p(X)
²�»�³|Àeµ�Å|·I³|»K·Y²k³�µP¶¸·¡´e±^ºe³|Å*»mÍ¤ºeÌI·

L p)(X)
ÜI�TµP».ÌZ¹�ÀG»K°�±P·G¾|Å|·Z³|ÀeµP·IÅ�¿i½

L
p)
0 (X)

¾|ÌZÀe³¸»K²�»mµP»�À Á�Á °¸³|ÌnµP²kÀG³|»�»PºwµP²�» Á ½�²�³|´

lim
ε→0

ε

∫

X
|f |p−ε = 0.

�EÛeÚ �
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Ò À�²�¹k¹�°¸»mµK±^ºcµP·G¾¤¹k·nµ¡°|»�µ^ºwà�·�ÀG³Þ»mµ^ºe´G·NµP¶|· �$ºw±PÌI²k³�à�²�·I¼�²�ÌZç�ÌZ¹kºe»K»
L p
� A ��� (X)

¾¸¼�¶|²kÌ^¶$²�»CÌIÀG³�µ^ºe²�³¸·IÅ
²�³

L p)(X)
¿¸°|µg³|Àeµ¯²k³

L
p)
0 (X)

Ü Ò ¶|·Þå�±P¹k²�ÌZçVÌZ¹kºe»K»
L plog−1L (X)

¾�ÀG³
µP¶|·VÀeµP¶|·n±g¶¸ºe³|Åq¾,²�»
ÌIÀG³�µ^ºe²k³|·IÅÇ²k³

L p
0 (X)

Ü
��·IµP°�±P³|²k³|´�µPÀgÀG°�±C·I»mµP²kÆ�ºcµP·)ºwµ��E× 
b�3¼5·�ÌIÀG³|ÌZ¹�°|Å¸·YµP¶¸ºwµxÀe±P²k·I³�µ^ºwµP²kÀG³*Í|±P·Z»K·n±KÉ�²�³¸´�Æ�ºwÍ|Í¸²k³|´G»

f : Ω → Rn ²�³$µP¶|·g´w±^ºe³|Å � Àw¿qÀe¹k·nÉ�»mÍhºwÌZ·
W 1,n)(Ω,Rn)

¶¸ºZÉ�·¯¹�ÀÑÌlºw¹k¹�½�²�³�µP·Z´e±^ºc¿¤¹�· ��ºeÌZÀw¿¤²kºe³qÜ
Ò ¶|·n±P·$²�»VÀG³|·�²k³�µP·I±P·I»mµP²k³|´(·nÏ|ºeÆ¯Í¸¹k·ÞµPÀ(¹kÀiÀeà�ºwµZÃ

f(x) = x/|x| ²�³�µP¶|·�°¸³|²�µV¿¤ºe¹�¹ B ⊂ Rn ÜÒ ¶|·*³|Àe±PÆ À Á µP¶|·*Å|²�Ê1·n±P·Z³�µP²�ºw¹�Æ�ºcµK±P²�Ï |Df(x)| = 1/|x| ¹�²k·I»�²�³ L n
weak(B) ⊂ L n)(B)

¾@¿¸°�µ
³|Àeµ*²k³

L
n)
0 (B)

Ü �TµP»	��ºeÌIÀe¿¸²�ºw³�Å|·nµP·I±PÆg²�³¸ºe³�µ*Éeºe³|²k»K¶|·Z»Çºe¹�ÆgÀG»mµ*·IÉ�·n±K½Ñ¼�¶|·n±P·�ºe³|Åq¾5¿i½�µK±P²�É�²kºe¹
Æg·Zºe³|»I¾�¿1·Z¹�ÀG³|´G»�µPÀ

L 1
loc(B)

Ü Î Àl¼5·IÉG·I±Z¾7µP¶¸· Á Àe±PÆ)°|¹kº$À Á ²k³�µP·I´e±^ºwµP²kÀe³(¿i½�Í¤ºw±KµP»¯ºwµS�E×eÚ � Á ºw²k¹k»IÜÒ ¶|²k»Nºe³|ÀGÆ�ºw¹�½$²k»NÅ|°|·¯µPÀVµP¶|· Á ºwÌIµYµP¶¸ºwµ¡µP¶¸·�±P²�´G¶�µ�¶¸ºe³|Å�»K²�Å|·gÀ Á �E×eÚb��±P·nÍ|±P·Z»K·I³�µP»�º � Ì^¶i¼.ºc±KµPç
Å|²k»mµK±P²�¿¸°|µP²�ÀG³�»K°�Í|Í1Àe±KµP·IÅ$ºwµxµP¶|·�Àe±P²�´G²k³q¾hµP¶|·�®¡²�±^ºeÌ�Æ�ºw»K»IÜ9�TµC²�»xµP¶|·�ÌZÀe³¸Å|²�µP²kÀG³ |Df | ∈ L

n)
0 (Ω)µP¶¸ºwµ�´G°¸ºw±^ºw³iµP·I·I»�²k³�µP·I´e±^ºwµP²�ÀG³V¿Ñ½�Íhºc±KµP»IÜ

¢��q£��  ���l«o¨_ >¦ §_�� ¨w �9�h§ ���h¦7ª �lMª&¤£�ÝxÍ|Í¤¹�²kÌZºwµP²kÀe³¸»ÞÀ Á ´w±^ºe³|Å-»mÍ¤ºeÌZ·I»
L p)(Ω)

ºe³|Å
L

p)
0 (Ω)

ºw±P·*Æ)°|Ì�¶
¼�²kÅ|·I±¯µP¶¤ºw³
¼5·¯ê�°|»mµ�Å|²k»KÌI°¸»K»K·IÅq¾�»K·I·�Ó�ÙwÖeÕ>¾�Ó�ÙGÛlÕE¾�Ó�Ù 
cÕ>¾�Ó Ù�élÕ>¾�Ó�Ø 
cÕ>Ü Ä ·ÇºeÅ|ÅµPÀ¯µP¶|²�»�Å|²k»KÌI°|»K»K²kÀG³ÇÀG³|·Y±P·I»K°|¹�µ�ÌZÀG³|ÌI·I±P³|²�³¸´�µP¶¸·Y³|ÀG³|¹k²�³¸·Zºw±
n
ßE¶¤ºc±PÆgÀG³|²kÌN·ZÂi°¸ºwµP²kÀe³

{
div |∇u|n−2∇u = µ,

u = 0 on ∂Ω,

�EÛ�Ô_�
¼�¶|·n±P·

µ
²k»�º�»K²k´G³|·IÅ �CºwÅ¸Àe³*Æg·Zºe»K°�±P·gÓ�Ø 
cÕE¾zÓ ×eÚwÕEÜ Ò ¶|²�»�®Y²�±P²kÌ^¶|¹k·nµ.Í|±PÀe¿¸¹k·IÆìºeÅ|Æg²�µP».·nÏ|ºeÌnµP¹�½�ÀG³|·

»KÀG¹�°�µP²kÀG³
u ∈ W

1,n)
0 (Ω)

¾¸Æg·Zºe³|²k³|´¯µP¶¤ºcµ

ε

∫

Ω

|∇u(x)|n−εdx 4 µ(Ω)
�EÛGÙb�

Á Àe±)ºw¹k¹
0 < ε 6 n − 1

Ü�g¸°�±KµP¶¸·n±PÆgÀe±P·e¾o² Á
µ
²k»�ºw¿¸»KÀG¹�°�µP·Z¹�½�ÌZÀe³iµP²�³i°¸Àe°¸»YµP¶|·Z³ |∇u| ∈ L

n)
0 (Ω)

¾
µP¶¸ºwµ�²�»I¾

lim
ε→0

ε

∫

Ω

|∇u|n−ε = 0.
�EÛGØb�

¢ � £�	��� � �¤¨cª�� �  ¯¨��<<¬#" �%���¤¬#
H P (Ω)

£�Ý Å|²k»mµK±P²�¿¸°�µP²kÀe³
f ∈ D ′(Ω)

²k»*»Pºe²kÅ�µPÀ(¿1·�À Á
� V=*Ua=] �[(+*-,^.f0U2'0;, V=W3W

H P (Ω)
² Á ²�µP»�Æ�ºwÏ�²�Æ�ºe¹ Á °|³|ÌnµP²kÀG³

Mf
¹k²�·Z»�²k³

L P (Ω)
Ü Ä ·¡¼�±P²�µP·

‖f‖H P (Ω) @;ACB== ‖Mf‖LP (Ω)
�EÛwÖ8�

å Á ÌIÀG°�±P»K·�µP¶|·�ÀG³|¹�½N²k³�µP·n±P·Z»mµP²�³¸´�Ìlºe»K·I»�ÀiÌZÌI°�±7¼�¶|·I³
P
²k»7³|·Zºw±P¹�½N¹�²k³|·Zºw±@²�³�µP¶|·�»K·Z³|»K·3À Á ®¡·IÈ¸³|²�µP²�ÀG³

ØÑÜkÔeÜ=�Tµ@²k»�²k³|»mµK±P°|ÌIµP²�É�·3µPÀ¡ºe³¸ºe¹�½�çI·5º Á ·n¼
¿¤ºe»K²�Ì3±P·Z»K°|¹�µP»IÜ_�`³VÓ�×�ÔnÕÑ²�µ�¼.ºe»@»K¶|Àl¼�³)µP¶¸ºwµ�µP¶|·3Å|²�É�·n±P´G·I³¸ÌI·
ÌIÀG³|Å|²�µP²kÀe³�ºwµ �EÙb��²k»N³|·IÌZ·I»K»Pºw±K½�ºe³|Å�»K°��ÌI²k·I³�µ Á Àe±�ºw¹k¹@Í1ÀG»K²�µP²�É�·gÅ|²k»mµK±P²�¿¸°|µP²�ÀG³|»

f ∈ H P (Ω)
µPÀ

¿1·N±P·IÍ|±P·I»K·Z³�µP·IÅÇ¿i½Þ¹�ÀÑÌZºe¹k¹�½Ç²k³�µP·I´e±^ºw¿¸¹k· Á °¸³|ÌnµP²kÀG³|»IÜDg¸°�±KµP¶¸·n±PÆgÀe±P·e¾ Á Àw±C·lºwÌ�¶Ç±P·I¹�ºwµP²�É�·I¹�½*ÌIÀGÆ¯Í¤ºeÌnµ
»K°�¿¸»K·Iµ X ⊂ Ω

¼5·N¶¸ºZÉG·
‖f‖LP+ (X) 4 ‖f‖H P (Ω)

�EÛG×b�
Ò À�»KÀGÆg·�Å|·I´e±P·I·YµP¶¸·NÌIÀG³�É�·n±P»K·)ºe¹�»KÀ�¶|ÀG¹kÅ|»I¾¤³¸ºeÆg·I¹�½

L P+(X) ⊂H P� ��� (Ω)
Ü¸Ý ³¸ºwµP°�±^ºe¹oÂi°|·Z»mµP²�ÀG³

ºw±P²�»K·Z»x¼�¶|·nµP¶|·I±¡ºe¹k¹7Å|²k»mµK±P²�¿¸°�µP²kÀe³¸»C²k³
H P (Ω)

¾¤±P·Z´�ºc±PÅ¸¹�·Z»K»CÀ Á µP¶¸·I²�±¡»K²�´G³q¾qºw±P·NµP¶¸· �CºwÅ¸Àe³$Æg·Zºwß
»K°�±P·I»IÜ Ò ¶|²k»�²k».µP¶¸·NÌZºe»K· Á Àe±

H 1(Ω)
¾¸ºe³|ÅÞºe³�½VÀeµP¶|·I±�Ìlºe»K·Y¼�¶|·I³

P
²�»�ÌZÀG³�É�·nÏ1Ü��`³ÇµP¶|·YÌZÀG³|ÌZºZÉ�·

ÌZºe»K·xµP¶|·¡ºw³¸»m¼5·n±.²k»3²k³�µP¶|·x³¸·I´�ºwµP²�É�·�Ó�×eÙcÕEÜ8�`³ Á ºeÌIµ3·ZºeÌ�¶�»mÍhºwÌZ·
H P (Ω)

ÌZÀe³iµ^ºw²k³|».º�Å|²k»mµK±P²�¿¸°�µP²kÀe³
¼�¶|²kÌ^¶Ç²�»�³|Àeµxº¯Æg·Zºe»K°�±P·Y¼�¶|·Z³|·nÉ�·n±

P (t) = o(t)
ºwµ�²�³|È¸³|²�µ`½GÜ



NEW AND OLD FUNCTION SPACES
$�$

åC³|·3²kÆ¯Í1Àe±Kµ^ºe³�µ�Å¸²�»KÌZÀZÉ�·I±K½NµP¶¸ºwµ7¿|±PÀG°|´G¶�µ@³|·I¼
¹�² Á ·�µPÀ Î ºw±PÅ�½Ñß�åx±P¹�²kÌIç3»mÍ¤ºeÌZ·I»@²�»7µP¶|·�±P·Z´e°¸¹kºw±P²�µ`½Í¸¶|·Z³|ÀGÆ¯·Z³|ÀG³èÀ Á ³i°|¹k¹+>7ºe´e±^ºe³|´G²kºe³|»IÜ��`³�µP¶|²k»)ÌZºwµP·Z´eÀe±K½�À Á ²k³�µP·n±P·Z»mµP²�³¸´Ç±P·Z»K°|¹�µP»)¼5·�²k³|ÌZ¹�°|Å¸·�µP¶¸·
Á ÀG¹k¹�Àl¼�²k³|´g´G°|²kÅ|·Z¹�²k³|·Y±P°|¹k· Á Àe±�¶|²�´G¶|·I±�±P·Z´G°|¹kºw±P²�µ`½1Ã

�� T���Vb0U< � .fV=7 abT-:CT-*[Y'.�79V=7�: < 4�V��?< � <�, T[i'YZV ��� .N78j � .�: � |Df |n ∈ L P (Ω)
� T;, <=78j=W�:C< : � T � V=*Ua=] �[(+*-,^.f0U2�W � Vb0UT H P� ��� (Ω)

Ü
Ò ¶|²k»�Í|±P²�³¸ÌI²�Í¸¹�·N¶¤ºw»�¿1·Z·I³*ÌZÀe³|È|±PÆg·IÅÇ²�³Þº¯³i°|Æ�¿1·I±xÀ Á Ìlºe»K·I»NÓ�×eÙwÕ>Ü

¢ �q£�	��� �h¨��h¦oª � �¤¨cª��$�%�&�¤¬#
H 1)(Ω)

£ Ä ·�È¸³¤ºw¹k¹�½ÇÍ¸°|»K¶$ÀG³|·�»mµP·IÍ Á °|±KµP¶|·n±CµP¶|·)±P·ZÂi°|²�±P·nßÆg·I³�µ�ºc¿qÀe°|µ@µP¶|·5²k³�µP·Z´w±^ºw¿¸²k¹k²�µ`½�À Á
Mf

ÜeÝ&Å|²k»mµK±P²�¿¸°�µP²kÀe³
f ∈ D ′(Ω)

¿1·Z¹�ÀG³|´G»@µPÀCµP¶|· j�*UV=79a � V=*Ua=]
W � Vb03T H 1)(Ω)

² Á ²�µP»�Æ�ºwÏ�²�Æ�ºe¹ Á °|³|ÌnµP²kÀG³*¹k²�·Z»�²k³
L 1)(Ω)

¾�µP¶¤ºcµ�²k»I¾

ε

∫

Ω

|Mf(x)|1−ε Å x = O(1) as ε→ 0.

ÝC»�ºe³*·nÏ|ºeÆ�Í¤¹�·G¾�µP¶|·Y®¡²�±^ºeÌYÆ�ºe»K»�ºcµxº)Í1ÀG²k³�µ�²k³
Ω
²�»�º¯Å|²�»mµK±P²�¿¸°�µP²kÀG³V²k³

H 1)(Ω)
Ü��TµP».Æ�ºwÏÑ²kÆ�ºe¹

Á °¸³|ÌnµP²kÀG³V¹k²�·Z»�²�³VµP¶|· �$ºw±PÌI²k³�à�²k·n¼�²kÌIç¡ÌZ¹kºe»K»
L 1

weak(Ω) ⊂ L 1)(Ω)
Ü Ò ¶|²�»�·IÏ|ºwÆ¯Í¸¹k·¡Í1·n±P»K°¤ºwÅ¸·I».°¸»

µPÀg²�³�µK±PÀÑÅ|°¸ÌI·¡µP¶¸·¡¼5·Zºwà Î ºw±PÅ�½V»mÍ¤ºeÌI· H 1
weak(Ω)

ºe»�¼5·I¹k¹<Ü¤Ý�ÌIÌIÀe±PÅ|²k³|´G¹�½G¾
H 1

weak(Ω) ⊂H 1)(Ω).
�xÍ
µPÀ$µP¶|²k»¯Í1ÀG²�³iµ¯¼5·*¶¸ºZÉ�·*ÀG³|¹�½(¹�ÀÑÀeà�·IÅëºwµg¶¸ÀZ¼ Á °|³|ÌIµP²�ÀG³ë»mÍ¤ºeÌI·Z» Á ºeÌI²k¹k²�µ^ºwµP·V°|³|Å¸·n±P»mµ^ºe³|Å|²k³|´
á�®¡â�»�ºw³¸Å�»KÀGÆg·g³|ÀG³|¹k²k³|·Zºw±�Å|²�Ê1·n±P·Z³�µP²�ºw¹ Á Àe±PÆg»I¾ ��ºeÌIÀe¿¸²�ºe³|»)ºw³¸Å�Å|²�ÉÑßEÌI°�±P¹RÍ|±PÀÑÅ|°|ÌIµP»IÜ Ò ¶¸·n±P·g²�»
ºe¹�»KÀ¯±P·nÉ�·I±P»K·Y²k³�µP·n±^ºeÌnµP²kÀG³qÜe�Tµ�²k»�¶¸ºw±PÅVµPÀ¯±P·I»K²k»mµ�µP¶|·¡µP·IÆ¯Í|µ^ºwµP²�ÀG³VµPÀ¯±PÀe°¸³|Å*ÀG°�µ�ÀG°�±�»K°|±KÉG·I½�¼�²�µP¶
ºe³�·nÏ|ºeÆ¯Í¸¹k·�À Á »K°|Ì^¶è²k³�µP·n±^ºeÌIµP²�ÀG³qÜ��`³èº*±P·ZÌI·I³iµNÍ|±PÀeê�·ZÌnµ�ÓkÔIÚwÕ�¼5·�·nÏÑÍ¸¹kÀG²�µP·ZÅ�Å|²�ÉÑßEÌZ°�±P¹,Í|±PÀÑÅ|°|ÌnµP»
ºe»*´G·I³|·I±^ºcµPÀe±P»*À Á

H 1)(Ω)
µPÀ
²k³�É�·I»mµP²k´�ºwµP·$µP¶|· Á °|³|ÌnµP²kÀG³

b · h ¾5¼�¶¸·n±P· b ∈ BMO(Ω)
ºe³|Å

h ∈H 1(Ω)
Ü8�`³�´G·I³|·I±^ºw¹>¾

b ·h ³¸·I·IÅ�³|Àeµ3¿1·x¹kÀÑÌZºe¹�¹�½g²k³�µP·I´e±^ºw¿¸¹k·eÜ �C·IÉ�·n±KµP¶|·Z¹�·Z»K»I¾�¿i½gÉÑ²�±KµP°|·CÀ Á µP¶|·
H 1 ß BMO

Í¤ºe²�±P²k³|´¯¼5·NÌlºe³*´G²�É�·Nº¯Æg·Zºe³|²k³|´gµPÀ�µP¶¸²�» Á °¸³|ÌnµP²kÀG³Çºe»�º � Ì�¶�¼.ºw±KµPçNÅ|²�»mµK±P²�¿¸°�µP²kÀG³qÜ��Tµ
ÀeÍ1·n±^ºwµP·I»CÀG³�º�µP·Z»mµ Á °¸³|ÌnµP²kÀG³

φ ∈ C∞0 (Ω)
¿Ñ½ÇµP¶|·)±P°|¹�·GÃ

(b · h)[φ] = (φ b)[h]
¾¤¼�¶¸·n±P·�¼5·)É�²k·n¼

µP¶|·
BMO

ß Á °|³|ÌIµP²�ÀG³
φ b

ºe»)ºÇ¹k²�³|·lºw± Á °|³|ÌIµP²�ÀG³¸ºe¹�ÀG³
H 1(Ω)

Ü7ÝCÆ¯ÀG³|´ÇµP¶¸·�Ægºe³�½�²k³�µP·n±P·Z»mµP²�³|´
Í|±PÀeÍ1·n±KµP²k·I»�À Á µP¶|·3Å|²k»mµK±P²�¿¸°|µP²�ÀG³

b·h ¼5· Á ÀG°|³|Å)µP¶¸ºwµ�²�µ�¹k²k·I»�²k³�µP¶|·3´e±^ºe³|Å Î ºc±PÅ|½N»mÍ¤ºeÌI· H 1)(Ω)
Ü

>o·Iµ
Ω
¿1·Nº¯ÌI°|¿1·eÜ Ò ¶|·I³*¼5·�ºw¹k»KÀg¶¤ºIÉ�·�º¯°|³|² Á Àw±PÆ%¿1ÀG°|³|Å

‖b · h‖H 1)(Ω) 4 ‖b‖BMO(Ω) ‖h‖H 1(Ω)Í|±PÀlÉ�²�Å|·ZÅVµP¶|·Y²k³�µP·I´e±^ºe¹qÆg·lºw³ÇÀ Á
b
²k»�·ZÂi°¸ºe¹1µPÀ¯çZ·n±PÀ|Ü¸Ý�ÌnµP°¸ºe¹k¹�½�¾¸º�»K¹�²k´G¶�µP¹�½�¿1·IµKµP·n±.±P·I»K°¸¹�µ�¶|ÀG¹kÅ|»IÜ

Ò ¶|·
BMO

ß
H 1 Í¸±PÀiÅ¸°|ÌnµxºeÅ|Æg²�µP»�ºgÅ|·IÌZÀeÆ¯Í1ÀG»K²�µP²�ÀG³

b · h = g + f
¼�¶|·n±P·

g ∈ L 1(Ω)
ºe³|Å

f
²k»�ºgÅ|²k»mµK±P²�¿¸°|µP²�ÀG³Ç²�³*µP¶|· Î ºw±PÅ�½Ñß�å�±P¹k²kÌIçY»mÍhºwÌZ· H P (Ω)

¾
P (t) = t log−1(e+ t).>o·IµY°|»Y·Z³|Å�µP¶|²�»Y»K·ZÌnµP²kÀe³�¿i½$³|ÀeµP²�ÌZ²�³¸´�µP¶¸ºwµY¿1ÀeµP¶

L 1(Ω)
ºw³¸Å

H P (Ω)
ºw±P·¯ÌIÀG³�µ^ºe²k³|·IÅ�²k³$µP¶|·

´e±^ºw³¸Å Î ºw±PÅ�½V»mÍ¤ºeÌZ·eÜe�`³*»m½�Æ�¿1ÀG¹k»
BMO ·H 1 = L 1 + H P ⊂H 1).

¢ �q£�� �e���@<¦ �D� ��i§ �� �¦ � �h¦7 �E©9�Mª��e£ � Àe¿1ÀG¹k·nÉ&Æ�ºwÍ|Í¸²k³|´G»V¿1·Iµ`¼5·I·I³ ��²k·IÆ�ºe³|³|²�ºe³�Æ�ºe³|²�ß
Á ÀG¹kÅ|»�¶¸ºZÉG·�ÌIÀGÆg·g²k³�µPÀ*¼�²�Å¸·I»mÍ|±P·lºwÅ�°|»Pºe´G·g²k³�ÆgÀiÅ¸·n±P³�´G·IÀGÆg·nµK±K½ëÓ�ÔlÙcÕ�ºe³|Å�µPÀwÍqÀe¹kÀG´e½
Ó�éGécÕ>¾�Ó�élÕE¾
Ó ÙGÙcÕE¾�Ó Ö�ÚwÕ>¾�ÓkÔIÖeÕ>Ü Ä ·)¶¸ºZÉ�·�±P·IÌZ·I³�µP¹�½V±P·ZÌIÀG°|³�µP·ZÅÞ²k³(Ó Ö¸ÔnÕ�»KÀGÆ¯·)³i°¤ºw³¸ÌI·I»CÀ Á Æ�ºwÍ|Í¸²k³|´G» f : X → Y



 �ïlï
T. IWANIEC AND C. SBORDONE

¿1·nµ`¼5·Z·I³ »KÆgÀÑÀwµP¶�ÌIÀGÆ¯Í¤ºeÌnµÇÀe±P²�·Z³�µP·IÅ ��²k·IÆ�ºe³|³|²�ºe³�Ægºe³|² Á Àe¹kÅ|»I¾�Å|²kÆ X = n > 2
ºe³|Å Å|²kÆ

Y = m > 2
Ü�g@²�±P»mµZ¾G²�µ,²k»,¶|²k´G¶|¹�½)Å¸·I»K²�±^ºc¿¤¹�·�µPÀ¡àÑ³¸ÀZ¼ë¼�¶¸·nµP¶|·I±,»KÆ¯ÀÑÀeµP¶gÆ�ºcÍ¸Í¸²�³¸´e»

f ∈ C∞(X,Y)ºw±P·3Å|·I³|»K·3²k³�µP¶|·�Æg·IµK±P²�Ì�µPÀwÍqÀe¹kÀG´e½YÀ Á º � Àe¿1ÀG¹k·nÉ�ÌI¹�ºw»K»
W 1,p(X,Y)

Ü Ò ¶¸·3ÌIÀG¹�¹�ºwÍ¸»K·3À Á µP¶|·3»KÆ¯ÀÑÀeµP¶
ºwÍ|Í|±PÀlÏ�²�Æ�ºwµP²�ÀG³ Á Àe±5µP¶|·¡·nÏÑÍ1ÀG³|·I³iµP»3¿1·I¹kÀl¼ µP¶|·CÅ|²kÆ¯·Z³|»K²kÀe³*À Á X, p < n,

¹k²�·Z» Á ºe²�±P¹�½�Å|·Z·nÍ*²�³�µP¶|·
ÌIÀG³|ÌZ·nÍ|µ¯À Á µP¶|·�µPÀeÍ1ÀG¹kÀe´G²kÌZºe¹5Å|·I´e±P·I·�Ó Û 
cÕEÜ@Ý Á µP·I±�»K·IÉG·I±^ºe¹.ºwµKµP·IÆ¯Í|µP»VÓ 
lÕ.µP¶|²�»¯»K²�µP°¸ºwµP²�ÀG³è¼.ºe»�È|ß
³¸ºe¹�¹�½è»K·IµKµP¹�·ZÅ(¿i½hg5Ü Î ºe³|´�ºe³|Å g5Ü >o²k³ Ó ÖiÙcÕ>¾@¿¸°|µ�µP¶|·Z²�±¯±P·I»K°¸¹�µ¯±P·lÂi°|²�±P·ZÅ
ÌI·n±Kµ^ºe²k³(µPÀwÍqÀe¹kÀG´G²�Ìlºw¹
ºe»K»K°|Æ¯Í|µP²�ÀG³|»YÀG³Þ¿1ÀeµP¶ÞµP¶¸·)Å|ÀGÆ�ºe²�³�ºe³|Å�µP¶|·�µ^ºw±P´G·nµ¡Æ�ºw³¸² Á ÀG¹�ÅqÜq®¡·Z»mÍ¸²�µP·�µP¶|²k»xÍ1·IÌZ°|¹k²kºw±P²�µ`½G¾1²�µ¡²�»
»mµP²�¹k¹hÍ1ÀG»K»K²�¿¤¹�·CµPÀ�±P·Z¹kºwÏ�ºe¹�¹hµP¶|ÀG»K·xµPÀeÍ1ÀG¹�ÀG´G²kÌZºe¹hÌIÀG³|»mµK±^ºe²k³�µP» Á Àe±5Æ�ºwÍ|Í¸²k³|´G».À Á µP¶|·Yåx±P¹�²kÌIçIß � Àe¿1ÀG¹�·IÉ
ÌI¹�ºe»K»

W 1,P (X,Y)
»K¹k²�´G¶�µP¹�½*¿1·Z¹�Àl¼

W 1,n(X,Y)
Ü Ò ¶|·Z»K·N±P·Z»K°|¹�µP»¡ºc±P·)³|·IÌZ·I»K»Pºw±K½Þ² Á ÀG³|·�¼.ºe³�µP»xµPÀ

¿¸°|²k¹�Å�µP¶|·RµP¶|·ZÀw±K½YÀ Á Å|· Á Àe±PÆ�ºcµP²kÀG³|»z¼�²�µP¶�°|³�¿1ÀG°|³|Å¸·IÅ�Å|²k»mµPÀe±KµP²�ÀG³�ÀG³NÆ�ºe³|² Á ÀG¹kÅ|»IÜ_>o·Iµ7°|»o²k¹�¹k°|»mµK±^ºwµP·
µP¶|· ��ºc±PÌZ²�³|àÑ²k·n¼�²kÌIçIß � Àe¿1ÀG¹�·IÉ�ÌI¹�ºw»K»5À Á Æ�ºwÍ|Í¸²k³|´G»3¼�¶|ÀG»K·xµ^ºw³¸´e·Z³�µ3¿¸°|³¸Å|¹�·¡Æ�ºwÍ

Df : TX→ TY¹�²k·I»�²k³
L n

weak(X)
¾�µP¶¸ºwµ�²�»I¾ | {x ∈ X : |Df(x)| > t} | = O(t−n).

��� GeM ��G � R �9Q1RIQ  � TX0-, <=W36I*UTX< 4
C∞(X,Y)

.�7 : � T�YZT;:�*[.f0�:C< � <�, <3j=] < 4 : � T�� V=*U0-.N7���.fT � .f0U2 �
�?< � <�, T[i'W � Vb03T W 1, n

weak(X,Y)
03<=7eWU.NW[:�W�< 4 Y V ��� .�78j�W W36e0 � : � V�:

|{x ∈ X : |Df(x)| > t}| = o(t−n)
V=W

t→∞.
Ò ¶|·*ºw±P´G°|Æg·I³iµP»¯·I»mµ^ºw¿¸¹k²�»K¶¸²�³|´�»KÆgÀÑÀeµP¶ëºcÍ¸Í|±PÀlÏÑ²kÆ�ºwµP²�ÀG³
²k³ëº�Æ�ºe³|² Á ÀG¹kÅ(»K·IµKµP²�³¸´�ºw±P·�±P·Zºe¹k¹�½

Å|²�Ê1·n±P·Z³�µ)µP¶¸ºe³(ÀG³|·�Æ¯²k´G¶�µ¯ºÞÍ|±P²�Àe±P²3·IÏiÍq·IÌnµZÜ Ò ¶|·I»K·�²kÅ|·Zºe»I¾7¼�¶|²kÌ^¶
²�³�É�ÀG¹�ÉG·�»KÀeßEÌZºe¹k¹�·ZÅè¼5·n¿
¹k²�à�·
»mµK±P°|ÌnµP°|±P·�ÀG³ X ¾@ºe¹�»KÀ�¼5Àe±Kà�¼�²�µP¶è´w±P·lºwµ�·nÊq·IÌnµP²�É�·I³|·Z»K» Á Àe±�Æ�ºwÍ|Í¸²k³|´G»¯²�³èµP¶|·*åx±P¹�²kÌIçIß � Àe¿1ÀG¹�·IÉÌI¹�ºe»K»K·I»

W 1,Q(X,Y),
¼�²�µP¶

Q(t) = P (tn)
Ü Î ·I±P·�µP¶|·5Å|·IÈ¸³|²k³|´ Á °|³|ÌIµP²�ÀG³ P Æ)°|»mµR»PºwµP²k» Á ½�¾eºeÆgÀe³¸´

ÀeµP¶|·n±�µP·ZÌ^¶|³|²kÌZºe¹zÌIÀG³|Å|²�µP²kÀe³¸»I¾|µP¶|·YÅ¸²�É�·n±P´G·Z³|ÌI·NÌIÀG³|Å|²�µP²�ÀG³ �EÙb�^Ü�g¤Àe±�·nÏ|ºeÆ�Í¤¹�·GÃ

Q(t) =
tn

ln(1 + t) ln ln(e+ t) · · · ln ln . . . ln(e..+ t)
.

Ä ·Yºe´�ºe²�³*»K·I·¡¶¸ÀZ¼�µP¶|·¡Å|²�É�·n±P´G·I³¸ÌI·¡ÌZÀe³¸Å|²�µP²kÀG³ �EÙb�RÍ¤¹kºZ½�»�º�Ìn±P°|ÌZ²kºe¹1±PÀe¹k·Y²�³V´G·ZÀeÆg·IµK±P²�ÌYºe³¸ºe¹�½�»K²�»IÜ
��� GeM ��G � R �9Q��DQ  � T�W � Vb03T C∞(X,Y)

.NW�abT[7eW;T�.�7
W 1, Q(X,Y).

Ð ÀG³|ÌZ·n±P³|²k³|´$²�³iµP·I´e±^ºw¿¸²�¹k²�µ`½�À Á µP¶|· ��ºeÌIÀe¿¸²�ºe³(Å|·IµP·n±PÆg²�³¤ºw³iµZ¾7µP¶|·�»K²�µP°¸ºwµP²�ÀG³(²k»�Å�±^ºeÆ�ºwµP²�Ìlºw¹k¹�½Å|²�Ê1·n±P·Z³�µ�¼�¶|·I³ X ºe³|Å Y ºw±P·Y»mÍ¸¶|·I±P·I»�Ó Ö¸ÔnÕ �eê�°¸»mµ�µPÀ¯²k¹k¹�°|»mµK±^ºwµP·GÃ
��� � � 	� G R �?Q O?Q�
 i=T-*[] ( *-,^.1032 � �?< � <�, T-i�0;, V=W3W

W 1, Q(Sn, Sn)
.N7 � � .f0 � Q(t) = o(tn)

0U<=7�:CV=.N7eW
V=7�<=*[.1T-7�:CV�:�.1<=7 � *UT-W;T[*[i�.�78j YZV ��� .N78j � � <=W;T��IVb03< � .1V=7'4-V=.�,^W�:C< � T�.�7�:CTCj=*3V � , T �
Ò ¶|²k»�·nÏ|ºeÆ¯Í¸¹�·�±P²�»K·Z»�»K·IÉ�·n±^ºe¹x³¸ºwµP°�±^ºe¹CÂi°|·I»mµP²kÀG³|»�ÌIÀG³|ÌZ·n±P³|²k³|´ Á °|³¸ÌnµP²kÀe³�»mÍ¤ºeÌI·Z»�À Á ¼5·Zºwà�¹�½

Å|²�Ê1·n±P·Z³�µP²kºw¿¸¹k·)Æ�ºwÍ|Í¸²k³|´G»C¿1·nµ`¼5·Z·I³�´e²�É�·I³�Æ�ºw³¸² Á ÀG¹�Å|»I¾ Á Àe±x¼�¶¸²�Ì�¶ÞµP¶¸·�²k³�µP·Z´w±^ºe¹7À Á µP¶|· ��ºeÌIÀe¿¸²�ºe³
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