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H : Lp(0, b; v)→ Lq(0, b;u)

¸�·�ÁJ±`�`¼^¸��yº'±|º'·gÆ�¿]®'¯J²p¯
Hf(x) =

∫ x
0
f(t)dt

¸�·h¼^®'¯Ä´8�|²p�XµÇ±|Åf¯g²^�F¼^±|²gÈÉ�,¯ÄÁg±|�'·^¸��'¯g²8¼^®'¯KÁ¾�R·p¯
1 < p ≤

q <∞ �R�'�~¼^®'¯g�~¼^®'¸�·�Ág±|�'�'¸¥¼^¸�±|��¸¥·]º'·pºt�R»�»¥µl¿�²p¸¥¼p¼^¯g�~¸��~¼^®'¯½ÊËº'Á[Ì|¯g�'®'±|º'ÅX¼]³V±`²p°
Í ∗ Î A1 := sup

0<x<b
AM (x) <∞.
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ôPõyöVõ`÷ (∫ b

0

|f(t)|q u(t)dt

)1/q

≤ C
(∫ b

0

|f ′(t)|p v(t)dt

)1/p

ø å�èJé!ë0ù�ú%ßRæ b, 0 < b ≤ ∞, û âyç�îËßRëyä[ó%çgëaüÉìVß û ó�ã�áFèJå�âXã�ä f äJëaèJå�ä û ð%å�ã�ê f(0) = 0, ø ßFåVêXé'èJä u ëyã�æ
v
ëyã�æ û âyç�ýÑëaçgëyîËßoèJßFçJä p, q äJëaèJå�ä û ð%å�ã�ê 1 < p ≤ q <∞ ö�ôPõyöjõ|÷ åVä½ó�ä[óÉëyì�ì�ð+á¾éÉëaçgëyáoèJßoçJåVþFßRæ+ütð+èJé�ß
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ô � ó�á��XßRã�é�âXó%ý�è ÷ áRâXã�æ�å�èJå�âXã
ôPõyö��'÷

A1 := sup
0≤x≤b

AM (x) <∞,

ø é�ßoçJß

AM (t) =

(∫ b

x

u(t)dt

)1/q(∫ x

0

v1−p′(t)dt

)1/p′

.

� è&åVä&ã�â ø ëyæÉëRðfä0ëyì�ä[â ø ßRì�ì�í��%ã�â ø ã èJéÑë`è A1
áRëyã ü?ßËæ�ßFùÉã�ßFæ�åVã èJßoçJîËä&â û âyèJé�ßoç û ó�ãÉáoèJåVâyãÉä&â û tèJéÉëyã

AM(t)
ô ä[ßRß ß ö ê ö èJé�ßËü?âtâ��
	 õ��� ëyã�æ�èJéÉß���é�� èJéÉßFä[åVä�	 õ���M÷gö � ãàèJé�åVäKýÑëaý6ßFç ø ßËý�çJâ��'ßÇëã�ß ø ä[áRëyìVßÇâ û áFâXã�æ�å�èJå�âXã�ä A4(s) < ∞ (1 < s < p) � ø é�å�á¾é
á|ëyãàçJßoýÉìjëyáFß ôPõyö��'÷ 	 ëyã�æ�ä[â1èJéÉëaè

A4(p) = A1

 � ä[ßFß��hé�ßRâaçJßRî õ ��� ßRî ë`ç�� � ëyã�æàá û ö ëyì�ä[â�	 õ���Hö � âyçJßFâ��'ßoç � ütð�ó�ä[å�ãÉê1äPègëaãÉæÉëaçJææ�óÉëyìVå�èpðËëaçJêXó�îËßFã'èJä ø ß½áRëyãËß �'ßFãËý6âXå�ãtè]âXó%è�ä[âXîËß½îËâyçJß�áRâXã�æ�å�èJå�âXã�ä�â û èJéÉßhèpðfý6ß ôPõyö!�X÷gö Þàß�ä[ó�îó%ý âXó%ç]åVã"�'ßFäPèJåVêXëaèJåVâXã�ä�ütð û âyçJî0ó�ìjë`èJåVã�êlëKî�âyçJß½êXßFã�ßFçgëaì�èJé�ßFâyçJßFî � ø é�ßoçJßhèJéÉß�ïÄë`çJæ�ð0åVã�ß|ò'óÑëaìVå�èpðå�ã ôPõyöVõ`÷ å�älá¾éÉëaçgëyáoèJßoçJåVþFßRæàã�âyèlâXã�ì�ð ütð ôPõyö!�'÷ üÉó�è&ütð�ä[ß��'ßFãàæ�å$#6ßoçJßRã'è ô î0ó%èJóÉëyìVì�ð�ßRòtó�å$�yëyì�ßRã'è ÷
áFâXã�æ�å�èJåVâyãÉäñëyã�æ�ëàáFâyç[çJßFäPý?âyãÉæ�å�ãÉêàü6ßoè[èJßFçÇßRäPèJå�î ëaèJß1â û èJéÉß!ü6ßFäPèñáFâXã�äPègëyã'èñåVã ôPõyöVõ`÷�% ä[ßRß!èJéÉß& ä[ß �'ßFã!áRâyãÉæ�å�èJåVâXã�ä & �hé�ßRâaçJßRî �fö

� èñå�äñëyì�ä[â ø ßFìVì�í��%ã�â ø ã�èJéÉëaèÇä[âyîËß.â û èJé�ß!áRâXã�äPègëyã'èJä Ai ô âyçÇîËâyçJß!ý�çJßRáFåVä[ßFì�ð � èJé�ß1áFâyç[çJßoíäPý6âXã�æ�åVã�ê û ó�ã�áFèJå�âXã�ä Ai(x))
îËßFã'èJåVâXã�ßFæ ü?ßFìVâ ø ëaçJß�ó�ä[ß û óÉì�ëyì�ä[â,åVã âyèJé�ßFçKáFå�çJáFó�îËäPègëyã�áRßFä ô ß ö ê öø é�ßFãàäPèJó�æ�ðfåVã�ê1ì�åVîËå�èJåVã�ê,ýÉçJâtáRßFæ�ó�çJßFä0ëaãÉæ�áRâXî~ýnëaáFèJã�ßFä[ä&ý�çJâyý6ßFç[èJå�ßRä&â û èJé�ß ïÄëaçJæ%ð âyý6ßFçgëaèJâaçJäå�ã ø ßFåVêyétèJßFæ('Bßoü?ßFä[êXó�ß0äPýÑëyáFßRä ÷gö �hé�ßFçJß û âyçJßlå�è�åVä�â û å�ãtèJßoçJßFäPè�èJâ û ó%ç[èJé�ßoçÄæ�åVä[áFó�ä[äKëyã�æ.áFâXî�ýÑëaçJßèJé�ßÇáFâXã�äPègëyã'èJä~ëaü6â��Xß+ëaãÉæ
å�ãàýÑëaç[èJå�áRó�ìVëaç0èJé�ßÇßRòtó�å�ý�ý6ßRæ û ó�ã�áoèJåVâXã�ä0áFâyç[çJßFäPý?âyãÉæ�å�ãÉê!èJâ AM (t).� ã*)tßFáFèJå�âXã,+ ø ßÄýÉçJßFä[ßFãtè�ëyã�æ!æ�åVä[áFó�ä[ä�ä[âyîËßKçJßRä[ó�ì�èJä½åVã+èJé�åVä�æ�å�çJßFáFèJå�âXã!ëyã�æ � å�ã,ýÑëaç[èJå�áRó�ìVëaç � âXó%çî ëaåVãàáRâXî~ýnëaáFèJã�ßFä[älçJßFä[ó�ì�è0áFâyç[çJßRäPý6âXã�æ�åVã�ê!èJâ(�hé�ßFâyçJßRî õ åVä&ý�çJâ��'ßFæ�èJéÉßoçJß ô ä[ßFß��héÉßFâyçJßFî-+ ÷

ëyã�æ ëyìVä[â&å�èJä�æ�óÉëyì û âaçJî åVä�ý6âXåVã'èJßFæ âXó%è ô ä[ßRß.�héÉßFâyçJßFî0/ ÷gö21 åVãÉëyì�ì�ð � å�ã3)tßFáFèJå�âXã4/ ø ß�î ë��'ß�ä[âXîËßáFâXã�áRì�ó�æÉå�ã�êËçJßFî ëaç��%ä½ëyã�æ+çgëyåVä[ß&ä[âXî�ß&âyý6ßRã!òtó�ßFäPèJåVâXã�ä ö

56Ô76ÏÙ98;:,<7:%Ý>=9?n× Ü�?A@ÑØ�@ÑÜy×�:fØaÝCB"@%×aÝOÙ6ÖED0ÙGF.HI@ÑØaÚ�JLKMD Ý Ö�:ONÏÛ�@GP ÝO×QJÉÔ 1 å�çJäPè ø ßÄýÉçJßFä[ßFãtè�ë~ã�ß ø
ø ßFåVêXé'è8á¾éÉëaçgëyáoèJßoçJåVþRëaèJåVâXãÇâ û ïÄëaçJæ%ð9R ä4å�ã�ß|òtóÉëyì�å�èpð ø é�å�á¾é+ëaìVä[â0á|ëyã ü?ß û âyóÉã�æñå�ã(	 õ��� û âyç4èJé�ß�áRëyä[ß
b =∞.
SUT�V�W�XAV�Y[Z]\E^E_ `

1 < p ≤ q <∞, s ∈ (1, p), a�b9c 0 < b ≤ ∞. d�e _ b ` e _gf b _�h i a�j fk`kl
ôm�föVõ`÷ (∫ b

0

(∫ x

0

f(t)dt

)q
u(x)dx

)1/q

≤ C
(∫ b

0

fp(x)v(x)dx

)1/p

e]n�j$c�oqp�n�r7a�j>j f ≥ 0
f s

ôm�fö��'÷
AW (s, q, p) := sup

0<t<b
V (t)s−1/p

(∫ b

t

u(x)V (x)q(
p−s
p )dx

)1/q

<∞,

t e _ r _ V (t) =
∫ t

0
v(x)1−p′dx u�vwn�r _ n�x _ rQy f p C f o ` e _Lz{_ o `}| n�o�o fmz j _L~ n�b�o ` a�b `�f b��m�]u>�Q��y ` e _ b

ôm�fö + ÷
sup

1<s<p

(
( p
p−s )p

( p
p−s )p + 1

s−1

)1/p

AW (s, q, p) ≤ C ≤ inf
1<s<p

(
p− 1

p− s

)1/p′

AW (s, q, p).

Þàß&ã�âyèJßÄèJéÉëaè�èJé�ßKåVã�ßRòtóÉëyìVå�èJåVßFä ôPõyöVõ`÷Äô ø å�èJé f(0) = 0
÷ ëaãÉæ ôm�föjõ`÷ ëaçJßKß|ò'óÉå��XëaìVßFãtè ö



WEIGHTED HARDY INEQUALITY

 ���

� r{n�n p�u '�ßoè
fp(x)v(x) = g(x)

åVã ôm�föVõ`÷gö �hé�ßFã ôm�föjõ`÷ å�ä½ßRòtó�å$�yëyìVßFã'è�èJâ
ôm�fö / ÷ (∫ b

0

(∫ x

0

g(t)
1
p v(t)−

1
p dt

)q
u(x)dx

)1/q

≤ C
(∫ b

0

g(x)dx

)1/p

.

� ä[ä[ó�îËß8èJéÉëaè ôm�fö��'÷ é�âXì�æ�ä ö�� ð0ëaý�ýÉì�ð%å�ãÉê�ï��XìVæ�ßoç�R ä{å�ã�ß|òtóÉëyì�å�èpð � èJé�ß û ëyáoè�èJéÑë`è V ′(t) = v(t)1−p′ =

v(t)−p
′/p ëaãÉæ � å�ã]�'â ø ä �%åkR ä½åVã�ßRòtóÉëyìVå�èpð � ø ß&éÉë��'ß

(∫ b

0

(∫ x

0

g(t)
1
p v(t)−

1
p dt

)q
u(x)dx

)1/q

=

=

(∫ b

0

(∫ x

0

g(t)
1
pV (t)

s−1
p V (t)−

s−1
p v(t)−

1
p dt

)q
u(x)dx

)1/q

≤
(∫ b

0

(∫ x

0

g(t)V (t)s−1dt

)q/p(∫ x

0

V (t)−
(s−1)p′

p v(t)−
p′
p dt

)q/p′
u(x)dx

)1/q

=

(
p

p− (s− 1)p′

)1/p′(∫ b

0

(∫ x

0

g(t)V (t)s−1dt

)q/p
V (x)

p−(s−1)p′
p

q

p′ u(x)dx

)1/q

≤
(
p− 1

p− s

)1/p′(∫ b

0

g(t)V (t)s−1

(∫ b

t

V (x)q(
p−s
p )u(x)dx

)p/q
dt

)1/p

≤
(
p− 1

p− s

)1/p′

AW (s, q, p)

(∫ b

0

g(t)dt

)1/p

.

ï�ßFã�áRß ôm�fö / ÷ ëyã�æ � èJétó�ä � ôm�föjõ|÷ é�âXìVæ�ä ø å�èJé~ë�áRâyãÉäPègëaãtè{äJëaèJåVä û ð%åVã�ê�èJé�ß]çJåVêXé'è{éÉëyã�æ~ä[åVæ�ß8åVã�ß|ò'óÑëaìVå�èpðå�ã ôm�fö + ÷gö
� â ø�ø ßlëyä[ä[ó�îËßKèJéÉëaè ôm�föVõ`÷ ëyã�æ+èJétóÉä ôm�fö / ÷ éÉâyìVæ�ä�ëyã�æ!ágé�âfâXä[ßKèJé�ßÄèJßRäPè û ó�ã�áFèJå�âXã

g(x) =

(
p

p− s

)p
V (t)−sv(x)1−p′χ(0,t)(x) + V (x)−sv(x)1−p′χ(t,b)(x),

ø é�ßoçJß t å�ä�ë~ùÉúfßRæ,ãtó�îlü6ßFç > 0.
� ð+å�ãÉä[ßoç[èJåVã�ê�èJé�å�ä û ó�ã�áoèJåVâXã,åVã'èJâ ôm�fö / ÷ ø ßKùÉã�æ,èJéÉëaè

(
p

p− s

)(∫ b

t

V (x)(1− sp )qu(x)dx

)1/q

≤ C
((

p

p− s

)p
+

1

s− 1

)1/p

V (t)1−s/p,

å ö ß ö èJéÉëaè
(

p

p− s

)((
p

p− s

)p
+

1

s− 1

)−1/p

V (t)s−1/p

(∫ b

t

V (x)(1− sp )qu(x)dx

)1/q

≤ C
âyç � ßRòtó�å$�yëyìVßFã'èJì�ð � èJéÉëaè

(
( p
p−s )p

( p
p−s )p + 1

s−1

)1/p

V (t)s−1/p

(∫ b

t

V (x)(1− sp )qu(x)dx

)1/q

≤ C.
ÞàßKáRâXã�áFìVó�æ�ßKèJéÉëaè ôm�tö!�'÷ ëyã�æ,èJé�ßKìVß û è½éÉëyã�æ,ä[åVæ�ß&â û èJé�ß&ßFäPèJåVî ë`èJß&â û ôm�fö + ÷ é�âXì�æ ö �hé�ßÄýÉçJâtâ û å�äáFâXî�ýÉìVßoèJß ö

� ßFútè ø ßKã�âyèJßKèJéÉëaè�èJé�ß û ó�ã�áFèJå�âXã AM (x) û çJâXî èJéÉßKåVã'è[çJâfæ�ó�áoèJåVâXã,áRëyã+ü?ß ø çJå�è[èJßFã!ëyä

AM (x) =

(∫ b

x

u(t)dt

)1/q

V 1/p′(x),
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ø é�ßoçJß
V (x) :=

∫ x

0

v1−p′(t)dt <∞ û âaç½ß��'ßoç[ð x ∈ (0, b).

ï�ßoçJß � ëyã�æËåVã~èJéÉßhä[ßRòtó�ßRì � p′ = p/(p−1).
Þ
ß�ëyì�ä[â&ã�ßFßRæ�èJâÄåVã'è[çJâfæ�ó�áRß8èJé�ß û âXìVì�â ø åVã�êlëyæ�æ�å�èJå�âXãÉëyìëyó%ú%å�ìVåVëaç[ð û ó�ã�áoèJåVâXã�ä��

AT (x) :=

(∫ x

0

u(t)V q(t)dt

)1/q

V −1/p(x),

AB(x; g) :=

(
1

g(x)

∫ x

0

u(t) [g(t) + V (t)]q/p
′+1 dt

)1/q′

, g(x) > 0;

ëyã�æ
AW (x, s) :=

(∫ b

x

u(t)V q(p−s)/p(t)dt

)1/q

V (s−1)/p(x), 1 < s < p.

1 ó%ç[èJéÉßoç ø ßKæ�ßRã�âyèJß

ôm�fö��'÷





A1 := sup
x∈(0,b)

AM (x),

A2 := sup
x∈(0,b)

AT (x),

A3 := inf
g(x)>0

sup
x∈(0,b)

AB(x; g),

A4(s) := sup
x∈(0,b)

AW (x, s), 1 < s < p.

ÞàßhéÉë��Xßhã�âyèJßFæ~åVã~âyó�ç{åVã'è[çJâfæ�ó�áFèJå�âXã�ëyã�æ4�hé�ßFâyçJßRî õ èJéÉëaè�ßRëyá¾é~â û èJé�ß8áFâXã�æ�å�èJå�âXã�ä A1 <∞ëyã�æ
A4(s) < ∞ � çJßRäPý6ßFáFèJå��'ßFì�ð.ëaçJß~ã�ßFáRßFä[äJëaç[ð.ëyã�æ ä[ó�� áFåVßFãtè û âyçÄèJé�ß~ïÄëaçJæ%ð1å�ãÉßRòtóÉëyì�å�èpð ôPõyöjõ`÷èJâ é�âXì�æ ö � è�å�ä�ëyìVä[â4�%ã�â ø ã!èJéÉëaè½èJé�ßláFâXã�æÉå�èJåVâXã�ä A2 < ∞

ëaãÉæ
A3 < ∞

á¾éÉëaçgëaáFèJßoçJåVþFßlïÄëaçJæ%ð9R ä
å�ãÉßRòtóÉëyì�å�èpð ô ä[ßFß�	 �� ëyã�æ 	 õ /  ÷gö
� V Y��AX
	 Z]\ ï�ßFçJßÄèJé�ß&ä[ó%üÑä[áoçJå�ý�èJä

M � T � B ëyã�æ W ëaçJß&ß|ò'óÉå�ý�ý?ßFæ ø å�èJé,èJé�ß&ãÑëaîËßRä �Äö � ó�áoí�'ßFã�é�âXó%ýÉè ��� ö ��âXîËëyä[ßRì�ìVå � � ö � ö � ßFßRäJëyá{��ëaãÉæ � ö ÞàßRæ�ßFäPèJåVê ö �hé�ß âXì�æ�ßRäPèñçJßRä[ó�ì�è,åVäñæÉó�ß.èJâ
� ßFßFäJëyá�� 	 ��½ôPõ���%õ`÷ ø å�èJé AB(x) û âaç p = q � ø é�å�ìVß~èJé�ß û âyçJî�êXå$�'ßFã éÉßoçJß û âyç p ≤ q

å�äKæ�ó�ß�èJâ
� ö � ó%ç��yë(	 ���ôPõ��� / ÷gö � ö �BâXî ëyä[ßFìVì�å 	 õ��� ágéÉëaçgëyáoèJßFçJå�þRßFæ.ïÄëaçJæ%ð9R ä�åVã�ßRòtóÉëyìVå�èpð �%åjëËèJéÉß û ó�ã�áFèJå�âXã
AT (x) û âyç p = q

åVã õ���� ëyã�æI' ö í�� ö �{ßoçJä[ä[âXã!ëyã�æ�� ö � ö )tèJßoýÑëyã�â��*	 õ /  û âaç�èJé�ßÄá|ëaä[ß p ≤ q åVã�����"�fö ��ö � ó�á��'ßFã�é�âXó%ýÉè8ýÉó%üÉìVåVä[é�ßFæñé�åVä]çJßRä[ó�ì�è8áRâyãÉã�ßFáFèJßFæ èJâ&èJéÉß û ó�ã�áoèJåVâXã AM (x) û âaç p = q
åVã

õ�2��� 	 õ +  ëyã�æ!å�ã õ�"������ö ) ö � çgëyæ�ìVßoð;	 /  êXßFã�ßFçgëaìVåVþFßFæ,èJé�åVä�çJßFä[ó�ì�è û âyç�èJéÉßKáRëyä[ß p ≤ q. 1 âyç½èJé�ßáRëyä[ß
b =∞ èJé�ßhãÉß ø ßFäPè]áFâXã�æÉå�èJåVâXã A4(s) <∞ ø ëaä�ý�çJâ��XßRæËå�ãËèJé�ß �]é ��èJé�ßRä[å�ä�â û � ö Þ
ßFæ�ßRäPèJå�ê	 õ��� ëyã�æ âXó%ç&ý�çJâfâ û éÉßoçJß�åVãw�hé�ßFâyçJßRî õ å�äKä[åVîËå�ìjëaç ö � âyçJß�æ�ßoègëyåVì�äKáRâyãÉáFßoçJãÉå�ã�ê+èJé�ß�éÉå�äPèJâyç[ð.â ûïÄëaçJæ%ð9R ä�åVã�ßRòtóÉëyìVå�èpð+á|ëaã,ü6ß û âXó�ãÉæ,å�ã 	 �Yö

� V Y��AX
	��G\ � âyèJß]èJéÉëaè
AW (x, p) = AM (x),

ä[â�èJéÉëaè
A1 <∞

î ëFðlü6ß4çJßFê'ëaçJæ�ßFæ�ëyä{ë�ìVå�îËå�èJå�ã�ê
áRëyä[ßKâ û èJéÉß�Þ
ßFæ�ßRäPèJå�êËä[áRëyìVß&â û áRâyãÉæ�å�èJåVâXã�ä A4(s) <∞ (1 < s ≤ p). � âyçJßFâ��'ßoç � ø ß&éÉë��'ßôm�fö��'÷

AW (x, s) ≥ AM (x), 1 < s ≤ p.� ã û ëyáoè � ä[åVã�áRß V (t)
åVä�åVã�áFçJßRëyä[å�ãÉê ëyã�æ

p ≥ s, ø ßKéÑë��'ß

AW (x, s) =

(∫ b

x

u(t)V q(p−s)/p(t)dt

)1/q

V (s−1)/p(x)
ôm�tö��X÷



WEIGHTED HARDY INEQUALITY

 ���

≥
(∫ b

x

u(t)dt

)1/q

V (p−s)/p(x)V (s−1)/p(x)

=

(∫ b

x

u(t)dt

)1/q

V (p−1)/p(x) = AM (x).

� ã û ëaáFè � ütð+îËâfæ�å û ð%åVã�ê~èJé�åVä�ë`çJêXó�îËßRã'è ø ßKä[ßRßÄèJéÉëaè AW (x, s)
åVä�ã�âXã�åVã�áoçJß|ëyä[å�ã�ê åVã

s
âXã

(1, p].
� ßFútè � ø ßhã�âyèJß4èJéÑë`è{èJé�ßháRâyãÉäPègëaãtèJä A1, A2, A3

ëyã�æ
A4(s)

á|ëyã�ëyìVì�ëyìVä[â�ü6ßhó�ä[ßFæ�èJâÄßFäPèJåVî ë`èJß
èJé�ß0ü6ßRäPèKáFâXã�äPègëyã'è

C
å�ã ôPõaöjõ`÷gö91 âyç&ßoú�ëyî�ýÉìVß0èJé�ß û âXì�ìVâ ø å�ãÉê+å�ä �%ã�â ø ã ô ä[ßRß~ß ö ê ö 	 õ��� ëyã�æ
	 õ���

ëyã�æ,èJé�ßÄçJß û ßFçJßFã�áRßFähêXå$�'ßFã,èJé�ßoçJß ÷ �
l1 ≤

C

A1
≤ u1,

ø å�èJé
ôm�fö��'÷

l1 = l1(p, q) = 1
ëaãÉæ

u1 = u1(p, q) =

( Γ( pq
(q−p)

Γ( q
q−p )Γ(p(q−1)

q−p )

)q−p/qp
,

ëyã�æ
l2 ≤

C

A2
≤ u2,

ø å�èJé
ôm�fö�'÷

l2 = l2(p, q) = 1, u2 = u2(p, q) = p′;

û ó�ç[èJé�ßoçJîËâyçJß
l3 ≤

C

A3
≤ u3,

ø å�èJé
ôm�föVõ��t÷

l3 = l3(p, q) =
(p′/q)1/q

(1 + q
p′ )

1/q(1 + p′
q )1/p′

, u3 = u3(p, q) =

(
p′

q

)1/q

,

ëyã�æ �Éû âyç 1 < s < p,

l4(s) ≤ C

A4(s)
≤ u4(s),

ø å�èJé

ôm�föVõXõ`÷ l4(s) = l4(s, p, q) =

(
p

p− s

)((
p

p− s

)p
+

1

s− 1

)−1/p

,

u4(s) = u4(s, p, q) =

(
p− 1

p− s

)1/p′

.

� ßoúfè ø ß ø å�ìVì6ý6âXå�ãtè�âXó%èhèJéÉß û ëyáoèhèJéÉëaèhèJé�ßoçJß&ë`çJß&ëyìVä[â�âyèJé�ßFç�áFçJå�èJßFçJåVë û âyç�èJé�ß �yëyìVå�æÉå�èpðñâ û ôPõyöjõ|÷gö�hé�ßFä[ßlëaçJßKüÑëyä[ßFæ!âXã+èJé�ß û âXì�ìVâ ø å�ãÉê c i a�j fC`klU| r f b ~Qf�| j _ �^E_ `
p, q > 1 a�b9c ~ n�b�o f c _ r ` e _�� a�r{c l n |�_ r{a ` n�r

(Hf)(x) :=

∫ x

0

f(t)dt.

� p ` e _�� a |"|Gf b��ôm�föVõ��'÷
H : Lp(0, b; v)→ Lq(0, b, u)




 � �
A. KUFNER ET AL.

f o ~ n�b `kf b i n i o�y ` e _ b ` e _I~ n�b�� i � a ` _ � a�r�c l n |�_ r{a ` n�r (H̃f)(x) =
∫ b
x
f(t)dt

� a | o ` e _ o | a ~�_
Lq
′
(0, b, u1−q′)

~ n�b `kf b i n i oQj l f b ` n Lp′(0, b; v1−p′) t fC` e ` e _ o�a ��_ n |�_ r{a ` n�r.bGn�r � ��� ` e _ j _ a�o `~ n�b o ` a�b ` o i�~ e ` e]a ` ` e _L~ n�rQr _ o | n�b9c f b�� f b _�h i a�j fk`kl e]n�j$c�o ��yqo _�_L_ u �"u�����y | uq���
	QuÞàß&áFâXã�ä[åVæ�ßoç½èJé�ß û âXìVì�â ø åVã�ê ô æ�óÑëaì ÷ ëyãÉëyì�âXêXó�ß&â û AT (x) :

A∗T (x) =

(∫ b

x

v1−p′(t)

(∫ b

t

u(s)ds

)p′
dt

)1/p′(∫ b

x

u(t)dt

)−1/q′

.

� âyçJßFâ��'ßoç � èJéÉßKæ�óÉëyìBëyãÉëyì�âXêXó�ßFä½èJâ AB(x; g)
ëyã�æ

AW (x, s)
çJßRëyæ �

A∗B(x; g) =

(
1

g(x)

∫ b

x

v1−p′(t)

[
g(t) +

∫ b

t

u(s)ds

]p′/q+1

dt

)1/p′

, g(x) > 0,

ëyã�æ �Éû âyç 1 < s < q′,

A∗W (x, s) =

(∫ x

0

v1−p′(t)

(∫ b

t

u(y)dy

)p′(q′−s)/q′
dt

)1/p′(∫ b

x

u(t)dt

)(s−1)/q′

,

çJßFäPý6ßRáoèJå$�'ßFì�ð ö Þàß&ëaìVä[â�ýÑó%è

ôm�föVõ + ÷




A5 := sup
0<x≤b

A∗T (x),

A6 := inf
g(x)>0

sup
0<x≤b

A∗B(x, g),

A7(s) := sup
0<x≤b

A∗W (x, s), 1 < s < q′.

Þ�å�èJé�èJéÉßFä[ßÇã�âyègë`èJåVâXã�ä~ëyã�æàåVã �%å�ß ø â û èJéÉß æ�óÑëaìVå�èpð ý�çJå�ãÉáFå�ýÉì�ß ø ßÇáFâXã�áRì�ó�æÉßËèJéÉëaèlèJéÉß ïÄëaçJæ%ðå�ãÉßRòtóÉëyì�å�èpð ôm�föjõ`÷ é�âXì�æ�ä�å û ëyã�æËâyãÉì�ð�å û ëyã'ð�â û èJé�ß�áRâXã�æ�å�èJå�âXã�ä A5 <∞, A6 <∞
âyç
A7(s) <∞,

1 < s < q′,
åVä�äJëaèJåVäPùÉßFæ ö � âyçJßFâ��'ßoç � ø ß&éÉë��XßKèJéÉß û âyìVìVâ ø åVã�ê ßFäPèJåVîËëaèJßRä��

l5 ≤
C

A5
≤ u5,

ø å�èJé
ôm�föVõ / ÷

l5 = l5(p, q) = 1, u5 = u5(p, q) = q;

û ó�ç[èJé�ßoçJîËâyçJß
l6 ≤

C

A6
≤ u6,

ø å�èJé
ôm�föVõ��'÷

l6 = l6(p, q) =
(q/p′)1/p′

(1 + q
p′ )

1/q(1 + p′
q )1/p′

, u6 = u6(p, q) =

(
q

p′

)1/p′

,

ëyã�æ �Éû âyç 1 < s < q′,

l7(s) ≤ C

A7(s)
≤ u7(s),

ø å�èJé

ôm�föVõ��'÷ l7(s) = l7(s, p, q) =

(
q′

q′ − s

)((
q′

q′ − s

)q′
+

1

s− 1

)−1/q′

,

u7(s) = u7(s, p, q) =

(
q′ − 1

q′ − s

)1/q

.



WEIGHTED HARDY INEQUALITY

 � 


)tóÉî�îËåVã�ê�ó%ýñèJé�ß�å�ã �XßRäPèJå�ê'ëaèJåVâyãÉä ø ßÄëaçJß�ã�â ø çJßRëyæ%ð èJâ û âaçJî0ó�ìjëaèJß�èJé�ß û âyìVìVâ ø åVã�ê~åVî�ý�çJâ��XßFíîËßFã'èlâ û èJéÉß�ó�ä[óÉëyì�ágéÉëaçgëyáoèJßFçJå�þ|ë`èJåVâXã â û ïÄë`çJæ�ðGR äKåVã�ß|ò'óÑëaìVå�èpð.îËßFãtèJå�âXã�ßRæ�å�ã èJé�ß�åVã'è[çJâfæ�ó�áFèJå�âXãëyähèJé�ß û âXìVì�â ø åVã�êËä[ß��'ßFã,áRâyãÉæ�å�èJåVâXã�ä �hé�ßFâyçJßFî �
SUT�V�W�XAV�Y �G\E^E_ `

1 < p ≤ q <∞. d�e _ b
ôm�föVõ��X÷ (∫ b

0

(∫ x

0

f(t)dt

)q
u(x)dx

)1/q

≤ C
(∫ b

0

fp(x)v(x)dx

)1/p

e]n�j$c�o p n�r�a�j>j ��_ a�o i r�a z j _ p i b ~�`kf n�b o f ≥ 0
f p4a�b9c,n�b j lIf p4a�b l n p ` e _ � � i `ki a�j>j l*_�h iOf x�a�j _ b ` �

b i���z{_ rQo A1, A2, A3, A4(s), 1 < s < p,A5, A6 n�r A7(r), 1 < r < q′ y f o�� b fk` _ u vwn�r _ n�x _ rQy` e _ z�_ o ` ~ n�b�o ` a�b ` C f b
���]uC����� ~ a�b z�_L_ o `kf � a ` _ c�a�o p n�j>j$n t o��
sup
i
Aili ≤ C ≤ inf

i
Aiui,

t e _ r _ Ai a�r _ c _ �qb _ c z l ���]u��Q�4a�b9cI�m�]uC����� [A4 = A4(s), A7 = A7(r)] y li a�b9c ui a�r _ c _ �qb _ czQl �m�]u	����
��m�]uC�"�Q��a�b9c;�m�]u>�����
��m�]uC����� [l4 = l4(s), l7 = l7(r), u4 = u4(s), u7 = u7(r)] a�b9c ` e _f b�� �Li��[f o ` a�� _ bwn�x _ r i = 1, 2, ..., 7, 1 < s < p a�b9c 1 < r < q′.
� V Y��AX
	��9\ � ãÉëyìVâXêyâXó�ä[ì�ðñèJâ � ßFî ëaç�� � ø ßKãÉâaèJßKèJéÉëaè

A∗W (x, q′) = AM (x).
� âyçJßFâ��'ßoç � ä[åVã�áFß�èJé�ß û ó�ã�áoèJåVâXã U(t) =

∫ b
t
u(s)ds

åVä8æ�ßRáoçJßRëyä[åVã�ê � ø ß�ùÉãÉæ+ëyä8åVã � ßRîËëaç�� � èJéÉëaè
A∗W (x, s)

å�ä½ã�âXã�åVã�áoçJß|ëyä[å�ã�ê å�ã
s
âXã

(1, q′]
ä[âËèJéÉëaè½å�ã+ýnë`ç[èJåVáFóÉìVëaç

A∗W (x, s) ≥ AM (x), 1 < s ≤ q′.

�?Ô76ÏÙ98;:1ÜXÙ98��E@ÑØaÝCDFÙ6ÖED~ÙGF8×�?�:!ÜXÙ6Ö�Ú{Ýj×`ÝMÙ6Ö�D7@nÖ�Ú�ÜXÙ98��E@ÑÜy×`Ö�:OD�D�Ø�:OD|ÛEPO×�DyÔ 1 å�çJäPè ø ßKã�âyèJßèJéÉëaèÇëyáFáRâyçJæ�å�ãÉê èJâàâyó�ç��hé�ßFâyçJßFî � èJé�ß ô ü6ßRäPè ÷ áFâXã�äPègëyã'è
C
åVã ôPõyöjõ|÷ äJëaèJå�äPùÉßRä

C ≈ Ai û âaç
i = 1, 2, ..., 7,

ä[â1èJéÉëaè ø ßÇá|ëaã
ß|ëyä[å�ì�ð�ßRäPèJå�î ëaèJßñëyã'ðàâ û èJéÉß áRâyãÉäPègëaãtèJä Ai ø å�èJéàé�ßRì�ý�â û ëaãtðâyèJé�ßoç
Aj , j 6= i.

ï�â ø ß��XßFç � å�è ø âXó�ì�æ~ü6ßhó�ä[ß û ó�ìfèJâKßFäPèJåVîËëaèJß8î0ó%èJóÑëaìVì�ð0ãÉâaè�âXã�ì�ðlèJé�ß8ä[ó�ý�çJßFî ëÄâ ûèJé�ß û óÉã�áoèJåVâXã�ä4å�ã �XâXì$�'ßFæ � üÑó%è8ëyìVä[â&ü?ß�ëaüÉìVß½èJâ0áFâXî�ýÑëaçJß½èJé�ß û ó�ã�áoèJåVâXã�ä]èJé�ßRî�ä[ßRì��'ßRä ö�� ã�ß½çJß|ëaä[âXã
û âyç�èJé�åVä�áRìVëyåVî å�ä�üÑëyä[ßFæ âyãËèJé�ß û ëyáoè�èJéÉëaè�èJé�ßhî ëaý�ýÉåVã�ê ôm�föVõ��'÷ å�ä]áFâXã'èJåVãtó�âXó�ä�æ�óÉßhèJâÄèJé�ß�ïÄëaçJæ%ðå�ãÉßRòtóÉëyì�å�èpð

(∫ b

0

|(Hf)(x)|q u(x)dx

)1/q

≤ C
(∫ b

0

|f(x)|p v(x)dx

)1/p

å û ëyã�æ1âyãÉì�ð,å û ëyã'ð!â û èJé�ß&ãtó�îlü6ßFçJä Ai åVä�ùÉã�å�èJß0ëaãÉæ!åVä � îËâyçJßFâ��'ßoç � áFâXî�ýÑëyáoè�å û ëyã�æ1âyãÉì�ð,å û å�ãëyæ�æ�å�èJå�âXã
ô + öVõ`÷

lim
x→0+

AM (x) = 0, lim
x→b−

AM (x) = 0,

ä[ßFß�ß ö ê ö 	 õXõ � �héÉßFâyçJßFî �tö + Hö �héÉå�ä û ëyáoèÄçJß��ÉßRáoèJä�èJéÉß�ò'óÉßFäPèJåVâyã ø é�ßoèJéÉßoçKâyçKã�âyè&ëyì�ä[â+èJé�ß�âaèJéÉßoç& æ�ßoùÑã�å�ãÉê & û ó�ã�áFèJå�âXã�ä�áRâyç[çJßFäPý6âXã�æ�åVã�êËèJâ�ä[âXî�ß&â û èJé�ßKáRâyãÉäPègëaãtèJä Ai ágéÉëaçgëyáoèJßFçJå�þRå�ã�ê�èJé�ßKïÄëaçJæ%ðå�ãÉßRòtóÉëyì�å�èpð ôPõyöjõ`÷ éÉë��Xß�ä[âXîËß�ëaæÉæ�å�èJåVâXãÉëyì�ý�çJâyý6ßoç[èJåVßFäÄâ û èJé�ßlèpðfý6ß ô + öjõ`÷ ø é�å�á¾é êXóÉëaçgëyã'èJåVßFäKëyìVä[âèJé�ß�áFâXî�ýÑëyáoèJãÉßFä[ä�â û èJé�ß�ïÄëaçJæ%ð~âyý6ßFçgëaèJâaç�ü?ßoè ø ßFßRã ø ßRå�êXé'èJßRæ4'BßFü6ßFä[êXó�ß�äPýnëaáRßFä ö�� ãÉß�ä[å�èJóÉëaèJå�âXã
ø é�åVágé
æ�å�çJßFáFèJì�ð�êyå$�'ßFä0ë,ý?âyä[å�èJå$�Xß çJßFä[óÉì�è0åVä ø é�ßFãàèJé�ß æ�ßFùÉã�åVã�ê û ó�ã�áFèJå�âXã�ä~ë`çJßÇßRòtó�å$�yëyìVßFã'èlüÉó%èèJé�åVä8å�ähã�âyè�ëyì ø ëRðfä8è[çJó�ß öO1 âyç�ßoú�ëyî�ýÉìVß ø ß �%ã�â ø èJéÉëaè A1 <∞

å�ähßRòtó�å$�yëyìVßFã'è8èJâlèJéÑë`è
A2 <∞
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üÉó%è½å�è½æ�âfßFä½ã�âyè½å�ã!êXßFãÉßoçgëyì?éÉâyìVæ,èJéÉëaè
AM (x) ≈ AT (x),

å ö ß ö � èJéÉëaè�èJé�ßoçJß&ßoú%å�äPè�ý?âyä[å�èJå$�Xß&áFâXã�äPègëyã'èJä C1, C2
ä[óÉágé,èJéÉëaè

ô + ö��'÷
C1AM (x) ≤ AT (x) ≤ C2AM (x).

��� ��Y���� V
Z]\ 'Bßoè�ó�ä�ègë��'ß
u(t)= tα, v(t)= tβ , α, β ∈ R. �hé�ßháFâXã�æ�å�èJå�âXã V (x)=

∫ x
0
v1−p′(t)dt

<∞ ì�ß|ëyæ�ähèJâ�èJé�ßÄçJßRäPè[çJå�áFèJå�âXã
β < p− 1.ô å ÷ 'BßFèló�älù�çJäPèláRâXã�ä[å�æÉßoçlèJé�ß áRëyä[ß

b = ∞, å ö ß ö åVã"�'ßFäPèJåVê'ëaèJßËèJé�ßL�XëaìVåVæ�å�èpð�â û ôPõyöVõ`÷ âXã�èJé�ßå�ãtèJßoç��yëyì
(0,∞).

�hé�ßFã,ëyìVì û ó�ãÉáoèJåVâyãÉä AM (x), AT (x), AW (x, s)
ëyã�æ,ëyì�ä[â

AB(x; g) û âaç g = VëaçJßKâ û èJéÉß û âaçJî
Ai(x) = Cix

α+1/q− β+1
p +1;

û âyç½ä[åVî�ýÉì�åVáFå�èpð � ø ß&âyîËå�è�èJéÉß s ëyã�æ,ýÉó%è V = g
åVã
AW (x, s), AB(x, g) ø çJå�èJåVã�ê ä[å�î�ýÉì�ð Ai(x),ø å�èJé
ä[âXîËß ý6âXä[å�èJå��'ßÇáRâXã�äPègëyã'èJä Ci. � âXã�ä[ß|òtó�ßFã'èJì�ð � èJéÉß ãtóÉî&ü?ßoçJä Ai := supx > 0Ai(x)

ëaçJß
ùÉã�å�èJßKå û ëyã�æ!âXã�ì�ð+å û èJéÉßÄýÑëyå�ç {α, β} äJëaèJåVäPùÉßFä

α+ 1

q
− β + 1

p
+ 1 = 0.

1 âyçhèJé�åVä4ýÑëyå�ç � åVã�ßRòtóÉëyìVå�èpð ôPõyöjõ`÷ é�âXìVæ�ä�ëyã�æÇèJé�ßÄî ëaý�ýÉåVã�ê ôm�föjõ��X÷ åVä8áFâXã'èJåVãtó�âXó�ä � üÉó�èháRëyã�ã�âyè8ü?ßáFâXî�ýÑëyáoè½ä[åVã�áFßKèJéÉßKáFâXã�æÉå�èJåVâXã�ä ô + öjõ`÷ áRëyã�ãÉâaè�ü?ßKäJëaèJå�äPùÑßFæ ö
ô åVå ÷ 'BßFè4ó�ä8ã�â ø áFâXã�ä[åVæ�ßoç8èJé�ß�åVã'èJßoç��Xëaì (0, b) ø å�èJé b <∞, äJëRð b = 1.

�hé�ßRã ø ß�éÉë��XßÄëyê'ëyå�ã
AT (x) = CTx

λ, λ =
α+ 1

q
− β + 1

p
+ 1

ëyã�æ,èJé�ßKî ëaý�ýÉåVã�ê
H ø å�ìVì?ü6ß&áFâXã'èJåVãtó�âXó�ä�ý�çJâ��%åVæ�ßFæ

α+ 1

q
− β + 1

p
+ 1 ≥ 0.

� ã,èJé�ß&âaèJéÉßoç½éÉëyã�æ �
AM (x) = CM

(
1− xα+1

α+ 1

)1/q

x−(β+1)/p+1

ø å�èJé α > −1
ëyã�æ

β < p − 1. � âyãÉä[ßRòtó�ßFãtèJì�ð � èJé�ßËî ëaý�ýÉåVã�ê H ø åVìVì{ü6ß áFâXã'èJåVãtó�âXó�ä0å û ô + ö!�X÷é�âXì�æÉä � ëyã�æ�îËâyçJßFâ��'ßoç � å�è ø åVì�ì�ü6ßËáFâXî�ýÑëyáoèlä[åVã�áFß AM (0) = AM (1) = 0.
� ó�èlë,áFâXî�ýÑëaçJå�ä[âXã

â û èJé�ß û âyçJîlóÉìVëyä AM (x)
ëaãÉæ

AT (x)
ä[é�â ø ä+èJéÉëaè ø ß ã�ß��'ßoç,áRëyã�ßFúfý6ßFáFèÇèJéÑë`è,å�è,áRâXó�ì�æ�ü6ß

AT (x) ≈ AM (x) û âyç x ∈ (0, 1)
æ�ó�ß0èJâñèJé�ßlü?ßFéÉë��%å�âyçKå�ã.èJé�ß~ãÉßFåVêyétü6âyçJé�âfâtæ â û x = 1 ø é�ßoçJß

AM (x)
�XëaãÉå�ä[é�ßRähüÑó%è

AT (1) = CT > 0.
� ßFútè ø ßKã�âyèJßKèJéÉëaè�ëaáRáFâyçJæ�åVã�ê�èJâ � ßFî ëaç��%ä � ëyã�æ(+ ø ß&éÉë��Xß&âXã�ì�ðñèJé�ßKßRäPèJå�î ëaèJßFä

ô + ö + ÷
AW (x, s) ≥ AM (x)

ëyã�æ
A∗W (x, s) ≥ AM (x)

ä[â ø ßKáRëyã�ã�âyè�ó�ä[ß ô + öVõ`÷ èJâ�æ�å�çJßRáoèJì�ðÇâyü�ègëyåVã,ë~ä[åVî�åVìjë`ç½áRâXî~ýnëaáFèJã�ßFä[ähçJßFä[ó�ì�èhüfðñó�ä[åVã�ê�èJé�ß û ó�ã�áoíèJå�âXã�ä
AW (x, s)

âyç
A∗W (x, s).

ï�â ø ß �'ßoç � èJé�ß û âXì�ìVâ ø å�ã�êËáRâyî�ýÑëyáFèJã�ßFä[ä�çJßFä[ó�ì�è�é�âXì�æ �
SUT�V�W�XAV�Y �9\E^E_ `

1 < p ≤ q <∞, 1 < s < p a�b9c7j _�` u a�b9c v z�_ t _ f
��e ` p i b ~ `kf n�b�o n�b (0, b).

vwn�r _ n�x _ rQy j _ `
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AW (x, s) :=

(∫ b

x

u(t)V q(p−s)/p(t)dt

)1/q

V (s−1)/p(x),

a�b9c�c _ bGn ` _
A4(s) := sup

x∈(0,b)

AW (x, s).

d�e _ b ` e _ � a�r{c l n |�_ r�a ` n�r4�m�]uC����� f o ~ n � | a ~�` f pga�b9c�n�b j l�f p
lim
x→0+

AW (x, s) = 0, lim
x→b−

AW (x, s) = 0.

� ß û âyçJß ø ß�êXå$�'ß�èJé�ß�ý�çJâfâ û ø ß û âyçJîlóÉìVëaèJß�èJé�ß û âXìVì�â ø åVã�ê1ëyä[ä[ßFç[èJå�âXã�ä ø é�âXä[ßËý�çJâfâ û ä&áRëyã ü?ß
û âXó�ãÉæ,ß ö ê ö å�ã � ö �Äó�ã û âyçJæ!ëyã�æ ��ö � ö )tágé ø ëaç[èJþ�	 �� �
ô � ÷ 'Bßoè

1 ≤ p < ∞. �hé�ßËä[ßRòtó�ßRã�áFß {un} ⊂ Lp(a, b)
áFâXã"�'ßFçJêyßRä ø ßRë��%ì�ð.èJâ u ∈ Lp(a, b) å ûëyã�æ!âyãÉì�ð+å û èJé�ß û âXìVì�â ø åVã�ê�è ø â áFâXã�æ�å�èJåVâyãÉä½ëaçJß û ó�ì�ùÉìVì�ßRæ �

(α) supn ‖un‖Lp(a,b) <∞;

(β)
∫
M
un(t)dt→

∫
M
u(t)dt û âyç½ß �'ßoç[ð+îËßRëyä[ó%çgëaüÉìVß&ä[ó%üÉä[ßFè M ⊂ (a, b).ô ��÷ '�ßoè

T
�
X → Y. {un} ⊂ X, un

áRâyã �XßFçJêXßFä ø ßRë��%ì�ð,èJâ u. �hé�ßFã Tun áRâXã"�'ßoçJêXßFä�äPè[çJâXã�êXì�ðèJâ
Tu.ô � ÷ 'Bßoè T � X → Y.

�hé�ßRã
T
å�ä�áFâXî�ýÑëyáoè�å û ëyã�æ.âXã�ì�ð!å û T̃ : Ỹ → X̃, ø å�èJé T̃ èJéÉßláFâXã��Pó�ê'ëaèJßâyý6ßoçgëaèJâyç½â û T ëyã�æ X̃, Ỹ æ�óÉëyìVä�â û X,Y, åVä½áFâXî�ýÑëyáoè ö

� r{n�n p�u � ÷ � ä[ä[ó�îËßKèJéÉëaè
H
å�ä½áFâXî�ýÑëyáoè ö �hé�ßRã ô + öjõ`÷ åVähè[çJó�ßlëyã�æ!å�è û âXì�ìVâ ø ähèJéÉëaè A1 <∞

ö
� â ø �

AW (x, s) =

(∫ b

x

u(t)V q(p−s)/p(t)dt

)1/q

V (s−1)/p(x)

=

(∫ b

x

u(t)A
q( p−sp−1)
M (t)

(∫ b

t

u(y)dy

)−( p−sp−1 )
dt

)1/q

V (s−1)/p(x)

≤ A
p−s
p−1

1

(∫ b

x

u(t)

(∫ b

t

u(y)dy

)−( p−sp−1 )
dt

)1/q

V (s−1)/p(x)

=

(
p− 1

s− 1

)1/q

A
p−s
p−1

1

(∫ b

x

u(t)dt

)(s−1)/q(p−1)

V (s−1)/p(x)

=

(
p− 1

s− 1

)1/q

A
p−s
p−1

1

((∫ b

x

u(t)dt

)1/q

V 1/p′(x)

)(s−1)/(p−1)

=

(
p− 1

s− 1

)1/q

A
p−s
p−1

1 A
(s−1)/(p−1)
M (x).

)tâËåVã3�%åVß ø â û ô + öjõ`÷ å�è û âXì�ìVâ ø ähèJéÉëaè limx→0+ AW (x, s) = 0
ëaãÉæ

limx→b−AW (x, s) = 0.��� ÷ � â ø ëyä[ä[ó�îËßKèJéÉëaè A4(s) <∞ ëyã�æ
lim
x→0+

AW (x, s) = 0, lim
x→b−

AW (x, s) = 0.

� áFáRâaçJæÉå�ã�ê.èJâ � ßFî ëaç�� � å�è0ð%å�ßRì�æÉä0èJéÉëaè
AW (x, s) ≥ AM (x) û âyç 0 ≤ x ≤ b.

�héÉå�ä~åVî�ýÉì�åVßFä
èJéÉëaè ô + öVõ`÷ åVäÄäJëaèJåVäPùÉßFæàëyã�æ ø ßËáFâXã�áRì�ó�æÉß~èJéÉëaèÄèJé�ß�âyý6ßFçgëaèJâaç H : Lp(0, b; v) → Lq(0, b;u)

å�ä
áFâXî�ýÑëyáoè ö �hé�ßÄýÉçJâtâ û å�ä½áFâXî�ýÉìVßoèJß ö
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1 åVãÉëyì�ì�ð � ø ßÇäPègëaèJßËèJéÉëaè~ë1ä[åVî�åVìjë`ç0çJßRä[ó�ì�è~é�âXìVæ�ä~ëyìVä[â ø å�èJé A4(s)
çJßoýÉìjëyáFßFæàütð

A7(s)
ëyã�æ

áFâyç[çJßFäPý?âyãÉæ�å�ãÉêyì�ð
AW (x, s)

çJßoýÉìjëyáFßRæ+üfð
A∗W (x, s).

SUT�V�W�XAV�Y��}\E^E_ `
1 < p ≤ q < ∞, 1 < s < q′ a�b9c*j _�` u a�b9c v z�_ t _ f

��e ` p i b ~ `kf n�b�o3n�b
(0, b). v n�r _ n�x _ rQy j _�`

A∗W (x, s) =

(∫ x

0

v1−p′(t)

(∫ b

t

u(s)ds

)p′(q′−s)/q′
dt

)1/p′(∫ b

x

u(t)dt

)(s−1)/q′

,

t e _ r _
U(t) =

∫ b

t

u(s)dx,

a�b9c�c _ bGn ` _
A7(s) := sup

0<x≤b
A∗W (x, s).

d�e _ b ` e _ � a�r{c l n |�_ r�a ` n�r4�m�]uC����� f o ~ n � | a ~�` f pga�b9c�n�b j l�f p
lim
x→0+

A∗W (x, s) = 0, lim
x→b−

A∗W (x, s) = 0.

� r{n�n p ö �hé�ß�ý�çJâfâ û å�ä&áFâXî�ýÉìVßoèJßFì�ð ä[å�îËåVìVëaçKèJâ+èJéÉëaè&â û �hé�ßRâaçJßRî + % èJé�åVäÄèJåVîËß ø ß �Pó�äPè&óÉä[ß~èJéÉßçJßFìjëaèJå�âXã
A∗W (x, s) ≥ AM (x)

ý6âXå�ãtèJßFæ!âXó%è½å�ã � ßRî ë`ç�� +�ëyã�æ,èJé�ß û âXì�ìVâ ø å�ãÉêËâyüÉä[ßoç��XëaèJå�âXã �

A∗W (x, s) =

(∫ x

0

v1−p′(t)

(∫ b

t

u(y)dy

)p′(q′−s)/q′
dt

)1/p′(∫ b

x

u(t)dt

)(s−1)/q′

=

(∫ x

0

v1−p′(t)Ap
′(q′−s)(q−1)
M (t)V −q(q

′−s)/q′(t)dt

)1/p′(∫ b

x

u(t)dt

)(s−1)/q′

≤ A
(q′−s)(q−1)
1

(∫ x

0

v1−p′(t)V −q(q
′−s)/q′(t)dt

)1/p′(∫ b

x

u(t)dt

)(s−1)/q′

=

(
1

(s− 1)(q − 1)

)1/p′

A
(q′−s)(q−1)
1 V (x)(s−1)(q−1)/p′(t)

(∫ b

x

u(t)dt

)(s−1)/q′

=

(
1

(s− 1)(q − 1)

)1/p′

A
(q′−s)(q−1)
1

(
V (x)1/p′(t)

(∫ b

x

u(t)dt

)1/q)(s−1)(q−1)

=

(
1

(s− 1)(q − 1)

)1/p′

A
(q′−s)(q−1)
1 A

(s−1)(q−1)
M (x).

�BÔ��lÙ6ÖBÜ PYÛBÚ{Ý Ö�=àØ�:]8;@ÑØ��ADL@nÖBÚ�Ù �q:%Ö NÏÛ�:ODo×`ÝMÙ6Ö�D
� V Y��AX
	��}\ �hé�ßÄçJßRëyä[âXãñèJâ~åVã'è[çJâfæ�ó�áRß�èJé�ßÄáRâyãÉäPègëaãtè

A2
åVã;	 õ /  û âaç�á¾éÉëaçgëaáFèJßoçJåVþFåVã�ê ôPõaöjõ`÷ ø ëyäèJé�ß1åVæ�ßRë�èJâàùÉãÉæ � �fåjë
ëàìVå�îËå�èJå�ã�êàýÉçJâtáRßFæ�ó�çJß � ë ø ßFåVêXé'èñágéÑë`çgëyáFèJßoçJåVþRëaèJå�âXã û âaçÇèJé�ß ø ßFåVêXé'èJßFæ�	�yì�ðtëaí�
Kã�âyý�ý.å�ã�ß|òtóÉëyì�å�èpð

ô / öVõ`÷ (∫ b

0

exp

(
1

x

∫ x

0

ln f(t)dt

)q
u(t)dt

)1/q

≤ C
(∫ b

0

f(x)pv(x)dx

)
szczyl1/p.

�hé�ß0ý�çJâyüÉìVßFî ø é�å�á¾é ëaý�ý6ß|ëaçJä ø é�ßRã ø ßlè[ç[ð!èJâñä[âXì$�Xß0èJéÉß0äJëyîËß0ý�çJâyüÉìVßFî ütð1óÉä[å�ã�êñèJéÉß0ó�ä[óÉëyì� ó�á��XßRã�é�âXó%ý�è~áRâyãÉæ�å�èJåVâXã ôPõyö!�X÷ å�ä0æ�ßRä[áoçJå�ü6ßFæ
å�ã
æ�ßFègëyå�ì]åVã 	 õ��� ëaãÉæàã�ßRáFßFä[äJëaç[ð
ëyã�æàä[ó�� áRå�ßRã'è
áFâXã�æ�å�èJåVâyãÉä�áRâyóÉì�æ!âXã�ì�ðÇü?ßÄý�çJâ��'ßFæ!åVã+èJéÉßÄý6â ø ßoç ø ßRå�êXé'è�áRëyä[ß ô á û ö ëyìVä[â 	 �� ÷gö
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� V Y��AX
	��G\ �hé�ß½ã�ß ø ä[áRëyìVß�â û áFâXã�æ�å�èJåVâyãÉä A4(s) <∞ åVã'è[çJâfæ�ó�áFßRæËåVã,	 õ��� û âyç b =∞ û âyç]ágéÉëaíçgëyáoèJßoçJåVþFåVã�ê ôPõyöVõ`÷ éÉëyä�èJé�ßhäJëaîËß8ý�çJâyý6ßFç[èpð0ëyä
A2
áRâyãÉáFßoçJãÉå�ã�ê�èJé�ßhìVå�îËå�èJå�ã�êÄý�çJâfáFßFæÉó%çJß8æ�ßRä[áoçJå�ü6ßFæ

å�ã � ßFî ëaç�� /Këyã�æ ø ßhßFãÉæ�ó%ý ø å�èJéËëyã�âyèJé�ßoç ø ßRå�êXé'è�á¾éÉëaçgëyáoèJßoçJåVþRëaèJåVâXã~â û ô / öVõ`÷gö � áoèJóÉëyìVì�ð � A4(s)ëaçJßñáFâXã�äPè[çJóÉáoèJßFæåVã�ä[ó�á¾é#ë ø ëRðàèJéÉëaè~èJé�ß+äJëaîËß+á¾éÉëaçgëaáFèJßoçJåVþRëaèJåVâyã#ëaä~èJéÉëaè~ütð ��ö � ýÑå�á,ëyã�æ� ö � ó%ç��yë*	 õXõQ å�äKâyü�ègëyåVã�ßFæ ô üÉó�è ø å�èJé�ëñä[âXîËß ø éÑë`èKü6ßFè[èJßoçKì�â ø ßFçÄü?âyóÉã�æ û âyç C).
1 âyç&æ�ßoègëyåVì�ä

ä[ßFß�	 õ���Hö
� V Y��AX
	��9\ '�ßoèBó�äBã�âyèJß�èJéÉëaèBä[âXîËß]ëyãÉëyì�âXêXó�ßFäBèJâhèJé�ß & æ�óÑëaì & áFçJå�èJßFçJåVë8ý6âXåVã'èJßFæ&âXó%è�åVã )tßFáFèJå�âXã �
ëaý�ý6ßRëaç�ëyìVä[â�åVã,ä[ìVå�êXé'èJì�ð+îËâtæÉå�ùÉßRæ û âaçJîËä½å�ã,ýÑëaý6ßoçJähütð+âaèJéÉßoç�ëyó%èJé�âyçJä � ß ö ê ö ütð � ö � ßRã�ã�ßFè[èU	 õ 
û âyç]èJé�ß½æ�åVä[áoçJßoèJß�ëaãÑëaìVâXêXó�ß�â û ïÄëaçJæ%ð9R ä�åVã�ß|ò'óÑëaìVå�èpð � ütð � ö )fë ø ð'ßoç 	 õ��� û âyç�èJé�ß�è ø âyíHæ�åVîËßFã�ä[åVâXãÉëyìïÄëaçJæ%ð+å�ã�ß|òtóÉëyì�å�èpð ô ä[ßFß ô / ö��'÷ ëyã�æ���ó�ßFäPèJåVâXã,+0ü6ßRì�â ø ÷gö � ìVä[âËåVã() ö � ìVâfâyî ëaãÉæ � ö 
&ßoçJî ëyãw	�+ 
ø ßKá|ëaã,ùÉãÉæ!ë�áFçJå�èJßFçJå�âXã,áRâaç[çJßRäPý6âXã�æ�åVã�ê�èJâ A∗T (x).� ã+èJéÉß�ýÉçJß �%å�âXó�ä½ä[ßFáFèJå�âXã�ä ø ß&éÉë��'ßKêXå��'ßRã,ä[âXî�ßKçJßFìjëaèJå�âXã�ähü6ßFè ø ßFßRã+èJé�ßKáFâXã�äPègëyã'èJä Ai ô ëyã�æèJé�ß0áFâyç[çJßFäPý?âyãÉæ�å�ãÉêÇæÉßoùÉã�åVã�ê û ó�ãÉáoèJåVâyãÉä ÷ ø é�åVágé ëyìVì�á¾éÉëaçgëyáoèJßoçJåVþFßRä½èJé�ß0ïÄëaçJæ%ð!åVã�ß|ò'óÑëaìVå�èpð ôPõyöVõ`÷üÉó%èÇâaüO�fåVâXó�ä[ì�ðî ëyã'ðâyý6ßRã�òtó�ßRäPèJå�âXã�äËçJßRî ëaåVã�äËèJâ ü6ß!ä[âXì��'ßFæ ö ï�ßFçJß ø ß �^ó�äPè ý6âXå�ãtè âXó%èËèJéÉß
û âXìVì�â ø åVã�ê �
��� V
	���CW�� Z]\ � ä�å�è�ý?âyä[ä[å�üÉìVßKèJâ�ùÉãÉæ!ë~ù�ú%ßRæ,áFâXã�äPègëyã'è

C
ä[â�èJéÉëaè

AW (x, s) ≤ CAM (x) or A∗W (x, s) ≤ CAM(x),å ö ß ö
AW (x, s) ≈ AM (x), 1 < s < p,

âyç
A∗W (x, s) ≈ AM (x), 1 < s < q′

ô ä[ßFß ô + ö + ÷[÷�� � âyçJß
êXßFã�ßFçgëaìVì�ð � åVä½å�è�ý6âXä[ä[å�üÉìVß&èJâËßFäPèJåVî ëaèJß&ä[âyîËß&â û èJé�ß&æÉßoùÉã�åVã�ê û ó�ãÉáoèJåVâyãÉä Ai(x) û çJâXî ëaü6â��'ßlëyã�æ
û çJâXî ü6ßRì�â ø ütð+ä[âyîËß&âyèJé�ßFç û ó�ãÉáoèJåVâyã Aj(x), j 6= i?
��� V
	���CW�� �G\ � ó%ç ��ú�ëyî~ýÑì�ß �föVõ ä[é�â ø ä�èJéÉëaè{èJé�ß û ó�ãÉáoèJåVâyã AT (x)

áRëyã�ã�âyè�äJëaèJåVä û ð�ë�áRâXã�æ�å�èJå�âXãì�å$�'ß ô + öjõ|÷ ä[â�èJé�ß4òtó�ßRäPèJå�âXãlåVä ø é�ßoèJé�ßFç�å�è�å�ä�ý6âXä[ä[å�üÉì�ß4èJâ½á¾éÉëaçgëaáFèJßoçJåVþFß4áFâXî�ýÑëyáoèJã�ßRä[ä�â û èJé�ß]ïÄëaçJæ%ðâyý6ßoçgëaèJâyç½å�ã,èJßoçJîËä�â û A2
ëyã�æ!å�èJä�áFâyç[çJßFäPý6âXã�æÉå�ã�ê æÉßoùÉã�åVã�ê û ó�ãÉáoèJåVâyã AT (x)

ö
� ã��%å�ß ø â û èJé�ß�ã�ß ø ßoúfýÉìjëaãÑë`èJåVâXã�ähëyã�æñáFâXî�ýÉìVßFîËßFãtèJä8â û èJé�ß½çJßRî ë`ç��XëaüÉì�ß � ö )%ë ø ð'ßFç4çJßRä[ó�ì�è	 õ��� û âyç�èJé�ßÄè ø âyíHæ�åVîËßFã�ä[åVâXãÉëyìÏïÄëaçJæ%ð+âyý6ßFçgë`èJâyç H2 :

ô / ö��'÷
H2f(x1, x2) :=

∫ x1

0

∫ x2

0

f(y1, y2)dy1dy2,

ø é�åVágé ø ëyähý�çJßRä[ßFã'èJßRæ,å�ã 	 õ��� ø ßKä[ó�êXêXßFäPè�èJéÑë`è½ä[âXî�ß&ä[å�îËåVìVëaç½çJßFä[ó�ì�èJä½ëyähèJé�âXä[ßÄý�çJßFä[ßRã'èJßFæ,éÉßoçJßáRëyã!ëyìVä[âËé�âXìVæ,åVã!ä[âXî�ßKè ø âyíHæ�åVîËßFã�ä[åVâXãÉëyìBáRëyä[ßFä ö Þ
ßKâXã�ì�ðÇý?âyä[ßKèJéÉß û âyìVìVâ ø åVã�ê �
��� V
	���CW�� �9\ � ä�å�è�ý?âyä[ä[å�üÉìVßKèJâËá¾éÉëaçgëaáFèJßoçJåVþFßÄèJé�ß&áFâXî�ýÑëyáoèJã�ßRä[ä�â û èJé�ßKî ëaý�ýÉåVã�ê

H2 : Lp([0, b1]× [0, b2] ; v)→ Lq([0, b1]× [0, b2] ;u),

ø é�ßoçJß H2
åVä�æÉßoùÉã�ßRælütð ô / ö��'÷ � åVã�ë�ä[åVî�åVìjë`ç ø ëRð~ëaä{åVãlèJé�ß8âXã�ßoíHæÉå�îËßFãÉä[å�âXãÉëyì%áRëyä[ß ô ä[ßFß �hé�ßFâyçJßRî�tö +ÇåVã�	 õ��� ëaãÉæ ô + öVõ`÷[÷�� � áFáRâyçJæ�å�ãÉêñèJâÇèJé�ß0çJßRä[ó�ì�èKåVã�	 õ��� å�èKä[ßFßFîËäÄèJâÇü?ß~ßRëyä[å�ßFç�èJâ+ä[âXì��'ß~èJé�å�ä

òtó�ßFäPèJåVâXã ø é�ßFã v åVä½â û ý�çJâfæ�ó�áFè�èpðfý6ßKå ö ß ö v(x1, x2) = v1(x1)v2(x2).
� ��
� �,XAV�Y��AX
	 \ )tâXîËß&áRâyî�ýÉìVßFîËßRã'ègëaç[ð+çJßFä[ó�ì�è�áFâXã�áRßoçJã�åVã�ê ã�ßRáFßRä[äJë`ç[ð!ëyã�æ1ä[ó�� áFåVßFã'è�áFâXã�æ�å�í
èJå�âXã�ä û âyçhèJé�ß ø ßRå�êXé'èJßRæ,ïÄëaçJæ%ðñåVã�ßRòtóÉëyìVå�èpð û âaç�èJé�ßKáRëyä[ß 1 < p ≤ q <∞ á|ëyã!ëyì�ä[â�ü6ß û âyóÉã�æ,åVãèJé�ßÄýnë`ý?ßoçg	 ��Hö

1 åVãÉëyì�ì�ð ø ß4çJßRîËëaç��&èJéÉëaè{èJé�åVä�ýÑëaý6ßoç�áFâXåVã�áFåVæ�ßRä ø å�èJé�ë�ègëaì$�lêXå��'ßRã0ütð&èJéÉß8ä[ßFáRâyãÉæ~ãÉëyî�ßRæ�ëyó%íèJé�âyç8ë`è]èJé�ßhÞ�� ëaæ�ðfä�� ë ø � çJìVå�áRþ � ßRã'èJßFãÉëaç[ð � âXã û ßoçJßRã�áFß�ëyã�æ 1 ó�ãÉáoèJåVâyãI)'ýÑëyáRßFä � ��� åVã��{âXþFãÉë�� �
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