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nt = ∇ · (D∗ (∇p+ n∇ϕ)) ,
òJó,ô

∆ϕ = n,
òUõ0ô

á"êìê�éMá"â�æcö�ë]ñìé÷íJëyá"ë]æríJë]æcçMáOå¦ïÐé_çiñ®áOöìærçMí�ä0ð.íWéMårðLè9á"ëWëWâyáOçmë]æcöìø3ê�á"âWë]ærçMåréMí_ùQú�é_â]é
n = n(x, t) ≥ 0

æcí
ë]ñìé�ûìéMöìíWæ�ëhîüðLý®öìçmë]æcä0öüû®émþ®öìéMû4ðYäOâ

(x, t) ∈ Ω × R+ ÿ Ω ⊂ Rd ÿ ϕ = ϕ(x, t)
æcífë]ñ®é���é���ë]ä0öìæ�á"ö

ê�äOë]é_ö&ë]æ�áOåtøOéMöìémâyá"ë]éMûüãHî#ë]ñìé�ê�á"âWë]æcç_åcé_íXä0ð�û®é_öìíWærëhî
n ÿ á"ö®û4ë]ñìé�ê®â]é_íWíWý�â]é p ≥ 0

æríXûìé_ëWé_â]ïÐæröìéMû
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p

p = p(n, ϑ).
ò
	&ô
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� ñìéüêCá,âyáOïÐémë]é_â
ϑ > 0

ê®åcáMî�íSë]ñìé4â]äOåcé4ä0ð¥ë]ñìéüë]é_ï!ê�é_âyá,ë]ýìâ]é ÿ áOöìû D∗ > 0
ærí3á�ûìæ���ýìíWæcäOö

ç_ä�é��)çMæréMö&ë ��ñìæcçyñ�ï)á_î$ûìé_ê�é_ö®û�ä0ö
n ÿ ϑ ÿ x ÿ t ÿ ù_ù_ùMù���ýìçyñ�íJî�íJë]é_ïÐí³çMáOö$ã�é)íJë]ýìûìæcé_û�é_ærë]ñìémâ³æcöë]ñìé����
	��
	����������	������������ ò æAù éOùoë]ñìé��������� ��!"�#����íWé_ëWë]æröìø ô ÿ ��ñìé_ö ϑ = const

æcí�þ�$�éMû ÿ äOâ¥æcö$ë]ñìé
�%���!&�'���
	(�
	�������)��	������������ ��æ�ë]ñ�á+*Oá"â]æ�á"ã®åré�ë]é_ï!ê�é_âyá"ë]ý�â]é�,=é_ærë]ñìé_â

ϑ = ϑ(t)
äOâ

ϑ = ϑ(x, t)
ù

� ñìé_ö ÿ ë]ñìéXéMöìémâ]øOî÷ãCá"å�áOöìç_é¥æcí�ûìé_íWç_â]æ�ã�éMû�ãHî3á�â]éMåcá"ë]æcä0ö�åræ�-&é

E = c0

∫

Ω

p dx+
1

2

∫

Ω

nϕdx = const
ò�.�ô

ò ��ñìæcçyñ�ûìé_þ®öìéMí
ϑ
æcö�áOö�ærï!ê®åcæcç_ærë �.á_î ô æcö$ë]ñìéÐðYä"â]ïÐé_â³çMáOíWé ÿ äOâ¥ãHî�á"ö�é�*&ä0årý�ë]æcä0ö$ê�á"âWë]æ�á"å�ûìæcð�è

ðLé_â]é_ö&ë]æ�áOåQé0/Hý®á"ë]æcäOö#ðYäOâ
ϑ
áOí��.á"í�æcö21 õ�ó ÿ õ0õ ÿ4365 ærö#ë]ñìé³å�á"ëWë]émâ�çMáOíWé0ù � ñìé³ë]émâ]ï c0

∫
Ω
p dx

��ærë]ñ
á#þ�$�é_û

c0 > 0
æcö ò�.Hô ærí!æcö&ë]émâWêìâ]é_ë]é_û
áOí�ë]ñìé#-�æcöìémë]æcçSé_öìé_â]øOî�ä0ð�ê�á"âWë]ærçMåréMí ��ñ®æråcé 1

2

∫
Ω
nϕdxç_äOâWâ]é_íJêoäOö®ûìí.ë]ä!ë]ñìéXê�äOë]é_ö&ë]æ�áOåoéMöìémâ]øOî&ù
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äOð�ë]ñìæcí�ê®â]äHçMé_ûìýìâ]éSæcí!áOåcíWä
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� ñìé�é�$ìáOï!ê®åcé_í¦ä0ð�ë]ñìé�ûìé_öìíWærëhî��&êìâ]é_íWíWý�â]é�â]éMåcá"ë]æcäOö®í ò
	&ô ÿ íJë]ýìûìæcé_ûÐãHîÐà?ù èUú�ù G�ñ®á0*OáOöìæcí�á"ö®ûÐñìæcí
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p = ϑn,
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p = κn1+γ ,
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p =
µ

d
ϑd/2+1(Id/2 ◦ I−1

d/2−1)(2n(µϑd/2)−1),
òQP0ô

��ñìæcçyñÐærí�æcöÐá�íWéMöìíWé�æröHë]émâ]ïÐé_ûìæ�á"ë]é;ã�é_ë �;é_éMö ò 3 ô á"ö®û ò�@&ô ��æ�ë]ñ γ = 2/d ÿ áOöìû ò�.�ô ��æ�ë]ñ c0 = d/2
ù
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α > −1

Iα(λ) =

∫ ∞

0

yα dy

1 + λey
ò�S&ô

ûìémþ�öìé_ûüðLäOâXá"åcå
λ > 0 ÿ áOöìû µ > 0

æcö òQPOô ærí�áÐê�á"âyáOï!é_ë]émâ�äOðtê®ñ&î�íWæcçMáOåQäOâ]æcø0ærö ÿ íWéMéT1 @ 5 ù�8hö#ð�áOçmë ÿ
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λ > 0 ÿ çMáOåcåréMû�ë]ñìé)U�VXWO�Y�����Z

n =
µ

2
ϑd/2Id/2−1(λ),

ò�[0ô

p =
µ

d
ϑd/2+1Id/2(λ).

òJó�IHô
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æcö&ë]émâ]éMíJë]é_û æcö
ë]ñìé\M�émâ]ïÐæ �YNXæ�âyáOç�ïÐä�ûìé_å ÿ ê®â]ä"êoémâWë]æcé_í!ä0ð�ë]ñìé�M®émâ]ïÐæ
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∂Ω

(∇p+ n∇ϕ) · ν = 0
òJó0ó,ô
ò
ν
ærí.ë]ñìé¥ýìöìærë�é�$�ë]émâ]æcä"â�öìäOâ]ï)á"å`*0éMçmë]äOâ�ë]ä

∂Ω
ô ÿ áOöìû#áOö�æcöìærë]æcáOåkçMäOö®ûìæ�ë]æcä0ö

n(x, 0) = n0(x).
òJóMõ&ô
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] éXæcï!ê�ä0íWé¥ä0ö�ë]ñìé�êoä"ë]éMö&ë]æ�á"å
ϕ
éMæ�ë]ñ®émâ�ë]ñìéXê®ñ&î�íWærç[áOårårî�áOç_çMémêìëyá"ã®åcé��hð�â]éMé��XçMäOö®ûìæ�ë]æcä0ö

ϕ = Ed ∗ n,
òJó	&ô

Ed
ã�éMæröìø�ë]ñìé�ðYýìöìû®áOïÐé_öHëyá"åoíWä0årý�ë]æcä0ö�ä0ðoë]ñ®é��?á,ê�åcáOç_æ�áOö�ærö Rd ÿ äOâ;ë]ñ®é�ñìä0ïÐä0ø0é_öìéMäOý®í NXæ�â]æcçyñìåcémëã�ä0ýìöìû®á"âWî�ç_ä0öìûìærë]ærä0ö

ϕ|∂Ω = 0,
òJó�.�ô
��ñìæcçyñ�ærí¥ïÐá"ë]ñìéMï)á,ë]æcçMáOåcå�î4íWä0ïÐé���ñ®á"ë¥íWæcï!ê®åcémâMù 8hö4ë]ñìé!çMáOíWéÐä0ð�âyáOûìæ�áOårårîüíJî�ïÐïÐémëWâ]æcçÐíWäOåcý�ë]æcä0öìí
òJó�.Hô ærí�é'/Hýìæ9*0áOåréMö&ë.ë]ä òJó�	&ô ãHî�áOûìûìæcöìø)á�çMä0öìíJëyáOö&ë�ë]ä�ë]ñìé�ê�äOë]é_öHë]æcáOå

ϕ ÿ ç_ðhù®áOåríWä!ë]ñìéXûìæcíWç_ý®íWíWærä0öä0ð7ë]ñìæcí�æríWíWýìé¥æcö 1 P ÿ S ÿ õ ÿ . 5 ù
D�í�áÐç_ä0öìíWé0/HýìéMöìç_é¥ä0ð òJó0ó,ô ÿ ë]ñìé�ë]äOëyáOåkïÐáOíWí�ä0ðQê�á"âWë]ærçMåréMí

M =

∫

Ω

n(x, t) dx
òJó 3 ô

ærí�ç_ä0öìíWé_â *&é_ûÐûìý�â]æcöìø�ë]ñ®é.é�*&ä0åcý�ë]ærä0öoù A äOâ]é_ä'*&émâ ÿ íWý �)çMæréMö&ë]å�î�â]é_ø0ýìå�á"â�íWäOåcý�ë]æcä0öìí�ä0ð®ë]ñ®é.é�*&ä0åcý�ë]ærä0ö
êìâ]äOã®åcé_ï ��ærë]ñ

n0 ≥ 0
á"â]éXê�ä0íWæ�ë]æ�*&é ÿ çMð9ù ÿ é0ù øìù 1 @ 5 ù

� ñìé¥ï)á"æcö3ï)á,ë]ñ®é_ï)á"ë]ærç[á"å /&ý®é_íJë]æcäOö®í�ç_ä0öìç_é_â]öìæcöìø!ë]ñìéMíWéXíJî�íJë]é_ïÐífá"â]é�,

• é�$�æcíJë]é_öìçMé ÿ öìä0öìé�$�æcíJë]é_öìçMé!áOöìû�ï�ýìårë]æ�ê®åcæcç_ærëhîüä0ð¦íJë]éMáOû�î4íJëyá"ë]é_í ÿ é_ærë]ñìémâ¥ðLäOâ¥ø0æ9*&é_ö M, ϑ
äOâ

ðLäOâ
M, E

þ�$�éMû ÿ
• årä�ç[á"åkæcö�ë]æcïÐéXé�$�æcíJë]é_ö®ç_éXä0ðQíWä0åcý�ë]ærä0öìífäOðQë]ñìé¥é�*&ä0årý�ë]æcä0ö�êìâ]äOã®åcé_ï ÿ
• áOíJî�ï!êìë]äOë]æcç_í�ä0ðQø0åcä"ãCá"å7ærö�ë]æcïÐéXíWä0åcý�ë]ærä0öìí ÿ
• ê�ä0íWíWæ�ã�æråcæ�ëhî³ä0ð�þ®ö®æ�ë]é¦ë]ærïÐé�ã�årä��
ý�ê�äOðìíWä0årýìë]ærä0öìí ò ç_äOâWâ]é_íJêoäOö®ûìærö®øfé_ærë]ñìé_â7ë]ä�á�ø"âyá0*�ærëyá,ë]æcä0ö®áOåç_ä0åcåcá"ê®íWé¥äOâfáOö3é�$�ê®åcäOíWæcä0ö ô ù
� ñìé�ïÐä�ûìéMå?ä0ð�íWéMårðLèUøOâyá0*�ærëyá"ë]ærö®øTJ;â]ä���öìæcáOöüê�á"âWë]æcç_åcé_í ÿ ��ñìæcçyñ4çMä0öìíWæríJë]íXäOð òJó[ô � òUõ&ô ÿ ò 3 ô íWýìêìè

ê®åcé_ïÐé_ö&ë]éMû4ãHî ò�.�ô ��ærë]ñ
c0 = d/2 ÿ ñ®áOí�ã�éMé_ö4çMä0öìíWærû®émâ]é_û$æcö 1 ó0@ ÿ ó�	 5 ðYä"âXâyá"û®æcáOåcå�îüíJî�ïÐïÐémëWâ]æcç

íWä0årý�ë]æcä0öìí
(n, ϕ) ÿ á"ö®û3æcö 1 ó6P ÿ [ 5 ��æ�ë]ñ®äOýìë�ë]ñìä0íWé³íJî�ï!ïÐé_ëWâWî3á"íWíWý®ï�ê®ë]ærä0öìí_ù �&ë]ýìûìæcé_ífäOð?ë]ñìé³ç_äOâWè

â]é_íJê�ä0öìû®æröìø÷æcíWä"ë]ñ®émâ]ï)áOåkêìâ]äOã®åcé_ï ��æ�ë]ñ
ϑ ≡ 1

ñ®áOû3ã�éMé_ö#ç_ä0öìûìýìç_ë]é_û#éMá"â]åræcémâ ÿ íWéMé¥é0ù øìù 1 P ÿ . ÿ ó 5 ù
ú�ä��;é�*&émâ ÿ ë]ñìé�ïÐäOë]æ�*Oá"ë]ærä0öìí.ñ®áOûSã�éMé_ö�á�ã®ærë.û®æ9��é_â]é_ö&ë�� íJë]é_ïÐïÐæcöìø�ðLâ]ä0ï íJëyá"ë]æcíJë]ærç[áOå�ïÐé_çiñ®áOöìærçMí
ä0ð=ærö&ë]é_âyáOçmë]æcöìø÷çyñ�á,â]ø0éMû#ê�á"âWë]ærçMåréMí�ærö4íWé_ïÐærçMä0öìûìýìç_ë]ä"â]í ÿ é_åcé_ç_ëWâ]ä0å�î�ë]é_í ÿ ê®å�á"íWï)áOí ò íWéMé�áOåcíWä+1 	 5 ðYä"â
ûìæ���émâ]éMö&ëXûìéMöìíWæ�ëhî��&êìâ]éMíWíWý�â]é�â]é_å�á"ë]ærä0öìí ô ��æ�ë]ñ òUõ0ô â]émê�åcáOç_éMûüãHî

∆ϕ = −n ÿ áOöìû�áOð�ë]é_â �.á,â]û®í�ðLäOâøOâyá�*�ærëyá"ë]æröìø!ê�á"âWë]æcç_åcé_í_ù
] é�â]é_ðYémâ�ë]ñìé�â]é[áOûìémâ�ë]ä+1 ó	 ÿ ó6P ÿ [ ÿ õ ÿ S 5 ðLäOâ�ë]ñìé J;â]ä���öìæ�á"öüê�á"âWë]æcç_åcé_í�ïÐäHû®é_åcí_ù � ñìé�ï)áOæcö

æríWíWý®é_ífá"â]é�,

• øOâyá�*�ærëyá"ë]ærä0ö®áOåkç_ä0årå�á"ê®íWéXæcí�ê�ä0íWíWæ�ã®åcé¥ðYä"â d ≥ 2
æcö�ë]ñìéXæcíWäOë]ñìémâ]ï)áOåkïÐä�ûìé_å ò 1 P ÿ ó 5 ô ÿ áOöìû3ðLäOâ

d ≥ 3
æcö�ë]ñìéXöìä0öìæcíWäOë]ñìémâ]ï)áOåkïÐä�ûìé_å ò 1 [ 5 ô ÿ

• ë]ñìéfé�$�æcíJë]é_öìçMé�ä0ðoíJë]é[á"ûìîÐíJëyá"ë]éMí ��ærë]ñ)êìâ]é_íWç_â]æ�ãoé_û÷ï)áOíWí;áOöìûSé_öìé_â]ø"î)ærö d ≥ 3
ûìæcïÐé_öìíWæcä0öìí

ærí�ç_ä0ö&ëWâ]ä0åcåréMû�ãHîSë]ñìé�ê�á"âyáOïÐémë]é_â
E/M2 ��ñìærçiñ3íWñìä0ýìårû3ã�éXå�á"â]ø0éXé_ö®äOý®øOñ ò 1 õ ÿ S 5 ô ù

� ñìé M�émâ]ïÐæ �ON�ærâyáOç�ïÐä�ûìé_åQæcöY*&ä0å9*&éMí�öìä0öìåcæcöìéMá"â�ûìæ���ýìíWæcä0ö ÿ áOöìûüë]ñHýìí�é�*&éMö#åcä�çMáOåQærö#ë]æcï!é�é�$Hè
æríJë]éMöìç_é)ä0ð�íWäOåcý�ë]æcä0öìí¥æcí³ï³ý®çyñ�ñ®á"â]ûìémâ¥ë]ä3é_íJëyá"ã®åcæríWñ�ë]ñ®áOö�æcö$ë]ñìé J;â]ä���öìæcáOö ò åcæröìé[á"â¥ûìæ���ýìíWæcä0ö ô
çMáOíWé ÿ íWé_é\1 @ 5 ��ñìémâ]é�á÷íJê�éMç_ærþ®ç�çiñìä0ærçMé�ä0ðtë]ñìé�û®æ9��ý®íWærä0ö4ç_ä�é��)çMæréMö&ë D∗ = D

æcö òJó'[&ô ñ®áOí�ã�é_éMö
ç_ä0öìíWæcûìémâ]éMû�ærö ë]ñ®é�æcíWäOë]ñìémâ]ï)áOå�ç[á"íWé0ù � ñ®émâ]é#á"â]é#áOåríWä ï)á"öHî�â]éMíWýìårë]í)ä0ö âyáOûìæ�áOårårî íJî�ïÐïÐémëWâ]æcç
íJëyá"ë]ærä0ö®á"âWî�íWä0årý�ë]æcä0öìí�ærö 1 ó�I ÿ ó0ó ÿ óMõ 5 ù�8hö�ê�á"âWë]æcç_ýìå�á"â0,

• øOâyá�*�ærëyá"ë]ærä0ö®áOåkç_ä0årå�á"ê®íWé¥çMáOöìö®ä"ë�ä�çMç_ý�â�æcö d ≤ 3
ûìæcï!éMöìíWæcäOö®í ò 1 @ 5 ô ÿ
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• íJëWâ]ýìçmë]ýìâ]é4ä0ðXë]ñìé4íWé_ë�ä0ð¥íJë]éMáOû�î íJëyá"ë]é_í ��ærë]ñ ø0æ�*0éMö M
áOöìû

ϑ
ærí�ûìæ���émâ]éMö&ë ò áOöìû�åréMíWí

ç_ä0ï!ê®åcærç[á,ë]éMû ô ë]ñ®áOö�æcö�ë]ñìéRJ;â]ä���öìæ�á"ö3ç[á"íWé ò 1 ó0ó 5 ô ù
89ë�æcí �;ä"âWë]ñ÷öìäOë]æcöìø¥ë]ñ®á"ë ��ñìæcåré �håcäHç[áOå ��â]é_íWý®å�ë]í�äOö)ë]ñìéfé�$�æcíJë]é_öìçMé�ä0ðoíJë]é[á"ûìî!íJëyá"ë]é_í ò æ�ù éOùHðYäOâ;á

íWï)á"åcåoâyá"ö®øOéXä0ðQç_ä0ö&ëWâ]ä0å�ê�á"âyáOïÐémë]é_â]í
M ÿ ϑ ÿ E ô á,â]é:/&ý®æ�ë]éXíWæcï!æcå�á,â�ðYäOâ�øOéMöìémâyáOå p = p(n, ϑ) ÿ ë]ñìéø0åräOã�áOåkíJëWâ]ýìçmë]ý�â]éXäOð7ë]ñ®é�íWé_ë�ä0ðQíJë]éMáOû�îSíJëyá"ë]é_í�ærí.âyá"ë]ñìé_â�íWé_ö®íWæ�ë]æ�*&é�ë]ä *Oá"â]æcá"ë]æcä0öìí.ä0ð7ë]ñìé�ðYäOâ]ï ä0ð

p
æcö ò
	0ô ù
� ñìé!ï)áOærö$ä0ý�ë]çMäOïÐé�ä0ð¦ä0ý�â�êìâ]éMíWé_ö&ë¥íJë]ýìû�îüæcí�ë]ñ®á"ëXðYäOâ�ë]ñ®é�íJî�íJë]é_ïÐíXä0ð�M®é_â]ïÐæ �ON�ærâyáOç!íWé_åcð�è

á"ëWëWâyá"ç_ë]ærö®øüê�á"âWë]æcç_åcé_í ÿ ë]ñìé�øOâyá0*�ærëyá"ë]ærä0ö®áOå.ç_ä0åcåcá"ê®íWé�æcí�êoäOíWíWærã®åcé�ðYä"â d ≥ 4
ðYäOâ!íWýìærëyá"ã®åcé�ærö®æ�ë]æ�áOå

û®á"ëyá�æcö!ë]ñìé�ö®äOö®æríWäOë]ñìé_â]ïÐáOå®çMáOíWé ÿ æcöÐçMä0ö&ëWâyáOíJë=ë]äXë]ñìé�çMáOíWé�ä0ðCë]ñìé.æcíWäOë]ñìémâ]ï)áOåìêìâ]äOã®åréMï æcö
d ≤ 3ûìæcï!éMöìíWæcäOö®í_ù

D�åcå7ë]ñ®ærí�íWñìä���í�ë]ñ®á"ë�ë]ñìé%M®émâ]ïÐæ �ON�æ�âyáOç�ûìæ���ýìíWæcä0öüêìâ]é�*&é_ö&ë]í�ë]ñìé�ä'*&émâ]ç_â]ä���ûìærö®øSä0ðtêCá,âWë]æcç_åcé_í
ærö�åcä�;é_â�ûìæcïÐé_öìíWæcä0öìí ÿ ë]ñHýìí�æcí�ïÐäOâ]éSíWýìærëyá,ã�åré)ë]äüûìéMíWçmâ]ærã�é÷é�*&ä0åcý�ë]ærä0ö�ä0ð;â]éMáOå�íJë]é_åcåcá"â�íJî�íJë]é_ïÐí
ë]ñ®áOö�J;â]ä���öìæcáOö3ûìæ���ýìíWæcä0ö3ïÐä�ûìé_åcí_ù

8hö�ê�á"âWë]æcç_ýìå�á"â ÿ �;é ��æcåråkíJë]ýìû�î�ærö�ë]ñìærí�ê�á"ê�é_â0,

• öìä0öìé�$�æcíJë]é_öìçMé�ä0ðfø0åräOã�áOå.æcö
ë]ærïÐé�íWäOåcý�ë]æcä0öìíÐäOð òJó,ô � òUõ&ô ��ærë]ñ
ø0é_ö®émâyáOå.ûìé_öìíWærëhî��&êìâ]é_íWíWý�â]éâ]é_å�á"ë]ærä0öìí ò
	&ô ÿ D∗ = 1 ÿ ä0öìéXä0ðQë]ñìéXç_ä0öìûìærë]ærä0öìí òJó�	&ô ÿ òJó�.�ô ÿ áOöìû�åcä��é_ö®émâ]øOîSæcö��Hé_ç_ë]ærä0ö õ
ò ë]ñHýìí ÿ �7U��
!�����
!" ÿ �;é¥äOãìëyáOæcö�öìä0öìé�$�æcíJë]é_öìçMéXä0ð?íJë]éMáOû�î�íJëyá"ë]é_í�ðYä"âfá"âWã®ærëWâyá"âWî D∗

ô ÿ
• *Oá"â]æcäOý®í�éMíJë]ærï)á"ë]é_í�ä0ðQë]ñìé�êìâ]éMíWíWý�â]é ÿ éMöìémâ]øOî�áOöìû3é_öHëWâ]ä"ê�î�ðYýìöìçmë]æcä0ö®áOårí�æcö+�Hé_ç_ë]ærä0ö 	 ÿ
• é�$�æcíJë]é_öìçMé�ä0ð�íJë]éMáOû�îÐíJëyá"ë]é_í ��æ�ë]ñÐêìâ]éMíWçmâ]ærã�é_û÷ï)áOíWí;á"ö®ûÐë]ñìéfé_öìé_â]ø"î ÿ E íWý �)ç_æcé_ö&ë]årîÐå�á,â]ø0é ÿ
ærö+�HéMçmë]æcä0ö . ÿ

• êìâ]äOê�émâWë]æcé_í�ä0ðQë]ñìéRM�émâ]ïÐækðYýìöìç_ë]ærä0öìí�ærö+�HéMçmë]æcä0ö 3 ù
] é�û®ä�öìäOë.ç_ä0öìíWæcûìémâ.ñ®émâ]éfë]ñìéL/HýìéMíJë]ærä0öSä0ðoë]ñìé�åcäHç[áOåCæröSë]ærïÐé�é�$�æcíJë]é_ö®ç_éfä0ðkíWä0åcý�ë]æcäOö®í;ä0ðoë]ñ®é

é�*&ä0årýìë]ærä0ö�êìâ]äOã®åcé_ï�ù � ñìæcí ��æcåcå�ã�éXë]ñìéXíWýìã � é_ç_ë�äOðtá!íWé_ê�á"âyá"ë]é�ê�á"ê�é_âMù
� ���Q����_�
	��:8hö/ë]ñìé�íWé0/Hýìé_å | . |p ��æråcåXûìé_ö®ä"ë]é$ë]ñìé Lp(Ω)

öìäOâ]ï�ù � ñìé�åré_ëWë]émâ
C
��æcårå¥ûìé_ö®ä"ë]é

ærö®é_íWíWé_öHë]æcáOå7ç_ä0öìíJëyáOö&ë]í ��ñìæcçyñ3ï)á_îT*0á,âWî�ðLâ]ä0ï åcæcöìéXë]äÐåræcöìéOù

��Ö���Û�Ø	��
Qß�mÙ���Ø7Þ��$Û������LÛ������.ß�Ø�Ù,ß������_Û���ÝkÙ,ßLÛ�Ø��OÖ�� �Q�
!��Q��� �! ���>Xûìä0ï)á"æcöìí
0 ∈ Ω ⊂ Rd á"â]éûìémþ�öìé_û�ãHîSë]ñìé¥ç_ä0öìûìærë]ærä0ö

β ≥ 0 ÿ ��ñìémâ]é

β = inf
x∈∂Ω

x · ν.òJó0@&ô

�Hæcï!æcå�á,â]årî ÿ ����!"����_� Z\�"�Q�
!������ �! ���>³ûìä0ï)á"æcöìíXá"â]é³ë]ñìä0íWé*��ærë]ñ
β > 0

ù	"�é_ä0ïÐémëWâ]æcç�áOíWíWýìï!êìë]æcä0öìí�ä0ö
ë]ñìéüíWñ®á"ê�é4ä0ðXë]ñìéüû®äOï)áOæcö

Ω
é�$�êìâ]é_íWíWéMû æcö ë]émâ]ïÐíSä0ð

β
ê�émâ]ïÐærëSý®íSë]ä�êìâ]ä'*&é ÿ ý®öìûìémâ�íWä0ïÐé

â]é_íJëWâ]æcçmë]æcä0öìí¥ä0ö4ë]ñìéÐâyá"ë]ærä
E/M2 ÿ ö®äOö®é�$�æríJë]éMöìç_éÐä0ð�íJë]éMáOû�î$íJëyá,ë]éMí¥ä0ð òJó[ô � òUõ&ô ÿ ò�.�ô ÿ òJó0ó,ô ��æ�ë]ñ

ðYáOærâ]å�î ø0é_ö®émâyáOå�û®é_öìíWærëhî��0ê®â]é_íWíWý�â]é�â]é_å�á"ë]ærä0öìí ò
	&ô ùE8hö ë]ñìæcí�íWéMçmë]æcäOö ÿ ãHî íWä0årý�ë]æcä0öìí��;é�ï!é[áOö ë]ñ®é
ç_å�áOíWíWærç[á"å7äOö®é_í

n ∈ C2(Ω× (0,∞)) ∩ C1(Ω× [0,∞))
ù

#%$	&('	)*&(+-,�.0/1.�2 ���
Ω ⊂ Rd �&� � ���
V 	�>Y��>%�"�Q�
!������ �! ���> >Y�
�#�
 	(3

d ≥ 3
3 �
	(>

c0 ≥ d/(d− 2)
3

E/M2 < ((d − 2)c0 − d)/
(
2dσd(d− 2)(diam Ω)d−2

) �54 � �"	 �&V76 ����"	 �_� ZF!���W�V � �
!839 ��
�����;:��
����� V ����
	�� � U ��� �� �!&�Y�����"�=<?>8@BAC<EDF@�3G<H>I>8@J3LK ����L��WO�"	(��!&���X>Y�"	������ZMA� �!&������V !&�E!&����������
	N<EO7@J3

D∗ = 1
3

n0 ≥ 0
 	P<H>BDF@J3 �
	(>Q<?>MO7@J3X���������U&Z��	OW ��� � �"	(��!�W�Z=!&��� ����_�
	R<SB@ ���
	�	(������� >Y��; 	(��>EWX���Y����� � Z=�	R�� �#���

T &U+�V*)*WX. � ñ®émâ]é¦é�$�æcíJë?æröìærë]æ�á"åHû®á"ëyá
(n0, ϑ0)

åcéMáOûìæcöìø�ë]ä
E/M2 � 0

ù689ëQíWý��ÐçMé_íQë]äfç_ä0öìíWæcûìémâtáOö
á"âWã®æ�ëWâyá"âWî

0 ≤ n0 6≡ 0
æcö òJóMõ&ô ÿ ϑ0 > 0 ÿ áOöìû³ëyá
-&é�ë]ñìé�ûìé_öìíWærëhî Mn0

��ærë]ñ
M � 1

åcá"â]ø0é�é_ö®äOý®øOñ ÿ
ç_ðhù �7éMï!ï)á 	 ù 3�ÿ ò æræ ô ù�D�íWæcï!æcå�á,â�êìâ]äOê�é_âWëhîSñìä0årû®í�ðYäOâ.ë]ñìé¥é_öìé_â]ø"î ò�.Hô ærö�ë]ñìéRJ�â]ä���öìæ�áOö3ï!ä�ûìéMå�ù



FERMI–DIRAC SYSTEM
���

� !&�'� U7� �7é_ë�ýìí�ï�ýìårë]æ�ê®årî òJó,ô ãHî |x|2 áOöìû3æcö&ë]é_øOâyá"ë]éXä'*&émâ Ω ÿ ��ñìæcçyñ3åcéMáOûìí�ë]ä

d

dt

∫

Ω

n|x|2 dx = −2

∫

Ω

∇p · x dx− 2

∫

Ω

n∇ϕ · x dx

= 2d

∫

Ω

p dx− 2

∫

∂Ω

p x · ν dσ − 2

σd

∫

Ω

∫

Ω

n(x, t)n(y, t)

|x− y|d (x− y) · x dx dy.
D�ð�ë]é_â�íJî�ïÐïÐémëWâ]æ KMá"ë]ærä0ö�ä0ðQë]ñìéXû®äOýìã®åré¥æcö&ë]éMø"âyáOå7á"ã�ä'*&é ÿ �;é¥á"âWâ]æ�*&é³á,ë

d

dt

∫

Ω

n|x|2 dx ≤ 2d

∫

Ω

p dx− 1

σd

∫

Ω

∫

Ω

n(x, t)n(y, t)

|x− y|d−2
dx dy

íWærö®ç_é
(x− y) · x+ (y − x) · y = |x− y|2 ù � ñìé_ö ÿ ð�â]ä0ï ò�.�ô �;éXçMäOö®ç_åcýìûìéXë]ñ®á"ë

d

dt

∫

Ω

n|x|2 dx ≤ 2d

c0
E +

1

σd

(
d

(d− 2)c0
− 1

)∫

Ω

∫

Ω

n(x, t)n(y, t)

|x− y|d−2
dx dy

≤ 1

c0

(
2dE +

1

σd

d− (d− 2)c0
d− 2

M2(diam Ω)2−d
)
.

� öìûìé_â�ë]ñìé¥áOíWíWýìï!êìë]æcä0öìífäOð � ñìéMä"â]éMï õ ù ó �;é¥äOãìëyáOærö

d

dt

∫

Ω

n|x|2 dx ≤ −ε < 0

ðLäOâ�íWä0ïÐé
ε > 0

ù � ñ®ærí�åré[á"û®í�ë]äSáÐçMäOöHëWâyá"û®ærç_ë]ærä0ö ��æ�ë]ñ3ë]ñìé�é�$�æríJë]éMöìç_é³ä0ð�á!êoäOíWærë]æ�*0é�íWäOåcý�ë]æcä0ö
nðLäOâ

t ≥ Tmax =
∫

Ω
n0|x|2 dx/ε

ù
D�çMäOý®ö&ë]émâWê�á"âWë�ä0ð � ñìé_äOâ]é_ï õ ù ó ðYä"â�ë]ñ®éRN�ærâ]ærçiñìåcémë�ç_ä0öìû®æ�ë]æcä0ö òJó�.�ô æcí

#%$	&('	)*&(+-,�. ,�.�2 ���
Ω ⊂ Rd �����2���
V 	(>Y��>F�"�Q�
!������ �! ���> >Y�
�#�
 	(3

d ≥ 3
3
c0 ≥ d/(d− 2)�
	(>

E/M2 < c0β/(2d|∂Ω|) ��4 � �"	 ��V�6 �"��"	 �_� Z+!&�QW�V ���
!839 ��
�����:
�T����� V ����
	��\� U ��� �  �!&�Y��� �"�
<?>8@JAC<EDF@J3�<?>I>8@J3 K ������ WO��	���!&���E>Y�"	������Z�A� �!&�����&V !&� !&����������
	 < O7@�3

D∗ = 1
3
n0 ≥ 0

�	 <H>BDF@J3 �
	(>
<?>FSB@�3 ���������U&Z� 	 W#��� � �"	(��!�W�Z�!&����������
	 <SB@#���
	�	���� ��� >Y��; 	(��>%W�� �Y�&��� � Z��	 �� �#�F�

� !&�'� U7�&à�â]ä�ç_é_éMûìæcöìøXáOítæcö�ë]ñìé;êìâ]ä�ä0ð�ä0ð � ñìé_äOâ]é_ï õ ù ó ÿ åcémë�ýìí=ï�ýìårë]æ�ê®årî òJó,ô ãHî |x|2 á"ö®û!æröHë]é_øOâyá"ë]éä'*0é_â
Ω
ù � á
-�æcöìø�æcö&ë]ä�áOçMç_ä0ýìö&ë)ë]ñìé3öìäOè_^®ý $�ã�ä0ýìö®û®á"âWî
ç_ä0öìûìærë]æcäOö òJó0ó,ô ÿ á"ö®û
ë]ñìé3à?ä0ñìäXK[á"é�*��

� é_åcåcærçiñ�æcûìéMö&ë]æ�ëhî�ðYäOâ
ϕ ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω) ÿ ϕ|∂Ω = 0

∫

Ω

∆ϕ∇ϕ · x dx =
1

2

∫

∂Ω

x · ν
(
∂ϕ

∂ν

)2

dσ +
d− 2

2

∫

Ω

|∇ϕ|2 dx,
�;é�ø0é_ë�áXûìæ���émâ]éMö&ë]æcáOå�æröìé'/Hý®áOårærëhî!ðLäOâ�ë]ñìé�íWé_ç_ä0öìû)ïÐä0ïÐé_ö&ë�ä0ðCë]ñìé�ûìæríJëWâ]ærã®ý�ë]æcä0ö

n(x, t)
ù&��áOïÐé_årî ÿ

�;éXñ®á0*&é
d

dt

∫

Ω

n|x|2 dx = −2

∫

Ω

∇p · x dx− 2

∫

Ω

n∇ϕ · x dx

= 2d

∫

Ω

p dx− 2

∫

∂Ω

p x · ν dσ −
∫

∂Ω

x · ν
(
∂ϕ

∂ν

)2

dσ − (d− 2)

∫

Ω

|∇ϕ|2 dx

≤ 2d

c0

(
E +

1

2

∫

Ω

|∇ϕ|2 dx
)
− β

∫

∂Ω

(
∂ϕ

∂ν

)2

dσ − (d− 2)

∫

Ω

|∇ϕ|2 dx

=
2d

c0
E +

(
d

c0
+ 2− d

)∫

Ω

|∇ϕ|2 dx− β M
2

|∂Ω| < 0.

� ñìé�â]éMï)á"æcöìûìé_â�ä0ðQë]ñìé�â]é[áOíWäOö®æröìø)ærífáOí�æcö�ë]ñìé�ê®â]äHä0ðQä0ð � ñìéMäOâ]é_ï õ ù ó ù
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� '	)�'����IV*)�� ,�.���. 4 � ��!&� ��:	(�#�"�Q���Y>
ZT�"�Q���Q� � U ��� �	� �"!"� �A�
R !&�Y�%��Z
�"�Q��� <?>8@BAC<0DF@J3�<� @J3Q<?>I>8@
K ���� ��� � �"	(��!�W
Z�<;SB@T�
	(>

c0 = d/2
3 �
!0�"���!&�
!"Z

D∗ > 0
3��	+�"�Q�
!������ �! ���>T>Y�
�#�
�	

Ω ⊂ Rd K ����
�"���� ��!

d ≥ 4, E < 0
�
!
d > 4, E ≤ 0

3 �
	(>T�
	(�%� UR��� � ���
V 	(>Y�
!"Z\���
	(>
�����
	��R<?>MO7@�3 <?>FSB@��
� !&�'� U7�XB�*�æcûìéMö&ë]å�î ÿ íJë]é[á"ûìî³íJëyá,ë]éMítûìä�ö®ä"ë=ûìé_ê�é_ö®û�äOö D∗ > 0 ÿ çMð9ù ò
	XS0ô ÿ íWä�ë]ñ®á"ë d

dt

∫
Ω
n|x|2 dx ≡

0
ðYä"â!éMáOçyñ
íJë]éMáOû�î�íJëyá"ë]éOù � ñ�ýìí ÿ ë]ñ®é)ê®â]äHä0ðYí�ä0ð � ñìéMä"â]éMïÐí õ ù ó ÿ õ ù õ á"êìê®årî�æcö ë]ñìæcí�íWæ�ë]ý®á"ë]æcä0öoù

A äOâ]é_ä'*&émâ ÿ é�*0éMö æcð E/M2 < (d − 4)/
(
4(d− 2)σd(diam Ω)d−2

) ÿ ë]ñìé_ö ë]ñìé_â]é�ærí)öìä�íJë]é[á"ûìî
íJëyá"ë]éXí]á"ë]æríWðLî�ærö®ø òJó�	&ô ÿ á"ö®û�íWæcïÐærå�á"â]å�î�ærð E/M2 < β/(4|∂Ω|) � ��ærë]ñ òJó�.�ô ù
T &U+�V*)*WX. � íWæcöìø�ë]ñ®é;çMä0ï�êCá,â]æcíWä0ö�â]é_íWý®å�ë]í=ûìæríWçMýìíWíWé_ûÐæcö\1 ó 5 ò íWé_é�áOåríWä 1 [ ÿ �HéMçOù 	 5 ô ä0öìé.çMáOö!íWñìä��
ë]ñ®á"ë

lim
t↗Tmax

∫

Ω

n(x, t)|x|2 dx = 0

ærï!ê®åcæcé_í�ãHîSë]ñìé%�Hñ®áOöìöìä0ö3æcöìé0/Hý®áOåcæ�ëhî ò éOù ø�ù`1 ó ÿ �7éMïÐïÐá ó 5 ô

lim
t↗Tmax

∫

Ω

n(x, t) logn(x, t) dx =∞,
áOöìû�ë]ñHýìí�ðLäOâ�éMáOçiñ

δ > 0

lim
t↗Tmax

∫

Ω

n1+δ(x, t) dx =∞,
íWä!ãHîSë]ñìé¥é_öìé_â]øOî÷â]éMåcá"ë]æcä0ö ò�.�ô äOö®éXæcöìðLé_â]í.ë]ñ�á,ë

lim
t↗Tmax

∫

Ω

n(x, t)ϕ(x, t) dx = −∞.
� ñìæcí�ø0æ�*0éMí.áOö÷æcöìíWærø0ñ&ë�ærö&ë]ä�ë]ñìé�ê®â]ä"ã�åréMï\,�ú�ä��/ûìä�ë]ñìéfã®åcä��æcöìø�ý�ê�íWäOåcý�ë]æcä0öìí�ã�éMñ®á0*0é�ö®éMá"â�ë]ñ®é
ï)á6$�æcï)á"å7é�$�æcíJë]é_ö®ç_éXë]æcï!é ò ��ñ®ærçiñ3çMáOö3ã�é ÿ ä0ðtç_ä0ý�â]íWé ÿ íJëWâ]ærç_ë]å�î�åréMíWí�ë]ñ®áOö Tmax

ô�� � ñìé /HýìéMíJë]ærä0ö
ærí!áOåríWä#â]éMåcá"ë]éMû�ë]äüöìé_çMé_íWí]á"âWî�â]éMøOý®åcá"â]ærëhî�çMäOö®ûìæ�ë]æcä0öìí�ä0ö�ærö®æ�ë]æ�áOå�û®á"ëyá3ø0ý®á"âyáOö&ë]é_éMærö®ø#ë]ñìéSårä�ç[á"å
é�$�æcíJë]é_öìçMéXä0ðQíWïÐä�äOë]ñ�íWä0årýìë]ærä0öìí�ä0ðQë]ñìéXé�*&äOåcý�ë]æcä0ö�íJî�íJë]é_ï�ù

�oÖ	���QÚOßLÛCÚOß9�L�mÙ,ß0���ìÙF�L�ÐÛ�� ��Ø*��Ú���� ��ØQÜ �ìØ�Ù,Ú[Û����
�oÖ�Õ�Ö � !&������V !&��� � ñ®é�M®é_â]ï!æ �ON�ærâyá"ç3ïÐä�ûìé_å.â]é_íWýìårë]í ÿ æcö�á4ç_émâWëyáOæcö íWé_öìíWé ÿ áOíÐáOö æcö&ë]émâWêoäOå�á"ë]ærä0ö
ã�émë �;éMé_ö�ïÐé[á"ö�þ®éMårû3ï!ä�ûìéMårí�æcöY*&äOå�*�ærö®ø!ë]ñìé:J�â]ä���öìæ�áOö3ûìæ9�oýìíWærä0öüá"ö®û�ûìæ���ýìíWæcäOö#ærö3ø&áOíWé_í_ù

8hö
ë]ñìé ��� �
�&��������=� �� ��
λ ↗ ∞ ò æ�ù éOù

n/ϑd/2 ↘ 0 ÿ é0ù øìùtðYäOâ�þ�$�éMû ϑ > 0
áOöìû�ë]ñ®é�íWïÐáOåcå

ûìé_ö®íWæ�ëhî
n→ 0

ô ë]ñìéXâ]é_å�á,ë]æcä0ö

p

n
=

2

d
ϑ
Id/2(λ)

Id/2−1(λ)
∼ ϑòJó'P0ô

ñìä0årû®í.ãHî ò 3 POô ù � ñìæcí�åcæcï!ærë�ç_äOâWâ]éMíJê�ä0öìûìí�ë]ä�ë]ñ®éXåcæröìé[á"â<J;â]ä���öìæ�á"ö3ûìæ���ýìíWæcä0ö#á"í�æcöF1 ó�	 ÿ [ ÿ ó6P 5 ù
� ñìé¥çMä0ï�ê�åré_ë]é_årîSû®é_ø0é_öìé_âyá"ë]éXçMáOíWé ò K �Y��Q�%>BK=�
!�U/ærö#áOíJëWâ]äOê®ñ&î�íWærçMí ô ÿ λ↘ 0

ò æAù éOù
n/ϑd/2 ↗

∞ ÿ éOù ø�ù®ðYä"â ϑ > 0
þ�$�é_û ÿ n→∞ ô ÿ ãHî ò 3 @&ô ç_äOâWâ]é_íJê�ä0öìû®í.ë]ä!ë]ñìéXâ]é_å�á,ë]æcä0ö

p

n1+2/d
∼ 2

d+ 2

(
d

µ

)2/d

= κ = const,
òJó'S&ô

æ�ù éOù ÿ ë]ä3á�ê�ä0å�î�ëWâ]äOê®æcç!é'/Hý®á"ë]ærä0ö�äOð�íJëyá"ë]éÐä0ð;á�ø0áOí_ù � ñìæcí¥ûìémþ®ö®é_í�á"ö�é�*&ä0årý�ë]æcä0ö$é'/Hý®á"ë]ærä0ö ��æ�ë]ñ
á!öìä0öìåræcöìé[á,âfûìæ���ýìíWæcä0ö#áOí ÿ éOù øìù ÿ æcö�ë]ñ®é�ê�äOâ]ä0ýìí�ï!éMûìæ�á!é0/Hý®á"ë]æcä0öoù



FERMI–DIRAC SYSTEM
���

8hö�äOâ]ûìé_â�ë]äÐé_åcærïÐæcö®á"ë]é�ë]ñ®éL*Oá"â]æ�á"ã®åré
λ
�;é¥æröHëWâ]äHû®ýìç_é³á"ý�$�æcåcæcá"âWî�ðLý®öìçmë]æcä0öìí

D ÿ V ÿ F áOöìû
Hûìémþ�öìé_û�ãHî

D(z) = − z

I−1
d/2−1(2z(µϑd/2)−1)(I ′d/2−1 ◦ I−1

d/2−1)(2z(µϑd/2)−1)
,

òJó'[0ô

V (z) = zD(z),
òUõ�IHô

F ′(z) = (D(z))2, F (0) = 0,
òUõ�ó,ô

h(z) =

∫ z

1

F ′(y)

V (y)
dy =

∫ z

1

D(y)

y
dy, H(z) =

∫ z

1

h(y) dy.
òUõ0õ&ô

] éüø0á"ë]ñìé_âSíWä0ïÐé#êìâ]äOê�émâWë]æcé_íSä0ð�ë]ñìé_íWéüðYýìöìçmë]æcä0öìíSä0ð
z ÿ ûìé_ê�é_ö®ûìærö®ø�áOåcíWä ä0ö ϑ ÿ æcö�ë]ñìé#ö®é�$�ëåréMïÐïÐá ÿ íWéMé 1 @ ÿ �7éMï!ï)á õ ù ó 5 ù

� &U+Q+ V ��.0/1. 4 � � U�V 	(����_�
	
V

�������
	 W�� �Q� C2([0,∞))
3  � 	(�
	�	��QWO����;:���3)�
	�>H���
	 ��� �����Q��	(>Y�&>

�
�R��� � �'>Y><U&V 	�������
	 �Q�T�
	 ����������	 �Q<��"���� ��>Y�"	(���Q��>\�"Z
V
@#� U C2(R)

�
� ��%����
!�� ZM3`��� � U&V 	(������
	

F
�������
	 W
�)�Q� C3([0,∞))

3(�� 	(�
	�	(�QWO����;:��83`�	���!&���
�� 	 W%�
	(> ���
	U:����I�
� �L���
	 ���T�����Q�"	(>Y��>H�Q�������
	(:
��� �	���!&���
�� 	 W U&V 	�������
	 �	 C3([−δ,∞))

U��
! ���
�#�
δ > 0

�%4 � �
U&V 	(������
	

H
��L	(�
	�	��QWO����;:�� �
	(>T���
	(:
���\�
	

[0,∞)
�

A äOâ]éMä0*&é_â ÿ ë]ñìé¥áOíJî�ï!êìë]äOë]ærçXâ]é_å�á"ë]ærä0öìí�ðYä0åråcä���æröìø)ð�â]ä0ï ò 3 @&ô

V (z) ∼ Kz1+2/d, V ′(z) ∼ d+ 2

d
Kz2/d,

òUõ&	0ô

F ′(z) ∼ K2z4/d,
òUõ
.Hô

p(z) ∼ ϑ
d

d+ 2
Kz1+2/d, p′(z) ∼ ϑKz2/d,

òUõ 3 ô

h(z) ∼ d

2
Kz2/d, H(z) ∼ d2

2(d+ 2)
Kz1+2/dòUõX@0ô

ñìä0årû)áOí
z →∞ ðYäOâ=íWä0ïÐé.ê�ä0íWæ�ë]æ�*&é.ç_ä0öìíJëyáOö&ë

K
ùX8hö!ð�á"ç_ë ÿ K = d+2

dϑ κ
æcítâ]éMåcá"ë]éMû�ë]ä�ë]ñ®é.ç_ä0öìíJëyáOö&ë

κ
æcö òJó'S0ô ù

� éMçMáOåcåræcöìø òQP0ô �;é¥íWé_é�ë]ñ�á,ë
∂p

∂n
= p′(n) = ϑD(n),

òUõYP0ô

íWä!ë]ñ®á"ë�ë]ñìé�â]éMåcá"ë]æcäOö ∇p = ∂p
∂n∇n = ϑD(n)∇n ñìä0årû®í_ù

� &U+Q+ V ��. ,�. 4 � �  �!&�����&V !&� U�V 	(������
	
p
 	 ��� � � ��!"�%�A�
R !��Y�:�#�'>Y��� <� @ ��

•  	(��!&���
�� 	 W��
	�>��"��!"_���_� Z��&�
	(:����NK ����\!&���E ������=�Q����� � >Y�"	������Z
n

p′′(n) =
∂2p

∂n2
> 0 for n ≥ 0,

òUõXS&ô

•
p ≥ max{ϑn, κn1+2/d},òUõX[0ô

• �"��!"_���_� Z#���
	(���Q�
	(��K ����T!��"�E ������ �Q�#��� � �Q�"�Q ���!&����V !&�
ϑ

∂p

∂ϑ
> 0 for all n > 0, ϑ > 0.

ò
	�I&ô

� !&�'� U7��J;î òUõYP0ô ÿ ë]ñ®é�ûìé_íWærâ]é_ûSê®â]ä"êoémâWëhî òUõXS&ô ä0ð p á"í�á�ðLý®öìçmë]æcä0ö�äOð n ðLä0åcårä���í.ðLâ]äOï �7éMïÐïÐá 3 ù õ
��æ�ë]ñ

α = d/2 ÿ β = d/2− 1
ù
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� ñìé3þ®â]íJë÷ê�á"âWë÷ä0ð òUõX[&ô æcíSá�çMäOö®íWé0/Hýìé_ö®ç_é#ä0ð òJó6P0ô á"ö®û�ë]ñìé#íJëWâ]æcçmë÷ïÐä0öìäOë]ä0öìærçMæ�ëhî�ä0ð�ë]ñ®é
/HýìäOë]æréMö&ë

p

ϑn
=

2

d

Id/2(λ)

Id/2−1(λ)
=

2

d+ 2

I ′d/2+1(λ)

I ′d/2(λ)
> 1,

��ñìæcçyñ3ðLä0åcårä���í�ð�â]ä0ï �7éMïÐïÐá 3 ù õ ��ærë]ñ α = d/2 + 1
áOöìû

β = d/2
ù

� ñìé�íWé_ç_ä0öìû3êCá,âWë�ä0ð?ë]ñ®é¥æcöìé0/Hý®áOåcæ�ëhî òUõX[&ô ðLä0åcårä���ífðLâ]äOï òJó'S&ô áOöìû3ë]ñìé³íJëWâ]æcçmëfïÐä0öìäOë]ä0öìæcç_ærëhî
ä0ð

p

κn1+2/d
=
d+ 2

2

(
2

d

)1+2/d Id/2(λ)

Id/2−1(λ)1+2/d
> 1,

��ñìæcçyñ3ærí�æcï�ê�åræcé_û�ãHî �7é_ïÐï)á 3 ù . ��æ�ë]ñ α = d/2
á"ö®û

β = d/2− 1
ù

� ä!êìâ]ä'*&é ò
	�IHô åcémë�ýìí�â]émêìâ]éMíWé_ö&ë�ë]ñ®éXç_ä0öìíWæcûìé_â]é_û3ûìémâ]æ�*Oá"ë]æ�*&éXáOí

∂p

∂ϑ
=

(
d

2
+ 1

)
p

ϑ
− d

2
nD =

(
d

2
+ 1

)
1

d
Id/2(λ) +

1

2

d

2

I2
d/2−1(λ)

λI ′d/2−1(λ)
.

� ñìé_ö ÿ ë]äÐç_ä0öìç_åcýìûìé �;éXç[á"ö#á"êìê®årî �7éMï!ï)á 3 ù 	 ��æ�ë]ñ α = d/2
áOöìû

β = 1
ù�8höìûìéMé_û ÿ ãHî ò 3 .�ô

sgn

{
∂p

∂ϑ

}
= sgn

{
−λI ′d/2−1(λ) +

2

d
λ2

(I ′d/2(λ))2

λI ′d/2−1(λ)

}
> 0.

�oÖ;��Ö�� 	(�"!QW
Z�� � ñìé$éMöìémâ]øOî�â]éMåcá"ë]æcäOö ò�.Hô ðYäOâ�ë]ñìé+M�émâ]ïÐæ �YNXæ�âyáOç$ïÐä�ûìé_å�åré[áOûìíSë]ä
æcö&ë]émâ]éMíJë]ærö®ø
�  �!"��
!"CéMíJë]ærï)á"ë]é_í�æcö�årä���ûìæcï!éMöìíWæcäOö®í_ù
� &U+Q+ V ��.���. � U

d ≤ 3
3:��� �"	 ��� �H�Q���Q���7�"	(��!�W�Z <SB@ ���
	 ��!&��� ����� ����� �"!"�#���<��	(�"!�W�Z d

2

∫
Ω
p dx�
	(> ��� �%�Y������� V �Q��:���� V �%� UL��� �  ����Q��	 ��_��� ��	(�"!�W�Z 1

2

∣∣∫
Ω
nϕdx

∣∣ U�!&�
� �Y���B:
�����F�
!��X �!��&�������� ZM3E U
d = 3

3���� ��	 U��
!%�&�Y���
0 < c1 < 3/2

��� �"!��%���
������
c2 = c2(c1,Ω)

�&V �"����� ���

E ≥ c1
∫

Ω

p dx+

∣∣∣∣
∫

Ω

nϕdx

∣∣∣∣− c2M7/3.
ò
	�ó[ô

�  � �� �
!�� ZB3� U
d ≤ 2

��� ��	

E ≥ c1
∫

Ω

p dx+

∣∣∣∣
∫

Ω

nϕdx

∣∣∣∣− c2M2ò
	0õ0ô

U��
!����Y���
0 < c1 < d/2

�
	(>\��V ��Q�Y�����
c2 > 0

� � U
d = 4

�&V �"�F�
	 �"�"��������Q� �� �#���
	� 	 W U&V�� U��
!
������� �G:���� V �"�%� UL���
���

M
�
	 � ZM3 	(�
�#��� Z7U��
!

0 < M < M0
3

E ≥ (2− c3M1/2)

∫

Ω

p dx+

∣∣∣∣
∫

Ω

nϕdx

∣∣∣∣− c4
ò
	&	0ô

U��
!:���
���
c3, c4 > 0

�
� !&�'� U7� G�åré[á"â]å�î ÿ ë]ñìé�ærö&ë]éMøOâyá"å ∫

Ω
nϕdx

æcífã�ä0ýìöìûìéMûüðLâ]äOï á,ãoä0*&é0ù�8hö#ð�áOçmë ÿ ðYäOâ�éMæ�ë]ñìé_â d ≥ 3
äOâ

d ≥ 1
áOöìû òJó�.�ô ÿ �;é¥ñ®á0*0é ∫

Ω
nϕdx ≤ 0

ù
M�ä"â

d = 3 ÿ ýìíWæcöìø³ë]ñ®éfú��0årû®émâ�æcöìé'/&ý�á"åcærëhî)áOöìû÷ë]ñìéR�HäOã�ä0åcé�*)æcï¥ãoé_ûìûìæcöìø�ë]ñìé_äOâ]é_ï �;é�ä"ã®ëyá"æcö
ðLäOâ�é[á"çiñ

ε > 0∣∣∣∣
∫

Ω

nϕdx

∣∣∣∣ ≤ |n|6/5|ϕ|6 ≤ C|n|26/5 ≤ C|n|
5/6
5/3|n|

7/6
1 ≤ ε|n|5/35/3 + CεM

7/3

��æ�ë]ñ�á�íWýìæ�ëyá"ã®åcé
Cε > 0
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ϑ
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í]á"ë]æcíJþ®é_í òUõX[&ô ÿ ë]ñìé3ç_å�á"æcïÐé_û�é_íJë]æcï)á,ë]é

ðLä0åcårä���í_ù
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8hö�ë]ñìé¥ç[á"íWé
d ≤ 2

áÐíWærïÐæcåcá"â�á"â]ø0ýìïÐé_ö&ë�á,ê®ê®åræcé_í�ë]ä ∣∣∫
Ω
nϕdx

∣∣ ≤ |n|q|ϕ|q′
��æ�ë]ñ

q
ç_åcä0íWéXë]ä

1 ÿ íWä!ë]ñ®á"ë ��æ�ë]ñ3á"âWã®ærëWâyá"â]ærårî�åcá"â]ø0é q′ ùM�ä"â
d = 4

ë]ñ®éXæcöìé0/Hý®áOåcæ�ëhî
∣∣∣∣
∫

Ω

nϕdx

∣∣∣∣ ≤ C|n|
3/2
3/2M

1/2

ñìä0årû®í�áOöìû ò
	&	&ô ðLä0åcårä���í�ærïÐïÐé_ûìæ�á"ë]é_årî0ù
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d ≤ 3
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d = 4

�
	(>
M > 0
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VYW
�I3 ��� ��	F��� � !&����������
	
<SB@HW
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�����FV 	� U��
!"� �! �!"��
!" �"�"��������Q� U&!&�
� �Y���B:�� U��
! ∫

Ω
p(x, t) dx

3 ∣∣∫
Ω
n(x, t)ϕ(x, t) dx

∣∣
�
	(>

ϑ(t)
�	+��� � ��:
��� V���_�
	N �!&�Y�������P�

� !&�'� U7�`8hð
d = 3 ÿ �Qé_ïÐï)á 	 ù 	 áOöìû òUõX[&ô ærï!ê®årî E ≥ c1ϑM − c2M7/3 ù � ñìæcíXåcéMáOûìí�ë]ä ϑ(t) ≤

ϑ1 <∞
ðYäOâfá"åcå

t ≥ 0 ÿ ��ñìéMöìé�*&émâ�íWä0åcý�ë]æcäOö®í n(x, t)
��æ�ë]ñ�þ�$�é_û

M ÿ E é�$�æríJëMù
�Hæcï!ê®åcéXêìâ]äOê�émâWë]æcé_í�ä0ðQë]ñìéXéMöìémâ]øOî�ðLý®öìçmë]æcä0ö

(n, ϑ) 7→ E
á"â]éXø&á"ë]ñìémâ]é_û3ærö

� &U+Q+ V ��.���. 
 ��; 	(� U��
!�� ���
V 	(>Y��> >Y�
�#�
 	
Ω ⊂ Rd �
	�>

M > 0
��� �����
	U:����F��V����������H� U

L1+2/d(Ω)

Md = {n ∈ L1+2/d(Ω) : n ≥ 0}, Md,M =

{
n ∈Md :

∫

Ω

n dx = M

}
.
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� ����>7U��
!%��� �
ϑ > 0 �

<� @  U
d ≥ 1

��� �"	
supMd,1

E =∞ 3
<�� @  U

d > 2
��� ��	

infMd
E = −∞ 3

<��  @  U
d = 2

3���� ��	
infMd

E/M2 > −∞ 3
<�: @  U

d = 4
3���� ��	%U��
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3

infM4,M
E > −∞ 3

��V �
infM4,M

E = −∞ U��
! ��� �
M > M0
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<E: @  U

d ≥ 5
��� �"	 U��
! ���Y���

M > 0
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infMd,M
E = −∞ 3
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d > 2

3
n ∈Md,1

�
	(>
ϑ > 0

3  U
M > 0

 �R��V�6 ��_��	 �_� Z����#��� � 3
��� ��	

E > 0
U��
!

(Mn, ϑ)
3

<E:'  @)U��
!%�&�Y���L; �Y��>
n
K ���� ∫

Ω
n dx = M > 0

3
limϑ→∞ E(n, ϑ) =∞ �

� !&�'� U7� ò æ ô ðYä0åråcä���í¥ðLâ]ä0ï ë]ñìéÐçMáOårçMýìå�á,ë]æcä0ö�ä0ð¦ë]ñ®éÐðYýìöìçmë]æcä0ö
E
ðYäOâ

n = 1Iω/|ω|
��æ�ë]ñ

ω ⊂⊂ Ω ÿ
0 < |ω| � 1

ù�8höìûìéMé_û ÿ E ∼ |ω|−2/d − const
ðYäOâ�íWýìçyñ

n
ù

ò æcæ ô Mtæ�$
ϑ > 0

áOöìû ëyá6-&é3á�íWï!ä�äOë]ñ�ðLýìö®çmë]æcäOö
n ∈ Md,1

��æ�ë]ñ�ç_ä0ï!ê�áOçmë)íWý�ê®ê�äOâWë ÿ áOöìû
ç_ä0öìíWæcûìémâ�ë]ñìé¥ûìé_öìíWærë]æcé_í

Mn ÿ M � 1
ù�M�äOâ�ë]ñìéMíWéXðYýìöìç_ë]ærä0öìí

E ∼ cM1+2/d − CM2 ñ®äOåcûìí_ù
ò æcæræ ô�� ã�íWémâ *&é�ë]ñ®á"ë ÿ ã�î �7éMïÐïÐá 	 ù 	 ÿ ðYäOâ d = 2 `1 ≡ infMd,1

E > −∞ ñìä0åcûìí_ù � ñìé_öüë]ñìé
íWçMáOåcæröìø)ä0ð7ë]ñìéXã�äOë]ñ�ë]émâ]ïÐí�ærö

E
åcéMáOûìí�ë]ä�ë]ñìé¥ûìé_íWærâ]é_û3éMíJë]ærï)á"ë]éOù

ò *�æcæ ô � ñìærí÷ðYäOåcåcä��í÷ðLâ]äOï ë]ñìé#íJëWâ]ærç_ë÷ïÐäOö®ä"ë]ä0öìæcç_ærëhî ä0ð
p
��ærë]ñ â]é_íJê�éMçmë)ë]ä

ϑ
ærö ò
	�IHô áOöìû

òUõX[0ô ù
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E
áOöìû�ë]ñ®é#æröìíJëyáOö&ëyáOöìéMä0ýìí#*OáOårý®é#äOð

n = n(x, t) ÿ ë]ñ®é3êìâ]äOê�émâWëhî ò *�æcæ ô æcö
�7éMï!ï)á 	 ù 3 á"ã�ä'*&é¥êoémâ]ïÐæ�ë]í�ýìí�ë]ä÷ûìé_þ®öìé³ë]ñìé³ë]é_ï!ê�é_âyá,ë]ýìâ]é ϑ = ϑ(t)

ò áOöìû#ë]ñHýìí
p = p(n, ϑ)

ô
ærö#á!ýìöìæ /Hýìé �.áMî0ù
�oÖ �oÖ � 	 ��!&�! �Z��LM�äOâ!êCá,âWë]æcç_ý®åcá"â)ûìé_ö®íWæ�ëhî��&êìâ]é_íWíWýìâ]é�â]éMåcá"ë]æcä0öìí ò
	0ô ë]ñìémâ]é�ï)á_î
é�$�æcíJëÐæcï�êoä"âWëyáOö&ë
ðLý®öìçmë]æcä0ö®áOårí ��ñ®ærçiñ ê�åcáMî ë]ñìé3â]äOåcé#ä0ðXá �7îHá,ê�ýìöìä'*�ðLý®öìçmë]æcä0ö�ðYäOâ)ë]ñ®é3û�î�ö®áOïÐærç[áOå�íJî�íJë]éMï áOíJè
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∫
Ω

(ϑn logn+ 1
2nϕ) dx

ûìéMçmâ]é[á"íWéMí�æcö�ë]æcïÐéOù(��ærïÐæcåcá"â]årî ÿ ærö�ë]ñìé¥öìä0öìæcíWä"ë]ñ®émâ]ï)áOå J;â]ä���öìæcáOö3çMáOíWé ÿ
ë]ñìéXç_å�áOíWíWærç[á"å`J.ä0å�ë&KMïÐáOöìö ò öìé_ø ô é_öHëWâ]ä"ê�î ∫

Ω
n(logn− c0 log ϑ) dx

ærí�á�û®é_çmâ]é[áOíWæröìøÐðYýìöìç_ë]ærä0ö�äOð

t ÿ çMð9ù®éOù øìù 1 ó	 ÿ [ ÿ�365 ùA äOâ]éMä0*&é_â ÿ ðYäOâ�ë]ñìé�ê�ä0å�î�ëWâ]äOê®æcç�ç[áOíWé Wγ =
∫

Ω
(κγn

1+γ + 1
2nϕ) dx

ûìé_ç_â]éMáOíWé_í�æcö
t
ò ë]ñìé�þìâ]íJë

ë]émâ]ï ærö#ë]ñìæcíféMö&ëWâ]äOêHî3æcí<-�öìä���öüáOí ��� ö&î�æQéMö&ëWâ]äOêHî�ã�î3ï)á,ë]ñ®é_ï)á"ë]ærçMæcáOöìí ÿ áOöìû � í]áOåcåræcí�é_öHëWâ]ä"ê�î
ãHîSê�ñ&î�íWærçMæríJë]í ô ù�8hö®ûìé_éMû ÿ

dWγ

dt
= −

∫

Ω

nD∗

∣∣∣∣κ
1 + γ

γ
∇(nγ) +∇ϕ

∣∣∣∣
2

dx ≤ 0.
ò
	6.�ô

Mtæcö®áOårårî ÿ ærö4ë]ñìé%M�émâ]ïÐæ �YNXæ�âyáOç!çMáOíWé Wiso =
∫

Ω

(
ϑH(n) + 1

2nϕ
)
dx

æcíXáOö$é_öHëWâ]ä"ê�îüðLäOâ�ë]ñìé
æríWäOë]ñìé_â]ï)á"å7ï!ä�ûìéMå ÿ íWé_é 1 @ 5Aÿ á"ö®û

W =

∫

Ω

(
H(n) +

1

2

p

ϑ

)
dx

ò
	 3 ô

ærí³áOö$é_ö&ëWâ]äOêHî4æcö�öìä0öìæríWäOë]ñìé_â]ï)á"å=ç[áOíWé ÿ íWéMé 1 ó'@ 5 ùkú�émâ]é H = H(n, ϑ)
æcí�ë]ñìé!ç_ä0öY*&é�$üðYýìöìç_ë]ærä0ö

ûìémþ�öìé_û æcö òUõ0õ0ô ù 8höìû®é_é_û ÿ ë]ñìé÷é_ö&ëWâ]äOêHî W í]á"ë]æcíJþ®é_í ÿ ðYäOâ�áOårå�íWý �)ç_æcé_ö&ë]årî$â]éMø0ýìåcá"â�íWä0årýìë]ærä0öìí�ä0ð
ë]ñìéXé�*&äOåcý�ë]æcä0ö�êìâ]äOã®åcé_ï ë]ñ®é�â]é_å�á"ë]ærä0ö

dW

dt
= −

∫

Ω

ϑnD∗

∣∣∣∣∇
(
h(n) +

ϕ

ϑ

)∣∣∣∣
2

dx ≤ 0.
ò
	�@&ô

� ñìé�êìâ]ä�ä0ðQäOð7ë]ñìé¥á"ã�ä'*0éXéMö&ëWâ]äOêHî÷êìâ]ä�ûìýìç_ë]ærä0ö�ðLäOâ]ï�ýìå�á!ðLä0åcårä���í�ðLâ]äOï ï³ý®å�ë]ærê®åcærç[á,ë]æcä0ö�ä0ð òJó,ô ã�î

h(n) + ϕ/ϑ
áOöìû�æcö&ë]éMø"âyá"ë]æcä0ö�ã�î÷êCá,âWë]í_ù ] éXýìíWé³áOåcíWä!ë]ñìéXâ]é_å�á"ë]ærä0öìí

d

dt
E =

d

2

∫

Ω

pt dx+

∫

Ω

ntϕdx = 0,

pt =

(
d

2
+ 1

)
p
d

dt

(
log ϑ

)
+ nϑ

d

dt
h(n),

áOöìû�ë]ñìé�êìâ]äOê�é_âWë]æréMí òUõ0õ0ô ä0ð7ë]ñìé¥ðLý®öìçmë]æcä0öìí
h ÿ H ù� ñìé³áOíJî�ï!êìë]äOë]æcç�êìâ]äOê�é_âWë]æréMí�ä0ðQë]ñìéRM®é_â]ï!æ7æcö&ë]é_øOâyáOåcí�æcö �7éMïÐïÐá 3 ù ó ê�é_â]ï!ærë�ýìí�ë]äÐíWñìä��
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W ∼ −Cϑ
∫

Ω

n1−2/d dx

K ���� ���
�#�\���
	��"�Q�
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C > 0
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!�����"V����
!83<���Y�� ��� (� _������� ���< U
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!:��� � �Q���� ���!&����V !&�

ϑ(t) ≥ ϑ1 > 0
� ����>
�7�

� !&�'� U7� 8höìûìéMé_û ÿ ýìíWæcöìøÐë]ñìéXöìäOëyá"ë]ærä0ö3æcö ò 3 [0ô ÿ �;éXø0é_ë

W =

∫

Ω

(
−n logλ− d+ 2

2

p

ϑ

)
dx

=
µ

2
ϑd/2

∫

Ω

(− log λ)d/2−1Rd/2−1(λ) dx ≥ −Cϑ
∫

Ω

n1−2/d dx

��æ�ë]ñ#á!ç_ä0öìíJëyáOö&ë
C > π2/3

ãHîSë]ñ®é�êìâ]äOê�é_âWë]æréMí�äOð
Rα
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n
ù
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n
äOð�ë]ñìé�é_ö&ëWâ]äOêHî³ûìé_öìíWærëhî ò æAù éOù[ë]ñìé¦æcö&ë]é_øOâyáOöìû�æcö ò
	 3 ôWô é'/Hý®áOårí 1

nD− d
2D
′ = 1

n
∂2p
∂n ∂ϑ

ÿ áOöìû³ë]ñìærí
é�$�êìâ]éMíWíWærä0ö3çyñ®áOöìø0éMí.ë]ñìé¥íWærø0ö4,�ðLäOâ

0 < n� 1
ærë�ærí�ê�ä0íWærë]æ9*&é ÿ ��ñìæråcéXðYäOâ n� 1
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�7Ö����*� �mÙ�����Ü � �mÙ��ìÙF� �?Ú[Û�� �;�U���÷ß�Ù��	� 
G��Ü ���C�F����ØQÜ ��Ø	��ÚJ���®Ö M®äOâXø0é_öìé_âyáOå?û®é_öìíWærëhî��
êìâ]é_íWíWýìâ]é¦â]éMåcá"ë]æcäOö®í ò
	&ô ë]ñ®é¦íJë]éMáOû�î³íJëyá"ë]é_í

(N,Φ)
ä0ð òJó,ô � òUõ&ô á,â]é�ûìémë]é_â]ïÐæröìéMû�ð�â]ä0ï ë]ñìé�é0/Hý®á"ë]æcä0ö

h(N) +
Φ

ϑ
= c,

ò
	XP0ô

��ñìémâ]éXë]ñìéXç_ä0öìíJëyáOö&ë
c
æcí�çyñ®äOíWéMö3ð�â]ä0ï ë]ñìéXï)á"íWí�ç_ä0öìíJëWâyáOæcö&ë ∫

Ω
N dx = M ÿ áOöìû�ë]ñìéXðYýìöìçmë]æcä0ö

h = h(n, ϑ)
æcí�ûìé_þ®öìéMû�æcö3áÐíWærïÐæcåcá"â �.á_î3áOí�æcö�ë]ñìé:M®émâ]ïÐæ �ON�æ�âyáOç¥ç[á"íWé òUõ0õ0ô

∂h

∂n
=

1

ϑn

∂p

∂n
.

8höìûìéMé_û ÿ ï³ý®å�ë]ærê®årî�æcöìø¥ë]ñìé�íJëyá,ë]æcä0ö®á"âWî *&émâ]íWæcä0ö ∇· (D∗(∇P +N∇Φ)) = 0
ä0ð òJó[ô ãHî

ϑh(N)+ΦáOöìû3ærö&ë]éMøOâyá,ë]æcöìøÐä'*&émâ
Ω ÿ �;é¥ä"ã®ëyá"æcö

∫

Ω

ϑ2ND∗

∣∣∣∣∇
(
h(N) +

Φ

ϑ

)∣∣∣∣
2

dx = 0,
ò
	�S&ô

��ñìæcçyñ3ærï!ê®åcæcé_í ò
	YP0ô ù
� ñìé J�â]ä���öìæ�áOö¥ç[áOíWé ��ærë]ñ

h(n) = log n
ñ®áOí7ã�é_éMö¥ç_ä0öìíWæcûìémâ]éMû¥æcö�1 õ 5 áOöìû#1 S 5 ù � ñìé=ê�ä0årî�ëWâ]ä"ê�ærç

çMáOíWé ��ærë]ñ
h(n) = κ

ϑ
1+γ
γ nγ

�.áOí¦íJë]ýìûìæcé_û÷ýìíWæcöìø³ïÐä0öìäOë]ä0öìærçMæ�ëhîÐïÐémë]ñìä�ûìí�ærö)é0ù øìù�1 ó'S 5Uÿ áOöìû)ë]ñìéMö ÿ
ærö#ë]ñìé¥âyáOûìæ�áOårårî3íJî�ïÐïÐémëWâ]æcç�çMáOíWé ÿ æcö 1 ó�. 5 ù�
¦á"â]æ�á"ë]ærä0ö®áOå7ïÐé_ë]ñìä�ûìí�á"â]é�áOåcíWäSá0*OáOærå�á"ã®åcé³æcöüç_émâWëyáOæcö
çMáOíWé_í ��ñìéMö

γ ≥ 1− 2/d
ù
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	YP0ô ðYäOâ;íJë]éMáOû�î)íJëyá"ë]é_í_ù���á"ïÐéMå�î ÿ ë]ñìé�êìâ]ä�ûìý®çmë]æcäOöSäOðké_öHëWâ]ä"ê�î
ðLäOâ]ï�ýìå�á!åcéMáOûìí�ë]ä ò
	XP0ô á"í�æcö ò
	
.�ô ÿ ò
	�@&ô ÿ áOöìû3æcö�ë]ñ®éLJ;â]ä���öìæ�áOö�ç[áOíWé¥íJë]ýìûìæcé_û3ærö 1 õ ÿ S 5 ù

8höüë]ñìé�êìâ]äOã®åcé_ï ä0ð=þ®öìûìæcöìø�íJë]é[á"ûìî#íJëyá"ë]é_í�ðLäOâ�þ�$�éMû
E
áOöìû

M ÿ ò
	YP0ô ærí�íWýìêìê®åcé_ïÐé_ö&ë]éMûüãHî
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8hö�ë]ñ®éLM�émâ]ïÐæ �YNXæ�âyáOçXç[áOíWé�ë]ñìéXíJëyá"ë]ærä0ö®á"âWîSíWä0åcý�ë]æcäOö®í
(N,Φ)

ä0ðQë]ñìé�êìâ]äOã®åcé_ï òJó,ô � òUõ&ô ÿ òJóOó,ô ÿ
òJó�.Hô�ò ä"â òJó[ô � òUõ&ô ÿ òJóOó,ô ÿ òJó�	&ôWô ��ærë]ñ�áOö$á"âWã®ærëWâyá,âWîüû®æ9��ý®íWærä0ö�ç_ä�é��)ç_æcé_öHë D∗ áOöìû�áSçMä0öìíJëyáOö&ë ϑí]á"ë]æríWðLî�æröìø ò�.�ô ÿ á"â]é)çyñ®á"âyáOçmë]é_â]æ�KMé_û�ãHî4ë]ñ®é)ærûìéMö&ë]ærëhî ∇(ϑ log Λ − Φ) = 0

é'/&ý®æ9*0á"åcé_öHë¥ë]ä ò
	YP0ô ù
ú�émâ]é ÿ ë]ñ®é)â]é_å�á"ë]ærä0ö�ãoémë �;é_éMö Λ

á"ö®û
N
æcí�áOí³ðYäOâ

λ
á"ö®û

n
ærö ò�[&ô ù � á
-�ærö®ø#æcö&ë]ä4á"çMç_ä0ýìö&ë�ë]ñìé

â]é_å�á"ë]ærä0öìí òQP0ô ÿ ò�[0ô áOöìû�ë]ñìéXàtä0æríWíWä0ö#é0/Hý®á"ë]ærä0ö òUõ&ô ÿ �;é¥á"âWâ]æ�*0é³á"ë�ë]ñìé�â]éMåcá"ë]æcäOö

N = ∆Φ =
µ

2
ϑd/2Id/2−1(eΦ/ϑ−c),

ò
	X[0ô

ðLäOâ�ë]ñ®é�íJëyá"ë]æcäOö�á,âWîüê�äOë]é_öHë]æcáOå
Φ ÿ ë]ñìé�û®é_öìíWærëhî N á"ö®û�áSçMäOö®íJëyá"öHë�ë]éMï!ê�émâyá"ë]ý�â]é

ϑ ÿ ç[áOåråcé_û4ë]ñìéàtäOæcíWíWä0ö��OM®é_â]ï!æ �ON�ærâyá"ç�é0/Hý®á"ë]ærä0öoù � ñìé¥ç_ä0öìíJëyáOö&ë
c
æcí�íWý®çyñ�ë]ñ�á,ë�ë]ñ®é�ï)áOíWí�çMäOö®íJëWâyá"æcö&ë

∫

Ω

N dx =

∫

Ω

∆Φ dx = M
ò�.YIHô

ærí¥í]á"ë]æríJþ®éMûoù � ñìé!é'/Hý®á"ë]ærä0ö ò
	X[&ô ç[áOö4ã�é!íWæcï�ê�årærþ®é_û á÷ã®ærëXãHî4æcö&ëWâ]ä�ûìýìçMæröìø�ë]ñìé�ö®é�� êoä"ë]éMö&ë]æ�á"å

Ψ = −Φ/ϑ
åcéMáOûìæcöìø!ë]ä

∆Ψ +
µ

2
ϑd/2−1Id/2−1(e−Ψ−c) = 0

ò�.ìó,ô

��æ�ë]ñ�ë]ñìéXçMäOö®íJëyá"öHë
c
í]á"ë]æcíWð�î�æcöìø!ë]ñìéXï)áOíWí�çMäOö®íJëWâyá"æcö&ë

µ

2
ϑd/2−1

∫

Ω

Id/2−1(e−Ψ−c) dx =
M

ϑ
.

ò�.Hõ0ô
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] éSá"â]éSårä�ä�-�ærö®ø#ðYäOâ�íWä0årýìë]ærä0öìí�í]á"ë]æcíWð�î�æcöìø4á3ã�ä0ýìöìû®á"âWî�çMäOö®ûìæ�ë]æcä0ö�áOöìû
áOåríWäüë]ñìéSé_öìé_â]ø"î�ç_ä0ö�è
íJëWâyáOærö&ë ò�.�ô ��ñìæcçyñ3æcí�ö®ä��ðYä"â

P = P (N,ϑ)
,

E =
d

2

∫

Ω

P dx− ϑ

2

∫

Ω

NΨ dx
ò�.!	&ô

=
µ

2
ϑd/2

∫

Ω

(Id/2(e−Ψ−c)− 1

2
ΨId/2−1(e−Ψ−c)) dx.

Mtærâ]íJë ÿ �;é�â]é_ç[á"åcåCâ]é_íWýìårë]í.ä0ö�íJë]é[á"ûìî÷íJëyá,ë]éMí ��æ�ë]ñ�á�êìâ]é_íWç_â]æ�ãoé_ûSë]é_ï!ê�é_âyá"ë]ý�â]é ϑ > 0
ðLâ]ä0ï 1 @ 5

ò ã�áOíWé_û3ä0ö�ç_ä0öìíJëWâ]ý®çmë]æcäOö®í�æcö 1 õ&	 5 ô ÿ áOöìû 1 ó'[ ÿ õ
I 5 ù

� )�'��('������	�'�
 �*.�/U. � �
!
d = 1, 2, 3

3�W�;:���	
M > 0

��� ��!&�#���
��"�������)�����
�"� �
	�� ����� V���_�
	
Φ

� U
��� � � �
������
	CA�� ��!"�%�A�
R�!&�Y�%���"V ����_�
	 < O�8@%���������U&Z� 	 WT��� � 
R !"����O�����)���
	(>
�����
	 <H>FSB@#�
	(> <S��!@M�
� �
!

d = 4
�&V �"�H������� V ����
	 ���
��"��� U��
!%��� �4��V�6 �"��"	 �_� ZT�&�#��� �

M > 0
�

A æcöìæcïÐæ�KMæröìø!ë]ñìé�é_öHëWâ]ä"ê�î ò éMæ�ë]ñìé_â ò
	 3 ô äOâ Wiso

ô á"ë�á�þ�$�é_ûSë]éMï!ê�émâyá"ë]ý�â]é
ϑ > 0

á"ö®û�ýìö®ûìémâ
ë]ñìéSï)áOíWí!çMäOö®íJëWâyá"æcö&ë

M > 0 ÿ äOö®é�ä"ã®ëyá"æcöìí!é�$�æcíJë]é_öìçMé)â]éMíWýìårë]í�íWæcïÐærå�á"â!ë]äüë]ñìä0íWé�ærö�à�â]äOê�ä0íWærèë]ærä0ö . ù ó ù

� )�'��('������	�'�
 �*. ,�. � �
!
d = 1, 2, 3

3�W�;:���	
M > 0

��� ��!&�#���
��"�������)�����
�"� �
	�� ����� V���_�
	
Φ

� U
��� � � �
������
	CA�� ��!"�%�A�
R�!&�Y�%���"V ����_�
	 < O�8@%���������U&Z� 	 WT��� � U&!��&�%���
	(>
���_�
	 <?>MO7@#�
	(> <S��!@��

� �
!
d = 4

��V����H� ����� V���_�
	 ���
 �"��� U��
!%��� �4��V�6 ��_��	 �_� Z#������� �
M > 0

�
� ñìé /Hýìé_íJë]æcä0ö
ä0ð�ë]ñìé�é�$�æríJë]éMöìç_é�ä0ðfï�ýìårë]æ�ê®åcé�íWäOåcý�ë]æcä0öìíÐä0ð�ë]ñìé�é0/Hý®á"ë]æcä0ö ò
	X[&ô ÿ áOöìû�ë]ñìéMæ�â

íJëyá"ã®æråcærëhî áOí�íWä0årý�ë]æcä0öìí�äOð¥ë]ñìé$é�*&ä0årý�ë]æcä0ö êìâ]äOã®åcé_ï òJó[ô � òJó[õ&ô ÿ æcíSâyá"ë]ñìé_â�ûìé_åcæcçMá"ë]éOù � ñìé_â]é$á"â]é
íWä0ï!éSöHýìïÐémâ]æcçMáOå¦â]é_íWý®å�ë]í�æcö�ë]ñìé÷çMáOíWé÷ä0ð;âyáOûìæ�á"åcårî�íJî�ïÐïÐémëWâ]æcç÷íWä0åcý�ë]ærä0öìí�ærö�ë]ñ®éÐã�áOåcå¦ä0ð R3 ærö
1 ó0I ÿ ó0ó ÿ ó[õ 5 ù
T &U+�V*)*WX. M�äOâ�áOöìäOë]ñìé_â�á"êìêìâ]ä&áOçyñÐë]äXë]ñìé.ê®â]ä"ã�åréMï ä0ðCë]ñìé�é�$�æcíJë]é_öìçMé�ä0ðCíWä0åcý�ë]æcäOö®í¦ä0ð ò�.ìó,ô ÿ ò�.Hõ&ô
��æ�ë]ñ

Ψ
í]á,ë]æcíWðLî�æcöìø)ë]ñìé N�ærâ]æcçyñìåcémë�ç_ä0öìû®æ�ë]æcä0ö òJó�.�ô ðYäOâ�íWïÐáOåcå

M > 0
áOöìûüéMáOçiñ

d ≥ 3 ÿ �;é¥â]é_ðYémâë]ñìé!â]é[áOûìémâ³ë]ä 1 ó'[ 5 ù � ñìéMíWéÐâ]é_íWýìårë]í�á,â]éÐê®â]ä0*&éMû�æcö�ë]ñìé)íJê®ærâ]æ�ë�ä0ð�þ�$�é_û�ê�ä0ærö&ë³ë]ñìéMä"â]éMïÐíXã�áOíWéMû
ä0ö
ë]ñìé�ç_ä0ï!ê�áOçmë]ö®é_íWí!ê®â]ä"êoémâWë]æcé_í!ä0ð�ë]ñ®é�äOê�émâyá"ë]äOâ

N 7→ Ψ
æcö 1 ó'[ 5Aÿ áOöìû ýìíWæcöìø�ç_ä0ö&ëWâyáOç_ë]ærä0ö

á"â]øOý®ï!éMö&ë]ífærö 1 õ�I 5 ù�M�äOâ�ë]ñìé³ð�â]éMé¥ç_ä0öìûìærë]ærä0ö òJó	&ô áOöìû d ≥ 3 ÿ ë]ñìéXêìâ]ä�ä0ðLífäOð=áOö®áOåcäOø0ä0ýìí�â]éMíWýìårë]íá"â]é.êìâyáOçmë]æcçMáOårårî�ë]ñìé�í]áOïÐé ÿ áOí �;éMårå®áOí�æcö!ë]ñìé;ë �;äOèUûìæcïÐé_öìíWæcä0ö®áOå�çMáOíWé�ðYä"â�éMæ�ë]ñ®émâ¦äOð�ë]ñìé.ã�ä0ýìö®û®á"âWî
ç_ä0öìûìærë]æcäOö®í òJó�	&ô ÿ òJó�.Hô ùOD�åcíWä ÿ ãHî÷áOöSá"êìê®åcærç[á"ë]ærä0öSä0ð�ë]ñìéfàtä0ñìäXKMáOé�*)æcûìé_öHë]æ�ëhî ÿ ærë;ærí�íWñ®ä��ö�ærö+1 ó'[ 5
ë]ñ®á"ë¥ðLäOâ

d ≥ 5 ÿ ë]ñìé!é0/Hý®á"ë]æcä0ö ò�.ìó,ô ��ærë]ñ4ë]ñìé NXæ�â]æcçyñìåcémëXã�ä0ýìö®û®á"âWîüçMäOö®ûìæ�ë]æcä0ö$æcö$íJëyá"âWèUíWñ®á"ê�é_ûûìä0ï)á"æcöìí�ñ�á"í�öìäÐíWä0årýìë]ærä0ö3ðLäOâfíWý �)ç_æcé_ö&ë]årî�åcá"â]ø0é
M ÿ í]áMî M ≥M(ϑ)

��æ�ë]ñ
M(ϑ)/ϑ� 1

ù

��ä�� �;é�á"â]é³â]éMáOû�î3ë]ä÷íJë]ýìû�î#íJëyá"ë]ærä0ö®á"âWî3íWä0åcý�ë]æcäOö®í�í]á"ë]æcíWð�î�æcöìø÷ë]ñìé�é_öìé_â]ø"îüá"ö®ûüï)á"íWí�ç_ä0ö�è
íJëWâyáOærö&ë]í ò æAù é0ùkæcö$ë]ñìé �%��"!��'���
	��
	����������	������������ ô ù � ñìéÐûìémëyáOæcårí³ä0ð¦ë]ñìé!þ�$�éMû$ê�ä0æröHë�á,â]ø0ýìïÐéMö&ë]í
çMáOö�ã�éXðYä0ýìöìû3æcöF1 ó'[ ÿ õ�I 5 ù®ú�ä��;é�*&é_â ÿ æ�ë�íWñ®äOý®årû3ã�é¥öìäOë]é_û�ë]ñ�á,ë�æcö�ë]ñ®é¥áOðLäOâ]éMï!éMö&ë]æcäOö®é_û�ê�á"ê�émâ]í
ë]ñìé³ûìémê�éMöìûìéMöìç_é³ä0ö

ϑ
�.áOí�ö®ä"ë�é�$Hê�åræcç_ærë]å�î�íJëyá"ë]éMû ò áOífæ�âWâ]éMåré�*OáOö&ëfæcö3ë]ñìé\���
	(�
	�_��������	����"�#��� � ô ÿ

��ñìæcåré¥ærë�ærí�ä0ð?ç_â]ýìç_æ�áOåoæcï!ê�äOâWëyáOöìç_é¥ñìémâ]éMæröoù
� ä3íWærï!ê®åcærðLî4ë]ñìéÐöìäOëyá"ë]ærä0ö ÿ ûìé_þ®öìéÐë]ñìé!ê�á"âyá"ïÐé_ë]émâ % = µ

2ϑ
d/2 ÿ áOöìû$ë]ñìéÐðYýìöìçmë]æcä0ö g(z) =

Id/2−1 (e−z) ÿ d ≥ 2
ù � ñìé�ðYýìöìç_ë]ærä0ö

g
áOöìû�æ�ë]í.ûìé_â]æ9*0á"ë]æ9*&é

g′
á"â]é�íJëWâ]æcçmë]årî÷ærö®çmâ]éMáOíWæcöìø!äOö R ÿ áOöìû

g(z) ∼ g′(z) ∼ Γ

(
d

2

)
ez as z → −∞,ò�.X.�ô



FERMI–DIRAC SYSTEM
��

íWé_é ò 3 .�ô áOöìû ò 3 @&ô � ò 3 P0ô ù � íWæcöìø³ë]ñìéfïÐä0öìäOë]ä0öìærçMæ�ëhî)ä0ð
g
ë]ä0ø0émë]ñìé_â ��ærë]ñ÷ë]ñìé�ê�ä0íWærë]æ9*�ærëhîÐä0ð

Ψ ÿ �;éø0émë�ðLâ]äOï ò�.Hõ&ô

c ≤ g−1

(
M

%|Ω|

)
.

ò�. 3 ô

A äOâ]é_ä'*&émâ ÿ ðLäOâ�áOö&î Ψ ∈ L∞(Ω)
ë]ñìémâ]é�é�$�æríJë]í�á÷ýìöìæ /&ý®é:*0áOårýìé

c = c(Ψ)
í]á"ë]æríWðLî�æröìø ò�.Hõ&ô ù � ñìé

ðLý®öìçmë]æcä0ö
c
æcí �Qæ�ê®íWçiñìærë&K¥ç_ä0ö&ë]æcöHýìä0ýìí�,

|c(Ψ1)− c(Ψ2)| ≤ |Ψ1 −Ψ2|∞
ãHî ò�.Hõ&ô ÿ çMð9ù 1 ó'[ ÿ òJó ù óOó,ô 5 ù � ñHýìí ÿ åcä�ä
-�æcöìøÐðYäOâfáÐíWä0årý�ë]æcä0ö3äOð?ë]ñìéXêìâ]äOã®åcé_ï ò�.®ó,ô � ò�.Hõ0ô æcí�â]é_ûìýìçMé_û
ë]ä!þ®öìûìæcöìø)á!þ�$�é_û�êoäOæcö&ë�ä0ðQë]ñìéXæcö&ë]é_øOâyáOåkäOê�é_âyá,ë]äOâ

T (Ψ) = %ϑ−1(−∆)−1 (g(Ψ + c(Ψ))) .
ò�.O@&ô
ú�émâ]é

(−∆)−1 ûìé_öìäOë]éMítë]ñìé�æröO*0é_â]íWé�ä0ð −∆
��æ�ë]ñ)áOöÐá"êìêìâ]äOêìâ]æ�á"ë]é.ã�ä0ýìöìû®á"âWî!ç_ä0öìûìærë]ærä0ö ÿ ûìémþ®ö®é_û

ãHî�áOö�æcö&ë]é_øOâyáOåoäOê�émâyá"ë]äOâ ��æ�ë]ñSë]ñìéL-0é_â]öìé_åoé0/Hý®áOåoé_ærë]ñìé_â;ë]ä�ë]ñìé "fâ]éMé_ö�ðYýìöìç_ë]ærä0ö�ä0ð
Ω
ä"â�ë]ä�ë]ñ®é

ðLý®öìû®áOïÐé_ö&ëyáOå=íWä0årýìë]ærä0ö$ä0ð�ë]ñìé �Qá"ê®å�áOç_æ�áOöoù489ë]íXöìäOâ]ï ÿ áOí�ë]ñìé!äOê�é_âyá,ë]äOâXçMä0öìíWærû®émâ]é_û$æcö L∞(Ω) ÿærí�ûìéMöìäOë]é_û�ãHî
A
ù

Dfêìê�å�î�æcöìø¥ë]ñìé�ïÐé[á"ö *0áOårýìé�ë]ñìé_äOâ]é_ï ðYä"â�ë]ñìé�ðYýìöìç_ë]ærä0ö
g
áOöìû)ïÐä0öìäOë]ä0öìæcç_ærëhî!êìâ]äOê�émâWë]æcé_í¦ä0ð

gáOöìû
g′ ÿ �;é�íWéMé.ë]ñ®á"ë�ë]ñìé �7ærê®íWçiñìæ�ë&K�ç_ä0öìíJëyáOö&ë L(M,ϑ)

ä0ð T ä0ö!ë]ñìé�ý®öìæ�ë¦ã�áOårå B(0, 1) ⊂ L∞(Ω)í]á"ë]æríJþ®éMí�ë]ñìéXé_íJë]æcï)á"ë]é

L(M,ϑ) ≤ 2A%ϑ−1 g′
(

1 + g−1

(
M

%|Ω|

))
.

ò�. POô

A äOâ]é_ä'*&émâ ÿ T ï)á"ê®í�ë]ñìé�ã�áOåcå
B(0, 1)

æcö&ë]ä)æ�ë]íWéMårðQêìâ]ä'*�ærûìéMû

A%ϑ−1g

(
1 + g−1

(
M

%|Ω|

))
≤ 1, i.e. M ≤ %|Ω| g

(
g−1

(
ϑ

A%

)
− 1

)
.

ò�.OS0ô

�Hæcöìç_é
ϑ/% = 2

µϑ
1−d/2 ÿ �;é;çMä0öìç_åcýìûìé�ð�â]ä0ï ò�.X.Hô ÿ ò�. P0ô ë]ñ�á,ë�ðLäOâ�íWý �)ç_æcé_ö&ë]årî�åcá"â]ø0é ϑ , M/ϑ� 1 ÿí]áMî

M/ϑ ≤ m0
ÿ ë]ñ®éXç_ä0öìû®æ�ë]æcä0öìí

L(M,ϑ) ≤ CM
ϑ
<

1

2
,

ò�.O[0ô

áOöìû ò�.YS&ô á,â]é$í]á"ë]æríJþ®éMûoù Dfêìê�å�î�æcöìø�ë]ñìé G�ä0ö&ëWâyáOçmë]æcä0ö A á"êìê®æcöìø à=â]æcöìçMæ�ê®åcé �;é4ø0é_ë ÿ ðYäOâ�éMáOçyñ
ê�ä0íWæ�ë]æ�*&é

M ÿ ϑ íWýìçiñ3ë]ñ®á"ë ò�.OS&ô � ò�.O[0ô á"â]é³í]á"ë]æríJþ®éMû ÿ áÐíWä0åcý�ë]æcäOö Ψ = ΨM,ϑ
ÿ ýìö®æ /Hýìé³æcö�ë]ñ®éXã�áOåcå

B(0, 1)
ù � ñ®éXöìäOâ]ï ä0ðQë]ñ®á"ë�íWä0årý�ë]æcä0ö

Ψ = T (Ψ)
í]á"ë]æcíJþ®é_í ÿ ãHî ò�.O[&ô áOöìû |T (0)|∞ ≤ CM

ϑ
ÿ

|ΨM,ϑ|∞ ≤ 2C
M

ϑ
≤ 1.

ò 3 IHô
�&ëyá"ë]æcä0ö®á"âWî÷íWä0åcý�ë]ærä0öìí�ç_ä0öìíJëWâ]ý®çmë]é_û�á"ã�ä'*&éXñ®á0*&é�êoäOíWærë]æ�*0éXéMöìémâ]øOî0ù�8hö®ûìé_éMû ÿ ðLäOâ�þ�$�é_û M > 0ë]ñìéÐé_öìé_â]øOî

E
ûìémþ�öìé_û�æcö ò�.!	&ô ðLäOâXë]ñìéÐíWä0årý�ë]æcä0ö −ϑΨ = −ϑΨM,ϑ

ä0ð ò
	X[&ô ��ærë]ñ�ïÐáOíWí
M

ærö
ò�.YI&ô á"ë�ë]ñìé�ë]éMï�êoémâyá"ë]ý�â]é

ϑ ÿ í]á"ë]æríJþ®éMí ÿ ãHî òUõ�[&ô áOöìû |Ψ|∞ ≤ 1 ÿ

E ≥ d

2
ϑM − 1

2
ϑM |Ψ|∞ ≥

d− 1

2
ϑM > 0,

ë]ñHýìí

sup
ϑ≥M/m0

E =∞.ò 3 ó,ô

�Hæcöìç_é$ãoä"ë]ñ
ΨM,·

áOöìû
E
á"â]é�ç_ä0ö&ë]æcöHýìä0ýìí#ðLý®öìçmë]æcä0öìí3äOð

ϑ
áOåcäOö®ø
ë]ñìé�ãìâyáOöìçyñ�ä0ð�íWä0åcý�ë]æcäOö®í

ç_ä0öìíJëWâ]ýìç_ë]é_û3á"ã�ä'*&é ÿ �;é¥äOãìëyáOærö�ë]ñìéXðYä0åråcä���æröìø
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� )�'��('������	�'�
 �*. �G. � �
!
d ≥ 2

�
	�>
M > 0

��� ��!&� ���
������
E0 = E0(Ω,M) > −∞ ��V����T��� ���  U

E > E0
3 ��� �"	F��� �"!��  � ���=�����
�"�)�
	�� ����� V ����
	 � UP<EO�8@J3 <S��!@J3 <SB@J39K ������
	(�%� U:��� � ���
	(>
�����
	��

<?>MO7@�3 <?>FSB@��
T &U+�V*)*WX. M�äOâ

d = 3
íJë]é[áOû�î÷íJëyá"ë]éMí.é�$�æcíJë�ðYäOâ�éMáOçiñ

M > 0
á"ö®û

ϑ > 0 ÿ íWé_éXà�â]äOê�ä0íWæ�ë]æcä0öìí . ù ó ÿ. ù õ ùkú�ä��;é�*&émâ ÿ ë]ñ®é!ç_äOâWâ]é_íJêoäOö®ûìærö®ø\*0áOårýìéMíXäOð¦ë]ñ®é!é_öìé_â]øOî
E
á"â]é!ö®ä"ë�á"âWã®æ�ëWâyá"âWî(,oðYäOâ¥æcöìíJëyáOöìç_é ÿ

ãHî ò
	�ó,ô ë]ñ®é:/Hý®áOö&ë]ærëhî
E/M7/3 ærífáOå �.áMî�í�ã�ä0ýìöìûìéMû�ðLâ]ä0ï ã�éMårä��¥ù

8hö�ë]ñìé¥çMáOíWéXä0ð?ûìærïÐéMöìíWærä0ö
d = 2

�;éXç[áOö�ê®â]ä0*&é³á!íJëWâ]ä0öìø0émâ�â]éMíWýìå�ë
� )�'��('������	�'�
 �*. �*. � �
!

d = 2
��� ��!&�#���
��"���

`0 = `0(Ω) > 0
��V����H��� ���  U

E/M2 > `0
3=��� ��	

��� �"!��:�� ��� � �&�
�"� �
	(� ����� V ����
	F� UR< O�8@J3 <S��!@J3 <SB@J3 K ����H�
	(� � UR��� �%���
	(>
�����
	��R<?>MO7@J3 <H>FSB@��
� !&�'� U7��J;î�à=â]äOê�ä0íWærë]ærä0öìí . ù ó áOöìû . ù õ ÿ ðYäOâ ϑ = 1

áOöìû é[áOçyñ
M > 0

ë]ñìéSé0/Hý®á"ë]æcä0ö ò
	�[&ô ñ�á"í
á�íWä0årýìë]ærä0ö

(N,Φ)
ù � íWæcöìø�ë]ñ®é�íWçMáOåcæröìø!êìâ]äOê�émâWë]æcé_í�äOð ò
	X[0ô ðYäOâ

d = 2 ÿ æ�ë�æcí.éMáOíJî÷ë]ä!íWé_é�ë]ñ®á"ë.ðYäOâéMáOçyñ
ϑ > 0

ë]ñìéXç_ä0ý�ê®åcé
(ϑN, ϑΦ)

íWä0å9*&é_í ò
	X[&ô á"ë�ë]ñìé�ë]éMï!ê�émâyá"ë]ý�â]é
ϑ
ù

� ã®íWémâ *&éXë]ñ®á"ë�ãHîSë]ñìé¥ðLäOâ]ï�ýìå�á òQP0ô

p(ϑd/2n, ϑ) = ϑd/2+1p(n, 1),
ò 3 õ&ô
íWä�ðYäOâ

d = 2
�;é=ñ�á�*&é

p(ϑN, ϑ) = ϑ2p(N, 1)
ù � ä0ø0émë]ñ®émâ ��ærë]ñ�ë]ñìé�â]é_å�á,ë]æcä0ö

(ϑN)(ϑΦ) = ϑ2NΦ ÿë]ñìæcí÷åré[áOûìí÷ë]ä�ë]ñìé#í]áOïÐéüíWçMáOåcærö®ø äOð�ã�äOë]ñ ò -�ærö®émë]æcç#áOöìû�ê�äOë]é_öHë]æcáOå ô ê�á"âWë]í÷ä0ð�ë]ñ®é#é_öìé_â]ø"î ÿ íWä
E(ϑN, ϑ) = ϑ2E(N, 1)

ðLäOâ
ϑ > 0

ù
D�í �;éfñ®á0*&é�áOårâ]éMáOû�îÐéMíJëyá,ã�åræcíWñìé_ûSærö)ë]ñ®é�ê®â]äHä0ðoä0ðoà�â]äOê�ä0íWæ�ë]æcä0ö . ù . ÿ ë]ñìé�êìâ]äOã®åréMï ò�.ìó,ô � ò�.Hõ&ô

ðLäOâXþ�$�é_û
M

áOöìû
0 < m = M/ϑ ≤ m0

çMáOö4ã�é!íWä0å�*&é_û$ãHî$á�çMäOöHëWâyá"ç_ë]ærä0ö�á"â]ø0ýìïÐé_ö&ëMù � ñ®é_íWé
íWä0årý�ë]æcä0öìí

Ψm,1 = ΨM,Mm

ðYä"â]ï áüçMäOöHë]æröHý®äOý®í�ãìâyáOöìçyñ ærö�ë]ñìé�íJê�áOç_é
L∞(Ω)

ù � ñìé_î�åcéMáOû�ë]ä
íWä0årý�ë]æcä0öìí

(−Mm∆Ψm,1,−MmΨm,1)
ä0ð ò
	X[&ô � ò�.YIHô ��ñìä0íWé³éMöìémâ]øOî�*Oá"â]æcé_ífç_ä0ö&ë]æcöHýìä0ýìíWårî ��æ�ë]ñ

m
ù

�Hæcöìç_é ∫
Ω
p(−∆Ψm, 1) dx ≤ Cm ãHî òJó6P0ô ÿ ë]ñìé_ærâ�é_ö®émâ]ø0æréMí�í]á"ë]æcíWð�î

inf
0<m≤m0

E

M2
≤ inf

0<m≤m0

1

m2

∫

Ω

p(−∆Ψm, 1) dx ≤ inf
0<m≤m0

1

m2
Cm =

C

m0
.

ò 3 	0ô

� ä0ø0émë]ñ®émâ ��ærë]ñ ò 3 ó[ô ë]ñìæcí.êìâ]ä'*&é_í�à�â]äOê�ä0íWæ�ë]æcä0ö . ù . ù
��äOë]é³ë]ñ®á"ë�ðLäOâ

d = 2
ë]ñ®é³âyá"ë]ærä

E/M2 ≥ `1 > −∞
æcí�ã�ä0ýìöìûìéMûüðLâ]ä0ï ã�éMårä���ãHî ò
	0õ0ô ðLäOâ

áOö&î�ûìéMöìíWærëhî
N
áOöìû#áOö&î�ë]é_ï!ê�émâyá"ë]ý�â]é

ϑ
ò öìäOë�öìéMç_é_íWí]á"â]æcå�î�ðLäOâ�íJë]é[á"ûìîSíJëyá"ë]éMí ô ù

T &U+�V*)*WX. 8hö
d ≥ 3

ûìæcï!éMöìíWæcäOö�á"åQçMáOíWé ÿ ë]ñìéL-�æcöìémë]æcç¥áOöìû�ê�äOë]é_öHë]æcáOåoê�á"âWë]í�ä0ð7ë]ñìé¥éMöìémâ]øOî�íWçMáOåcé
ærö áüûìæ���émâ]éMö&ë��.áMî0ùED�í!áüçMäOö®íWé0/Hýìé_ö®ç_é ÿ á4íWý �)ç_æcé_ö&ëÐç_ä0öìû®æ�ë]æcä0ö�ðLäOâ�ë]ñìéSé�$�æcíJë]é_ö®ç_éSä0ð�íJë]é[á"ûìî
íJëyá"ë]é_í ��ærë]ñ�ø0æ9*&é_ö

E
áOöìû

M
â]éMáOûìí

min

{
E

M2
,

E

M1+2/d

}
> `0

ðLäOâ�íWä0ïÐé
`0 = `0(Ω) > 0 ÿ íWé_é³á�êCá,êoémâfærö�ê®â]émê�á"âyá"ë]ærä0ö�ãHîSë]ñìéXë]ñìæ�â]û3ö®áOïÐé_û#áOý�ë]ñìäOâMù

T &U+�V*)*WX. � é_íWýìårë]í.æcö � ñ®é_äOâ]é_ïÐí õ ù ó áOöìû õ ù õ íWñìä���ë]ñ®á"ë.ðYäOâ�íJë]éMáOû�îSíJëyá"ë]é_í.æcö
d
èUûìæcï!éMöìíWæcäOö�á"å

íJëyá"âWèUíWñ®á"ê�é_û4ûìä0ï)áOæröìí ÿ d ≥ 4
ò ��ñìæcçyñüé�$�æríJë�ðLäOâ

ϑ > 0
á"ö®ûüéMáOçyñ

0 ≤ M < M(ϑ)
ô ÿ ë]ñìé³âyá"ë]æcä

E/M2 ærífáOåríWäÐã�ä0ýìöìûìéMû3ð�â]ä0ï ã�é_åcä��¥ù

��Ö	� � � ��Ø7Ütß;
����?Ú[Û�� ��ÚMÙ"ß;�L�XÛ����*��ÚM��ß �hÝQØQÞOÙ,ßYÛ�Ø	�OÖ 8höÐë]ñìærí¦íWé_çmë]æcä0ö �;é�ç_ä0åcåréMçmë¦íWäOïÐé�ðYäOâ]ï�ý�è
åcáOífáOöìû3é_íJë]æcïÐá"ë]éMí.â]é_å�á,ë]éMû�ë]ä M®é_â]ï!æ7ærö&ë]éMøOâyá"åcí_ù

�Qémë�ýìí�â]é_ç[á"åcåkð�â]ä0ï 1 @ 5 ë]ñ�á,ë I0(λ) = log(1 + 1/λ) ÿ ãoé_çMáOýìíWé d
dλI0(λ) = − 1

λ(1+λ)

ù



FERMI–DIRAC SYSTEM
���

M�ä"â
α > −1

�;é¥ñ®á0*0éXë]ñ®éXðYä"â]ï�ýìå�á!ðYäOâ�ë]ñìéXû®émâ]æ�*Oá"ë]æ9*&éXä0ð
Iα

d

dλ
Iα(λ) = −

∫ ∞

0

yαey dy

(1 + λey)
2

ò 3 .Hô

=

∫ ∞

0

yα

λ

d

dy

(
1

1 + λey

)
dy = −α

λ
Iα−1(λ),

ë]ñìéXíWéMç_ä0öìû3åcæröìéXã�é_æcöìø *OáOåræcû�ðYäOâ
α > 0

ä0öìårî0ù A äOâ]éMä0*&é_â ÿ
d2

dλ2
Iα(λ) = 2

∫ ∞

0

yαe2y dy

(1 + λey)
3 .

ò 3X3 ô

� ñìémâ]éMðLäOâ]é ÿ Iα æcí�á!ûìéMçmâ]éMáOíWæcöìøÐçMä0öY*&é�$�ðLý®öìçmë]æcä0ö�ä0ð λ ù89ë�æcí�æcï!ê�äOâWëyáOö&ë�ë]ñ®á"ë�ë]ñìéRM�émâ]ïÐækæcö&ë]é_øOâyáOåcí ò�S&ô ñ�á�*&éXë]ñìé¥ðLä0åcårä���æcöìø)áOíJî�ï!êìë]äOë]ærçMí�,

Iα(λ) ∼ 1

α+ 1
(− log λ)

α+1
as λ↘ 0,

ò 3 @&ô

áOöìû

Iα(λ) ∼ Γ(α+ 1)

λ
as λ↗∞.ò 3 P0ô

] é�â]éMðLé_â�ë]ñìé�â]é[áOûìémâ�ë]ä 1 @ ÿ �HéMçOù õ 5 ðLäOâfá�êìâ]ä�ä0ð9ù
A äOâ]éXêìâ]é_çMæríWé³áOíJî�ï!êìë]äOë]ærçMí�ðLäOâ�ë]ñìé:M®émâ]ïÐæ7æcö&ë]é_øOâyáOårí�öìé[á,â

λ = 0
á"â]é¥øOæ�*&é_ö�æcö

� &U+Q+ V ��.0/1. 4 � � U���� ���BK  	 W��
��Z��� (�Q������:!&����������
	��R� ����>\�
�
λ↘ 0 �

rα(λ) ≡ Iα(λ)− (− logλ)α+1

α+ 1
= O

(
(− log λ)α−1

)
for each α ≥ 1,

ò 3 S&ô

�
	(><U��
!%�&�Y���
α > 0

Rα(λ) ≡ (− logλ)−α
{
Iα(λ)(− logλ)− α+ 2

α+ 1
Iα+1(λ)

}
→ −π

2

3
.

ò 3 [0ô

� !&�'� U7��M?ærâ]íJë �;é¥êìâ]ä'*&é ò 3 S&ô ðLäOâ 1 ≤ α ≤ 2 ÿ áOöìû3ë]ñìé_ö�ãHî�â]éMç_ý�âWâ]éMöìç_é ÿ ýìíWæcöìøÐë]ñ®é¥ûìé¥å�� ú��Oê®ærëyá"åâ]ýìåcé ÿ ðYäOâ k ≤ α < k + 1
��ærë]ñ

k = 2, 3, . . .
ù �7é_ë

` = − log λ �
é�*�ærûìéMö&ë]årî

`→∞ á"í
λ→ 0

ù
� é���â]æ�ë]é

rα
áOí

rα(λ) =

∫ ∞

0

yα dy

1 + λey
−
∫ `

0

yα dy

= −
∫ `

0

λeyyα dy

1 + λey
+

∫ ∞

`

yα dy

1 + λey

= −
∫ `

0

(`− v)α dv

1 + ev
+

∫ ∞

0

(`+ u)α du

1 + eu

=

∫ `

0

(`+ u)α − (`− u)α

1 + eu
du+

∫ ∞

`

(`+ u)α

1 + eu
du ≡ J1 + J2.

G�åré[á"â]å�î ÿ

0 ≤ J2 ≤ 2α
∫ ∞

`

uα du

1 + eu
≤ 2αIα(1) <∞,

áOöìû3é�*&é_ö
J2 = o(1)

ñìä0årûìífáOí
`→∞ ù��é�$Hë ÿ �;é¥öìäOë]é¥áOö3é_åcé_ïÐé_öHëyá,âWî�æcöìé0/Hý®áOåcæ�ëhî

(1 + τ)α − (1− τ)α − 2ατ ≤ Cτ 3ò�@�I&ô
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ðLäOâ
1 ≤ α ≤ 2 ÿ 0 ≤ τ ≤ 1

áOöìû#íWäOïÐé
C = Cα

ù � ñìæcí�ðYäOåcåcä��í�ãHî�íWñ®ä��æcöìø)ë]ñ®á"ë�ë]ñ®é¥ûìæ���é_â]é_öìçMé
ä0ð7ë]ñìé¥åréMð�ëfáOöìû�â]ærø0ñ&ëfñ®áOöìû3íWærû®é_í�ærífá!ûìéMçmâ]é[á"íWæcöìøÐðYýìöìçmë]æcä0ö3äOö�ë]ñìéXæcö&ë]émâ *0áOå

0 ≤ τ ≤ 1
ù

� ñìéMö ÿ �;é¥ñ®á0*0é

0 ≤ J1 = `α
∫ `

0

(
1 + u

`

)α −
(
1− u

`

)α

1 + eu
du

≤ `α
∫ `

0

2αu` + C
(
u
`

)3

1 + eu
du ≤ `α−12α

∫ ∞

0

u du

1 + eu
+ `α−3C

∫ ∞

0

u3 du

1 + eu
,

��ñìæcçyñ3íWñìä���í�ë]ñìé¥ç_å�á"æcï ò 3 S0ô ù
�HæcïÐærå�á"â]å�î ÿ �;é¥äOãìëyáOærö

Rα(λ) = `−α
{
rα(λ)`− α+ 2

α+ 1
rα+1(λ)

}

= `−α+1

∫ `

0

(`+ u)α − (`− u)α

1 + eu
du+ `−α

∫ ∞

`

`(`+ u)α du

1 + eu

−α+ 2

α+ 1
`−α

(∫ `

0

(`+ u)α+1 − (`− u)α+1

1 + eu
du+

∫ ∞

`

(`+ u)α+1 du

1 + eu

)

= `

∫ `

0

2αu` − 2(α+ 2)u` +O
((

u
`

)3)

1 + eu
du+ `−αO(1)

= −4

∫ `

0

u du

1 + eu
+O(`−2) +O(`−α)→ −π

2

3
áOí
` → ∞ ù(D�ø&áOæröüãHî#ë]ñìé�â]é_çMý�âWâ]é_ö&ë�ý®íWé�ä0ð=ë]ñìé�ûìé�å � ú��Oê®ærëyáOåQâ]ýìåcé ÿ ë]ñìæcí�â]é_íWýìårë�é�$�ë]é_öìûìí�ðLâ]äOïë]ñìé�êCá,âyáOïÐémë]é_â�âyáOöìø0é

0 < α ≤ 1
ë]ä
k < α ≤ k + 1

ù
Mtæcö®áOårårî ÿ ö®ä"ë]é÷ë]ñ®á"ë −Cαλ (log λ+ 1) ≤ Rα(λ) ≤ 0

ðYä"â
λ ≥ 1

áOöìû�íWä0ïÐé
Cα > 0 ÿ áOöìû

Rα(λ) + 4
∫ `

0
udu
1+eu ≤ 0

ðLäOâ
λ ≤ 1

ù

� &U+Q+ V ��. ,�. � �
!
α > β

3
Iα ◦ I−1

β

 � �
	��	���!&���
�� 	 W����
	(:
��� U&V 	�������
	H�
	 R+ K �Y����EU��
!
α < β���Y �R � �
	+�	(�"!&���
���	OW����
	(�&�B:��=U&V 	�������
	F�
	 R+ �

� !&�'� U7� � ñìæcí�â]é_íWý®å�ëÐðYä0åråcä���í!ðLâ]äOï ë]ñìé�íJëWâ]ærç_ë!ïÐä0öìäOë]ä0öìærçMæ�ëhî�ä0ð�ë]ñìé /&ý®ä"ë]æcé_öHë
I ′α/I

′
β

��ñìærçiñ ærí
ûìé_ç_â]éMáOíWæcöìøÐðYäOâ

α > β ÿ á"ö®û�æcöìç_â]éMáOíWærö®øÐðYä"â α < β ÿ íWéMé�ë]ñìé³á,â]ø0ýìïÐéMö&ë�æcöF1 @ ÿ �7éMï!ï)á õ ù õ 5 ù
� &U+Q+ V ��.���. � �
! ��� �

β < α+ 1
��� �  	(���"V ��� ���Z

I ′α+βI
′
α−β − (I ′α)

2 ≥ 0
� ����>
� �
	 R+ �

� !&�'� U7� � íWærö®ø�ë]ñìé3æcö&ë]é_øOâyáOå�â]émê®â]é_íWé_öHëyá,ë]æcä0ö ò 3 .�ô äOð�ë]ñìé#ûìémâ]æ�*Oá"ë]æ�*0éMíÐä0ðLM®émâ]ïÐæ�ðYýìöìç_ë]ærä0öìí �;é
��â]æ�ë]é

I ′α+β(λ)I ′α−β(λ)− (I ′α(λ))2 =

∫ ∞

0

∫ ∞

0

yα+βeyvα−βev − yαeyvαev
(1 + λey)2(1 + λev)2

dy dv

=
1

2

∫ ∞

0

∫ ∞

0

yα−βeyvα−βev

(1 + λey)2(1 + λev)2
(yβ − vβ)2 dy dv ≥ 0,

áOð�ë]é_â.ë]ñìé¥íJî�ïÐïÐémëWâ]æ KMá"ë]æcä0ö�ä0ðQë]ñìéXû®äOýìã®åré¥æröHë]é_øOâyáOå�ù
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� �

� &U+Q+ V ��.��G. � �
!
α > β

��� � U�V 	(����_�
	

f(λ) =
I

1/(α+1)
α (λ)

I
1/(β+1)
β (λ)

 �R 	(��!&���
�&�	 W\�
	 R+ �
� !&�'� U7� � ã�íWémâ *&é�ë]ñ®á"ë�ãHî�ë]ñìé�êìâ]äOê�émâWëhî ò 3 .�ô

sgn{f ′(λ)} = sgn

{
I1/(α+1)
α (λ)I

−1/(β+1)
β (λ)

(
1

α+ 1

I ′α(λ)

Iα(λ)
− 1

β + 1

I ′β(λ)

Iβ(λ)

)}

= sgn

{
1

λ

(
− I ′α(λ)

I ′α+1(λ)
+

I ′β(λ)

I ′β+1(λ)

)}

= sgn{I ′β(λ)I ′α+1(λ)− I ′α(λ)I ′β+1(λ)}.
� ñìéXé�$�êìâ]é_íWíWæcä0ö�æcö�ãìâyáOç_éMí�ç[á"ö�ã�é�â]é_êìâ]é_íWéMö&ë]é_û3ýìíWæcöìø ò 3 .�ô áOí

∫ ∞

0

∫ ∞

0

yα+1eyvβev − yαeyvβ+1ev

(1 + λey)2 (1 + λev)2 dy dv

=
1

2

∫ ∞

0

∫ ∞

0

yβeyvβev

(1 + λey)
2

(1 + λev)
2

(
yα−β − vα−β

)
(y − v) dy dv ≥ 0,
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