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ÉËÊ`ÌWÍhÎ¡ÏbÐZÑlÒBÓLÎbÔ�Ð�Í~Ê*Õ×ÖeØgÙ�Ú�ÛWÜLÝ�ÚnÞ½ß@Öoà�Ø_á�Ö/â=ãLÙ@Û�áRäæå@à_ÜLç�èkÖoéëêVÜLà�Ø_á@ÖCÖWìRÙ�ãÀØ_Þ½Ü,Ý

ut = ∆u+∇ · (u∇φ) +∇ · (u∇Φ),
íTîbï
ÛoÜ,Ù�å�èkÖoß�ðgÞ½Ø_á4Ø_á@ÖCñlÜ,ÞkÚnÚnÜ,Ý�ÖWìRÙ�ãÀØ_ÞkÜ,Ý

∇φ = ∇Ed ∗ u,
ípò,ï
ðgá@Öeà_Ö

Ed(z) = −((d − 2)σd)
−1|z|2−d, d ≥ 3 ó ß@ÖWÝ@ÜLØ_ÖoÚ/Ø_á@Öæê�Ù@Ý@ß�ãLé¬ÖoÝRØ�ãÀè=ÚnÜ,è½Ù@Ø_Þ½Ü,Ý�Ü,êJØ_á@ÖÕBãÀå�è�ãLÛoÞ�ãÀÝôÞkÝ Rd ó ãLÝ@ß σd

ÞkÚ�Ø_á@ÖæãÀà_ÖWã+Ü,ê:Ø_á�Ö(Ù@Ý@Þ½Ø�ÚTå�á@Öeà_ÖæÞ½Ý Rd õBö ÜLà_ÖoÜ¡÷%Öeà ó ÞkÝ íTîbï ó Φ ÞkÚ�ã
ø Þ|÷%ÖoÝ�ê�Ù@Ý@ÛoØ_Þ½Ü,Ý õ
ù ÖCÚnÙ�å@å�èkÖoé¬ÖWÝ%ØrÚTä�ÚTØ_Öoé íTîbï�ú�ípò%ï ðgÞ½Ø_á4Ø_á@Ö`ÞkÝ@Þ½Ø_ÞkãLèZÛWÜ,Ý@ß@Þ½Ø_Þ½Ü,Ý

u(x, 0) = u0(x).
ípû,ï
ü á@Ö4ÚTä�ÚTØ_Öoé6ãÀç�Ü¡÷,Ö4ß�ÖoÚnÛeà_Þ½ç�ÖWÚ/Ø_Öoé*å�ÜLà�ãLè:Öo÷,Ü,èkÙ�Ø_ÞkÜLÝ�ÜLê�Ø_á@Ö4ß@ÖoÝ@ÚnÞ½Øtä

u(x, t)
Ü,êrã0ÛoèkÜLÙ�ßýÜ,ê

ÚnÖoèkê ú ø à�ãW÷�Þ|Ø�ãÀØ_ÞkÝ ø åËãÀànØ_Þ½ÛWè½ÖWÚrãLÝ@ß�Ø_á�ÖCå�ÜLØ_ÖoÝ%Ø_Þ�ãLè φ(x, t) ø ÖWÝ@Öeà�ãÀØ_Öoß�çGä ø à�ãW÷�Þ|Ø�ãÀØ_ÞkÜLÝËãÀè×ÞkÝ%Ø_Öeà�ãLÛoØ_Þ½Ü,Ýç�ÖeØtð=ÖWÖoÝ�Ø_á@Öoé õ ü á�ÖCê�Ù@Ý@ÛoØ_Þ½Ü,Ý Φ(x)
ãÀå@å�ÖWãÀà_Þ½Ý ø ÞkÝ�Ø_á@ÖCØ_á@Þ|à_ß�Ø_Öoà_éëÜ,Ý�Ø_á@Ö`à_Þ ø á%Ø ú á�ãLÝ@ß0ÚnÞ½ß�Ö�Ü,ê

íTîbï à_Öeå@à_ÖWÚnÖoÝ%Ø_Ú�Ø_á@Ö ø Þ|÷%ÖoÝ�ÖoþRØ_Öoà_Ý�ãLè�å�ÜLØ_ÖoÝ%Ø_Þ�ãLè õ
ü á@Ö*å�á%ä�ÚnÞ½Û¡ãLè í ãLÚTØnà_ÜLå�á%ä�ÚnÞ½Û¡ãLè ï ÞkÝ%Ø_Öeànå@à_ÖoØ�ãÀØ_Þ½Ü,Ý	Ü,êDØ_á@Ö�ÚTä�ÚTØ_ÖWéÿá�ãLÚ�ãæè½Ü,Ý ø á�Þ½ÚTØ_ÜLànäªãLÝ@ß ó Ø_Ü� Ý@ß�é¬ÜLà_ÖCß@ÖeØ�ãLÞkè½Ú ó ð=Ö`à_Öoê�Öeà�Ø_á@ÖÈà_Ö¡ãÀß�Öeà�Ø_Ü*Ø_á@ÖÈåhãbå�Öeà_Ú�� î��kú � û�� ãLÝ@ß�à_Öoê�Öeà_ÖWÝ@ÛoÖWÚ=Ø_á@Öoà_ÖoÞkÝ õ
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A. RACZYŃSKI

ü á@Ö(åËãÀå�Öoà�ðJãLÚ�Þ½Ý@ÚTåËÞ|à_ÖWßôçRä7Ø_á@Ö(åËãÀå�Öeà � � � ðgá@Öeà_Ö(Ø_á@ÖæÚTä�ÚTØ_Öoé6ãÀç�Ü¡÷%Ö(ðgÞ|Ø_áýÝ@ÜªÖeþGØ_Öeà_ÝËãÀè
å�ÜLØ_ÖoÝ%Ø_Þ�ãLè�ðJãLÚgÛoÜ,Ý@ÚnÞkß@Öeà_ÖWß õ
�����	����
�������`ù Ö�ß@ÖoÝ�ÜÀØ_ÖrØ_á�Ö��ËÜLÙ@à_Þ½Öoà=Ønà�ãLÝ@ÚnêVÜLà_é Ü,êBã/êVÙ�Ý@ÛeØ_ÞkÜ,Ý

v
Ü,Ý Rd çGä�Ø_á@Ö�ÚTä�éCç�ÜLè v̂(ξ) =∫

Rd v(x)e−ix·ξ dx õ ü á@Ö+ÛoÜ,Ý@ÚTØ�ãLÝ%Ø C ß@ÖWÝ@ÜLØ_ÖoÚ¬÷LãÀà_ÞkÜ,Ù@Ú�Þ½Ý�ÖoÚnÚnÖoÝRØ_ÞkãLègÛWÜLÝ�ÚTØ�ãÀÝRØ_Ú(ãLÝ@ß&é�ãWä�÷LãÀànäê�à_Ü,é�èkÞ½Ý@Ö`Ø_Ü¬èkÞ½Ý�Ö õ
����� ������� � � PMd−β � �ËÜLèkèkÜWðgÞkÝ ø � � � ó ð=Ö�ÞkÝ%Ønà_ÜGß@Ù@ÛWÖ�êVÙ@Ý�ÛeØ_ÞkÜLÝËãÀè���ãLÝ�ãLÛ�á¬ÚTåËãLÛoÖWÚDà_ÖoèkÖe÷LãLÝ%Ø~Ø_Ü`Ø_á�ÖÚTØ_Ù@ß�ä�ÜLêlÚnÜ,è½Ù@Ø_Þ½Ü,Ý@ÚgÜ,ê×Ø_á@Ö�â=ãLÙ@Û�á%ä4å@à_ÜLç�èkÖoé�ê�ÜLà�Ø_á@Ö`ÚTä�ÚTØ_ÖWé íTîbï�ú�ípû%ï �

PMa = {v ∈ S ′(Rd) : v̂ ∈ L1
loc(Rd), ‖v‖PMa ≡ ÖWÚnÚ sup

ξ∈Rd
|ξ|a|v̂(ξ)| <∞},

ðgá@Öeà_Ö
a ≥ 0 õ�ö ÜLà_ÖÈå�à_ÜÀå�ÖeànØ_ÞkÖoÚ�Ü,ê×Ø_á�ÖoÚnÖ`ÚTåhãÀÛWÖoÚgÛWãLÝ�ç�Ö`ê�Ü,Ù@Ý@ß�ÞkÝ � � � õÕBÖeØgÙ@Úgß@Ö � Ý@Ö ó êVÜ,èkè½Ü¡ðgÞkÝ ø � � � ó Ø_á@Ö`ÚTåËãLÛWÖ`Ü,ê×÷%ÖWÛeØ_ÜLà ú ÷LãLèkÙ@Öoß�ê�Ù@Ý@ÛoØ_Þ½Ü,Ý@Ú Xβ ãLÚ�ê�Ü,è½èkÜ¡ðgÚ �

Xβ = Cw([0, T ];PMd−β), 0 < T ≤ ∞,
ðgá@Öeà_Ö Cw

ß@ÖWÝ@ÜLØ_ÖoÚ í ÛWê õ � î��¾ï Ø_á@Ö�ÚTåËãLÛoÖ�ÜLêl÷%ÖoÛoØ_ÜLà ú ÷LãLè½Ù�Öoß�êVÙ�Ý@ÛeØ_ÞkÜ,Ý@Ú�ðgá@ÞkÛ�á0ãÀà_ÖCð=ÖWã�!�è|ä�ÛWÜLÝRØ_Þ½Ý ú
Ù@Ü,Ù@Ú õ ü á�ÖCÝ@ÖWÛoÖWÚnÚnÞ|Øtä�Ü,êlÛoÜ,Ý@ÚnÞkß@Öeà_ÞkÝ ø Cw

ÞkÝ@ÚTØ_ÖWãLß+Ü,êzÚTØnà_ÜLÝ ø è½ä�ÛoÜ,Ý%Ø_ÞkÝRÙ@Ü,Ù@Ú�êVÙ�Ý@ÛeØ_ÞkÜ,Ý@ÚgÞkÚgÛ¡ãLÙ@ÚnÖoß
çRä(Ø_á@Ö`ê�ãLÛeØJØ_á�ãÀØ=Ø_á�ÖÈá@ÖWãÀØgÚnÖoé¬Þ ø à_Ü,Ù�å�Þ½Ú�Ü,Ý@è|äæð=ÖWã�!�è|äæÛoÜ,Ý%Ø_ÞkÝRÙ@Ü,Ù@Ú�Ü,Ý4Ø_á@ÖÈÚTåËãLÛoÖWÚ PMa ó ÚnÞ½Ý�ÛoÖØ_á@ÖoÚnÖCÚTåËãLÛoÖWÚgãÀà_Ö`Ý�ÜÀØrÚnÖeåhãbà�ãÀç�èkÖ õ

�=ä4ã*ÚnÜ,è½Ù@Ø_Þ½Ü,Ý�Ü,ê×Ø_á@ÖCÚTä�ÚTØ_Öoé íTîbï�ú�ípû,ï ð=Ö`Ù@Ý�ß@Öeà_ÚTØ�ãLÝ@ß+ã*êVÙ�Ý@ÛeØ_ÞkÜ,Ý
u = u(t) ∈ Xβ

ê�Ù@è � èkè½ÞkÝ ø
Ø_á@Ö`Ö¡ìRÙ�ãÀØ_Þ½Ü,Ý

û(ξ, t) = e−t|ξ|
2

û(ξ, 0) +

∫ t

0

e−(t−s)|ξ|2iξ ·
(
û(ξ, s) ∗

(
iξ

|ξ|2 û(ξ, s) + ∇̂Φ(ξ, s)

))
ds

í � ï

êVÜLà
ξ ∈ Rd ãLÝ@ß 0 ≤ t < T õ" ÖWÛWãLèkèBØ_á�ãÀØ`ã$# 
�%'&(�)��%+*���
��� ÜLê~å@à_ÜLç�èkÖoé íTîbï�ú�ípû%ï Þ½ÚÈß@Ö � Ý@Öoß	Ù@ÚnÙ�ãLèkè|äªãLÚ`ã(ÚnÜ,è½Ù@Ø_Þ½Ü,ÝªÜ,ê~Ø_á�Ö

êVÜ,èkè½Ü¡ðgÞkÝ ø ÞkÝ%Ø_Ö ø à�ãLèZÖ¡ìRÙ�ãÀØ_Þ½Ü,Ý �

u(t) = et∆u0 +

∫ t

0

e(t−s)∆∇ · (u(s)∇φ(s)) ds+

∫ t

0

e(t−s)∆∇ · (u(s)∇Φ(s)) ds,
í�,%ï
ðgá@Öeà_Ö ∇φ(s) = ∇Ed ∗ u(s) ó ãÀÝ�ßæØ_á@ÖÈÞkÝ%Ø_Ö ø à�ãLè�ÞkÚJÙ@Ý�ß@Öeà_ÚTØ_ÜGÜGß�ãLÚ:Ø_á�Ö��JÜGÛ�á@Ý�Öeà�Þ½ÝRØ_Ö ø à�ãLè õ.- Ù@Û�á
ã�é¬ÖWãLÝ@ÞkÝ ø Ü,êJã�ÚnÜ,è½Ù@Ø_Þ½Ü,Ý7ÞkÚ�Ý@ÜLØ�ÚnÙ@Þ½Ø�ãÀç�èkÖ�ê�ÜLà�ÜLÙ@à/ÛoÜ,Ý@ÚTØnà_Ù@ÛoØ_Þ½Ü,Ý7Ü,ê:ÚnÜ,èkÙ�Ø_ÞkÜLÝ�Ú�Ü,ê:Ø_á@Ö4â=ãLÙ@Û�áRä
å@à_ÜLç�èkÖoé õ ü á@Ö	Þ½Ý%Ø_Ö ø à�ãÀèkÚ4ðgÞ|Ø_á)à_ÖWÚTå�ÖoÛoØæØ_Ü s ÞkÝ ÖWìRÙ�ãÀØ_Þ½Ü,Ý@Ú í � ï ãÀÝ�ß í�,%ï Úná@Ü,Ù@è½ß�ç�Ö	ß@Ö � Ý@ÖoßÞ½Ý ã+ð=ÖWã�!7ÚnÖWÝ@ÚnÖ í èkÞ/!%Ö ó ê�ÜÀà*Öoþ@ãÀé*å�èkÖ ó ÞkÝ � � � ãLÝ@ß � î�0 ó21 Öoê õ ò��¾ï õ �ËÜÀà*é¬ÜLà_Ö4ÖeþGå�è�ãLÝ�ãÀØ_Þ½Ü,Ý@Ú ó ð=Öà_Öoê�Öeà�Ø_á�Ö�à_ÖWãLß@Öoà�Ø_Ü � � � ãLÝ@ß7à_Öoê�Öeà_ÖWÝ@ÛoÖWÚCØ_á�Öeà_ÖoÞkÝ õ23 Öe÷%ÖeànØ_á@ÖWè½ÖWÚnÚ ó ã+ß@ÞkÚTØnà_Þ|ç�Ù@Ø_Þ½Ü,Ý�ãLè:ÚnÜ,è½Ù@Ø_Þ½Ü,ÝôÜ,êíTîbï�ú�ípû,ï ðgá@ÞkÛ�á�ç�ÖoèkÜ,Ý ø ÚJØ_Ü Xβ

ÞkÚJØ_á@Ö`ÚnÜLèkÙ�Ø_ÞkÜ,Ý�Ü,ê×Ø_á@Ö`Þ½Ý%Ø_Ö ø à�ãÀèZÖWìRÙ�ãÀØ_ÞkÜ,Ý í � ï�í ÜLà�Þ½Ø_Ú�ÖWìRÙ@Þ½÷LãLè½ÖWÝ%Ø
÷%Öeà_ÚnÞkÜLÝ í�,%ïnï ó ãLÝ@ß+÷GÞkÛoÖC÷%Öeà_Ú_ã õ ü á@ÞkÚrÖWìRÙ@Þ½÷LãLè½ÖWÝ@ÛoÖ�ÛWãLÝ�ç�Ö�å@à_Ü¡÷,ÖWß+êVÜ,èkè½Ü¡ðgÞkÝ ø Ø_á@Ö/ÛoÜ,é*å�Ù�Ø�ãÀØ_Þ½Ü,Ý@ÚêVÜLà 3 ãW÷�Þ½Öoà54 - Ø_Ü�!,ÖWÚ�ÖWìRÙ�ãÀØ_ÞkÜLÝ�Ú�Þ½Ý � î�0 ó ü á õ , õ ò	� õü á@Ö�ÚTåhãÀÛWÖoÚ PMd−2 ãLÝ@ß X2

å�è�ãWä(ã�ÚTå�ÖoÛoÞ�ãLèËà_Ü,è½Ö�ÞkÝæÜ,Ù�à=ÛWÜ,Ý@ÚnÞ½ß�Öeà�ãÀØ_Þ½Ü,Ý@Ú õ ü á@ÞkÚ=ÛWÜLé¬ÖWÚ:êVà_Ü,é
Ø_á@ÖÈê�ãLÛeØ=Ø_á�ãÀØJê�ÜLà

d ≥ 3
Ø_á�Öeà_ÖÈÖeþ�Þ½ÚTØ_Ú�ã/ÚTØ�ãbØ_ÞkÜ,Ý�ãÀànä(ÚnÜ,è½Ù�Ø_ÞkÜ,ÝæØ_Ü/Ø_á@Ö�å@à_ÜLç�è½ÖWé ðgÞ½Ø_áæÝ�Ü�ÖeþGØ_Öeà_Ý�ãLè

å�ÜLØ_ÖoÝ%Ø_Þ�ãLè õ�6 ØgÞkÚ�Û¡ãÀèkèkÖoß4Ø_á@Ö�â:á�ãLÝ@ß�à�ãLÚnÖ)!�á�ãÀàrÚnÜ,è½Ù�Ø_ÞkÜ,Ý+ãÀÝ�ß�áËãÀÚ�Ø_á@ÖCêVÜLà_é
uC(x) = 2(d− 2)|x|−2.

6 Ø/ÞkÚ/ÖWãLÚTä�Ø_Ü+Û�á@ÖWÛ7!�Ø_á�ãÀØ uC(x)
ç�ÖWè½Ü,Ý ø Ú�Ø_Ü PMd−2 í ãLÝ@ß7Ø_Ü X2

Þkê
uC
ÞkÚ/Þ½ÝRØ_Öeànå@à_ÖoØ_ÖoßýãLÚ�ã

ÛoÜ,Ý@ÚTØ�ãLÝ%ØJêVÙ�Ý@ÛeØ_ÞkÜ,Ý(Þ½Ý
t
ï õ98 Ú:Þ½Ø=ðJãÀÚ=Úná@Ü¡ðgÝæÞkÝ � � � ó Þ½Ø=ÞkÚ:ÖoþGå�ÖoÛoØ_Öoß�Ø_á�ãÀØ uC Þ½Ú�ãCÚnÜ,èkÙ�Ø_ÞkÜLÝæðgÞ|Ø_á4ã!�Þ½Ý@ß�Ü,êlÛoà_Þ|Ø_ÞkÛWãLèZÚnÞ½Ý ø Ù@è�ãÀà_Þ|Øtä�Ü,êlÞkÝ@Þ½Ø_ÞkãLèZßËãbØ�ã¬Þ½Ý�Ø_á@ÖCÚnÖWÝ@ÚnÖ`Ø_á�ãÀØrêVÜLàrÚné¬ãLèkè í ≤ εuC ï Þ½Ý@Þ½Ø_Þ�ãÀè×ß�ãÀØ�ã



SELF-GRAVITATING PARTICLES WITH EXTERNAL POTENTIAL
��� �

Ø_á@ÖÈÚnÜLèkÙ�Ø_ÞkÜ,Ý4Öeþ�Þ½ÚTØ_Ú ó ãLÝ@ß4ê�ÜLà�ãLÝæÞkÝ@Þ|Ø_Þ�ãLè�ÛoÜ,Ý@ß@Þ½Ø_Þ½Ü,Ý4ÚnÙ@ÛuáæØ_á�ãÀØ u0(x) > uC
Ø_á�Öeà_Ö�ÞkÚ=Ý�Ü�ÚnÜLèkÙ�Ø_ÞkÜ,Ý

Ø_Ü*å@à_ÜLç�è½ÖWé íTîbï�ú�ípû%ï õ
6 ÝªØ_á@Þ½ÚÈåËãÀå�ÖeàÈð=Ö*Ù@ÚnÖ¬ãLèkÚnÜæØ_á@Ö*ÚTåËãLÛoÖ PMd−β , β < 2 õ 8 ØtäGå�ÞkÛWãLèzÖeþ@ãLé*å�èkÖ�Ü,ê�ãæê�Ù@Ý@ÛoØ_Þ½Ü,Ýðgá@ÞkÛ�á�ç�ÖoèkÜ,Ý ø ÚJØ_Ü PMd−β ÞkÚ |x|−β õü á@Ö/é*ÜGß@ÖWè íTîbï�ú�ípû,ï ÛWãLÝ+ç�Ö/ãÀèkÚnÜ(ÛWÜLÝ�ÚnÞ½ß@Öoà_Öoß+ðgÞ|Ø_á�Ø_á�Ö�ÖoèkÖoÛoØnà_Þ½Û�Þ½ÝRØ_Öeà�ãLÛeØ_ÞkÜ,Ý+Þ½Ý@ÚTØ_Ö¡ãLß+Ü,êlØ_á�Ö

ø à�ão÷�Þ½Ø�ãÀØ_Þ½Ü,Ý�ãLèGÜ,Ý@Ö � ê�ÜLà~ãgå�á%ä�ÚnÞkÛWãLèGé¬ÜÀØ_Þ½÷LãÀØ_ÞkÜ,Ý�ÚnÖWÖ ��� � ó ��� � õ�6 Ý�Ø_á�Þ½ÚzÛWãLÚnÖ�Ø_á@Ö=ÖWìRÙ�ãÀØ_ÞkÜ,Ý ípò%ï Úná@Ü,Ù@èkßç�ÖÈà_Öoð�à_Þ|ØnØ_ÖWÝ�ãLÚ

∇φ = −∇Ed ∗ u.� Ü¡ð=Öe÷%Öeà ó Ø_á@Ö*à_ÖWÚnÙ@è|Ø_ÚCêVÜLàCØ_á@Þ½ÚCé¬ÜGß@ÖWèDãbà_Ö¬Ù@ÚnÙ�ãLè½è½ä���ç�ÖeØnØ_Öoà	�/Ø_á�ãLÝ�êVÜLà ø à�ãW÷�Þ|Ø�ãÀØ_ÞkÜ,Ý�ãLè~ÜLÝ�Ö ó ç�Ù�ØØ_á@ÖÈé¬ÖeØ_á�ÜRß�Ú=Ù�ÚnÖoß4ê�ÜÀà�ÛWÜLÝ�ÚTØnà_Ù@ÛeØ_ÞkÜ,Ý4ÜLê×ÚnÜ,èkÙ�Ø_Þ½Ü,Ý@Ú�á�Öeà_ÖÈß@Ü�Ý�ÜÀØgãLèkè½Ü¡ð5ÜLç@Ø�ãLÞkÝ4ß@Þ�
�Öeà_ÖWÝ%Ø=à_ÖoÚnÙ�è|Ø_Ú õ
ü áRÙ@Ú�Ø_á@Ö�à_ÖoÚnÙ@è½Ø_Úrð=Ö/ÛWãLÝ0ÜLç@Ø�ãLÞkÝ+ê�ÜLà�Ø_á@Ö/ÖoèkÖoÛeØnà_ÞkÛ�ÞkÝ%Ø_Öeà�ãLÛoØ_Þ½Ü,Ý@Ú�é¬ÜGß@ÖoèlãÀà_Ö�Ø_á@Ö/Ú_ãLé¬Ö í ãLÚrð=Öoèkè
ãLÚJØ_á@Ö`å@à_ÜGÜ,êVÚ ï ãLÚgêVÜLà�Ø_á@ÖCé*ÜGß@ÖWè�ÛWÜ,Ý@ÚnÞ½ß�Öeà_Öoß�ÞkÝ�Ø_á@Þ½ÚJåhãbå�Öeà õ
ü ÜæÚnÞ½é*å�èkÞ½êVä�Ø_á�Ö�Ý�ÜÀØ�ãÀØ_ÞkÜ,Ý ó ð=Ö/ðgÞ½èkèlß@ÖWÝ@ÜLØ_Ö�Ø_á@Ö�ìRÙ�ãLß�à�ãÀØ_ÞkÛCØ_Öoà_é Þ½Ý í � ï ÜÀà í�,%ï çRä B̂(u, u)ÜLà
B(u, u)

à_ÖWÚTå õ ó ðgÞ|Ø_á4Ø_á�ÖÈç�Þkè½ÞkÝ@Ö¡ãbàrê�ÜÀà_é B
ß@Ö � Ý@ÖWß4çGä

B(u, v) =

∫ t

0

e(t−s)∆∇ · (u(s)∇φ(s)) ds,

ðgá@Öeà_Ö
φ(s)
ÞkÚ�ÜLç@Ø�ãLÞkÝ@Öoß�çRä ∇φ(s) = ∇Ed ∗ v(s) õ8 Ý�ãLèkÜ ø Ü,Ù@Únè½ä ó è½ÖoØDÙ@Ú~ß�ÖoÝ@ÜLØ_Ö=Ø_á�ÖJèkÞ½Ý@Ö¡ãÀà~Ø_Öoà_é ÞkÝ í � ï ÜLà í�,%ï çRä Lu ÜÀà L̂u ó à_ÖWÚTå�ÖoÛoØ_Þ|÷%ÖWè|ä ó ðgÞ|Ø_á

L
ß@Ö � Ý�Öoß�çRä

Lu =

∫ t

0

e(t−s)∆∇ · (u(s)∇Φ(s)) ds

ðgá@Öeà_Ö
Φ
Þ½Úrã ø Þ½÷%ÖoÝ�ÖoþRØ_Öoà_Ý�ãLè�å�ÜLØ_ÖoÝ%Ø_Þ�ãLè�ÚnÙ�Û�á�Ø_áËãbØ ∇Φ ∈ PMd−α õ

ü á@ÞkÚ(åËãÀå�Öeà4Þ½Ú(Ø_á@Ö � à_ÚTØ4Ü,Ý@Ö�ðgá�Öeà_Ö0ÚnÙ@Û�á ã7ÛoÜ,Ý@ß@Þ½Ø_ÞkÜLÝ)Ü,Ý�Ø_á@Ö+ê�Ù@Ý@ÛoØ_Þ½Ü,Ý
Φ
Þ½ÚæÞké*å�Ü,ÚnÖoß õ

8 Ù@ÚnÙ�ãLè~ÛoÜ,Ý@ß@Þ½Ø_ÞkÜLÝ�ê�ÜÀà`Ø_á@Ö¬ÖeþGØ_Öeà_Ý�ãLèzå�ÜLØ_ÖoÝ%Ø_Þ�ãLèlðJãLÚ Φ = q∗Ed ó
Ûoê õ ��� � õ� Ý@ê�ÜLànØ_Ù@Ý�ãÀØ_Öoè½ä ó ÚnÙ@Ûuáã0ÚnÞkÝ ø Ù@è�ãbà�êVÜLà_é6Ü,êJØ_á�Ö4êVÙ@Ý�ÛeØ_ÞkÜLÝ Φ

Þ½é*å�èkÞkÖoÚ�Ø_á�ãÀØ�Ø_á@Ö4ÜLå�Öoà�ãÀØ_ÜÀà
L
ÛWãLÝ@Ý@ÜLØ*ç�Öæð=Öoèkè ú ß�Ö � Ý@ÖWß õ

∇Φ ∈ PMd−α Þ½Úrã*ÛoÜ,Ý@ß@Þ½Ø_ÞkÜLÝ�ðgá@ÞkÛ�á+ãLèkè½Ü¡ðgÚgÙ@ÚJØ_Ü¬ß@Ö � Ý@Ö`Ø_á@ÖCÜLå�Öeà�ãÀØ_ÜLà L å@à_ÜLå�Öoà_è|ä õ- Ü�Ü,Ù�à�å@à_ÜLç�èkÖoé�Û¡ãLÝ4ç�ÖÈà_ÖWãLß�ãLÚ
u(t) = et∆u0 +B(u, u) + Lu.

��Ê����ËÔ]Í ÎWÐ�Ð����LÊ ü á�Ö+é¬ãLÞkÝ&Ø_ÜGÜ,è�ðgá@ÞkÛ�á�ðgÞ½èkègç�Ö+Ù@ÚnÖoß)Þ½Ý�Ø_á@Ö�åËãÀå�Öoà(ÞkÚæã7é¬ÜGß@Þ � ÛWãÀØ_Þ½Ü,Ý�Ü,ê
ã�ð=Öoèkè ú !�Ý@Ü¡ðgÝ7Ø_á@ÖoÜLà_Öoé çRä ��ãLÝ�ãLÛ�á ó Ø_á�ãÀØ ø Þ½÷%ÖoÚCØ_á�Ö�Öeþ�Þ½ÚTØ_ÖWÝ@ÛoÖ(ãLÝ@ßôÙ@Ý@Þ�ìRÙ@ÖoÝ@ÖWÚnÚ/ÜLêJÚnÜLèkÙ�Ø_ÞkÜ,Ý@Ú÷�Þkã¬ã*ÛoÜ,Ý%Ønà�ãLÛeØ_ÞkÜ,Ý�é�ãÀå@å�ÞkÝ ø í ÜLàgÚnÙ@ÛoÛWÖoÚnÚnÞ½÷,Ö�ãÀå@å�à_ÜWþ�Þké�ãbØ_ÞkÜ,Ý@Ú ï ãbà ø Ù@é¬ÖWÝ%Ø õ ù ÖCá�ãW÷,Ö í ÛWê õ ��� ��ï
�������� ��!#"%$'&($*) � �

B : X ×X → X + � � �7�� ��
 �*���* � + 
 %+
  � �-, � � � ,7���	�-,��/. � � * # � � � ��� � ��� , �
�10 
 � ��� � � ���� �	����

K
�7* � � � � ���

‖B(y, z)‖X ≤ K‖y‖X ‖z‖X2 �-, ��% %
y, z ∈ X � ) � �

L : X → X + � � � �� ��
 �*���*�� % 
  � �-, � � � ,7���	�-,
‖Ly‖X ≤ `‖y‖X

3 
 � � � ���  �-, # ������
 � 254 
 76 � ��� � �� &�
 ��
���
` < 1

�

�8:9��-,

a ∈ X � *�� � � � ��� ‖a‖X ≤ (1−`)2

4K ;
� ��� , � �50 
 � ����� ����% *���
���

x ∈ X �	� � ��� �5< *�����
���
x = a+ Lx+B(x, x).

í>=%ï
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��� 
 � ����% *���
��� 2 * % � % % � � ��� � � ��
 # ��� �

‖x‖X ≤
1− `−

√
(1− `)2 − 4K‖a‖X

2K
≤ 1− `

2K
.

. &�&�
 ��
��� ��% % 4
;
� � 
 � ����% * ��
��� 
 � * �
 < * � 
  � ��� � � �  + ��% % 
  X � �  � � , � & ����� � ,7�

;
� 2 ,7��&�
 * � 1−`

2K

�

 
�8 ����� �)��%+*���
��� & � � �  &�� � �����
 �*���*�� % 4 ��

a

  � ��� 2 ��% %'� 3 
 76 3 � 4 �*9��-, ‖b‖X ≤ ε < (1−`)2

4K�� &
v + � 
  6(� ��� �)��%+*���
��� � 2 � ��� �5< * ����
���

v = b+ Lv +B(v, v) ; 3
��� ��� �

‖u− v‖X ≤ 2((1− `)2 − 4Kε)−
1
2 ‖a− b‖X .

ü á@Ö`å@à_ÜGÜ,ê ó êVÜ,èkè½Ü¡ðgÞkÝ ø Ø_á�Ö`èkÞ½Ý@ÖWÚ�Ü,ê ��� ó â:á õ î = ó Õ×ÖWé¬é¬ã ò�0 � ó Þ½Úgè½ÖWê�Ø�Ø_Ü*Ø_á@ÖÈà_Ö¡ãÀß�Öeà õ6 Ý�Ø_á@Ö`å@à_ÜGÜLê�ÚJð=ÖÈðgÞkèkèZÜ,ê�Ø_ÖWÝ�Ù@ÚnÖÈØ_á�Ö`ê�ÜLèkèkÜWðgÞkÝ ø ÖoÚTØ_Þké¬ãÀØ_ÖCÜLêBØ_á@ÖCÞ½Ý%Ø_Ö ø à�ãÀè ∫ t
0
e−(t−s)|ξ|2 ds õ

� � ! !�� "%$ "%$
∫ t

0

e−(t−s)|ξ|2 ds =
1− e−t|ξ|2

|ξ|2 ≤ qq t
1−q

|ξ|2q ,
2 �-, � � � , 4

q ∈ [0, 1].
í � ï
� ,7� � 2 � - ÞkÝ@ÛWÖCêVÜLà q = 0

í ð=Ö`åËÙ�Ø
00 = 1

ï ãLÝ@ß
q = 1

Ø_á@Ö`å�à_ÜRÜ,êlÞkÚgÜLçR÷�ÞkÜLÙ�Ú ó á�ÖoÝ@ÛWÖ`ð=Ö�ãLÚnÚnÙ@é¬Ö

0 < q < 1 õ ñ�Ù�ØnØ_ÞkÝ ø q = 1− 1
p ó
Þ½ØgÚnÙ
	�ÛoÖWÚJØ_Ü¬Úná@Ü¡ð Ø_á@Ö`ÞkÝ@ÖWìRÙ�ãLèkÞ|Øtä

1− e−t|ξ|2

(t|ξ|2)
1
p

≤
(

1− 1

p

)1− 1
p

,
êVÜLàgÖe÷%Öoànä

1 < p < +∞.

� Ü¡ð=Öe÷%Öoà ó ÖoÚTØ_Þké�ãbØ_ÞkÝ ø Ø_á@Ö/é�ãÀþ�Þ½é�ãLèl÷LãLè½Ù�Ö/Ü,ê~Ø_á@Ö�êVÙ@Ý�ÛeØ_ÞkÜLÝ f(z) = 1−e−zp
z

ð=Ö�á�ãW÷%Ö/Ø_á�ãÀØ
Ø_á@ÞkÚ~é¬ãÀþ�Þké¬ãLè�÷,ãLè½Ù@ÖJÞkÚzà_ÖWãLÛ�á�Öoß*ê�ÜLà

z = zmax
õLö ÜÀà_ÖWÜ¡÷,Öoà ó zmax

ê�Ù@è � èkè½Ú~Ø_á@ÖJÖWìRÙ�ãÀØ_ÞkÜLÝ
e−z

p
max =

1
1+pzpmax

.
ü áRÙ@Ú

f(zmax) =
pzpmax

pzp+1
max + zmax

≤
(

1− 1

p

)1− 1
p

= qq, q ∈ [0, 1].

ÕBÖeØgÙ@Ú�à_ÖoÛ¡ãÀèkè�Ø_á@Ö`ê�ÜLà_é�Ù�èkã¬êVÜLà�Ø_á@Ö ��Ü,Ù�à_ÞkÖeàgØnà�ãÀÝ�ÚnêVÜLà_é�êVÜLàgØ_á@Ö`êVÙ�Ý@ÛeØ_ÞkÜ,Ý |x|−α �

(|̂x|−α) = C|ξ|α−d ê�ÜLàgÖe÷%Öeànä
0 < α < d,

í � ï
ãLÝ@ß�Ø_á@Ö`ê�ÜLà_é�Ù�èkã¬êVÜLàgÛoÜ,Ý%÷%Ü,èkÙ�Ø_Þ½Ü,Ý�Ü,êBÚnÙ�Û�á�êVÙ�Ý@ÛeØ_ÞkÜ,Ý@Ú�ê�ÜLà

0 < α, β < d ó ÚnÙ@Û�á�Ø_á�ãÀØ d < α+ β
�

|x|−α ∗ |x|−β = Cα,β |x|d−α−β ,
í � ï
ðgá@Öeà_Ö í êVÜ,èkè½Ü¡ðgÞkÝ ø � � ó ÕBÖoé¬é�ã ò õ î �¾ï Cα,β ÞkÚgÖWìRÙ�ãLè�Ø_Ü

Cα,β = πd/2
Γ(d−α2 )Γ(d−β2 )Γ(α+β−d

2 )

Γ(α2 )Γ(β2 )Γ( 2d−α−β
2 )

,
íTî�0%ï

ðgÞ|Ø_á
Γ
ß@ÖWÝ@ÜLØ_Þ½Ý ø Ø_á@Ö`Ù�ÚnÙ�ãLè��ÈãLé*é�ã¬êVÙ@Ý�ÛeØ_ÞkÜLÝ õ

�Ê�� �VÐ��*�%�%�hÍ×Ñ �VÐZÓ �%���oÐ��]Ò�ÎÀÔVÐ�Í*�rÔ]Í�Î���� �����ËÓ�� Xβ Ê 6 Ý�Ø_á@Þ½ÚzÚnÖoÛeØ_ÞkÜ,Ý�ð=Ö�å@à_Ü¡÷%Ö:Ø_á@Ö:Öeþ�ÞkÚTØ_ÖoÝ@ÛWÖÜ,ê~èkÜGÛWãLè í ÞkÝ+Ø_á@Ö/ÚTåËãLÛWÖ Xβ , β < 2
ï ãLÝ@ß ø èkÜLçËãLè í ÞkÝ+Ø_á@Ö�ÚTåËãLÛoÖ X2

ï ÚnÜLèkÙ�Ø_ÞkÜ,Ý@ÚrØ_Ü(Ø_á@Ö�å@à_ÜLç�èkÖoé óÙ@ÚnÞkÝ ø ü á@ÖWÜLà_Öoé ò õ î ãÀÝ�ß�ÚnÙ�Þ|Ø�ãÀç�èkÖCÖoÚTØ_Þké�ãbØ_ÖWÚ�Ü,ê×Ø_á@Ö`ç�Þkè½ÞkÝ@ÖWãÀàrêVÜLà_é B(·, ·) ãLÝ@ß�ÜÀå�Öeà�ãÀØ_ÜLà L õ�zÞ½à_ÚTØ ó èkÖeØÈÙ�ÚÈÜLç�ÚnÖeàn÷%Ö�Ø_á�ãÀØÈÞ½ê u0 ∈ PMd−β Ø_á@ÖWÝ et∆u0 ∈ PMd−β ê�ÜÀà`Öe÷%Öoànä t > 0 ó ç�Ù�ØÞ½Ý ø ÖoÝ�Öeà�ãLè et∆u0 6∈ PMd−γ êVÜLà γ 6= β õ�6 Ý@ß@ÖWÖoß ó ð=ÖCá�ãW÷%Ö

‖et∆u0‖Xβ = sup
0≤t≤T

ÖoÚnÚ
sup

ξ∈Rd
|ξ|d−βe−t|ξ|2 |û0| ≤ ‖u0‖PMd−β = ‖u0‖Xβ .
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�����

ü Ü ø ÖeØ/ÖWÚTØ_Þ½é�ãÀØ_ÖoÚ�êVÜLà ‖B(u, u)‖Xβ
è½ÖoØ�Ù@Ú/Ý@ÜLØ_ÞkÛoÖ�Ø_áËãbØ�Þ½ê

v(t) ∈ PMd−β ãLÝ@ß ∇ψ(t) =

∇Ed ∗ v(t)
Ø_á@ÖWÝ ∇̂ψ(ξ, t) = iξ|ξ|−2v̂(ξ, t)

ÚnÜ ∇ψ(t) ∈ PMd−β+1 õ ü áGÙ@Ú ó ð=ÖCá�ãW÷%Ö

� � ! !�����$'&($ 9��-,
1 < β < d+1

2 , β ≤ 2
�� & 2 *�.����
��� �

u, v ∈ Xβ 3 ��� ��� �

‖B(u, v)‖Xβ ≤ K‖u‖Xβ‖v‖Xβ ,
3 ��� , �

K = Cd−β,d−β+1

(
β

2

) β
2

T 1− β2 .

3 
 � �
Cd−β,d−β+1

& � �  � & + 4����	� 8 �
� ,7� � 2 � �ËÜÀà

u(t) ∈ PMd−β ãLÝ@ß d ãLÝ@ß β ê�Ù@è � èkè½ÞkÝ ø Ø_á�Ö`ÞkÝ@ÖWìRÙ�ãLèkÞ|Øtä

1 < β <
d+ 1

2
,

íTî,î¡ï

ð=Ö`á�ãW÷%Ö

|(û(t) ∗ ∇̂ψ(t))(ξ)| ≤
(∫

Rd
|ξ − ζ|β−d|ζ|β−1−ddζ

)
‖u(t)‖PMd−β‖v(t)‖PMd−β

= |ξ|2β−1−dCd−β,d−β+1‖u(t)‖PMd−β‖v(t)‖PMd−β .
ü áRÙ@Ú ó ê�ÜÀà u, v ∈ Xβ ó

Ù@ÚnÞ½Ý ø Õ×Öoé¬é�ã ò õ ò ð=Ö`ÜLç@Ø�ãLÞ½Ý

‖B(u, v)‖Xβ = sup
0≤t≤T

ÖoÚnÚ
sup

ξ∈Rd
|ξ|d−β

∣∣∣∣
∫ t

0

iξe−(t−s)|ξ|2 (̂u∇ψ)(s) ds

∣∣∣∣

≤ sup
0≤t≤T

ÖoÚnÚ
sup

ξ∈Rd
|ξ|βCd−β,d−β+1

∫ t

0

e−(t−s)|ξ|2ds‖u‖Xβ‖v‖Xβ

= Cd−β,d−β+1q
qT 1−q|ξ|β−2q‖u‖Xβ‖v‖Xβ

ê�ÜLàgÖe÷%Öeànä
q ∈ [0, 1].

ü Ü ø ÖoØ4Ø_á@Ö0à_Ö¡ìRÙ@Þ|à_ÖWß�ÖoÚTØ_Þké�ãÀØ_Ö0ê�ÜLà4Ø_á@ÖªÝ�ÜÀà_é�Ü,ê ‖B(u, u)‖Xβ ó
ð=Ö0å�Ù@Ø

q = β
2 ó
á@ÖoÝ�ÛoÖ

1− q = 1− β
2 ≥ 0 õ

ñDà_Ü¡÷�Þ½Ý ø Ø_á@Ö�Öoþ�Þ½ÚTØ_ÖWÝ@ÛoÖgÜ,ê ø è½ÜLçËãLèËÚnÜLèkÙ�Ø_ÞkÜ,Ý@Ú�ð=ÖgÝ@ÖWÖoß(ãLß@ß@Þ½Ø_Þ½Ü,Ý�ãLèkè|ä q = 1(= β
2 ) õ 6 Ý�Ø_á@ÖgÛWãLÚnÖÜ,ê�èkÜRÛ¡ãLèzÖeþ�ÞkÚTØ_ÖoÝ@ÛWÖ ó Þ|ØCÞkÚ`ÖoÝ�ÜLÙ ø á	Ø_á�ãÀØ 1 − q = 1 − β

2 > 0 ó ðgá@ÞkÛ�á�Þ½é*å�èkÞkÖoÚ β < 2 õ ü áRÙ@Ú`Ø_á@ÖÛoÜ,Ý@ÚTØ�ãLÝ%Ø
K
à_ÖWìRÙ@Þ½à_Öoß�ÞkÝ ü á@ÖoÜLà_Öoé ò õ î ÞkÚgÖWìRÙ�ãLè�Ø_Ü

K = Cd−β,d−β+1

(
β

2

) β
2

T 1− β2 ,
íTî¡ò,ï

ãLÝ@ß�êVÜLà
β = 2

Ø_á@ÖCÛoÜ,Ý@ÚTØ�ãLÝ%Ørß@ÜGÖoÚ�Ý@ÜLØgß@Öoå�ÖoÝ@ß�Ü,Ý
T õù ÖCá�ãW÷%Ö�ãÀÝ+ãÀÝËãÀèkÜ ø ÜLÙ�Ú�à_ÖoÚnÙ@è½Øgê�ÜÀà�Ø_á�Ö`ÜLå�Öeà�ãÀØ_ÜLà L õ

� � ! !�����$ "%$ 9��-,
α, β > 0, α ≤ 1, α + β < d ; Φ

� *�� � � � ��� ∇Φ ∈ PMd−α �� & 2 *  �)��
���
u ∈ Xβ 3 ��� ��� �

‖Lu‖Xβ ≤ `‖u‖Xβ ,
3 ��� , �

` = ‖∇Φ‖PMd−αCd−β,d−α

(
α+ 1

2

)α+1
2

T
1−α

2 .
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� ,7� � 2 � �ËÜÀà�Ø_á�Ö`ÖeþGå�Ü,Ý@ÖWÝ%Ø_Ú
α, β
Ú_ãÀØ_ÞkÚnê�ä�ÞkÝ ø

α, β > 0, α+ β < d,
íTî¡û%ï
ð=Ö`á�ãW÷%Ö

|(û(t) ∗ ∇̂Φ(t))(ξ)| ≤
(∫

Rd
|ξ − ζ|β−d|ζ|α−ddζ

)
‖∇Φ‖PMd−α‖u(t)‖PMd−β

= |ξ|β+α−dCd−β,d−α‖∇Φ‖PMd−α‖u(t)‖PMd−β .
ü áRÙ@Ú�ð=ÖCá�ãW÷%Ö

‖Lu‖Xβ = sup
t≥0

ÖWÚnÚ
sup

ξ∈Rd
|ξ|d−β

∣∣∣∣
∫ t

0

iξe−(t−s)|ξ|2 (̂u∇Φ)(s) ds

∣∣∣∣

≤ sup
t≥0

ÖWÚnÚ
sup

ξ∈Rd
Cd−β,d−α|ξ|α+1

(∫ t

0

e−(t−s)|ξ|2ds

)
‖u‖Xβ‖∇Φ‖PMd−α

= sup
t≥0

ÖWÚnÚ
sup

ξ∈Rd
qqCd−β,d−α|ξ|α+1−2qT 1−q‖u‖Xβ‖∇Φ‖PMd−α .

� ÖoÝ@ÛWÖrØ_Ü*ÜLç@Ø�ãLÞ½Ý4Ø_á@Ö � Ý@Þ½Ø_Ö`Ý@ÜLà_é ‖Lu‖Xβ ð=ÖÈÚná�ÜLÙ�è½ß4Ø�ã�!,Ö q = α+1
2 ó
ÚnÜ ó 1− q = 1−α

2 ≥ 0 õ
ü Ü ø ÖoØ�ã ø è½ÜLçËãLèBÚnÜLèkÙ�Ø_ÞkÜ,Ý�ð=Ö�Ý�ÖoÖoß α = 1 ó ç�Ù�ØrØ_Ü�ÜLç@Ø�ãLÞkÝ+è½ÜGÛ¡ãÀèBÖeþ�ÞkÚTØ_ÖoÝ@ÛWÖCÞ½ØrÞkÚrÖoÝ�ÜLÙ ø á+Ø_ÜØ�ã�!,Ö
α < 1 õ 3 ÜLØ_ÖÈØ_á�ãÀØJØ_á@ÖCÛoÜ,Ý@ß@Þ½Ø_ÞkÜLÝ�Ú�ÜLêlÖeþ�ÞkÚTØ_ÖoÝ@ÛWÖ`Þ½Ý ø èkÜLçËãLèZãLÝ@ß�èkÜGÛWãLèZÛWãLÚnÖ`ß@Ü¬Ý@ÜLØgß@Öeå�ÖWÝ@ßÜ,Ý

β õ- Ü�êVÜLàgÚnÙ@Ûuá q = α+1
2

ãLÝ@ß�ðgÞ½Ø_á4Ø_á@ÖCãLÚnÚnÙ@é*å@Ø_ÞkÜ,Ý
α ≤ 1

ð=ÖCá�ãW÷,Ö�ãLÝ�ÖWÚTØ_Þ½é�ãÀØ_Ö`ê�ÜLà

` = ‖∇Φ‖PMd−αCd−β,d−α

(
α+ 1

2

)α+1
2

T
1−α

2 .
íTî � ï
ü á@Ö`à_ÖWìRÙ@Þ½à_Öoß�ÛWÜ,Ý@ß@Þ½Ø_Þ½Ü,Ý

` < 1
í Ý@ÖWÖoß@ÖWß�Þ½Ý ü á@ÖWÜLà_Öoé ò õ îbï à_ÖWãLß@Ú

‖∇Φ‖PMd−α < C−1
d−β,d−α

(
α+ 1

2

)−α+1
2

T−
1−α

2 .
íTî ,,ï

6 Ø`Þ½ÚÈÞkÝ%Ø_Öeà_ÖWÚTØ_Þ½Ý ø Ø_ÜæÜLç�ÚnÖoàn÷,Ö�Ø_á�ãÀØÈê�ÜÀà α = 1
ð=Ö�Û¡ãLÝªÚ_ãÀØ_Þ½ÚnêVä�Ø_á�Ö/ÛoÜ,Ý@ß�Þ|Ø_ÞkÜ,Ý	ãÀç�Ü¡÷%Ö/Ø�ã !�ÞkÝ ø

‖∇Φ‖PMd−α
Úné�ãLèkèhÖoÝ@Ü,Ù ø áæÜ,Ý@è½ä õ �JÙ�Ø=ê�ÜLà α < 1

ð=Ö�ÛWãLÝ ø ÖoØ:Ø_á@ÖrÚ_ãLé¬Örà_ÖoÚnÙ@è½Ø=Ø�ã !�ÞkÝ ø T Úné¬ãLèkèÖoÝ@Ü,Ù ø á�ãLÝ@ß ãÀÝRä�÷,ãLè½Ù@ÖæÜ,ê ‖∇Φ‖PMd−α õ - Ü0ê�ÜÀà α < 1
èkÜGÛWãLè:Öeþ�ÞkÚTØ_ÖoÝ@ÛWÖæÛWãLÝ7ç�Ö�å�à_ÜW÷%ÖWßýêVÜLà

ãÀànç�Þ|Ønà�ãÀànäæ÷LãLèkÙ@ÖoÚ�Ü,êlÖeþGØ_Öeà_ÝËãÀè�å�ÜLØ_ÖoÝRØ_ÞkãLè õ ü á@ÞkÚgÞ½ÚgÞ½é*å�Ü,ÚnÚnÞ½ç�èkÖCê�ÜLà α = 1
Ù@ÚnÞkÝ ø Ü,Ù�àgé¬ÖeØ_á@ÜGß õ

3 Ü¡ð5ð=Ö�ãÀà_ÖÈà_Ö¡ãÀß@ä(Ø_Ü*å@à_Ü¡÷%ÖÈØ_á�Ö`ê�ÜLèkèkÜWðgÞkÝ ø Ø_á@ÖoÜLà_Öoé õ
�������� ��! ��$ ��$ . � � * # � � � ���

u0 ∈ PMd−β ��.&
Φ

������
 � � � � ∇Φ ∈ PMd−α � � �� � 
�& � , 
 76
� ��� �5< *�����
���

u = et∆u(0) + Lu+B(u, u)
íTî =%ï
3 � � ��� �


�8 � 6�%'� + ��%��	
 �� ��
 # � ����% *���
��� 8 2 �-,
β = 2 ; α = 1 ; d ≥ 4 ; Φ

� *�� � � � ��� ‖∇Φ‖PMd−1 <

C−1
d−2,d−1 ;

�� &
u0 ∈ PMd−2 �)����
 � 214 
  6

‖u0‖PMd−2 <
(1− ‖∇Φ‖PMd−1Cd−2,d−1)2

4Cd−2,d−1
,

� ��� , � �50 
 � ��� � *� 
 < * � 6 %'� + ��%���
 ��	��
 # � ����% * ��
���$�	� � ��� �%,7� + % � # ����� 8 � 3 � �	��� �
T = +∞ 
  � ���

& � � �
���
��� � 2 X2
8
;
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�����


 
�8 � %'� �7��% ��
  � ��
 # � ����% * ��
��� 2 �-,
α = 1

8 2 �-,
d ≥ 3 ; α = 1 ; 1 < β < 2 ; Φ

� *�� � � � ���
‖∇Φ‖PMd−1 < C−1

d−β,d−1 ;
��% % ����%+* � � � 2 ‖u0‖PMd−β

�� &
T

� # ��% % �  ��* 6 �
;
� ��� , � �10 
 � ��� �

%'� � ��%��	
 ��	��
 # � ����% *���
��� �	� � ��� �%,7� + % � # ����� 8
;
 
 
�8 � % � � ��%���
 ��	��
 # � ����% * ��
��� 2 �-,

d = 3
8 2 �-,

d ≥ 3 ; 0 < α < 1, 1 < β < 2 ;
��% %�����% * � � � 2

‖u0‖PMd−β ; ‖∇Φ‖PMd−α
�� &

T
� # ��% % �  ��* 6 �

;
� ��� , � �10 
 � ��� � %'� � ��%���
 ��	��
 # � ����% *���
��� �	� � ���

�%,7� + % � # ����� 8 �
� ,7� � 2 � 
�8 ü Ü�å@à_Ü¡÷%Ö ø è½ÜLçËãLèBÖeþ�Þ½ÚTØ_ÖWÝ@ÛoÖCð=Ö�Úná@Ü,Ù@èkß+Ø�ã !%Ö β = 2

í ÚnÜ�Ø_á@Ö�ÚTåËãLÛoÖ�ÛWÜ,Ý@ÚnÞ½ß�Öeà_Öoß0ÞkÚ X2ðgÞ|Ø_á
T = +∞ ï ãLÝ@ß α = 1

í Ø_Ü ø ÖeØ�Ø_á@Ö/ÛoÜ,Ý@ÚTØ�ãLÝ%Ø_Ú K íTî¡ò%ï ãLÝ@ß ` íTî � ï ÞkÝ@ß@Öoå�ÖoÝ@ß�ÖoÝ%ØÈÜ,êzØ_Þké*Ö
T
ï õ�8 ß@ß@Þ½Ø_ÞkÜLÝËãÀèkè½ä ó ß@Ù�Ö¬Ø_Ü íTî,îbï*í ãÀÝ�ß íTî¡û%ïnï ó ð=Ö�Úná@Ü,Ù@èkßýãLÚnÚnÙ@é¬Ö d ≥ 4 õ ��ÜLà/ÚnÙ@Û�áôÛoÜ,Ý@ÚTØ�ãLÝ%Ø_Ú ó
‖∇Φ‖PMd−α < C−1

d−2,d−1

ãLÝ@ß ‖u0‖PMd−2

ê�Ù@è � è½èkÞ½Ý ø

‖u0‖PMd−2 ≤ (1− ‖∇Φ‖PMd−1Cd−2,d−1)2

4Cd−2,d−1ð=Ö�ãÀå@å�è½ä ü á�ÖoÜLà_Öoé ò õ î Ø_Ü ø ÖeØCØ_á@Ö¬à_ÖWìRÙ@Þ½à_Öoß	à_ÖWÚnÙ@è½Ø õ ü á@Ö*å�à_ÜRÜ,ê=Ü,ê�Ø_á@Ö*ð=Ö¡ã !	ÛWÜLÝRØ_Þ½ÝRÙ�Þ|Øtä í Þ½Ý
Ø_á@ÞkÚ`ãLÝ@ß�ÞkÝªØ_á@Ö*Ý@ÖoþRØ`Øtð=Ü�ÛWãLÚnÖoÚ ï ê�Ü,è½èkÜ¡ðgÚ�Ø_á�Ö*è½ÞkÝ@ÖWÚ`Ü,êDØ_á@Ö¬ãÀà ø Ù@é¬ÖoÝ%Ø�Þ½Ý ��� ó â:á õ î � ó ÕBÖoé¬é�ãò � � ÜÀà�� î�0 ó ü á õ û õ î�� õ
 
�8 ü ã�!�Þ½Ý ø α = 1

ð=Ö ø ÖeØ l Þ½Ý@ß�Öeå�ÖWÝ@ß@ÖoÝRØ/Ü,ê=Ø_Þké*Ö í ÚnÖoÖ íTî � ïnï õ �JÙ�Ø/ê�ÜÀà 1 < β < 2
í ãÀÝ�ß

Ø_á@Ö�ÚTåËãLÛoÖ Xβ
ðgÞ|Ø_á

T
Úné�ãLè½è:ÖoÝ@Ü,Ù ø á ó Ûuá@Ü,ÚnÖoÝôè�ãbØ_Öoà ï ð=Ö(ÛWãLÝ ø ÖoØCØ_á�Ö�èkÜGÛWãLèDÖeþ�ÞkÚTØ_ÖoÝ@ÛWÖ�Ü,ê:Ø_á�ÖÚnÜ,è½Ù�Ø_ÞkÜ,Ý7êVÜLà/ãLè½èD÷LãLè½Ù�ÖoÚCÜ,ê ‖u0‖PMd−β õ�6 Ý�ê¾ãLÛeØ ó ê�ÜLà ‖∇Φ‖PMd−1 < C−1

d−β,d−1

ãLÝ@ß
T
Úné�ãLè½è

ÖoÝ@Ü,Ù ø á�Ø_á@ÖCÛoÜ,Ý@ß@Þ½Ø_Þ½Ü,Ý

‖u0‖PMd−β <
(1− ‖∇Φ‖PMd−1Cd−β,d−1)2

4Cd−β,d−β+1(β2 )
β
2 T 1− β2

Þ½ÚJê�Ù@è � è½èkÖoß�ê�ÜÀàgãÀèkè ‖u0‖PMd−β ó ðgá�Þ½Ûuá ø ÙËãbà�ãLÝ%Ø_ÖWÖoÚJØ_á�ãÀØ=Ø_á@Ö`ãÀÚnÚnÙ�é�å�Ø_Þ½Ü,Ý@Ú�Ü,ê ü á�ÖoÜLà_Öoé ò õ î ãÀà_ÖÚ_ãÀØ_Þ½Ú � ÖWß õ

 
 
�8 6 Ý¬ê¾ãLÛeØ ó ð=Ö�ÛWãLÝ�ãLè½ÚnÜ`å�à_ÜW÷%Ö�ÖoþGÞkÚTØ_ÖoÝ�ÛoÖJÜ,ê�ãÈèkÜGÛWãLè�ÚnÜ,èkÙ�Ø_ÞkÜLÝ�Ý@ÜLØDÜ,Ý@è|ä*êVÜLà:ãÀànç�Þ|Ønà�ãÀànä/÷LãLèkÙ@ÖoÚÜ,ê ‖u0‖PMd−β

ç�Ù�Ø:ãLèkÚnÜCêVÜLà:ãbànçËÞ|Ønà�ãÀànä�÷LãLèkÙ@ÖoÚDÜ,ê ‖∇Φ‖PMd−α õ ù Ö�ÛWãLÝ*å@à_Ü¡÷%ÖgÞ|ØDØ�ã�!�ÞkÝ ø α < 1 õ6 Ý@ß@ÖWÖoß�Ø_á@Ö`Ý@ÜLà_é�é/Ù@ÚTØrê�Ù@è � èkè í ß@Ù@Ö`Ø_Ü ü á�ÖoÜLà_Öoé ò õ îbï Ø_á@ÖCÛoÜ,Ý@ß@Þ½Ø_ÞkÜLÝ

‖u0‖PMd−β <
(1− `)2

4K
=

(1− ‖∇Φ‖PMd−αCd−β,d−α(α+1
2 )

α+1
2 T

1−α
2 )2

4Cd−β,d−β+1(β2 )
β
2 T 1− β2

.
íTî � ï

�ËÜÀà=ã ø Þ|÷%ÖWÝ�÷,ãLè½Ù@Ö�Ü,ê ‖∇Φ‖PMd−α > 0
ð=ÖJØ�ã�!%Ö

T
Úné�ãÀèkè�ÖoÝ@Ü,Ù ø á ó ÚnÙ@Ûuá*Ø_á�ãÀØ~Ø_á@Ö�ÛWÜ,Ý@ß@Þ½Ø_Þ½Ü,ÝíTî ,,ï Þ½Ú�Ú_ãbØ_ÞkÚ � ÖWß õ.- ÞkÝ@ÛoÖÈØ_á@Ö�à_Þ ø á%Ø ú áËãÀÝ�ß�ÚnÞ½ß�ÖÈÜ,êZØ_á@ÖÈÞkÝ@Ö¡ì%ÙËãÀèkÞ½Øtä íTî � ï Ø_ÖoÝ�ß@Ú=Ø_Ü +∞ ãLÚ T Ø_ÖWÝ@ß@ÚØ_Ü

0 ó ÚnÜ�Ø�ã�!�Þ½Ý ø T Úné�ãLè½èZÖoÝ�ÜLÙ ø á í ãÀÝ�ß4Úné�ãLè½èkÖeà�Ø_á�ãLÝæØ_á�ÖÈÜ,Ý@Ö`Ûuá@Ü,ÚnÖoÝ�Þ½Ý íTî ,%ïnï ó ð=Ö`ÛWãLÝ4Ú_ãÀØ_ÞkÚnê�äØ_á@ÖCãÀç�Ü¡÷%Ö`ÞkÝ@Ö¡ì%ÙËãÀèkÞ½Øtäæê�ÜLàrãLè½è�÷,ãLè½Ù@ÖWÚ�Ü,ê ‖u0‖PMd−β
ãLÝ@ß ‖∇Φ‖PMd−α õ

�×Ê����BÔ��eÎ��@Í×Ó���Ð�� �oÐ��]Ò�ÎÀÔVÐ�Í*�0Ô¾Í Î����&Í �
	 �����ËÓ�� Yβ Ê ü á�Ö�Öeþ�Þ½ÚTØ_ÖWÝ@ÛoÖ�Ü,ê ø èkÜÀçhãÀè�ÚnÜLèkÙ�Ø_ÞkÜ,Ý@Úá�ãLÚCÝ�ÜÀØ�ç�ÖWÖoÝ	å@à_Ü¡÷%Öoß7ê�ÜLàCØ_á@Ö¬Ø_á�à_ÖoÖ ú ß@Þké*ÖWÝ@ÚnÞkÜLÝËãÀè�Û¡ãÀÚnÖ¬ä%ÖoØ õ ù Ö¬ðgÞ½èkèDß@Ü+Þ|Ø�ÞkÝôã�ÚnÙ�çËÚTåËãLÛoÖ�Ü,ê

X2 ó
Þ õ Ö õ Þ½Ý4ã�ÚnÙ@ç�ÚTåËãLÛoÖÈÜ,ê�ê�Ù@Ý@ÛoØ_Þ½Ü,Ý@Ú:ç�ÖoèkÜLÝ ø ÞkÝ ø Ø_Ü X2

ðgÞ|Ø_áæÚnÜLé¬ÖÈÛoÜ,Ý%Ønà_Ü,èhÞkÝ(Ø_Þ½é¬Ö�Ü,ê�Ø_á�Ö�Ý@ÜLà_é

‖u(t)‖PMd−β õ
1 Ö � Ý@Ö
Yβ = {v(t) ∈ S ′(Rd) : v̂(t) ∈ L1

loc(Rd) êVÜLàrã õ Ö õ t, ‖v‖Yβ = sup
t>0

t1−
β
2 ‖v(t)‖PMd−β},

ðgá@Öeà_Ö
β ≥ 0 õ



� ���
A. RACZYŃSKI

ü á@ÖCÝ@ÜLà_é�ÞkÝ�Ø_á@Ö`ÚTåËãLÛWÖ X2 ∩ Yβ
ÞkÚ ø Þ½÷%ÖoÝ4çGä

‖v‖X2∩Yβ = ‖v‖X2
+ ‖v‖Yβ .

ü á@Ö � à_ÚTØ/ìRÙ@ÖWÚTØ_Þ½Ü,Ý�ÞkÚ � ðgá@ÞkÛ�áôÚTåËãLÛoÖ�ß@ÜGÖoÚ
et∆u0

ç�ÖoèkÜLÝ ø Ø_Ü�� �@à_Ü,é Ø_á@Ö*å�à_Öe÷�Þ½Ü,Ù@Ú�ÚnÖoÛoØ_Þ½Ü,Ý
ð=Ö !�Ý@Ü¡ð Ø_á�ãÀØ

u0 ∈ PMd−β Þké*å�è½ÞkÖoÚ et∆u0 ∈ Xβ õâ:Ü,Ý@ÚnÞkß@Öeà_ÞkÝ ø Ø_á@ÖrÚTåËãLÛoÖoÚ Yβ
ð=ÖrÛ¡ãÀÝ(å@à_Ü¡÷,ÖrØ_á�ãÀØ

u0 ∈ PMd−2 Þké*å�è½ÞkÖoÚ et∆u0 ∈ Yβ , β ≤ 2 õ
ö ÜLà_ÖoÜ¡÷%Öeà ó Ø_á@Ö0Þké�å�ÜÀànØ�ãLÝ@ÛWÖ+Ü,ê`Ø_á@Ö+ÚTåhãÀÛWÖ PMd−2 ê�Ü,è½èkÜ¡ðgÚ(êVà_Ü,é Ø_á�Ö0ê�ãLÛoØ(Ø_á�ãÀØæê�ÜÀà β ≤ 2

et∆u0 ∈ Yβ
Ý@ÖoÛWÖoÚnÚnÞ½Ø�ãbØ_ÖWÚJØ_áËãbØ

u0 ∈ PMd−2 õ�6 Ý@ß@ÖWÖoß�ð=Ö`áËão÷%Ö
� � ! !���� $'&($ 9��-, �� 4

u0 ∈ PMd−2 � ��� �)��%+*���
��� � 2 � ��� ��� ��� �5< *�����
���
et∆u0 + � %'��76�� �	� Yβ2 �-,

β ≤ 2
�

� ,7� � 2 � ü á@ÖCÚTØ�ãÀØ_Öoé¬ÖoÝ%ØgÜ,êBØ_á@Ö`èkÖoé¬é�ã*ÞkÚrã�ÛWÜ,Ý@ÚnÖWìRÙ@ÖWÝ@ÛoÖCÜLêBØ_á@ÖCêVÜ,èkè½Ü¡ðgÞkÝ ø Û¡ãÀèkÛoÙ�èkãÀØ_ÞkÜLÝ�Ú �

‖et∆u0‖Yβ = sup
t>0

ÖoÚnÚ
sup

ξ∈Rd
t1−

β
2 |ξ|d−βe−t|ξ|2 |û0|

= sup
t>0

ÖoÚnÚ
sup

ξ∈Rd
(t|ξ|2)1−β2 e−t|ξ|

2 |ξ|d−2|û0| ≤
(

1− β

2

)1− β2
e−(1− β2 )‖u0‖PMd−2

êVÜLà
β ≤ 2

ãLÝ@ß
u0 ∈ PMd−2 õ ü á@ÖCÝ@ÜLà_é�Ü,ê et∆u0

Þ½ÚgÖWìRÙ�ãLè�Ø_Ü

‖et∆u0‖X2∩Yβ =

(
1 +

(
1− β

2

)1− β2
e−(1− β2 )

)
‖u0‖PMd−2 .

ü Ü�å@à_Ü¡÷,Ö¬Ø_á�Ö¬Öeþ�ÞkÚTØ_ÖoÝ@ÛWÖ¬ÜLê=ÚnÜ,è½Ù@Ø_Þ½Ü,Ý@Ú�ÞkÝ�Ø_á@Ö¬ÚTåËãLÛoÖ X2 ∩ Yβ , β < 2 ó ð=Ö�é�Ù�ÚTØ/ÖoÚTØ_Þké�ãbØ_Ö

B(u, v)
ãLÝ@ß

Lu
ÞkÝ PMd−2 ãÀÝ�ß Yβ õ

ü á@ÖCê�Ü,è½èkÜ¡ðgÞ½Ý ø èkÖoé¬é�ãLÚ ø Þ|÷%ÖÈØ_á�ÖÈà_ÖWìRÙ@Þ½à_Öoß�Þ½Ý@Ö¡ìRÙ�ãLè½Þ½Ø_Þ½ÖWÚ õ
� � ! !���� $ "%$ 9��-,

1 < β < d− 1 ;
� ��� 2 *�.����
��� �

u ∈ X2
�� &

v ∈ Yβ 3 � � ��� �
‖B(u, v)‖X2

≤ C‖u‖X2
‖v‖Yβ ,

3 ��� , �

C = Cd−2,d−β+1

(
β

2

) β
2
(

1 + e−
β
2

2

β

)
.

� ,7� � 2 � 8 Ý�ãLèkÜ ø Ü,Ù@Únè½ä�ãLÚ�ÞkÝ�Ø_á@ÖÈå@à_Öo÷�Þ½Ü,Ù@Ú�ÚnÖWÛeØ_ÞkÜLÝ�ð=ÖCá�ãW÷,Ö
|û∇φ(t)| ≤ Cd−2,d−β+1|ξ|β+1−d‖u(t)‖PMd−2‖v(t)‖PMd−β ,

á@ÖoÝ�ÛoÖ

‖B(u, v)‖X2
= sup

t>0

ÖWÚnÚ
sup

ξ∈Rd
Cd−2,d−β+1|ξ|β

∣∣∣∣
∫ t

0

e−(t−s)|ξ|2s
β
2−1 ds

∣∣∣∣‖u‖X2
‖v‖Yβ

≤ C‖u‖X2
‖v‖Yβ ,

ðgá@Öeà_Ö

C = Cd−2,d−β+1

(
β

2

) β
2
(

1 + e−
β
2

2

β

)
.

ü Ü*å@à_Ü¡÷%ÖÈØ_á�Ö`è�ãÀÚTØrÞkÝ@ÖWìRÙ�ãLèkÞ|Øtäæð=Ö`ÛWÜ,Ý@ÚnÞ½ß�ÖeàgØtð=Ü¬ÛWãLÚnÖWÚ �
4 ��ÜLà

β ≥ 2
ð=ÖCá�ãW÷%Ö í ß@Ù@ÖÈØ_Ü í � ïnï

|ξ|β
∫ t

0

e−(t−s)|ξ|2s
β
2−1 ds ≤ |ξ|βt β2−1 t

1−q

|ξ|2q q
q = qq(t|ξ|2)

β
2−q, q ∈ [0, 1].
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� � �

ü ã�!�ÞkÝ ø q = β
2

ð=Ö ø ÖoØ

‖B(u, v)‖X2
≤ Cd−2,d−β+1

(
β

2

) β
2

‖u‖X2
‖v‖Yβ .

4 ��ÜLà
1 < β < 2

ð=ÖCá�ãW÷,Ö

|ξ|β
∫ t

0

e−(t−s)|ξ|2s
β
2−1 ds ≤ |ξ|βe− t2 |ξ|2

∫ t
2

0

s
β
2−1 ds+ |ξ|β

(
t

2

) β
2−1 ∫ t

t
2

e−(t−s)|ξ|2 ds

≤
(
t

2
|ξ|2
) β

2

e−
t
2 |ξ|2 2

β
+ qq

(
t

2
|ξ|2
) β

2−q
.

ü áRÙ@Ú ó Ø�ã�!GÞkÝ ø Ø_á�Ö�é�ãbþ�Þké�ãÀè�÷LãLèkÙ@Ö�Ü,êrØ_á@Ö�ê�Ù@Ý@ÛeØ_ÞkÜ,Ý z β2 e−z Þ½Ý Ø_á@Ö � à_ÚTØ�Ø_Öeà_é ó ãLÝ@ß�åËÙ�ØnØ_Þ½Ý ø
q = β

2

Þ½Ý�Ø_á@ÖCÚnÖoÛoÜ,Ý@ß�ÜLÝ�Ö ó ð=Ö ø ÖoØgêVÜLà 1 < β < 2

‖B(u, v)‖X2
≤ Cd−2,d−β+1

(
β

2

) β
2
(

1 + e−
β
2

2

β

)
‖u‖X2

‖v‖Yβ .

- ÜæêVÜLà d ≥ 3
ãLÝ@ß

1 < β < d − 1 ó ð=Ö/ÜLç@Ø�ãLÞ½Ý�Ø_á@Ö�à_ÖWìRÙ@Þ½à_Öoß+ÛoÜ,Ý@ÚTØ�ãLÝ%Ø C ãLÚgðJãLÚ�ÚTØ�ãbØ_ÖWß+Þ½ÝØ_á@Ö`ÕBÖoé¬é�ã õ
�ËÜLèkèkÜWðgÞkÝ ø Ø_á@Ö`å@à_ÖoÛWÖoß@ÞkÝ ø à_ÖWãLÚnÜ,Ý@ÞkÝ ø ð=ÖCÛ¡ãLÝ4å@à_Ü¡÷%Ö`Ø_á@Ö`ÖWÚTØ_Þ½é�ãÀØ_Ö

� � ! !���� $ ��$ 9��-,
1 < β < d− 1 ;

� ��� 2 *�.����
��� �
u ∈ X2

�� &
v ∈ Yβ 3 � � ��� �

‖B(u, v)‖Yβ ≤ C‖u‖X2
‖v‖Yβ

3 ��� , �
C = Cd−2,d−β+121− β2

(
1 +

2

β
e−1

)
.

3 ÖoþRØÈð=Ö�å@à_Ü¡÷,Ö*ÖoÚTØ_Þké�ãÀØ_ÖoÚÈê�ÜLà Lu õ ��à_Ü,é Ø_á@Ö/å�à_Öe÷�Þ½Ü,Ù@Ú`ÚnÖWÛeØ_ÞkÜLÝªð=Ö !�Ý@Ü¡ð Ø_áËãbØ`ê�ÜÀà α = 1ãLÝ@ß
0 < β < d− 1

ð=Ö`á�ãW÷%Ö ‖Lu‖Xβ ≤ C‖u‖Xβ .
� � ! !���� $ � $ 9��-,

1 < β < d− 1 ; Φ
�7* � � � � ��� ∇Φ ∈ PMd−1 �� & � ��� 2 *�.����
���

u ∈ Yβ 3 �
� ��� �

‖Lu‖X2
≤ C‖u‖Yβ ,

3 ��� , �

C = Cd−β,d−1

(
β

2

) β
2
(

1 + e−
β
2

2

β

)
‖∇Φ‖PMd−1 .

� ,7� � 2 ��ù Ö`á�ãW÷%Ö

|û∇Φ| ≤
∫

Rd
|û(ξ − ζ)||ζ|1−d dζ‖∇Φ‖PMd−1

≤ Cd−β,d−1|ξ|β+1−d‖u(t)‖PMd−β‖∇Φ‖PMd−1 .
ü áRÙ@Ú

‖Lu‖X2
=sup
t>0

ÖWÚnÚ
sup

ξ∈Rd
|ξ|d−2

∣∣∣∣
∫ t

0

e−(t−s)|ξ|2iξCd−β,d−1|ξ|β+1−d‖u(s)‖PMd−β ds

∣∣∣∣‖∇Φ‖PMd−1
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≤ Cd−β,d−1‖u‖Yβ‖∇Φ‖PMd−1 sup
t>0

ÖWÚnÚ
sup

ξ∈Rd
|ξ|β

∫ t

0

e−(t−s)|ξ|2s
β
2−1 ds

≤ Cd−β,d−1

(
β

2

) β
2
(

1 + e−
β
2

2

β

)
‖∇Φ‖PMd−1‖u‖Yβ .

ü á@Ö�å@à_ÜGÜ,ê�Ü,ê�Ø_á@Ö�è�ãLÚTØ(ÞkÝ@ÖWìRÙ�ãLèkÞ|Øtä Û¡ãÀÝ&ç�Ö�à_Öoð�à_Þ|ØnØ_ÖWÝ êVà_Ü,é Õ×ÖWé¬é¬ã � õ ò ðgá�Öeà_Ö+ÚnÙ@Ûuá�ãLÝ
ÖoÚTØ_Þké�ãbØ_ÖCêVÜLà ∫ t

0
e−(t−s)|ξ|2s

β
2−1 ds

ãÀå@å�ÖWãÀà_Ú õ
6 ØgÛ¡ãÀÝ�ç�Ö`Ö¡ãÀÚnÞkè½ä4ÚnÖoÖWÝ4Ø_á�ãÀØgê�ÜÀà α 6= 1

Ø_á�Ö`ÞkÝ%Ø_Ö ø à�ãLè�ÞkÚgÙ@Ý%ç�Ü,Ù@Ý@ß�Öoß õ

8 Ý�ãLèkÜ ø Ü,Ù@Únè½äæð=ÖCÛWãLÝ4å@à_Ü¡÷%Ö
� � ! !���� $��%$ 9��-,

d ≥ 3 ; 1 < β ≤ 2 ; Φ
� *�� � � � ��� ∇Φ ∈ PMd−1 �� & � ��� 2 *  ����
���

u ∈ Yβ3 � � ��� �
‖Lu‖Yβ ≤ C‖u‖Yβ ,

3 ��� , �

C = Cd−2,d−1

(
β

2

) β
2

‖∇Φ‖PMd−1 .

ü Ü*å@à_Ü¡÷,ÖCÖeþ�ÞkÚTØ_ÖoÝ@ÛWÖÈÜ,êlã ø è½ÜLçËãLèZÚnÜ,è½Ù�Ø_ÞkÜ,Ý4ð=ÖCãÀå@åËè|äæÕBÖoé¬é�ãLÚ � õ ò ó � õ û Ø_Ü ø ÖeØJØ_á�Ö`ÖoÚTØ_Þké�ãÀØ_Ö

‖B(u, v)‖X2∩Yβ ≤ K‖u‖X2∩Yβ‖v‖X2∩Yβ .
íTî � ï
ü á@ÖoÝ+ãÀå@å�è½ä�Þ½Ý ø ÕBÖoé¬é�ãLÚ � õ � ó � õ , ð=Ö ø ÖeØ

‖Lu‖X2∩Yβ ≤ `‖u‖X2∩Yβ .
íTî � ï
ü á@ÖWÚnÖ`ÞkÝ@ÖWìRÙ�ãLèkÞ|Ø_ÞkÖoÚgãLèkè½Ü¡ð Ù@Ú�Ø_Ü¬ãÀå@å�è½ä ü á@ÖoÜLà_ÖWé ò õ î Ø_Ü*ÜLç@Ø�ãLÞkÝ�Öeþ�ÞkÚTØ_ÖoÝ@ÛWÖCãÀÝ�ß�Ù@Ý@Þ�ìRÙ@ÖoÝ@ÖWÚnÚ

Ü,ê ø èkÜÀçhãÀè×ÚnÜLèkÙ�Ø_ÞkÜ,Ý@Ú õ ü áRÙ@Ú�ð=ÖCãÀànà_Þ|÷%Ö�ãÀØ

�������� ��! � $���$*) � �
d ≥ 3

�� &
1 < β < 2

� 9��-,
Φ

� *�� � � � ��� ∇Φ ∈ PMd−1 3 
�� � ‖∇Φ‖PMd−1� # ��% % �  ��* 6 � � �7* � � � � ���
` = `(‖∇Φ‖PMd−1) < 1

8
;
�� & ‖u0‖PMd−2

� *�� � � � ���

‖u0‖PMd−2 <
(1− `)2

4K3 
 � � � ���� �	������
K

�� &
`

� + �	��
  � & 2 ,7� # ����� 8(��.& ����� 8
;
� ��� , � �50 
 � ��� � * �
 < * � ����% * ��
���

u ∈
X2 ∩ Yβ

�	� � ��� �%,7� + % � # � � 8 �
8 ÚnÞké*å�è½ÖCÛWÜ,Ý@ÚnÖWìRÙ@ÖWÝ@ÛoÖCÜLêBØ_á@Ö�ãbç�ÜW÷%Ö`Ø_á@ÖWÜLà_Öoé�Þ½Ú�Ø_á@Ö`ê�ÜLèkèkÜWðgÞkÝ ø å@à_ÜLå�Ü,ÚnÞ|Ø_ÞkÜ,Ý �

�  %�
	����������
� �$��%$ 9��-,
d ≥ 4

� ��� , � 
 �  � � �	����
���.�-, 4 ����% *���
���
U = U(x)

�	� � ��� �%,7� + % � #
��� 8 � ��� 8 3 
 � � � # ��% %  �-, # ‖U‖PMd−2

�
� ,7� � 2 � ÕBÖeØJÙ@Ú�ãÀÚnÚnÙ�é*ÖÈØ_á�ãÀØJÚnÙ�Û�á�ã/ÚTØ�ãbØ_ÞkÜ,Ý�ãÀànä(ÚnÜ,è½Ù�Ø_ÞkÜ,Ý4Öoþ�Þ½ÚTØ_Ú õ - ÞkÝ@ÛoÖ`Þ|Ø_ÚJÝ@ÜLà_é ‖U‖PMd−2

Þ½Ú
Úné�ãÀèkèlÖoÝ@Ü,Ù ø á ó ð=Ö/ÛWãLÝ0ÜLç@Ø�ãLÞ½Ýªã�Ù@Ý�ÞkìRÙ@Ö ø è½ÜLçËãLèlÚnÜ,è½Ù�Ø_ÞkÜ,Ý+ç�ÖWè½Ü,Ý ø ÞkÝ ø Ø_Ü X2

í ß�Ù@Ö�Ø_Ü ü á@ÖoÜLà_ÖWé
û õ û%ï ãLÝ@ß�Ø_Ü�Þ|Ø_Ú�ÚnÙ�ç�ÚTåËãLÛWÖ X2 ∩ Yβ , β < 2

í ß@Ù�Ö*Ø_Ü ü á@ÖoÜLà_ÖWé � õ =%ï õ �@à_Ü,é ü á�ÖoÜLà_Öoé û õ û ð=Ö
ÛoÜ,Ý@ÛWè½Ù@ß�ÖæØ_á�ãÀØ

U
é�Ù�ÚTØ*ç�Ö4Ø_á@Þ½Ú ø èkÜLçËãLèJÚnÜLèkÙ�Ø_ÞkÜ,Ý í ç�Ù�Ø¬ÞkÝ@ß@Öeå�ÖoÝ@ß@ÖWÝ%Ø¬Ü,êgØ_Þ½é¬Ö ï õ �JÙ�Ø*ß�Ù@ÖæØ_á�Ö

Ù@Ý@Þ�ìRÙ@ÖoÝ@ÖWÚnÚ:ãÀÝ�ß ü á@ÖoÜLà_Öoé � õ = U é/Ù@ÚTØ�ç�ÖWè½Ü,Ý ø ãLèkÚnÜ`Ø_Ü Yβ õ ü á@ÞkÚDÞké�åËè½ÞkÖoÚ�Ø_á�ãÀØ t1− β2 ‖U‖PMd−2é/Ù@ÚTØÈç�Ö/ç�Ü,Ù@Ý�ß@Öoß0ðgá�ãÀØ`Þ½ÚÈÞ½é*å�Ü,ÚnÞ½ç�èkÖ õ - ÜæÚTØ�ãÀØ_ÞkÜ,Ý�ãÀànä+ÚnÜ,è½Ù@Ø_Þ½Ü,Ý0ðgÞ|Ø_áªÚné�ãLè½èzÝ@ÜLà_éÿÞkÝ PMd−2

ÛWãLÝ@Ý@ÜLØgÖoþGÞkÚTØ õ



SELF-GRAVITATING PARTICLES WITH EXTERNAL POTENTIAL
� � �

� � ! � �� $�ü á�ÖÈÝ@ÖeþGØJå�Ü,ÚnÚnÞ½ç�Þ½èkÞ½ØtäæÜ,ê×å@à_Ü¡÷GÞkÝ ø Ø_á�ÖÈÖeþ�ÞkÚTØ_ÖoÝ@ÛWÖÈÜ,ê×ÚnÜ,è½Ù@Ø_Þ½Ü,Ý@ÚJØ_Ü�Ø_á@Ö�å@à_ÜLç�èkÖoé�Þ½ÚJØ_Ü
ÛoÜ,Ý@ÚnÞkß@Öeà�ã*é¬ÜÀà_Ö ø ÖWÝ@Öeà�ãLèZÚTåËãLÛoÖ Yγ,β

Ö¡ì%Ù�Þ|å@å�Öoß4ðgÞ½Ø_á4Ø_á@ÖCÝ@ÜLà_é

‖u‖Yγ,β = sup
t>0

ÖoÚnÚ
sup
ξ∈Rd

tγ‖u(t)‖PMd−β .

� Ý@ê�ÜÀànØ_Ù�Ý�ãÀØ_Öoè½ä ó Ø_á�ÖÈÛoÜ,Ý@ß@Þ½Ø_ÞkÜLÝ u0 ∈ PMd−2 Þké*å�èkÞ½ÖWÚ et∆u0 ∈ Yγ,β
Ü,Ý@è½äæêVÜLà

γ = 1− β
2
õ ü á@ÞkÚ

é¬ÖWãLÝ@Ú�Ø_á�ãÀØ
et∆u0 ∈ Yβ(= Y1−β2 ,β

) õ 6 ØgÞkÚgÜÀçG÷GÞkÜ,Ù@ÚgÚnÞ½Ý@ÛWÖ`Ø_á@Ö`Ý�ÜÀà_éëÜ,ê et∆u0
ÞkÚ�Ö¡ìRÙ�ãLè�Ø_Ü

‖et∆u0‖Yγ,β = sup
t>0

ÖWÚnÚ
sup

ξ∈Rd
tγ |ξ|d−βe−t|ξ|2 |û0|

= sup
t>0

ÖWÚnÚ
sup

ξ∈Rd
(t|ξ|2)1−β2 e−t|ξ|

2 |ξ|d−2|û0|tγ−1+β
2

ðgá@ÞkÛ�á�Þ½ÚgÙ@Ý%ç�ÜLÙ�Ý@ß@Öoß+êVÜLà
γ 6= 1− β

2
õ

� � ! � �� $ ù ÖgÛ¡ãLÝ(ãÀÚ5!¬ðgá@ÖeØ_á@Öoà:Þ½Ø:Þ½Ú�å�Ü,ÚnÚnÞ½ç�èkÖgØ_ÜCà_Öeå�Ö¡ãbØ�Ø_á@ÖrÛWÜLÝ�ÚTØnà_Ù@ÛeØ_ÞkÜ,Ý�ÜLê ø èkÜLçËãLèËÚnÜLèkÙ�Ø_ÞkÜ,Ý
Þ½Ý Xβ ∩ Yγ,δ, δ < β

í ãLÚ�ÞkÝ ü á@ÖWÜLà_Öoé � õ =%ï ó çËÙ�Ø�ðgÞ½Ø_á u0 ∈ PMd−β , β < 2
í èkÖeØ/Ù@ÚCà_ÖWé¬Þ½Ý@ß

Ø_á�ãÀØ�êVÜLà¬ÚnÙ@Ûuá
u0
ð=Ö ø ÖeØ¬Ü,Ý@è½ä ãªèkÜGÛWãLèJÚnÜ,èkÙ�Ø_Þ½Ü,Ý ï õ � Ý@ê�ÜÀànØ_Ù�Ý�ãÀØ_Öoè½ä ó Þ|Ø�ê¾ãLÞ½èkÚ¬ê�ÜLà*Øtð=Ü	à_ÖWãLÚnÜ,Ý@Ú õü á@Ö � à_ÚTØ`Ü,Ý@Ö*Þ½ÚÈØ_á�ãÀØ ‖et∆u0‖Yγ,δ ≤ C‖u0‖Xβ

Ü,Ý@è|ä0êVÜLà
γ = β−δ

2
õ ü á@Ö*ÚnÖoÛWÜLÝ�ßªÜ,Ý@Ö*Þ½ÚÈØ_á�ãÀØ

‖B(u, v)‖Xβ ≤ C‖u‖Xβ‖v‖Yγ,δ
ðgÞ½Ø_á

C
ÞkÝ@ß@Öoå�ÖoÝ�ß@ÖoÝ%ØgÜ,êZØ_Þké*Ö`á@Ü,è½ß@ÚJØnà_Ù�ÖÈÜ,Ý@è|ä4êVÜLà

γ = 1− δ
2ðgá�ãÀØgÞ½é*å�èkÞkÖoÚ�Ø_á�ãÀØ

β
é/Ù@ÚTØrç�Ö`Ö¡ì%ÙËãÀè�Ø_Ü

2 õ

��Ê�� ���	� �×ÎWÐ�ÎÀÔ�Ó��eÎ � �lÔ'�¾ÔVÎ
��Ð�� �oÐ��¾ÒZÎbÔVÐ�Í*�LÊ 6 Ý�Ø_á@ÞkÚgÚnÖoÛeØ_ÞkÜ,Ý�ð=Ö`ð=ÜLÙ�è½ß+è½Þ'!%Ö`Ø_Ü�å�à_ÜW÷%Ö�ÛoÜ,Ý%÷%Öeà ú
ø ÖoÝ@ÛWÖ�ÜLê�ÚnÜLèkÙ�Ø_ÞkÜ,Ý@Ú~Ø_ÜÈØ_á�Ö�Öe÷%Ü,è½Ù�Ø_ÞkÜ,Ý*å@à_ÜLç�è½ÖWé Ø_Ü¡ðJãbà_ß�ÚDÚTØ�ãÀØ_Þ½Ü,Ý�ãÀànä�ÚTØ�ãÀØ_ÖWÚ õ 1 Ù@ÖJØ_ÜCñ~à_ÜLå�Ü,ÚnÞ½Ø_Þ½Ü,Ý� õ ��ÚnÙ@Û�á ã�ÚnÜ,èkÙ�Ø_Þ½Ü,ÝôðgÞ|Ø_áýã+Úné�ãLè½è:Ý@ÜLà_é Û¡ãLÝ@Ý@ÜLØ�Öeþ�Þ½ÚTØ õ ü áRÙ�Ú/ð=Ö�å@à_Ü¡÷%Ö(Þ½ÝôØ_á@ÞkÚ/ÚnÖoÛeØ_ÞkÜ,Ý7Ø_á�Ö
ãLÚTäGé*å@Ø_ÜLØ_ÞkÛ*ÚTØ�ãÀç�Þkè½Þ½Øtä0Ü,ê�ÚnÜ,è½Ù@Ø_Þ½Ü,Ý@Ú õ ü á@Ö � à_ÚTØCÜÀçËÚnÖeàn÷LãÀØ_ÞkÜ,ÝªÞkÚÈØ_á�ãÀØ`ÞkêDð=Ö�Ø�ã�!,Ö u(t) ó Ø_á@Ö*ÚnÜ,è½Ù úØ_Þ½Ü,Ý�ðgÞ½Ø_á

u0 ∈ PMd−2 ó ãLÝ@ß v(t) ó Ø_á@ÖCÚnÜLèkÙ�Ø_ÞkÜ,Ý�Ü,êBØ_á@ÖCá@Ö¡ãÀØgÖ¡ì%ÙËãbØ_ÞkÜ,Ý4ðgÞ½Ø_á4Ø_á�ÖCÚ_ãÀé¬Ö�Þ½Ý�Þ|Ø_Þ�ãLèÛoÜ,Ý@ß@Þ½Ø_ÞkÜLÝ ó ð=Ö`á�ãW÷%Ö í ß@Ù@Ö`Ø_á@Ö`ÖWÚTØ_Þ½é�ãÀØ_ÖoÚ�ê�ÜLà ‖B(u, v)‖PMd−2

ãLÝ@ß ‖Lu‖PMd−2

ï

‖u(t)− v(t)‖PMd−2 ≤ ‖B(u, u)‖PMd−2 + ‖Lu‖PMd−2 ≤ K‖u‖2X2
+ `‖u‖X2

≤ const.
ü á@ÞkÚ�é¬ÖWãLÝ@Ú�Ø_á�ãÀØ�Ø_á@ÖCÚnÜLèkÙ�Ø_ÞkÜ,Ý@Ú

u(t)
ÚTØ�ãWä4Þ½Ý+ã*Ý@ÖWÞ ø á%ç�Ü,Ù�à_á�ÜRÜGß�Ü,ê v(t) õ�ËÜÀà

β = 2
í ð=Ö�à_ÖWÚTØnà_Þ½ÛoØ�Ø_Ü(Ø_á@Ö�ÛWãLÚnÖ

β = 2
ÚnÞkÝ@ÛWÖ/ð=Ö�á�ãW÷,Ö*ã ø è½ÜLçËãLèlÚnÜ,èkÙ�Ø_Þ½Ü,Ý	ÜLÝ�è|ä+ÞkÝ0Ø_á@Ö

ÚTåËãLÛoÖ X2

ï ó ð=ÖCãÀà_ÖCãÀç�èkÖCÜ,Ý@è|äæØ_Ü*å@à_Ü¡÷%ÖCêVÜ,èkè½Ü¡ðgÞkÝ ø à_ÖoÚnÙ@è½ØrÛoÜ,Ý@ÛoÖoà_Ý@ÞkÝ ø ãÀÚTä�é*å@Ø_ÜLØ_ÞkÛ`ÚTØ�ãÀç�Þkè½Þ½Øtä õ
�������� ��! �%$'&($*) � �

u(t)
�� &

v(t) + � � ��� ����% * ��
�����(� 2 � ��� �%,7� + % � # 3 
�� � 
 �
 ��
���% &����	�
u(0)�� &

v(0)
, � ��� � ����
 � � % 4

;
�� & � ��� ��� # � �10 � � ,  ��%�� ��� �  ��
���%

Φ
��� � �	��� �

u(0)
�� &

v(0)
�7* � � � � ���

‖u(0)‖PMd−2 ≤ ε < (1−`)2

4K

�� & ‖v(0)‖PMd−2 ≤ ε < (1−`)2

4K

�� 2
;
��&�&�
���
��� ��% % 4

;
� ��� ����% *���
�����

� 2 � ��� ��� ��� �1< *�����
��� 3 
 � � � ��� ��� # � 
 �
���
���%2�7�� &�
���
�����
u(0), v(0)

� ���%,7� ��� � � ��� � ��� ��� ,
;

�� � �

lim
t→+∞

‖et∆(u(0)− v(0))‖PMd−2 = 0,
ípò�0Rï
� ���  ��% ���

lim
t→+∞

‖u(t)− v(t)‖PMd−2 = 0.

� ,7� � 2 � �zÞ½à_ÚTØ ó èkÖeØgÙ@ÚgÖoÚTØ_Þké�ãÀØ_ÖÈØ_á@ÖCÞ½Ý%Ø_Ö ø à�ãÀè

sup
ξ∈Rd

∫ t

0

|ξ|2e−(t−s)|ξ|2‖f(s)‖PMd−2ds.



� � �
A. RACZYŃSKI

��ÜLà
p > 1

ãLÝ@ß 1
q = 1− 1

p

ð=ÖCá�ãW÷%Ö

sup
ξ∈Rd

∫ t

0

|ξ|2e−(t−s)|ξ|2‖f(s)‖PMd−2ds

≤ sup
ξ∈Rd

q

t

∫ t
p

0

t|ξ|2
q
e−

t
q |ξ|2‖f(s)‖PMd−2ds+ sup

ξ∈Rd
|ξ|2 1− e− tq |ξ|2

|ξ|2 sup
t
p≤s≤t

‖f(s)‖PMd−2

≤
(

p

e(p− 1)t

)∫ t
p

0

‖f(s)‖PMd−2ds+ sup
t
p≤s≤t

‖f(s)‖PMd−2

≤
(

p

e(p− 1)

)∫ 1
p

0

‖f(ts)‖PMd−2ds+ sup
t
p≤s≤t

‖f(s)‖PMd−2 .

â:Ü,é¬Þ½Ý ø çËãLÛ7!æØ_Ü*Ø_á@ÖCé¬ãLÞkÝ�ÛoÜ,Ý@ÛoèkÙ@ÚnÞkÜ,Ý ó ð=Ö`á�ãW÷%Ö
‖u(t)−v(t)‖PMd−2≤‖et∆(u(0)−v(0))‖PMd−2 +‖B(u−v, u)‖PMd−2

+‖B(v, u−v)‖PMd−2 +‖L(u−v)‖PMd−2

≤‖et∆(u(0)−v(0))‖PMd−2

+2 max{‖u‖X2
, ‖v‖X2

}K sup
ξ∈Rd

∫ t

0

|ξ|2e−(t−s)|ξ|2‖(u−v)(s)‖PMd−2ds

+` sup
ξ∈Rd

∫ t

0

|ξ|2e−(t−s)|ξ|2‖(u−v)(s)‖PMd−2ds

≤‖et∆(u(0)−v(0))‖PMd−2 +

(
2K

1−`−
√

(`−1)2−4Kε

2K
+`

)

×
(

p

e(p−1)

∫ 1
p

0

‖(u−v)(ts)‖PMd−2ds+ sup
t
p≤s≤t

‖(u−v)(s)‖PMd−2

)

≤‖et∆(u(0)−v(0))‖PMd−2 +

(
1−
√

(`−1)2−4Kε

)

×
(

p

e(p−1)

∫ 1
p

0

‖(u−v)(ts)‖PMd−2ds+ sup
t
p≤s≤t

‖(u−v)(s)‖PMd−2

)
.

- ÞkÝ@ÛWÖ`ð=ÖÈðJãLÝ%ØgØ_Ü*Û¡ãLè½ÛWÙ@èkãÀØ_ÖÈØ_á@ÖCè½Þké¬Þ|Ø limt→+∞ ‖u(t)− v(t)‖PMd−2 ó è½ÖoØgÙ@Úgß@Ö � Ý�Ö

A = lim sup
t→+∞

‖u(t)− v(t)‖PMd−2 = lim sup
t≥k∈N, k→+∞

‖u(t)− v(t)‖PMd−2 .

ÕBÖeØBÙ@ÚBÜLç�ÚnÖeàn÷%ÖDØ_á�ãÀØ ó ß�Ù@ÖDØ_ÜrãLÚnÚnÙ@é*å@Ø_Þ½Ü,Ý ípò�0Rï ãLÝ@ßCØ_á@Ö�Õ×Öoç�ÖoÚ ø Ù@Ö 1 Ü,é*ÞkÝ�ãÀØ_Öoß*â:Ü,Ý%÷%Öeà ø ÖoÝ�ÛoÖü á@ÖoÜLà_ÖWé ó Ø_á@Ö`Þ½Ý@Ö¡ìRÙ�ãLè½Þ½Øtä�ãÀç�Ü¡÷%ÖÈà_Ö¡ãÀß�Ú

A ≤
(

1

e(p− 1)
+ 1

)(
1−

√
(`− 1)2 − 4Kε

)
A.

- Ü(Þ½ê ( 1
e(p−1) + 1)(1−

√
(`− 1)2 − 4Kε) < 1 ó ðgá�Þ½Ûuá+ÞkÚrÖ¡ì%Ù�Þ|÷,ãÀèkÖoÝRØgØ_Ü

√
(`− 1)2 − 4Kε >

1
e(p−1)+1 ó

Ø_á@ÖoÝ
A = 0 õ6 Ý@ß�ÖoÖoß ó Ø_á@Ö*÷,ãLè½Ù@Ö�Ü,ê:Ø_á@Ö¬èkÖoêVØ ú á�ãLÝ@ß7ÚnÞkß@Ö�Ü,ê:Ø_á@Ö¬è�ãLÚTØ�ÞkÝ@Ö¡ì%ÙËãÀèkÞ½Øtä0ç�ÖoèkÜLÝ ø ÚCØ_Ü�Ø_á@Ö�ÞkÝ%Ø_Öeàn÷,ãÀè

(0, |1− `|), ` < 1 ó ÚnÞkÝ@ÛoÖ 0 < ε < (1−`)2

4K
õ ü áRÙ�Ú ó Ø�ã�!�ÞkÝ ø p > 1 ø à_Ö¡ãÀØ�ÖoÝ�ÜLÙ ø á ó ð=Ö`ÛWãLÝ ø ÖeØ�Ø_á@Öà_Þ ø á%Ø ú áËãÀÝ�ß�ÚnÞ��WÖ�ÜLêhØ_á@Ö�èkãLÚTØ�ÞkÝ@Ö¡ì%ÙËãÀèkÞ½Øtä�èkÖoÚnÚ~Ø_á�ãLÝ √(`− 1)2 − 4Kε õ ü á@ÞkÚDÞké*å�è½ÞkÖoÚDØ_á�ãÀØ A = 0 óÞ õ Ö õ

lim
t→+∞

‖u(t)− v(t)‖PMd−2 = 0.



SELF-GRAVITATING PARTICLES WITH EXTERNAL POTENTIAL
� � �

� � ! � �� $�ü á�Ö`ÛoÜ,Ý@ß�Þ|Ø_ÞkÜ,Ý ípò�0Rï ÞkÝ�Ø_á@ÖCãLÚnÚnÙ@é*å@Ø_ÞkÜ,Ý�Ü,ê ü á@ÖoÜLà_Öoé , õ î ÞkÚ�Ö¡ì%Ù�Þ|÷,ãÀèkÖoÝRØJØ_Ü
lim
ξ→0
|ξ|d−2|û0(ξ)− v̂0(ξ)| = 0.

ípò�îbï

6 Ý@ß@ÖWÖoß ó ê�ÜLà`ãLÝ%ä ε > 0
Ø_á@Öoà_Ö/Öeþ�ÞkÚTØ_Ú

δ = δ(ε)
ÚnÙ@Ûuá0Ø_á�ãÀØÈê�ÜÀà |ξ| < δ

ð=Ö�áËão÷%Ö |ξ|d−2|û0(ξ) −
v̂0(ξ)| ≤ ε õ - Ü ÖoÚnÚ

sup
|ξ|≤δ

e−t|ξ|
2 |ξ|d−2|û0(ξ)− v̂0(ξ)| ≤ ε.

��ÜLà |ξ| > δ
ð=ÖCá�ãW÷%Ö

ÖWÚnÚ
sup

|ξ|≥δ
e−t|ξ|

2 |ξ|d−2|û0(ξ)− v̂0(ξ)| ≤ e−tδ2

(‖u0‖PMd−2 + ‖v0‖PMd−2) ≤ ε
êVÜLà

t = t(δ, u0, v0)(= t(ε, u0, v0))
è�ãÀà ø Ö`ÖoÝ�ÜLÙ ø á õ ü áRÙ@Ú

lim
t→+∞

ÖoÚnÚ
sup

ξ∈Rd
e−t|ξ|

2 |ξ|d−2|û0(ξ)− v̂0(ξ)| = 0.

� Ý�Ø_á@Ö�ÜLØ_á@Öeà�á�ãLÝ@ß ó ÞkêBØ_á�Ö�ÛoÜ,Ý@ß@Þ½Ø_ÞkÜLÝ ípò�îbï ÞkÚrÝ@ÜLØrê�Ù@è � èkè½ÖWß ó Ø_á@ÖWÝ�Ø_á@Öeà_Ö�Öeþ�ÞkÚTØ_Ú�ã¬ÚnÖWìRÙ@ÖoÝ�ÛoÖ

{ξk}, ξk → 0 ó ÚnÙ@Ûuá�Ø_á�ãÀØ�Ø_á@Ö`èkÞ½é¬Þ½ØgÛWÜ,Ý@ÚnÞ½ß�Öeà_Öoß�ÞkÝ ípòGîbï Þ½ÚgÖWìRÙ�ãLè�Ø_Ü*ÚnÜ,é¬Ö A > 0 õ - Ü
ÖoÚnÚ

sup
ξ∈Rd

e−t|ξ|
2 |ξ|d−2|û0(ξ)− v̂0(ξ)| ≥ lim

ξk→0
e−t|ξk|

2 |ξk|d−2|û0(ξk)− v̂0(ξk)| = A,

ðgá@Öeà_Ö
A
ß@ÜGÖoÚ�Ý@ÜLØrß@Öeå�ÖoÝ@ß�Ü,Ý

t ó ãLÝ@ß�ÛWÜLÝ�ß@Þ|Ø_ÞkÜ,Ý ípò�0Rï ÛWãLÝ@Ý@ÜLØ�ç�ÖCÚ_ãbØ_ÞkÚ � ÖWß õ
�*Ó��×ÍZÐ 	 � �GÑ�� � � ��ÍhÎ �LÊ ü á@Ö�å@à_ÖeåËãÀà�ãÀØ_ÞkÜLÝ0Ü,êlØ_á@ÞkÚgåhãbå�ÖeàrðJãLÚrÚnÙ�å@å�ÜÀànØ_ÖWß�çGä4Ø_á@Ö�� � 3 ø à�ãLÝ%Ø
ò�� ñ 0%û 8 ��0�î,î	�Gî � õ ü á@Ö�ãÀÙ@Ø_á@ÜLà4ð=ÜLÙ�è½ß5è½Þ'!%Ö0Ø_Ü�ÖeþGå@à_ÖWÚnÚ4á@Þ½Ú4Ø_á�ãLÝ�!�Ú4Ø_Ü �rà �WÖ ø ÜLà �
��ãbà_Ûuá�ê�ÜÀà
ß@ÞkÚnÛoÙ@ÚnÚnÞkÜ,Ý@Úrß@Ù�à_ÞkÝ ø Ø_á@Ö`å@à_Öeåhãbà�ãÀØ_ÞkÜ,Ý�Ü,êBØ_á@ÞkÚJåËãÀå�Öeà õ
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