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Abstract. We prove some properties of solutions for the canonical equation of star
clusters obtained using the same ideas as in Talpaert’s works. Using these properties, we
deduce the main result of the paper: in the case of spherical symmetry, if a stationary
solution exists, then the total mass of the cluster is infinite.

1. Introduction. Les amas stellaires sont des regroupements d’étoiles
dont les membres sont attirés gravitationnellement, et présentent des condi-
tions de formation et d’évolution relativement semblables. Ils se classent en
deux grandes catégories : amas ouverts et amas globulaires ; les amas globu-
laires qui font 'objet de notre étude sont pour la plupart sphériques et trés
peuplés. L’évolution d’un amas comporte deux phases distinctes, une phase
de mélange dynamique et une phase de relaxation.

En équilibre dynamique, le probléme physique s’exprime par le systéme
d’équations intégro-différentielles

of , zOF OV Of _,

(0 ot T Var  arar
(I1) AV = 4nG\ f d,

ou (I) (resp. (II)) est ’équation de Liouville-Boltzmann (resp. I’équation de
Poisson). Les inconnues du systéme (I)—-(II) sont : f(7,¥,¢) qui représente la
fonction de distribution des étoiles dans 'amas et V' = V(7,t), le potentiel
gravitationnel ; ¢ est le temps, t € R™, 7 la vitesse de 1'étoile, ¥ = (v1, va, v3)
€ R3, et 7 sa position, ¥ € R3.

D’aprés les études théoriques de Lyndell-Bell [10] et les résultats numéri-
ques de Hénon [7], le mélange dynamique conduit toujours I’amas a I’état
stationnaire, c’est-a-dire, & un état tel que la fonction de distribution ne
dépend pas explicitement du temps :
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of

i
L’équation de Liouville-Boltzmann s’écrit donc & 1’état stationnaire et ho-
mogéne sous la forme

0.

v a—Ji - ViV 8_]1 =
or oY

L’étude mathématique de I'équation de Liouville-Boltzmann homogéne
couplée avec I’équation de Poisson, (I)—(II), a été initiée par Coutrez [4]. Il a
obtenu I’équation spectrale en coordonnées générales. Ensuite, dans [1] Ar-
sen’ev a démontré 'existence de solutions faibles, en dimension quelconque.
Dans larticle [16] Ukai et Okabe ont établi 'existence et I'unicité de la solu-
tion classique. Ces études ont été poursuivies par Bardos et Degond [2] qui
ont démontré 'existence et 'unicité de la solution réguliére, a condition que
les données initiales soient assez petites. Dans le méme ordre d’idées, nous
citons les travaux de Horst [8] ot il a démontré également l'existence globale
de solutions pour le systéme de Vlasov-Maxwell relativiste. Dans l'article [6],
R. J. DiPerna et P.-L. Lions ont étudié le systéme de Vlasov—-Maxwell dans
ses formes classique et relativiste. Ils ont démontré la stabilité, ainsi que
I’existence faible de la solution globale avec donnée initiale quelconque. Le
cas d’équation non homogeéne a été étudié par P. Degond et S. Mas-Gallic [5].
Ils ont démontré I'existence de la solution pour ’équation de Fokker—Planck.
Nous pouvons citer également les travaux liés & l'existence et 'unicité de
solution réguliére das & E. Horst et R. Hunze [9], S. Wollman [18], J. Batt
et H. Berestycki [3].

Cet article est structuré comme suit :

1. Introduction.

2. Equation spectrale : en introduisant des transformations intégrales de
type Fourier adaptées au probléme, on réduit la dimension d’espace dans
lequel les équations sont données. Ceci permet d’obtenir I’équation spectrale
de laquelle on peut déduire les moments centrés [15].

3. Solutions globales : On démontre certaines propriétés de 1’équation
canonique des amas stellaires a I’état stationnaire. On obtient cette équation
en suivant les idées de [12]-[14]. En utilisant ses propriétés, on déduit le
résultat principal de cet article : dans le cas de la symétrie sphérique, la
masse totale de 'amas & I’état stationnaire et homogéne est infinie.

2. Equation spectrale

2.1. Changement de coordonnées. Soit f une fonction de distribution,
f = f(r,U,t). Sa densité o(7,t) est donnée par

o(F,t) =\ fdv.



SYSTEME DE LIOUVILLE BOLTZMANN POISSON 267

On suppose que f est intégrable sur I'espace des vitesses et on désigne par
¢(7,, t) sa transformée de Fourier usuelle sur cet espace. Donc on a
1
7, t) = ———= 7, U, t) exp(iwv) dv.
1) = (5 | 05,0 explid

On désigne par r la distance radiale d’un point massique représentatif d’une
étoile; sa vitesse se décompose en deux vitesses : radiale et transversale,
notées respectivement par v, et v7. On note leurs modules respectivement
v et vp. On a

¥ = U, + Up implique W = W, + Wy.
A partir des expressions de 7 et @, on déduit que 7, et 17, sont paralléles (ils
sont sur le méme axe radial). Mais les vecteurs ¥y et Wp appartiennent au
méme plan perpendiculaire a I’axe radial de ;. et w,. On note par « I'angle
formé par ces deux vecteurs.

Le probléme étudié étant un probléme a symétrie sphérique, sur ’espace
des positions ainsi que sur le plan des vitesses transversales, la fonction de
distribution f ne dépend que de la distance radiale r, la vitesse transversale
vy, la vitesse radiale vy et du temps t. De méme, le potentiel V' ne dépend que
de r et de t. D’ott on exprime la fonction ¢ dans les nouvelles coordonnées :

1 271 +00 +00
(b(rv ’LUT,’U)T,t) - W (S) _SOO §) {f(ra vTa’UT’)UT

x exp{i(w,v, + wpvy cos a) } dadv, dvop.

Inversement, on obtient la fonction de distribution des étoiles f sous la forme

1 2m 400 +00
f(ra UTavTat) = W (S) _S)O § {¢(T, wTawTat)wT

x exp{i(w,v, + wpvp cos o) }} da dw, dwr.

PROPOSITION 2.1.1. Awec les notations précédentes, pour tous wp,vr

dans R, on a
2m

S exp{iwpvr cos a} da = 27 Jy(wrvr)
0
avec Jy la fonction de Bessel d’ordre zéro.

Démonstration. On simplifie 'intégrale, aprés deux changements de vari-
ables consécutifs, ce qui donne le résultat.

A T’aide de cette proposition, les expressions de ¢ et de f dans les nou-
velles coordonnées décrites précédemment deviennent

1 )
o1z S S f(r,vp, vp, t)vp exp{iw,v, } Jo(wrvr) do, dur,

o(rywp, wp, t) = on)
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f(rv Uy, VT, t)
1

— W S S ¢<r7 Wy, WT, t)wT exp{_invT}JO(_wTUT) dwT dwT

2.2. Position du probleme. On considére le systéme d’équations com-
posé d’une équation aux dérivées partielles (2.2.1) non linéaire (I’équation
de Liouville-Boltzmann) du premier ordre, et d’une équation aux dérivées
partielles du second ordre (2.2.2) (I'équation de Poisson) suivant :

(2.2.1) g—{ FTVaf — Vaf VAV =0,

(2.2.2) ARV = 47G | f d.

Les inconnues du systéme sont la fonction de distribution f(7,9,t) et le
potentiel V(7,t) correspondant.

La méthode de résolution utilisée dans ce chapitre consiste a appliquer
la transformation de Fourier qu’on note Fj; au systéme (2.2.1)-(2.2.2). La
solution f doit donc vérifier que f, ¥ Vzf et Vzf V7V soient intégrables sur
’espace des vitesses R3.

Notons L(R3), L*°(R3), CO(R3) et C*(R3) les espaces des fonctions in-
tégrables, resp. continues et bornés, resp. continues et nulles & I'infini, resp.
de classe C'! sur R3. Posons

0
B={10.0.) € PE) s uif(,3.) € D), 5L € DR, i =1,23].
U
D’apreés les propriétés de la transformation de Fourier, f € F implique Fz(f)
= ¢ avec (b(,lv,) € CO(Rg)v de plus qb('awa ) € Cl(RS) et wlqb(,lﬁ,)
€ L>®(R?) pour i = 1,2,3. On pose

F= {¢(7U_j7 ) € CO(R3) N Cl(Rg) : wi‘b('aw? ) S LOO(R3)7 L= 17273}'
Par conséquent, F3; agit de I’espace F dans F.

Dans le cas d’'une donnée initiale assez petite fp du systéme (2.2.1)-
(2.2.2), d’aprés [2] on a l'existence d’une solution f qui vérifie f(-,7,-) €
Ll(Rg) ainsi que toutes ses dérivées partielles premiéres. Dans ce cas, on
peut prendre

E = {f(vga ) € LI(R?)) : Uif('vﬁa ) € LI(R?))’ @ = 172a3}'
L’équation de Liouville-Boltzmann dans le cas de la symétrie sphérique a
été obtenue par Ogorodnikov [11], et s’écrit sous la forme

8_f of oV of vi of wvor Of B

SRR A A
ot "or  Or ov, r Ovy r Ovuy

Puisque o(7,t) = (2#)3/2¢)(F, 0,0,t), on peut aussi avoir I’équation de Poisson
sous la forme

(2.2.4)

(2.2.3)

1
2

0 [ 90V 5/2 .
r E{T _} = 2(2m) / GSSf(T,Ur,UT,t)UTdUr dur.

or
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2.3. Transformation intégrale. Pour I’étude de notre probléme on utili-
sera une transformation intégrale de type Fourier notée F,, définie de la
méme maniére que dans 2.2. Outre la linéarité, cette transformation a les
propriétés suivantes :

PROPRIETES 2.3.1. La transformation F, vérifie les égalités

2
(a) fy{vrvT ﬁ} =2 i.7:1,(]‘1) + fwr 87]:1](]0)’

ov, owr ow,Qwr
2 2 .
v OF | _ v 9 fwr 9
(b) ]:v{ T 8vr} ! T 8w%fv(f) + T wr awa”(f)’

LA SN

(c) fv{a v, ar

Démonstration. Par définition de F,,

}(T’, Wy, WT, t)

— —i(27r)—1/2% S exp{iw, v, } doy, S U%JO ng dur.

0
Fo {UTUT 3 !

vy

En intégrant par parties la seconde intégrale, et en supposant que v%f tend
vers 0 quand vy tend vers l'infini, on obtient
T

0
JT’U{UTUT %}(T, 'UJT,’U)T,t)

= —i(27r)—1/2 % S S vpJo f exp(iwyvy) dv, dup

. _ 0 .
= —i(2m) 1/2 For S S wTv%f exp(iw, v, ) Jy(wror) dv, dor.

On en déduit (a).
En intégrant par parties, et sachant que f tend vers 0 quand v, tend vers
I'infini, on a

0
“ U% 61{0 Jo exp(tw, v, )vp dv, dvp = — S S v%fJo exp (iw, vy )iw, dv, dop.

En utilisant la formule de Bessel d’ordre un (voir [17]), on obtient
U)TUTJ{(’LUT’UT) + Ji (wTvT) = wTvTJD(wTvT).

Donc

S S v gg Jo exp(iw, v, )vpdv,dvp

r

1

wrvr

:z'wrx S v%f{J{%—

Ur VT

J1} exp(iw, v, ) dvy dor
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2
= jw, SS fv—T J1(wpvr) exp(iw,vy) dv, dop
wr

— Wy S S v%fJ{ (wrvr) exp(iwy,v, ) vy doy dop.

D’apreés la deuxiéme formule d’ordre un, on a Jj(wpvr) = —Ji(wrvr), d’ou

SS ’U% 887{1 Jo eXp(iwrvr)'UT dv, dvp

2
= jw, SS f T Jb (wpvr) exp(iw,yvy) dv, dop
wrt

+ w, SS v%fJ{'(wTvT) exp(iw, vy )ur dv, dur,

ce qui prouve la propriété (b).
La propriété (c) s’obtient de maniére analogue moyennant une intégration
par parties.

PROPRIETE 2.3.2. Pour wr =0, on a

2 2
vy Of Lwy O
v - =2t — —5Fu(f),
]:{7“ BUT} - aw%}—(f)

de plus le membre de gauche est continue en wr = 0.

Démonstration. En intégrant par parties, et sachant que f tend vers 0
quand v, tend vers l'infini, on a

Fo ﬁ of (rywy, 0,t) = 2 (27r)_1/22'w,~ S S vg’pfexp(iwrvr)dvr dvr
r Ov. | r oo ’

d’ott 'on déduit la premiére partie du résultat.

On note que Jy(wpvr)/wr tend vers vp/2 quand wp tend vers 0, et
d’apres la démonstration de la propriété 2.3.1(b) on déduit que
w, 0%

Folf) —i - @fv(f) quand wr — 0,

1w, O
r wp Owr
ce qui montre la continuité.

THEOREME 2.3.1. Dans le cas du probléme a symétrie sphérique l’équa-
tion de Liouville—Boltzmann (2.2.1) s’écrit sous la forme
dp . ¢ OV

ot arow, Tlarwr?

we O iwe 09 i O 2 0 _

r 8w% r wp Owr r ow,.0wr 1 Ow,

+i 0,

appelée équation spectrale en coordonnées sphériques; la fonction ¢ est dite
fonction caractéristique.
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Démonstration. Par application de la transformation linéaire F, I’équa-
tion initiale (2.2.3) devient

of of ov of
esy Af{Eenlo SR {5001

2
+fv{v_T ﬁ} _ﬂ{w ﬁ} 0.
r Ov, r  Ovur
On a

(2.3.2) F, {g{} af {f} =

et par le calcul, on trouve
of | . 0? . 0%¢
E} - arﬁwr}-v{f} - orow,

En vertu des propriétés 2.3.1 de F,, les trois derniers termes de 1’égalité
(2.3.1) s’expriment comme suit :

(2.3.3) fv{w

ovofy . oV
(2.3.4) Fo { 5 av} i o,
vz Of o wy 82q§ i wy 09
(2.3.5) }—v{ r avr} =i r 6wT + r wp Owp’
vpvp Of QZ 0 ¢
(2.3.6) .7:1,{ r GUT} - r dw, w Ow, 0wy

Des égalités (2.3.2)-(2.3.6) on déduit que I’équation de Liouville-Boltzmann,
apreés la transformation par F,, s’écrit sous la forme donnée.
Dans le cas ot wp = 0, en vertu de la propriété 2.3.2, 'équation (2.2.1)
s’écrit aprés transformation par F, sous la forme
do . 0%¢ ov w, 0%¢ i 0¢

| w2 — S 2
ot Grawr T or wrd + r 8wT r Ow,

ce qui achéve la démonstration du théoréme.

:07

3. Solutions globales

3.1. Notions préliminaires. Rappelons la forme de ’équation de Liou-
ville-Boltzmann dans le cas de la symétrie sphérique telle qu’elle a été
obtenue par Ogorodnikov, & I’état stationnaire :

8f ov of +UT af  wvpvr 8f

(3-1.1) "or  or duv, r Ovu, r Oup

Désignons par :
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e 0 la densité spatiale (massique) de 'amas, donnée par
o t) = | f(7.7,1) d,

e I? = ||if ~ mu|? le carré du moment cinétique d’un point mas-
sique représentant 1’étoile de masse m en mouvement dans 1’éspace

des phases (7, 7),
e E = mv?/2+V son énergie mécanique totale.

PROPOSITION 3.1.1. Dans le cas d’une fonction de distribution f & sup-
port compact sur l’espace des déplacements, I’équation précédente admet une
solution du type

12
f= Kexp{aoE — ay ?},
ot la densité o s’écrit
r) K exp(—aoV (1)) (2m)3/?
o(r) =
ag/z(l + p?r?)
avec K € R, ap € RY, afy € R, % = af)/ap.

Démonstration. La démonstration consiste & montrer que 1’équation
(3.1.1) admet une solution a variables séparées du type

(3.1.2) flryvp,vp) = F(v,)G(r,vr).
En effet, si on remplace f dans (3.1.1) par (3.1.2), on obtient
J(FG) n <@ B ﬂ) IFG) wvr O(FG)

"or
Apreés simplification, la derniére équation s’écrit
oG (v% dV)G dF v P oG

Fu, — = _
Ur or + dv, r ovr

D’ou, aprés la division par le produit v, FG (supposé non nul), on a
LG (V)L aF w106,
G Or v F dv, r G Ovrp '
Deux cas peuvent se présenter :
(i) Cas ot v2/r —dV/dr = 0, ce qui entraine

=0.

r dr ov, r ovr

0.

T dr

3.1.3
( ) r dr

V(r) =vklogr 4+ Cy,  Cp une constante.

L’équation (3.1.1) devient dans ce cas

v of wvr Of _ 0
" or r Ovp
d'ou f(r,vr,vr) = F(vy)¢(rvr) + G(v,) avec F,G et ¢ des fonctions arbi-

traires.
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(ii) Cas ott vZ/r —dV/dr # 0. Dans ce cas le seul terme dépendant de
v, dans Péquation (3.1.3) est WLF%? il ne peut étre qu’une constante (car
il est indépendant de v,) :

1 dF
1.4 =
(3.1.4) v F du, ¢

Aprés résolution de cette équation on obtient

C
F(v,) = Kexp<§ vf) avec K € R.
En tenant compte de la condition lim F'(v,) = 0, quand v, — 400, on en
déduit que C' < 0. Par suite on pose C' = —ag, ag € R}, ce qui implique
F(v,) = Kexp(%ao vf)

Revenons a ’équation (3.1.3) pour chercher I'expression de G. En effet, de
(3.1.3), apres simplification par rG, on obtient

dV) 1 dF 0G

G [,
TW-}-(’UTG—T'G— ,UT—Fd—,UT—’UT%

dr =0

En utilisant (3.1.4), on a

oG oG 9 av
3.1.5 — =V —— = —r— |G.
( ) “or T ovr a0 <UT " dr)
L’équation caractéristique de (3.1.5) s’écrit
d d aG
r vr ao(vy —r5-)G
Recherche des intégrales premiéres. 1) De la double égalité (3.1.6), on a
dr dvr
(1) D
T vr
d’ou
(2) rup = const,

donc 'intégrale premiére correspondante s’écrit
(3) k(r,vr) = rop.

2) Cherchons une autre intégrale premiére a partir de (3.1.6), en intro-
duisant le triplet (A, i, v) tel que

d
AT_MUT+VGO<U%_Td_‘:>G:0.

Si on prend v = 1/G, on obtient
av

Ar — 7 —agr —— =0.
T — pur + agup — agpr ar
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Si de plus
1%
A=ag—,
0 dr
on a
ra v + agv> ardV—O
0 gy — KT T Ao —aor g =
d’ott 'on obtient nécessairement
m = apvr.

Soit U une intégrale premiére du systéme ; alors
dU = Xdr + pdvr + v dG,

d’ou

aG

dU:aO%dr—}—aodevT—l— o

et finalement

1
U(r,vr,G) =1logG + g(r,vr), g(r,vr) =aoV(r) + 3 apvs.

On a donc .
U(r,vr,G) = agV + 5 agv3 + log G.

La solution générale de I’équation aux dérivées partielles (3.1.5) est telle que
(3.1.7) ¢{¢(TUT),%QO(U%+2V) +logG} =0,
oit @ et 9 sont des fonctions arbitraires. A partir de (3.1.7), on obtient
log G = —% ap(v +2V) + ¥ (rvr),
ce qui entraine
Girvor) = exp{ =3 aalsh +2V) + wrar)
et, par conséquent,
Fry v vr) = Kexp{—é aofv? + 03 + 2V>} exp{(ror)}.

Sachant que F = %m(vf + v%) +VetI?= 7“21)%, 1) est choisie de telle sorte
que f s’écrit sous la forme

I2
f= Kexp{—aoE — ag 5}

avec K € R, ap € R, af, € RT.
Pour trouver I'expression de la densité g, on a, d’aprés 2.2,

Q(Tv t) = 27TSS f(rv Ur, UT, t)vT d?)r dlUT’
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On remplace f par 'expression qu’on a trouvé, ensuite on intégre, et on a le
résultat.

REMARQUE 3.1.1. Les constantes ag et af, intervenant dans ’exponen-
tielle

1
f(E,I?) = Kexp{—aoE -3 a6I2}

doivent avoir les dimensions suivantes : ag a pour dimension [L~272], L étant
I'unité de longueur du déplacement, T celle du temps, tandis que aj a pour
dimension [L~4T?2].
L’équation de Poisson en symétrie sphérique et a I’état stationnaire s’écrit
1 df 4,dV
— —71°— p =47Go.
r2 dr{ dr } e
Afin d’introduire des variables sans dimensions dans cette équation, posons
x=pr, U(z)=aV(r).
L’équation de Poisson devient donc

p? d {x2 1 dU }_ 4nGK (21)3/% exp(—U)
) —

z? d(%) Lu? a0 d(3) ag/2(1+ 5_2332) ’
d’ou
21 df 5dUY _ 4rGK (210)3/2 exp(=U)
x? dx dx ao(1 + 22)
Si on pose
_ 4nGK(2m)%/?
A= 5 1/2 ’
H=ayg
on obtient

L[ eny)
z2 dx de | 1422

Soit I'opérateur L défini par

1 d [ ,dU

THEOREME 3.1.1. Considérons le systéme associé au probléme da sy-
métrie sphérique

_ 3/2
LU) = A exp( 2)7 wvee N\ — ArGK (2m) ’
142z MZGl/Q
(S) 0
U(m‘o) = Cl,

U'(xg) = Cy,
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ot a; = x0(C1 —In ) et ag = xgCo +1In X — Cy. Pour a; >0 etag >0, le
systeme (S) posséde une solution unique de classe C* sur [wg,00), qui s’écrit
sous la forme

( )

Ulx)=—"+1InA
Démonstration. Le systéme (S) est équivalent au systéme

U(z) = e )—H A,
d*z xe:fcp( z/x)
Y = 12
z(xo) = ay,

| 2/ (z0) = a.

Ce dernier admet une solution unique de classe C? sur un intervalle fini
[0, R). 1l suffit de montrer que toute solution du systéme suivant est pro-

longeable & [xg, +00) :

dx
= F(z, X
- = Fla,X),

X(z0) = (a1, a2),

avec X = (1), x1 =z, mp =7 et

re-( L)

Pour cela, démontrons que, pour tout R > 0, la solution X est bornée sur
[zo, R). En effet, soit X (x) une solution de ce systéme; alors pour tout x

dans [zg, R), on a
x

2a(w) = wa(z0) + | Th(s) ds,
zo
d’on

ra(a) = maa) + | ST g

donc

|22(2)| < a +§ exp (- “S(S)> ds,

ce qui implique qu’il existe une constante C' > 0 telle que
|z2(x)| < az + C(R — xo).

En effet, il suffit de noter que z1(-) est convexe (car d’aprés (S’), sa dérivée
seconde est positive), et donc que soit z1(-) est bornée sur [zg, R), soit
x1(s) — oo quand s — R™.
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Posons ag + C(R — xg) = M;. Alors
3¢ € [xo, 2] telle que |z1(x) — z1(20)| = [(R — x0)2} ()],
donc |z1(z) — z1(x0)| < (R — x0)M;, d’ou
[21(2)| < [z1(20)| + (R — 20) M.
Posons
|z1(20)| + (R — 29) My = My, max(My, My) = M ;

donc |z1(x)| + |z2(z)| < 2M, et, par conséquent, || X (z)| est bornée sur
[0, R), donc X (z) est prolongeable a [zg, +00). m

REMARQUE 3.1.2. Le probléme de Cauchy

I’H(t) — texp(—:v/t)’
1+ 2
z(0) =0,
2'(0) = a,
n’est pas bien posé. En effet, posons
texp(—x/t)
Ftz) = ——————
R

Alors pour tout xg € R, lim F'(¢,x) n’existe pas quand (t,z) tend vers
(0,z0). En effet, si z9 # 0, posons A, = (—xo/n,x0); alors F(Ay) tend
vers sign(—mg)oo quand n tend vers +o0. Si g = 0 et A, = (—1/n? 1/n),
F(A,) tend vers —oo quand n tend vers +o0o. Donc F' ne peut étre prolongée
par continuité a R2.

Par conséquent, puisqu’on étudie le probléme en équilibre dynamique,
c’est-a-dire, I’équation de Liouville-Boltzmann est sans second membre, nous
avons considéré un modeéle permettant des interactions entre particules
(étoiles) sans collisions; il existe alors rg > 0 tel que la fonction de dis-
tribution f s’annule a U'intérieur de I'intervalle [0, o).

3.2. Modéle de masse a l'infini
PROPOSITION 3.2.1. Les solutions z(z) du systéme (S") vérifient :

(1) z/z est non bornée,

(2) limg— oo 2(x) = +00,

(3) la fonction exp(—z/x) tend vers zéro moins rapidement que 1/x
quand x tend vers 4oo.

Démonstration. (1) Supposons qu’il existe une constante A > 0 telle que
z/x < A pour tout x positif. Par suite

xexp(—z/x)  zexp(—A)
1+ 22 1+ 22

i
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donc 2’ > %exp(—A) In(1 + 22) 4+ C avec une constante C1, ce qui implique
2 > exp(—A)Inz + C;. En intégrant, on aura

z>Ciz+exp(—A)(zlnz — x) + Co

avec une constante Cs, d’out
z C
—>C1+exp(—A)(Inx — 1) + =,
T T
Comme Inz tend vers 400 quand x tend vers +00, on a une contradiction.
Donc la fonction z/x ne peut étre bornée.
(2) De (1) on sait que z est non bornée. Et comme z” est positif quel que
soit x positif, z est une fonction convexe. Par conséquent lim, . z(x) =

+00.
(3) D’aprés (2), il existe
zrexp(—z/x) x
? v > 9
1+ 22 1+a227 7 7°
d’ott pour tout z > a on a
xX xX
tdt
"
E (t)dt<§—1+t2,
a a

ce qui donne
1 1
2(x) — 2 (a) < 3 In(1 + 2?) — 3 In(1 + a?).

En intégrant encore une fois, on aura

z(z) — z(a) < %§1n(1 +1?) dt + x<z'(x) - %ln(l + a2)>

—aa <z'(a) - %mu + a2)>.
On pose
C = 2(a) - a(z'(a) _ %111(1 + aQ)).

On a donc
x

1
z(z) < §Sln(1+t2)dt+P+C
1
avec P =1 S(ll In(1 + %) dt, d’ott
{In(2?)dt + P+ C,
1

N =

z(x) <

donc .
z(:v)<P+C’+§ln2—§ln2—|—xlnx—x+l.
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OnposeA:P—i—C’—%an—i—letB:%ln2—1. On aura
2(x) < A+ z(lnz+ B) Vz>a,
d’ou

A
E<——|—ln:c—|—B.
T T

Mais au voisinage de l'infini, on a A/x +Inz + B < Inxz + C avec une
constante C'. Donc

exp<—§> > exp(—C — Inx)

pour tout x au voisinage de l'infini. Par conséquent,

oo 2 » SO

T
pour x assez grand.

THEOREME 3.2.1. Dans le cas de la symétrie sphérique, la masse totale
de l'amas a l’état stationnaire et homogéne est infinie.

Démonstration. On a
d*z  wexp(—z/x)
de? 1+ a2
Divisons par z; pour A une constante réelle on a
1 (dz d*z  dz A exp(—z/x)
F{%”W‘%} T 1ta?

1 d{ 2%1_‘_:132{_5}}_)\exp(—z/x—ln)\)‘

22 dx dz x N 1+ a2
Multipliant par p2, on a
2 d aUu -U
KB { 2 _} — 2\ exp(-U)

22 dx dx 14 22
avec 32
4rGK (2
)\:M U(w)zix)—l—ln)\.
9 1/2 x
H=ag

Ensuite divisons par ag, ce qui donne
W d {x_2 1 dU } _ plexp(—U)dnGK (2m)3/2
a? d(z/p) | p? ao d(z/p) ap(1 +x2),u,2ag/2
Sachant que U = agV et x = ur, on a
Ldf,dV) _ 4mGKCnY? exp(-aV)
r2 dr dr ag/Q 1+ p2r?
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Mais

1 d { 9 dV} . K exp(—agV)(2m)%/?
et o= .
ag/* (14 p2r?)
On retrouve bien I’équation de Poisson qui donne la densité ¢ en fonction

du potentiel V. En conclusion, on trouve

1 2" ,u2

= G zag
D’autre part, sachant que 1’élément de masse dM du systéme est donné
par dM = pdv (avec dv étant 1’élément de volume de I’espace des positions),
on a dM = pdnr? dr, d’on

1 22 x? x
=L )02

ce qui donne
"

Tz
dM = dx.
Gagp
FEn intégrant sur I'espace des positions, on déduit la valeur de la masse M :
“+o00

GMagp = S xz2" dx,
ro

c’est-a-dire,

M = L +S°° z? exp(—zz/:r) dx.
Gagp o 1+

D’aprés la proposition 3.2.1(3), exp(—z/z) décroit moins rapidement que
1/2 au voisinage de l'infini, d’ou

—+00

S 22 exp(—z/x)

T+ a2 dx

T0

diverge car

S 1f$2 dx

0

diverge. Cela implique que M = +00, donc la masse est infinie.
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