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UNE REMARQUE SUR LES ESPACES
D’INTERPOLATION AP QUI SONT FAIBLEMENT LUR

PAR

MOHAMMAD DAHER (Le Mée-sur-Seine)

Abstract. Let (Ao, A1) be a pair of interpolation spaces and 3 € ]0, 1[. We show that
if (A%, ng) is a weakly-LUR space for a specific norm ng (equivalent to the natural one),
then Ag = A? for every 6 € ]0,1].

1. Introduction. Soit A = (Ap, A1) un couple d’interpolation com-
plexe, au sens de [I|-[3]. Soit S ={z € C; 0 < Rez < 1}.

Rappelons d’abord la définition de I'espace d’interpolation Ay, ou 6 €
10, 1[. On note F(A) I'espace des fonctions F & valeurs dans Ag + A1, contin-
ues bornées sur S, holomorphes a 'intérieur de S, telles que, pour j € {0, 1},
F(j + i) prend ses valeurs dans A;, Iapplication 7 € R — F(j +i7) € A;
est continue et ||F'(j + iT)[|la, — 0 quand |7| — +oc. On le munit de la
norme

|Fll iz = max(sup |[F(ir)l|ag, sup | F (L +i7) L, ).
TER TER

L’espace Ag = {F'(6); F € F(A)} est un Banach |2, Theorem 4.1.2] pour la
norme définie par

lalla, = f{ | F ] - cay; F(8) = a}

Rappelons maintenant la définition de l’espace d’interpolation A’ [2,
Chapter 4]. On note G(A) I'espace des fonctions ¢ & valeurs dans Ag + A1,
continues sur S, holomorphes & lintérieur de S, telles que g(j + iT) —
g(j +i1") € Aj pour tous 7,7 € R, j € {0,1}, et la quantité suivante
est finie :

g(iT)—g(it") g(1+it)—g(1+i7")
||9'||QQ(Z) = max | sup , Sup p .
7,7 eR T—T Ao T,7'ER T—=T Ay
TET! TET!

Cette quantité définit une norme sur l'espace QG(A), quotient de G(A)
par les fonctions constantes, et QG(A) est complet pour cette norme [2]
Lemma 4.1.3].
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L’espace A? = {¢/(0); g € G(A)} est un Banach [2, Theorem 4.1.4] pour
la norme définie par

lall a0 = nf{llg llogny: 9'(6) = a}.

D’aprés [I], Ag s’identifie isométriquement a un sous-espace de A?.
On rappelle |2, p. 89| les inégalités suivantes, pour g € G(A) :

(1.1) lg" () a0+a: < g llggay, = €S,

conséquence immédiate de

g(z+it) — g(2)
t Ao+A1

L’inégalité découle de la définition de ||g°[| og ) et du théoréme des trois

droites |2, Lemma 1.1.2] appliqué aux fonctions z+— ((g(z+it) —g(2))/t, a*),

ol a* parcourt la boule unité de Ag N A7 et ¢ est un réel fixeé.

D’aprés |2, Theorem 4.2.2], AgN A est dense dans Ay, 0 < 6 < 1. Dans la
suite, (Ap, A1) est un couple d’interpolation tel que Ag N A; est dense dans
Ap et Ay, ce qui permet d’appliquer le théoréme d’itération [2, Theorem
1.6.1].

La lettre 6 désignera toujours un réel dans |0, 1[.

(1.2)

< Hg'HQg(Z)v z€ S8, te R

DEFINITION 1 (J5]). Un espace de Banach X est (resp. faiblement) locale-
ment uniformément convexe, ce qu’'on note LUR (resp. w-LUR), si, pour
toute suite (z,,),>0 dans X telle que

leal2/2 + 1222 = | (o + 2)/2] —— 0,

on a x, — x en norme (resp. faiblement).

2. Résultats. Outre sa norme naturelle, 'espace A’ est muni de la
norme ng (voir le lemme 2 ci-dessous):
na(a) = sup{|{a, a)]; [la"ll a5 ap, < 1}
THEOREME 1. Si (AP, ng) est un espace w-LUR pour un 3 € ]0,1[, alors
Ag = A% pour tout 6 €0, 1][.
Proche de celle de [4], la preuve utilisera les lemmes suivants. Le premier

est certainement bien connu.

LEMME 1. Soient X un espace de Banach et E un sous-espace fermé
préfaiblement dense dans X*. Alors il existe une constante C telle que

lally <C s |(@,a*)] = Cllallg- < Cllzlx, @€ X,
Izl z=1
Preuve. Comme ||z[|x = Supjg«|.=1(z,2")], U'inégalité de droite est
immédiate. Soit J : X — E* la contraction canonique. Montrons que J* :
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E** — X* est surjective. Par hypothése, tout x* € X* est limite pré-
faible d’une suite généralisée (eq)aca dans E. Par le théoréme de Banach—
Steinhaus, cette famille est bornée dans X*, donc dans E. D’apreés le théo-
réme de Banach—Alaoglu, elle admet une valeur d’adhérence préfaible e**
dans E**, qui coincide nécessairement avec x* sur J(X), c’est-a-dire z* =
J*(e**)'

Alors, par le théoréme de I'application ouverte, il existe une constante
C > 0 telle que tout x* dans la boule unité de X* provient d’un e** dans la
boule de rayon C de E**. D’ou

z]x < sup  [{z,J"(e™))] = C||J(z)]|p-. =

lle**|| gxx <C
LEMME 2.

(a) L’espace (Af, AT)g est dense dans (A%)* pour la topologie o[(A%)* AY).
(b) L’application ng définit une norme sur A% équivalente & la norme
naturelle.

Preuve. (a) D’aprés [1], (Af, A})e est isométriquement un sous-espace de
(Ap, A1)P. Or ce dernier est isométriquement égal a (Ag)* |2, Theorem 4.5.1].
Soit a € A? tel que (a,a*) = 0 pour tout a* € (Aj, A})g; en particulier
(a,a*) = 0 pour tout a* € A} N A} = (Ap + A1)*. Comme AY s’injecte
contintiment dans Ay+ A1, cela entraine a = 0 et prouve la densité annoncée.
En particulier ng définit bien une norme sur A?.

(b) Le lemme 1 appliqué a X = A% et E = (A}, A})g achéve la preuve
du lemme 2. u

LEMME 3. Soit g € G(A) et soit
do:R— A% y(1) = g'(0 + 7).
(a) L’application ng(¢g) est s.c.i. sur R.

(b) Si ¢ est a valeurs dans un sous-espace séparable Z de A% elle est
fortement mesurable & valeurs dans A?.

Preuve. (a) Comme AjN A} est dense en norme dans (A§, A7)g (voir [2]
Theorem 4.2.2]),

ng(¢o(7)) = sup{[{¢g(7),a")[; la*(|(az,a1), <1}
= sup{[{(¢g(7), a")|; [[a”|[(az,a1), <1 et a” € AgN AT}
Comme ¢y est continue R — Ap+ A1, la fonction 7 — (¢p(7), a*) est continue
lorsque a* € Aj N Aj.

(b) D’aprés (a), Iapplication ng(¢g — ) est s.c.i. sur R pour tout =€ A,
L’image réciproque par ¢y de toute mg-boule ouverte de AY est donc un
borélien. Par le lemme 2, les topologies induites sur A? par ngy et la norme
naturelle sont les mémes. Comme Z est séparable, tout ouvert de Z est réu-
nion dénombrable de ng-boules, et ¢y est bien mesurable & valeurs dans Z. =
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LEMME 4. Soient g € G(A) et § €10,1[. On suppose que ¢pg = g’ (B3 +71-)
est p.s. égale a une fonction fortement mesurable sur R & valeurs dans AP,
Alors

(a) ¢g est p.s. a valeurs dans Ag.
(b) Pour 0 # 3, ¢'(0) € Ay.

)
)
(¢c) Pourtout 8, ¢y est p.s. a valeurs dans un sous-espace séparable de Ay.
(d) ¢'(B) € Ag.
Preuve. (a) (i) Comme g est holomorphe sur S, pour tous ¢t € R, h > 0,
6 €]0,1[, on a, dans Ay + 4y,
t+h
(2.1) g0 +i(t+h)) — g0 +it) = | g'(0+ir)dr.
¢
Posons
91=9—9(0) —ag
ot g(1) — g(0) =ap + a1 (a; € Aj, 5 =0,1), avec
lg(1) — g(0) [l ap+4, = llaollag + lloa|a, -

D’aprés I'inégalité des accroissements finis et ((1.1)),

l9(1) = g(O)lLavsar < llg"llogca

Alors g1 : S — Ap + A; est continue sur S et holomorphe a I'intérieur de S.
Comme g € G(A), pour tout 7 € Ret j € {0,1}, on a

191G +im)lla; < llg(G +i7) = 9(lla; + llalla, < T+ ITDlg llggea)

L’application z — G.(z) = €% g1(2) est donc dans F(A) pour tout € > 0.
En particulier, pour tout ¢t € R, G.(0 + it) € Ay, donc ¢1(0 + it) € Ag. D’ou

(2.2)  q@+i(t+h)—q(@+it)=g@+i(t+h)) — g0 +it) € Ay.
(ii) L’hypothese sur ¢g et le théoréme de différentiabilité de Lebesgue

entrainent que, p.s., on a dans A% I’égalité
t+h

(2.3) i (8 + it) = }fi%% § ¢(B +ir)dr

ou h est réel. Apphquant et (2.2) a 6 = B, comme Ag s’identifie & un
sous-espace fermé de AP, ceci entralne que p.s., avec h réel,

g(B+i(t+h)) — g(ﬂ + it)

/ . T
g (B+it) = }llli% o dans Ag.
(by) On suppose d’abord 6 > (3.
(i) Soit

Viz)=a(B+(1-0)z), z€8.



ESPACES D’INTERPOLATION 201

Cette fonction & valeurs dans Ag + A; est holomorphe & l'intérieur de S et
continue sur S, donc s’exprime a 'aide de la mesure harmonique sur le bord
de S. Pour vérifier que V', vue comme fonction & valeurs dans Ag + Ay, est
holomorphe & l'intérieur de S et continue sur S, il suffira donc de voir que
V est continue sur I'axe imaginaire, & valeurs dans Ag.

Montrons que V € G(Ag, A1) avec une norme < (1 — ﬂ)”g'HQg(Z)-
L’inégalité correspondante sur la droite Re z = 1 est évidente. Pour la vérifier
sur ’axe imaginaire, posons, pour 7,7’ réels fixés,

FT’T/(&.) N g(f s 2(1 - IB)T7)' : :(7]-/({ u Z(l — ﬁ)’rl)> 5 € 57
d’ou
Frp(B) = M ot B VAT VL)

T—T T—7

Pour tout ¢t € R, on a
[Err (G4 it)l[a; < (X =By llggay, J€{0,1}
Comme dans (a)(i), pour tout e >0, I'application §— H, - /(&) —et’ Fr (&)
vérifie
VHerirll iy < (= Bl llggay:
d’oit
1Er e (B, < (1= Bllgllgoca
On a donc, pour tous 7,7’ réels,
IV (i) = V(ir)llas < 17 = 711 = B)llg llggay
ce qui prouve la continuité de V' sur I’axe imaginaire, a valeurs dans Ag, et

I’assertion annoncée.

(ii) Par (a)(ii), pour h réel, p.s.

lllin%(V(i(T +h)) =V (ir))/h=(1-8)d'(8+ (1 —B)ir) dans Ag.
D’apres |2, Lemma 4.3.3], on a alors

V'(n) € (Ap, A1)y, 1 €10,1[.

(iii) Choisissons 7 tel que § = (1 —n)B + n. D’aprés le théoréme de

réitération [2, Theorem 4.6.1], (Ag, A1), = Ay, donc
V'(n) = (1 - B)g'(0) € Ap.

(b2) Si 0 < 6 < (3 le raisonnement est analogue, en remplagant V' par
W(z) = g1(Bz) € G(Ao, Ag) telle que limy_o(W (1+i(7+h))—W(1+i7))/h
existe dans Ag, pour presque tout 7, avec h réel.

(c) Soit Ay C Ap le sous-espace fermé séparable engendré par {g;(it);
t € R}. Comme g; est continue sur S, Aj, est séparable, ainsi que (Af, A1)g et
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son adhérence Y dans Ag. Par (a)(ii) appliqué au couple (A{, A1), ¢'(3 +it)
est p.s. dans (Af, A1)3, donc p.s. dans Y, ce qui régle le cas 6 = f.

Pour le cas 3 < 6, remplagons la fonction V' de (by)(i) par Vi(z) =
V(z +it), avec t fixé réel. Comme en (b1), V; € G(Y, A1), V/(n) € (Y, A1)y,
n €1]0,1[ et (Y, Aq), est séparable. Soit n défini comme en (by)(iii). Comme
ci-dessus, V/(n) = (1 — 8)g' (8 +i(1 — B)t). Soit Zy 'adhérence de (Y, A1),
dans (Ag, A1), = Ayp; alors Zy est séparable et ¢g = ¢'(0 + i-) est a valeurs
dans Zj.

On raisonne de fagon analogue si 0 < # < [ en considérant Wy(z) =
W (z +it) : Wy est dans G(Af,Y).

(d) Soit 8 > B. Par (c) et le lemme |3| ¢g est fortement mesurable a
valeurs dans Ay. Alors (bg) appliqué en échangeant les roles de (3 et # donne
g’(ﬁ) S Aﬁ. L]

Preuve du théoréeme [

ETAPE 1. Notons pour simplifier ¢ = ¢. On va montrer que ¢ est p.s.
égale & une fonction fortement mesurable sur R a valeurs dans A%. Soit
(Tn)n>0 une suite dans R convergeant vers 7. Comme ng(¢) est s.c.i. par le
lemme [3}

lim{2[ng(¢(7))]* + 2[ns(6(a))]* = Ins(é(r) + ¢(7a)))*}
= Tim B, <2[ng(¢(7))]* + 2Lim[ng(¢(ra))]* — Lim[ng(o(r) + ¢(7))]?
(

n—-+4o0o

< 2[ng(¢(7))]* + 2Tim[ng(¢(m))]* — 4[ns(d(r)))?

= 2lim[ng(¢(a))]* — 2[ng(e(7))].
A nouveau par la semi-continuité de ng(¢), pour tout N et tout € > 0, il
existe un compact Ky C [-N, N]|, de mesure > 2N — ¢, sur lequel ng(¢)
est continue. Soit (7,)n>0 une suite dans Ky . convergeant vers 7. D’aprés
ce qui précéde, lim, .o E, = 0. Par définition de la proprié¢té w-LUR de
(AP ngp), cela entraine que ¢(7,,) — ¢(7) faiblement dans A®, c’est-a-dire ¢
est faiblement continue sur K .. Par le théoréme de Pettis [, Theorem II1.2],
cela montre le résultat annoncé.

ETAPE 2. Soient a € A% et g € G(A) tels que ¢/(f) = a. Le lemme W] (b)
ou (d) implique a € Ay. m

REMARQUE 1. Par le lemme (b) appliqué en 6 = 3 et le lemme 4, on
obtient Ag = A? pour tout 0 si AP est séparable.

1l suffit méme que AP soit un espace WCG (voir [4]). Rappelons qu’un
espace WCG admet une norme équivalente LUR (voir [5, Chap. VII, Propo-
sition 2.1]). Ce fait et le théoréme [I| motivent la question suivante:

PROBLEME 1. Si (Aﬁ,ng) admet une norme équivalente LUR pour un
B €10,1[, est-ce que Ag = A? pour tout 6 €10,1[?
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PROPOSITION 1. Soient Ay, A1 deux espaces de Banach tels que Ag s’in-
jecte contindment dans Ay, et f € ]0,1[. Si Ag a la propriété de Radon-
Nikodym analytique (définie par exemple dans [6]) pour un B € ]0,1], alors
Ag = A% pour tout 6 €10, 1[.

Pour § = 1 ce résultat est [8, Proposition 3.1]; appliqué au couple
(Ag, Ag), il donne la conclusion pour ¢ € 0, 5.

Prewve de la proposition 1. D’aprés le lemme [4] il suffit de montrer que,
pour toute g € G(A), ¢ est p.s. mesurable & valeurs dans AP,

On a mentionné en (by) de la preuve de ce lemme que la fonction W =
g1(3-) est dans G(Ag, Ag). A Dintérieur de S, W’ est donc holomorphe a
valeurs dans Ag + Ag = Ag; par elle est bornée. Comme Ag a la
propriété de Radon-Nikodym analytique, W’ admet p.s. des limites non
tangentielles au bord de S. Soit ¢ la limite p.s. (dans Ag) de W’ sur la
droite Re z = 1; 9 est donc p.s. mesurable & valeurs dans Ag. Comme ¢’ est
continue (& valeurs dans Ay + A; = A;) a l'intérieur de S, v coincide p.s.
avec la fonction t — B¢’ (3 + ift), ce qui achéve la preuve. =

PROPOSITION 2. Si Ay s’injecte contindment dans A1 avec image dense,
si Ag est un treillis de Banach, et si (A, AT)B admet une norme équivalente
LUR pour un B € )0, 1[, alors (A, A})g = (AF, AD)? pour tout 6 €10,1].

Preuve. Comme ¢*° n’admet aucune norme équivalente LUR [5, Chap. II,
Theorem 7.10], (Ag)* = (A, A7)” ne contient pas £ isomorphiquement.
Alors, d’aprés un résultat bien connu de Bessaga—Pelczynski [6, Corollary
1.6, (AS,AT)ﬂ ne contient pas ¢y isomorphiquement; comme c’est un treil-
lis de Banach, il a la propriété de Radon—Nikodym analytique [7]. Comme
l'espace (Af, A%)g est isométriquement un sous-espace de (A, A7)P, on voit
que (Ag, A7) conserve la propriété de Radon-Nikodym analytique. La pro-
position précédente achéve la preuve. m
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