COLLOQUIUM MATHEMATICUM

VOL. 121 2010 NO. 1

FEUILLETAGE CANONIQUE SUR LE FIBRE DE WEIL

PAR

BASILE GUY RICHARD BOSSOTO (Brazzaville)

Abstract. Let be M a smooth manifold, A a local algebra and M# a manifold of
infinitely near points on M of kind A. We build the canonical foliation on M4 and we
show that the canonical foliation on the tangent bundle T'M is the foliation defined by its
canonical field.

1. Préliminaires

1.1. Dérivation d’une algébre. Soit A une algebre commutative et
unitaire sur R et 9t un A-module. Une dérivation de A dans 9 est une
application R-linéaire d : A — 9N telle que

d(ab) =d(a)-b+a-d(b) pour tous a,be A.

Evidemment d(\) = 0 pour tout A € R.

On note Der(A4, M) le A-module des dérivations de A dans 9. Lorsque
M = A, une dérivation de A dans A est simplement appelée dérivation de
A et on note Derg(A), ou simplement Der(A) s’il n y a pas de confusion, le
A-module des dérivations de A.

Si A et B sont deux algebres quelconques et si ¢ : A — B est un
homomorphisme d’algeébres, alors B est un A-module.

Soit ¢ : A — B un homomorphisme d’algebres. Une application R-
linéaire d : A — B est une p-dérivation si

d(ab) = d(a) - p(b) + ¢(a) - d(b) pour tous a,b € A.

1.2. Algebre locale et variété des points proches. Une algébre
locale au sens de Weil est une algebre réelle commutative unitaire A, de
dimension finie sur R, ayant un idéal maximal unique m de codimension 1.
On a ainsi

A=RPm.

Dans ce cas, compte tenu du lemme de Nakayama, 1’'idéal maximal m est
nilpotent. Le plus petit entier positif & tel que m*+1 = (0) est la hauteur de
A et la dimension sur R de m/m? est la largeur ou la profondeur de A.
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Lorsque A est une algebre locale (de dimension finie), ’ensemble Der(A)
des dérivations de A est une algebre de Lie de dimension finie : ¢’est I’algebre
de Lie du groupe de Lie Aut(A) des automorphismes de A.

Dans toute la suite, M est une variété différentielle paracompacte de
classe C*° de dimension n et A une algebre locale au sens de Weil. On note
C*°(M) Yalgebre des fonctions numériques de classe C*° sur M, X(M) le
C°(M)-module des champs de vecteurs sur M et T'M le fibré tangent a M.

Un point proche de p € M d’espece A [0], [2] est un homomorphisme
d’algebres

E:C®°(M)— A
tel que, pour tout f € C°(M),

() = f(p)] € m.
On note Mz’f I’ensemble des points proches de p € M d’espece A et
A A
MA =) M
peEM
L’ensemble M4 = Hompjs(C™(M), A) est une variété différentielle de

dimension dim(M) - dim(A) et est appelée variété des points proches de M
d’espece A [B] ou simplement fibré de Weil d’espéece A.

ExXEMPLE 1.1. 1. Lorsque A = R, on identifie M® & M par P’application
M — M* = Homg(C¥(M),R),  pr{f f(p)}.

2. Lorsque V est un espace vectoriel de dimension finie » dont une base
est (vi,...,vp), si (v],...,v)) désigne la base duale de (vy,...,v,), alors

I’application
VALV @A, Y ueew)),
i=1

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

3. Lorsque A =D = {a+¢eb: a,b € R,e? = 0} est ensemble des nombres
duaux, qui est isomorphe & I’algébre des polynomes tronqués R[z]/(x?), on
note (1%, £*) la base duale de la base canonique (1,¢) de D. La variété M
est identifiée au fibré tangent T'M par ’application

MP — TM, ¢ c*of,
I’application réciproque étant
TM — M7, v {€: fr f(p) +2-v(f)}
si v € Ty M.
4. Plus généralement, si A = Rlzq,...,z]/(x1,...,25)F! est Palgebre

des polynomes tronquée, alors M4 = JF(R®, M) est I'ensemble des jets en
0 € R® d’ordre k des applications de R® dans M.
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1.3. Champs de vecteurs sur M4. L’ensemble des fonctions de classe
C> sur M4 & valeurs dans A, noté C*° (M4, A), est une A-algebre commu-
tative unitaire, d’unité I’application

Looo(ara,ay : § — 1a.
Pour f € C°°(M), I'application
fLMA— A em (),
est de classe C'*° et I'application
CX¥(M) — C®(M™YA), [ f4,
est un homomorphisme d’algebres.

Si (@i)i=1,..s est une base de A et (a})i=1,. s la base duale, on identifie
C®(MA, A) & A® C>®(MA) par I apphcatlon

o: @HZ&Z (a; o).

Ainsi, o(f4) =370, ® (afo fA) pour tout f € C(M).
On note

v C®(M) — A® C®(M™A), fHZal (af o f4),

et Der,[C®(M),A® C®(M4)] le A® COO(MA)—module des vy-dérivations
de C°(M) dans A ® C>®°(M*), c’est-a-dire ensemble des applications R-
linéaires

D :C®(M) — A® C®(M™)
telles que, pour f et g appartenant a C*°(M),

D(fg) = D(f) -v(g) +~(f) - D(9)-
Une dérivation de C*°(M) dans C>°(M*4, A) [1] est une dérivation par

rapport a ’homomorphisme

CX(M) — C*(M*A, 4),  f f4
c’est-a-dire, une application R-linéaire

X : C®(M) — C®(M*, A)
telle que, pour f et g appartenant & C*° (M),
X(fg)=X(f)-g" + " X(9).
L’ensemble Der[C°(M),C®(M%, A)], des dérivations de C*°(M) dans
C>®(MA, A), est un C>°(M4, A)-module. D’apres [3], [], I'application
Der[C*°(M*)] — Der, [C®(M),A® C®(M?Y)], X — (ida® X)o7,

4

est un isomorphisme de C*°(M“)-modules.
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Il s’ensuit que 'application
Der[C®(M4)] — Der[C®(M),C®(M*, A)], X+ o to(ida® X)or,
est un isomorphisme de C*°(M A)—modules qui permet de transporter
sur Der[C®°(MA)] la structure de C°°(M#, A)-module de Der[C>(M),
C>=(M#, A)]. On peut donc regarder un champ de vecteurs sur M4 comme
une dérivation de C>(M) dans C>°(M4, A) [I].

PROPOSITION 1. Les assertions suivantes sont équivalentes:

1. Un champ de vecteurs sur M4 est une section différentiable du fibré
tangent (TMA, 74, MA).

2. Un champ de vecteurs sur M* est une dérivation de C>°(M*4).

3. Un champ de vecteurs sur M4 est une dérivation de C°(M) dans

C>®(MA, A).

ExXEMPLE 1.2. Soit C' le champ de Liouville sur le fibré tangent 7M.
Dans un systéme de coordonnées locales (z1,...,x,) sur la variété M, si
y; = dx; désigne la coordonnée sur la fibre,

- 0
C= Yis—>

c’est-a-dire C(z;) = 0 et C(y;) = ;-
Puisque 'application
7:C®(M)-DRC®(TM), f—101% 0 fP+e@e o fP,
ou
FPo)=flp)+e-o(f), veTM,
est telle que
Y(z)1@v)=[1®1%oa? +e@e* 0 z?](1®v)
=1®1"[zi(p) + - v(z)] + e ®e[wi(p) + & - v(wy)]
=1®zi(p) +e@u(x;) =1 @z +e®@dr;](1 @)
=[l®z+e@y)(1l®v),
c’est-a-dire
(i) =1®x;i +e @y,
la dérivation X : C°°(M) — C*°(TM,D) correspondant au champ de Liou-
ville C' est donnée par

X(zi)=0to(idp®C)ory(zi) =0 to(idpR@C)o(1®zi+eQy)
=0 'o[1®C(x;) +e®Cy)] =¢ - y;.

Dans toute la suite, nous regarderons un champ de vecteurs comme une
dérivation de C°(M) dans C>°(M4, A).
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1.3.1. Champs de vecteurs sur M* provenant des dérivations de A
PROPOSITION 2. Sid est une dérivation de A, alors Uapplication
d* - C®(M) — C®(M*, A),  frs (=d)o f4,
est un champ de vecteurs sur M*.

Démonstration. L’application d* est R-linéaire et pour f et g appar-
tenant & C°°(M) et pour £ € M4, on a

d*(fg)(§) = (=d) o (fg) (&) = (=d) o (f*- g™)(&) = (=D)[F(&) - " (&)]
= (=d)f ()] g (&) + FAE) - (=g (€)]
= [(=d) o £A1(&) - g™ (&) + (&) - [( d) o f4(¢)
([(=d) o AT g™ + - [(—d) o FA)(E)
[@*(f) - g% + £ d*(9)]()-
Comme ¢ est quelconque, on en déduit que
d*(fg) = d*(f) - g* + f*- & (g).

Ainsi, d* est un champ de vecteurs sur M4.

Le champ de vecteurs d* est le champ de vecteurs sur M* associé & la

dérivation d de A et pour trois dérivations di, do, d de A et pour a € A,
on a [1]

[d},d3] = [di,do]",  (a-d)" =a-d"

2. Feuilletage induit par les dérivations de A

THEOREME 2.1. Soit dy,...,d, une base de Der(A). Les champs de
vecteurs dj, ..., dy induits par dy, ..., d, sur M4 sont linéairement indépen-
dants et définissent un feuilletage F, de dimension r sur M*.

Démonstration. Soient @1, ..., @, € C®(M?A, A) telles que ¢y - di +
+ - dy =0.
Pour f € C°°(M), et pour tout £ € M4, on a
0=[p1-di+-+ o dJ(f)(E)
= [p1- ((=d) o ) + -+ or - ((—dr) 0 F(E)

= —@1(8) - di(&(f)) — - — @r(&) - dr(&(S))
= —[p1(&) - di(§(f)) + -+ +r(§) - dr(§(S))]
Puisque les dérivations d, . . ., d, sont linéairement indépendantes, on a alors

p1(§) =+ = @r(§) = 0.
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Comme £ est quelconque, on conclut que,

801 = e e e ()07’ pry O
c’est-a-dire que les champs de vecteurs dj,...,d; sont linéairement indé-
pendants.
De plus, pour i,j € {1,...,r},

[di, dj] = [di, dj]"

Le systeme différentiel engendré par dj, ...,d; est completement inté-
grable. I1 définit donc un feuilletage F,. de dimension r que nous appelons
feuilletage canonique sur M4,

Ceci acheve la démonstration.

2.1. Feuilletage canonique sur le fibré tangent 7'M

PROPOSITION 3. Le feuilletage canonique sur le fibré tangent TM est

le feuilletage défini par son champ de vecteurs canonique (champ de Liou-
ville) C.

Démonstration. Soit d une dérivation de D. Alors
0=d(?) =d(c-e) =2e-d(e).
Il existe donc A € R tel que d(e) = Ae. Toute dérivation de D est donc de la
forme d(e) = A\e ou A € R.
Soit dy la dérivation de I telle que dy(e) = —¢ ; alors Der(ID) = R-dj est
I’algebre de Lie de dimension 1, engendrée par dj.
Le champ de vecteurs provenant de la dérivation dy est ’application

ds : C®(M) — C®°(TM,D), f (—do)o f°,

c’est-a-dire, si (x1,...,2,) est un systeme de coordonnées locales sur la
variété M, et si (y1,...,y,) désignent les coordonnées sur la fibre,

di (i) = (=do) o (:)” = —do o (zi + eyi) = —do o [e - yi] = € - yi.
Le champ de vecteurs dfj est donc le champ de Liouville sur le fibré tan-

gent et le feuilletage induit par dfj sur T'M est par conséquent le feuilletage
canonique de T'M.
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