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¼�½'½?¤�­-¾
­[·N½�§_·N¿�¨ÁÀH¼Q­[¼�§_·?¾�¿-¼Q¸Â·c­�»x¼Q¤�­A«.Ã*«�»
»
¤"½?¼Ä«�§_¼�Åv·

K
¾Æ«.ÃQ¦�·c©[£u«Çµ ¼�§_¢1«.­È¼�¿-·c­�§_¼�§ÆªÉ¤mÅv·c£'«

Ê ÀH¼�Ë"·N¿AÌ9«.ÃQ¦�·c©[£u«.¼�½N«.ÃQÃ�ªÍ½?ÃQ¤v»
·N¿*ÀH¼Q·cÃ�¿
K Î�Ï ­�ª*»x¥�½u¢Ð«.ÃQ¦�·c©[£u« A ½N«.­Ñ©�·Òµ�£
¼�§
§_·c­Ð«�» «

³uÓ.Ô"Õ#ÖÒ×?Ô"ØHÙ�²?´�®�¯ °�²�³�´_®.¨c§_¢A«�§6¼�»c¨
A ∼= KQ/I

¨cµ ¢[·c£
·
Q = QA

¼�»4§_¢[·�ÚÛ«.©[£
¼Q·cÃyÜ�¥[¼�Åv·c£
¤�À
A
«.­�¿

I
¼�»,«.­Ý«�¿-¸¡¼�»_»x¼Q©[ÃQ·Þ¼�¿-·m«.Ã�¼Q­Í§_¢[·ÞßA«�§_¢Ý«.ÃQ¦�·c©[£u«

KQ
¤�À
Q Î�Ï ­Ð«.ÃQ¦�·c©[£u«

A
¼�»:½N«.ÃQÃQ·N¿Íà
á�âãâ¡²cäå´
ØUæ ¼QÀ#§_¢[·c£
·�¼�»�«Ò­[¤�­�¿-·c¦�·c­[·c£u«�§_·Û»]ª"¸¡¸Â·?§_£
¼�½

K
¾n©[¼QÃQ¼Q­[·m«.£�ÀH¤�£
¸

(−,−) : A × A → K
µ�¢[¼�½u¢j¼�»Û«�»_»x¤"½?¼Ä«�§_¼�Åv·¡¼Q­Ý§_¢[·5»
·c­�»x·ç§_¢A«�§

(ab, c) = (a, bc)ÀH¤�£�«.ÃQÃ
a, b, c ∈ A ÎyÏ ­¡¼Q¸¡ß�¤�£x§
«.­�§�½?ÃÄ«�»
»:¤�À�»xª"¸¡¸¡·?§_£
¼�½&«.ÃQ¦�·c©[£u«�»:¼�»:ÀH¤�£
¸¡·N¿¡©�ªã§_¢[·äå´�ØHÙmØU®�¯�²uè�ä�²�Õ�àuØUÓ�Õ[à

T(B)
¤�À9«.ÃQ¦�·c©[£u«�»

B
©�ªÝ§_¢[·c¼Q£é¸¡¼Q­[¼Q¸ê«.Ã)¼Q­�ë]·N½�§_¼�Åv·�½?¤�¦�·c­[·c£u«�¾

§_¤�£_»
D(B) = HomK(B,K) Î�ì ·N½N«.ÃQÃ�§_¢A«�§ T(B)

¼�»9§_¢[·Þ«.ÃQ¦�·c©[£u«çµ�¢[¤v»
·
K
¾nÃQ¼Q­[·m«.£

»x§_£
¥�½�§_¥[£
·Ò¼�»�§_¢A«�§9¤�À4§_¢[·
K
¾UÅv·N½�§_¤�£ »xßA«�½?·

B⊕D(B)
¨-«.­�¿êµ ¢[¤v»
·,¸ã¥[Ã�§_¼Qß[ÃQ¼�½N«�§_¼Q¤�­

¼�»9¦�¼�Åv·c­M©�ª
(a, f)(b, g) = (ab, ag + fb)

ÀH¤�£
a, b ∈ B

«.­�¿
f, g ∈ BD(B)B Î)í ·Ñ­[¤�§_·Ñ§_¢A«�§¡§_¢[·ÝÚ,£
¤�§_¢[·c­�¿-¼Q·N½uîï¦�£
¤�¥[ß�»

K0(B)
«.­�¿

K0(T(B))
«.£
·ç¼�»x¤�¸¡¤�£
ß[¢[¼�½ Î4ì ·N½N«.ÃQÃ�«.Ã�»x¤ê§_¢A«�§N¨�ÀH¤�£Û«Â»xª"¸¡¸¡·?§_£
¼�½ã«.Ã�¾¦�·c©[£u«

A
¨[§_¢[· Ï ¥�»xÃÄ«.­�¿-·c£]ð ì ·c¼�§_·c­Ý¤�ß�·c£u«�§_¤�£ DTr

½?¤�¼Q­�½?¼�¿-·N» µ�¼�§_¢Ñ§_¢[·é»_Ü�¥A«.£
·
Ω2¤�À,ñ�·cÃQÃQ·c£còi»¡»]ª"ó?ª"¦�ªï¤�ß�·c£u«�§_¤�£

Ω
¨�«.­�¿ï¢[·c­�½?·*§_¢[·

DTr
¾nß�·c£
¼Q¤"¿-¼�½?¼�§Æªï¤�À&¸¡¤"¿-¥[ÃQ·N»

½?¤�¼Q­�½?¼�¿-·N»�µ ¼�§_¢¶§_¢[·c¼Q£
Ω
¾nß�·c£
¼Q¤"¿-¼�½?¼�§Æª Î ì ·N½?·c­�§_Ã�ªv¨�§_¢[·Ý½?ÃÄ«�»_»�¤�ÀÒ§
«.¸¡·Ð»xª"¸¡¸¡·?§_£
¼�½«.ÃQ¦�·c©[£u«�»Áµ ¼�§_¢'«.ÃQÃ)­[¤�­[ß[£
¤�ë]·N½�§_¼�Åv·ê¼Q­�¿-·N½?¤�¸Âß�¤v»_«.©[ÃQ·ÂÀH¼Q­[¼�§_·?¾�¿-¼Q¸¡·c­�»
¼Q¤�­A«.Ã�¸¡¤"¿-¥[ÃQ·N»

Ω
¾nß�·c£
¼Q¤"¿-¼�½Ð¢A«�»Â©�·c·c­ô½?ÃÄ«�»_»
¼Qõ[·N¿¶©�ª¶ö Î�÷ £_¿-¸ê«.­[­ô«.­�¿ ÏÞÎ�ø î�¤mµ £
¤�ù�»
îy¼5ú û�ü Î�ý ­ßA«.£x§_¼�½?¥[ÃÄ«.£c¨Ò¼�§Ð¼�»Ý»
¢[¤mµ ­¬¼Q­�ú û�üÞ§_¢A«�§Ð§_¢[·þ½?ÃÄ«�»_»M¤�Àç§
«.¸Â·¹»xª"¸¡¸¡·?§_£
¼�½þ«.ÃQ¦�·c©[£u«�»

µ�¼�§_¢Ý»x¼Q­[¦�¥[ÃÄ«.£éÿ9«.£x§
«.­Ð¸�«�§_£
¼�½?·N»,«.­�¿j«.ÃQÃ�­[¤�­[ß[£
¤�ë]·N½�§_¼�Åv·5¼Q­�¿-·N½?¤�¸¡ß�¤v»u«.©[ÃQ·çÀH¼Q­[¼�§_·?¾
¿-¼Q¸¡·c­�»
¼Q¤�­A«.Ã�¸¡¤"¿-¥[ÃQ·N»

Ω
¾nß�·c£
¼Q¤"¿-¼�½ ½?¤�¼Q­�½?¼�¿-·N»)µ ¼�§_¢ç§_¢[· ½?ÃÄ«�»
»�¤�À�§_£
¼�Å"¼Ä«.Ã�·?Ëy§_·c­�»x¼Q¤�­�»
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T(B)
¤�ÀA§_¥[©[¥[ÃÄ«.£:«.ÃQ¦�·c©[£u«�»

B
Ê ¼Q­ç§_¢[· »x·c­�»
·9¤�À4ÿ Î � Î�ì ¼Q­[¦�·cÃ6ú����?ü�Ì Î  �¢[·9£
·cß[£
·N»x·c­-¾§
«�§_¼Q¤�­ã§_¢[·c¤�£xªé¤�À[§_£
¼�Å"¼Ä«.Ã-·?Ëy§_·c­�»x¼Q¤�­�»�¤�À[§_¥[©[¥[ÃÄ«.£�«.ÃQ¦�·c©[£u«�»�¢A«�»�©�·c·c­ã·N»x§
«.©[ÃQ¼�»x¢[·N¿ç©�ª

� Î�� ·c¢[£
¼Q­[¦ç«.­�¿ ÏéÎ[ø î�¤mµ £
¤�ù�»
îy¼�¼Q­jú���ü Î � ¤�£
·c¤mÅv·c£c¨"¼�§�¢A«�»�©�·c·c­�ß[£
¤mÅv·N¿ê©�ª�� Î� ¤�¾¦�¤�£
óm«�!Hªj«.­�¿ ÏéÎ�ø î�¤mµ�£
¤�ù�»xîy¼�ú��#"�ü�§_¢A«�§,§_¢[·ç½?ÃÄ«�»_»,¤�À)§_£
¼�Å"¼Ä«.Ã�·?Ëy§_·c­�»
¼Q¤�­�»Ò¤�À)§_¥[©[¥-¾ÃÄ«.£ «.ÃQ¦�·c©[£u«�»9¼�»�½?ÃQ¤v»
·N¿�¥[­�¿-·c£�§_¢[·Û»]§
«.©[ÃQ· Ê £
·N»xß�·N½�§_¼�Åv·cÃ�ªv¨A¿-·c£
¼�Åv·N¿AÌ�·NÜ�¥[¼�Å�«.ÃQ·c­�½?·N» ¤�À
¸¡¤"¿-¥[ÃQ·�½N«�§_·c¦�¤�£
¼Q·N» Î�í ·�îy­[¤mµþÀH£
¤�¸�ú���ü�§_¢A«�§�§_¢[· Ï ¥�»xÃÄ«.­�¿-·c£]ð ì ·c¼�§_·c­çÜ�¥[¼�Åv·c£ ΓT(B)¤�ÀA§_¢[·�§_£
¼�Å"¼Ä«.Ã[·?Ëy§_·c­�»
¼Q¤�­

T(B)
¤�À�«&§_¥[©[¥[ÃÄ«.£:«.ÃQ¦�·c©[£u«

B
¼�»)¤�À�§_¢[·9ÀH¤�£
¸

∗

∗
∗

∗

T0 = Tr

∨
q∈Qr−1

r
Tq

∨
q∈Q0

1
Tq

Tr−1 T1

∨
q∈Qr−2

r−1
Tq

∨
q∈Q1

2
Tq

µ�¢[·c£
·�¨9ÀH¤�£Í·m«�½u¢
q ∈ {0, 1, . . . , r − 1} ¨ Tq ¼�»M«ï­[¤�­�»]§
«.©[ÃQ· P1(K)

¾nÀå«.¸¡¼QÃ�ªô¤�À
Ü�¥A«�»
¼�¾U§_¥[©�·N» Ê ¼Q­E§_¢[·Â»
·c­�»x·Â¤�ÀÒú��#$.ü�Ì
¨�«.­�¿EÀH¤�£Á·m«�½u¢

q ∈ Qpp+1 = Q ∩ (p, p + 1)
¨

0 ≤ p ≤ r − 1
¨ Tq ¼�»Ò« P1(K)

¾nÀå«.¸¡¼QÃ�ªÍ¤�À:»x§
«.©[ÃQ·Þ§_¥[©�·N» Î � ¤�£
·c¤mÅv·c£c¨#§_¢[·Þ­y¥[¸ã©�·c£
r = r(T(B))

¤�À#­[¤�­�»]§
«.©[ÃQ· P1(K)
¾nÀå«.¸¡¼QÃQ¼Q·N»�¤�À�Ü�¥A«�»x¼�¾U§_¥[©�·N»�¼Q­

ΓT(B)
¼�»:«�§:ÃQ·m«�»x§

3«.­�¿Í«�§ ¸¡¤v»x§�§_¢[·Û£u«.­[î
rkK0(B)

¤�À�§_¢[·ÞÚÒ£
¤�§_¢[·c­�¿-¼Q·N½uî�¦�£
¤�¥[ß
K0(B)

¤�À
B Î�ì ·?¾½N«.ÃQÃ�«.Ã�»
¤Û§_¢A«�§�§_¢[·ÞäåÔA³�Ô-¯�®�´,®�¯±°v²�³�´_®.à�«.£
·9§_¥[©[¥[ÃÄ«.£:·?Ëy§_·c­�»x¼Q¤�­�» Ê ·NÜ�¥[¼�Å�«.ÃQ·c­�§_Ã�ªv¨y§_¥[©[¥-¾

ÃÄ«.£,½?¤y·?Ëy§_·c­�»x¼Q¤�­�»
Ì�¤�À�§
«.¸¡·Þ½?¤�­�½?·m«.ÃQ·N¿j«.ÃQ¦�·c©[£u«�»çú�%.ü�¤�À�§_¥[©[¥[ÃÄ«.£&§Æª"ß�·N»
(2, 2, 2, 2)

¨
(3, 3, 3)

¨
(2, 4, 4)

¨
(2, 3, 6)

¨6«.­�¿j§_¢[·c¼Q£çÚ,£
¤�§_¢[·c­�¿-¼Q·N½uîE¦�£
¤�¥[ß�»Á¢A«cÅv·Â£
·N»
ß�·N½�§_¼�Åv·cÃ�ª
£u«.­[î"»

6, 8, 9, 10
ú�����¨ ø ·N½�§_¼Q¤�­'&mü Î�( ¥[£x§_¢[·c£c¨�¼�§�¢A«�»)©�·c·c­5ß[£
¤mÅv·N¿¡©�ª*) Î ñÒ«.ß[ß�·cÃ�«.­�¿ÿ Î � Î�ì ¼Q­[¦�·cÃ�¼Q­ ú+&mü�§_¢A«�§ r(T(C)) = 3

ÀH¤�£ç½N«.­[¤�­[¼�½N«.Ã�§_¥[©[¥[ÃÄ«.£¡«.ÃQ¦�·c©[£u«�»
C Î�ý ­ú��-¨ ø ·N½�§_¼Q¤�­,&mü � Î�� ·c¢[£
¼Q­[¦ê«.­�¿ ÏéÎ#ø î�¤mµ £
¤�ù�»
îy¼�«�»
î�·N¿Ñ¼QÀ�§_¢[·c£
·Þ«.£
·Á§_¥[©[¥[ÃÄ«.£,«.ÃQ¦�·?¾©[£u«�»

B
Ê ­[·N½?·N»_»_«.£
¼QÃ�ªÑ¤�À4§_¥[©[¥[ÃÄ«.£9§Æª"ß�·

(2, 3, 6)
Ì)µ�¼�§_¢

r(T(B)) = 10 Î  9¢[·Û«.¼Q¸ ¤�À
§_¢[¼�»�­[¤�§_·é¼�»9§_¤Â¦�¼�Åv·ã«.­Ð«.-¡£
¸ê«�§_¼�Åv·ã«.­�»]µ�·c£ §_¤¡§_¢[¼�»�ß[£
¤�©[ÃQ·c¸ Î�ý ­ÍÀå«�½�§N¨�§_¢[·é¸ê«.¼Q­£
·N»
¥[Ã�§Â¤�À&§_¢[¼�»5­[¤�§_·M¦�¼�Åv·N»Â«j½?¤�¸Âß[ÃQ·?§_·Ð«.­�»]µ�·c£5§_¤j§_¢[·ÍÀH¤�ÃQÃQ¤mµ�¼Q­[¦ ¸¡¤�£
·Ñ¦�·c­[·c£u«.Ã
ß[£
¤�©[ÃQ·c¸0/[µ�¢[·c­ÑÀH¤�£&«Þ§_¥[©[¥[ÃÄ«.£,«.ÃQ¦�·c©[£u«

B
¿-¤5µ�·Á¢A«cÅv·

r(T(B)) = rkK0(B) 1
( ¤�£)©A«�»
¼�½�©A«�½uîy¦�£
¤�¥[­�¿¡¤�­ç§_¢[·9£
·cß[£
·N»x·c­�§
«�§_¼Q¤�­Â§_¢[·c¤�£xªç¤�À#«.ÃQ¦�·c©[£u«�»:½?¤�­�»
¼�¿-·c£
·N¿¢[·c£
·çµ�·ç£
·cÀH·c£Û§_¤ ú��?ün¨�ú����?ün¨�ú��?û�ün¨6«.­�¿j¤�­ »x·cÃQÀH¼Q­�ë]·N½�§_¼�Åv·�«.ÃQ¦�·c©[£u«�»Û¤�À:§_¥[©[¥[ÃÄ«.£Û§Æª"ß�·

§_¤Ðú+2mün¨6ú�3.ün¨�ú���ün¨6ú���2�ü Î
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&���')(�*,+.-A���þ��*�/m��0Ä���21�·?§
B
©�·Û«.­*«.ÃQ¦�·c©[£u«ç«.­�¿

e1, . . . , en
©�·Ò«é½?¤�¸Âß[ÃQ·?§_·

»
·?§Þ¤�À�ß[£
¼Q¸¡¼�§_¼�Åv·Â¤�£x§_¢[¤�¦�¤�­A«.Ã�¼�¿-·c¸¡ß�¤�§_·c­�§u»é¤�À
B
»
¥�½u¢ §_¢A«�§

1 = e1 + · · · + en Î),·c­[¤�§_·ã©�ª
QB

§_¢[· Ê ÚÛ«.©[£
¼Q·cÃHÌ&Ü�¥[¼�Åv·c£,¤�À
B
µ�¼�§_¢M§_¢[·ç»
·?§Ò¤�À�Åv·c£x§_¼�½?·N» {1, . . . , n}½?¤�£
£
·N»
ß�¤�­�¿-¼Q­[¦ã§_¤Á§_¢[·&»
·?§

e1, . . . , en Î�( ¤�£�·m«�½u¢ÂÅv·c£x§_·?Ë i ∈ QB ¨y¿-·c­[¤�§_·,©�ª PB(i)§_¢[·,¼Q­�¿-·N½?¤�¸Âß�¤v»_«.©[ÃQ·Ûß[£
¤�ë]·N½�§_¼�Åv·
B
¾n¸Â¤"¿-¥[ÃQ·

eiB
«.­�¿ê©�ª

IB(i)
§_¢[·,¼Q­�¿-·N½?¤�¸Âß�¤v»]¾

«.©[ÃQ·9¼Q­�ë]·N½�§_¼�Åv·
B
¾n¸Â¤"¿-¥[ÃQ·

D(Bei) Î  9¢[·c­4¨�ÀH¤�£:«&»
¼Q­[î i ∈ QB ¨.§_¢[·Û´_²43�²
æ?äåØUÓ�Õ S+
i BÓ�5

B
®�ä
i
¼�»6§_¢[· Ü�¥[¤�§_¼Q·c­�§�¤�À�§_¢[·�¤�­[·?¾nß�¤�¼Q­�§�·?Ëy§_·c­�»
¼Q¤�­

B[IB(i)]
©�ªé§_¢[·�§Æµ�¤�¾�»x¼�¿-·N¿

¼�¿-·m«.Ã:¦�·c­[·c£u«�§_·N¿¹©�ª
ei Î  �¢[·ÂÜ�¥[¼�Åv·c£ σ+

i QB
¤�À
S+
i B

¼�»é½N«.ÃQÃQ·N¿E§_¢[·M´_²43�²
æcäåØUÓ.ÕºÓ65
QB

®�ä
i Î87 ©�»x·c£xÅv·é§_¢A«�§�§_¢[·ã»x¼Q­[î i ¤�À QB ¼�»�£
·cß[ÃÄ«�½?·N¿M¼Q­ σ+

i QB
©�ªM«¡»
¤�¥[£_½?·

i′ Î� ¤�£
·c¤mÅv·c£c¨�µ�·Û¢A«cÅv·
T(B) ∼= T(S+

i B).

Ï ´_²439²uæcäåØUÓ.Õjàc²u×?Ô�²?Õ#æu²çÓ65ÛàuØHÕ#9màÁ¼�»,«¡»x·NÜ�¥[·c­�½?·
i1, . . . , it

¤�À�Åv·c£x§_¼�½?·N»&¤�À
QB

»
¥�½u¢
§_¢A«�§

is
¼�»�«5»x¼Q­[î*¤�À

σ+
is−1
· · ·σ+

i1
QB

ÀH¤�£
1 ≤ s ≤ t Ê »
·c·êú;:y¨ Ê 2 Î 3vÌ�ü�Ì Î

ý ­Ñ¤�£_¿-·c£�§_¤¡»]§
«�§_·Ò§_¢[·Û¸ê«.¼Q­Ñ£
·N»x¥[Ã�§N¨A½?¤�­�»
¼�¿-·c£�§_¢[·ÛÀH¤�ÃQÃQ¤mµ�¼Q­[¦5Àå«.¸Â¼QÃ�ªê¤�À�©�¤�¥[­�¿Ü�¥[¼�Åv·c£é«.ÃQ¦�·c©[£u«�»
Bi = KQ(i)/I(i) ¨ 1 ≤ i ≤ 10

Ê µ�¢[·c£
·ã§_¢[·5¿�«�»x¢[·N¿jÃQ¼Q­[·ç¸¡·m«.­�»
§_¢A«�§�§_¢[·,»x¥[¸ ¤�À#§_¢[·,ßA«.£u«.ÃQÃQ·cÃ#ßA«�§_¢�»�¼Q­�¿-¼�½N«�§_·N¿�©�ª5§_¢[¼�»:ÃQ¼Q­[·,¼�»�«Á¦�·c­[·c£u«�§_¤�£�¤�À�§_¢[·
¼�¿-·m«.Ã

I(i) Ì�/
8
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 �¢[·ÁÀH¤�ÃQÃQ¤mµ ¼Q­[¦¡§_¢[·c¤�£
·c¸ ¼�»9§_¢[·Û¸ê«.¼Q­Ñ£
·N»
¥[Ã�§&¤�À6§_¢[¼�» ­[¤�§_· Î
���������	��
 2 Î �
� % ²cä B ³u²Þ®¡äåÔA³�Ô-¯Q®.´é®�¯ °�²�³�´_®ê®.Õ#Ö

n
³_²éä��"²Û´_®.Õ#9¡Ó�5

K0(B) �� �"²?Õ
r(T(B)) = n

Ø 5Þ®.Õ#Ö*Ó.Õ�¯�áÂØ 5
B
ØHàÛØHà?Ó.âÂÓ.´����vØUæÞä�Ó*®.Õ ®�¯±°v²�³�´_®�Ó65Ûä��"² 5?Ó.´�â

S+
it
· · ·S+

i1
Bj

5?Ó.´ãà?Ó�â¡²
j � Ø�ä�� 1 ≤ j ≤ 10

®�Õ�ÖM®�´_²439²uæcäåØUÓ.Õ àc²u×?Ô�²?Õ#æu²ÂÓ�5éàuØHÕ#9mà
i1, . . . , it

Ó65
QBj = Q(j) �

í ·Ýß�¤�¼Q­�§Í¤�¥-§*§_¢A«�§�§_¢[·j¼�§_·c£u«�§_·N¿Ç£
·��[·N½�§_¼Q¤�­�» S+
it
· · ·S+

i1
Bj
¨

2 ≤ j ≤ 10
¨

1 ≤ t ≤ 10
¨-«.£
·&§_¥[©[¥[ÃÄ«.£9«.ÃQ¦�·c©[£u«�»�¤�À�§Æª"ß�·

(2, 3, 6)
«.­�¿ê¦�¼�Åv·Û«.ÃQÃ#»
¤�ÃQ¥-§_¼Q¤�­�»�§_¤Þ§_¢[·

ß[£
¤�©[ÃQ·c¸ £u«.¼�»
·N¿Ñ©�ª � Î�� ·c¢[£
¼Q­[¦�«.­�¿ ÏÞÎ�ø î�¤mµ�£
¤�ù�»
îy¼ Î
í ·Û«.Ã�»
¤ç¤�©-§
«.¼Q­*§_¢[·ÒÀH¤�ÃQÃQ¤mµ�¼Q­[¦5½?¤�­�»
·NÜ�¥[·c­�½?·N» ¤�À6 9¢[·c¤�£
·c¸ 2 Î �Û«.­�¿*¼�§u»�ß[£
¤y¤�À Î
� ��������������� 2 Î 2�� � �-² äå´
ØHÙmØU®�¯é²_è�ä�²?Õ�àuØUÓ.Õ�à T(Bj)

¨
1 ≤ j ≤ 10

¨ 5?Ó.´�â ®
æ
Ó.â ��¯Q²cä�² 5?®.âçØ�¯páãÓ65��[®.ØH´ � ØHà?²�Õ�Ó.Õ�ØHà?Ó�â¡Ó.´!���vØUæ&äå´
ØHÙmØU®�¯A²uè�ä�²?Õ[à
ØUÓ.Õ�à T(B)

Ó65�äåÔ�³
Ô[¯�®.´
®�¯±°�²�³
´u®.à

B � Ø�ä�� r(T(B)) = rkK0(B) �
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� ��������������� 2 Î $ � % ²cä B ³_² ®7äåÔA³�Ô-¯�®�´ô®�¯ °�²�³�´_® à
Ô�æ � ä��"®�ä
r(T(B)) =

rkK0(B) � � �"²?Õ B ØHàE®/äåÔA³�Ô-¯Q®.´ ²uè�ä�²�Õ�àuØUÓ�ÕÉÓ�5 ®ºä�®�â¡²'æuÓ.Õ#æu²
®�¯Q²uÖ¶®�¯ °�²�³�´_®¶Ó�5
� ÔAæ?¯�ØUÖv²
®.Õjäåá �[² Ẽ6

¨ Ẽ7
¨)Ó.´ Ẽ8 �

ý ­é§_¢[·�ß[£
¤y¤�À[¤�À� �¢[·c¤�£
·c¸ 2 Î ��«�½?£
¥�½?¼Ä«.Ãy£
¤�ÃQ·�¼�»6ß[ÃÄ«cªv·N¿Þ©�ªÛ§_¢[·�ÀH¤�ÃQÃQ¤mµ ¼Q­[¦,£
·N»x¥[Ã�§N¨ß[£
¤mÅv·N¿¡¼Q­Ðú��"¨ ø ·N½�§_¼Q¤�­¡û�ün¨y¿-·N»
½?£
¼Q©[¼Q­[¦Á§_¢[· £
·cÃÄ«�§_¼Q¤�­�»
¢[¼QßÂ©�·?§Æµ�·c·c­5§_¥[©[¥[ÃÄ«.£�«.ÃQ¦�·c©[£u«�»µ�¼�§_¢Ñ¼�»
¤�¸¡¤�£
ß[¢[¼�½Ò§_£
¼�Å"¼Ä«.Ã6·?Ëy§_·c­�»x¼Q¤�­j«.ÃQ¦�·c©[£u«�» Î
���������	��
 2 Î û�� % ²cä B ³u²Þ®¡äåÔA³�Ô-¯Q®.´é®�¯ °�²�³�´_®ê®.Õ#Ö

n
³_²éä��"²Û´_®.Õ#9¡Ó�5

K0(B) �� �"²?´_²'ØHàï® àc²u×?Ô�²?Õ�æ
²ºÓ�5 Õ#®�äåÔ"´u®�¯éÕ[Ô-âÂ³_²?´�à
1 ≤ t1 < · · · < tr = n � Ø�ä��

r ≥ 3
¨-Ô-Õ[ØU×?Ô�²c¯�áÛÖv²cä�²?´�âãØHÕ�²
ÖÁ³�á

B
¨�®.Õ#ÖÛ®&´_²43�²
æ?äåØUÓ�Õ5à?²u×?Ô�²?Õ#æu²9Ó�5:àuØHÕ#9mà

i1, . . . , it1
¨

it1+1, . . . , itr−1

¨
itr−1+1, . . . , itr

ØHÕ
QB

à
Ô�æ �*ä��"®�ä�/
Ê «vÌ

S+
itr
· · ·S+

i1
B ∼= B �Ê ©�Ì

S+
itj
· · ·S+

i1
B
¨
1 ≤ j ≤ r ¨�®.´_²éäåÔA³�Ô-¯Q®.´é®�¯ °�²�³�´_®.àéÓ�5Òä��-²Ûàc®.â¡²éäåÔA³�Ô-¯Q®.´Áäåá �[²®.à

B �Ê ½mÌ � Ù�²?´
á�äåÔA³�Ô-¯Q®.´ç®�¯±°�²m³�´_®
D � Ø�ä�� T(D) ∼= T(B)

ØHàÛØHàcÓ.â¡Ó.´!���vØUæçä�Ó
S+
itj
· · ·

S+
i1
B

5?Ó.´Áà?Ó.âÂ²
1 ≤ j ≤ r �

� Ó�´_²uÓ.Ù�²?´"¨ � ² �"®.Ù�² r = r(T(B)) �
 �¢[·c£
·cÀH¤�£
·�¨ ¼Q­ô§_¢[·E­[¤�§
«�§_¼Q¤�­ ¤�ÀÞ 9¢[·c¤�£
·c¸ 2 Î û[¨�µ�·j¢A«cÅv· r(T(B)) = n =

rkK0(B)
¼QÀ)«.­�¿Í¤�­[Ã�ª*¼QÀ�§_¢[·c£
·é¼�»&«ç£
·��[·N½�§_¼Q¤�­Ý»
·NÜ�¥[·c­�½?·Þ¤�À�»x¼Q­[î"»

i1, . . . , in
»
¥�½u¢

§_¢A«�§
S+
ij
· · ·S+

i1
B
¨

1 ≤ j ≤ n
¨�«.£
·ê§_¥[©[¥[ÃÄ«.£5«.ÃQ¦�·c©[£u«�» Î�í ·Âµ ¼QÃQÃ�»
¢[¤mµ §_¢A«�§ã§_¢[·

«.ÃQ¦�·c©[£u«�»
B1, . . . , B10

Ê ÃQ¼�»x§_·N¿5«.©�¤mÅv·�Ì�«.£
·�§_¥[©[¥[ÃÄ«.£)«.ÃQ¦�·c©[£u«�»�¢A«cÅ"¼Q­[¦,§_¢[¼�»�ß[£
¤�ß�·c£x§Æª Î
í ·éµ�¼QÃQÃ�£
·cÃ�ªM¢[·m«cÅ"¼QÃ�ªÐ¤�­Ð§_¢[·���¤�­[¦�«.£x§_ó�ðyñ,«.ß[ß�·cÃ�ð��:¤v»
»
¼Q·N½uîj½?ÃÄ«�»_»x¼QÀH¼�½N«�§_¼Q¤�­¶ú�$.ün¨)ú�%�ü¤�À�§
«.¸¡·Á½?¤�­�½?·m«.ÃQ·N¿Ð«.ÃQ¦�·c©[£u«�»�©�ª*Ü�¥[¼�Åv·c£_»,«.­�¿*£
·cÃÄ«�§_¼Q¤�­�» ÎÊ �mÌ� 9¢[· «.ÃQ¦�·c©[£u«

B1
¼�»�«�§_¥[©[¥[ÃÄ«.£�«.ÃQ¦�·c©[£u«,¤�ÀA§Æª"ß�·

(3, 3, 3)
µ ¢[¼�½u¢5¼�»�«�§_¥[©[¥[ÃÄ«.£

·?Ëy§_·c­�»
¼Q¤�­¹¤�À:§_¢[·¡½?¤�­�½?·m«.ÃQ·N¿'«.ÃQ¦�·c©[£u«*¤�À�§Æª"ß�· Ẽ6
¦�¼�Åv·c­ ©�ªÐ§_¢[·5Åv·c£x§_¼�½?·N»

1
§_¤

7 Î 9¢[·c­
S+

1 B1
¼�»9¤�À6§_¢[·ÁÀH¤�£
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2«.­�¿M¢[·c­�½?·é¼�»&«ç§_¥[©[¥[ÃÄ«.£Ò«.ÃQ¦�·c©[£u«¡¤�À�§Æª"ß�·
(3, 3, 3)

µ�¢[¼�½u¢M¼�»,«ã§_¥[©[¥[ÃÄ«.£&·?Ëy§_·c­�»x¼Q¤�­
¤�ÀA§_¢[· ½?¤�­�½?·m«.ÃQ·N¿¡«.ÃQ¦�·c©[£u«Ò¤�À�§Æª"ß�· Ẽ6

¦�¼�Åv·c­¡©�ªé§_¢[·�Åv·c£x§_¼�½?·N»
2
§_¤

8 Î � ¤�£
·c¤mÅv·c£c¨�µ�·¢A«cÅv·
S+

1 B1
∼= Bop

1

«.­�¿
S+

2 S
+
1 B1

∼= B1
Ê »
·c·5ú���2y¨ ÷ Ë[«.¸¡ß[ÃQ· $ Î û�ü�Ì Î-ý ­�ßA«.£x§_¼�½?¥[ÃÄ«.£c¨
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§_¢[·Â«.ÃQ¦�·c©[£u«�»

S+
j · · ·S+

1 B1
¨

1 ≤ j ≤ 8
¨�«.£
·ã§_¥[©[¥[ÃÄ«.£Þ«.ÃQ¦�·c©[£u«�»Û¤�À�§Æª"ß�·

(3, 3, 3)
¨

«.­�¿*§_¥[©[¥[ÃÄ«.£�·?Ëy§_·c­�»x¼Q¤�­�»�¤�À�½?¤�­�½?·m«.ÃQ·N¿Ð«.ÃQ¦�·c©[£u«�»�¤�À6§Æª"ß�· Ẽ6 ÎÊ 2�Ì� 9¢[· «.ÃQ¦�·c©[£u«
B2

¼�»�«�§_¥[©[¥[ÃÄ«.£�«.ÃQ¦�·c©[£u«,¤�ÀA§Æª"ß�·
(2, 3, 6)

µ ¢[¼�½u¢5¼�»�«�§_¥[©[¥[ÃÄ«.£
·?Ëy§_·c­�»
¼Q¤�­Â¤�À�§_¢[· ½?¤�­�½?·m«.ÃQ·N¿�«.ÃQ¦�·c©[£u«Ò¤�À�§Æª"ß�· Ẽ7

¦�¼�Åv·c­Â©�ª5«.ÃQÃ[§_¢[·�Åv·c£x§_¼�½?·N»:¤�À
QB2·?Ë-½?·cß-§

4
«.­�¿

10 Î  �¢[·c­ S+
1 B2

¼�» ¤�À6§_¢[·ÁÀH¤�£
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2 3«.­�¿ç¢[·c­�½?·�¼�»)«�§_¥[©[¥[ÃÄ«.£:«.ÃQ¦�·c©[£u«,¤�À�§Æª"ß�·
(2, 3, 6)

µ�¢[¼�½u¢ç¼�»)«�§_¥[©[¥[ÃÄ«.£)·?Ëy§_·c­�»
¼Q¤�­5¤�À
§_¢[·�½?¤�­�½?·m«.ÃQ·N¿ê«.ÃQ¦�·c©[£u«Ò¤�ÀA§Æª"ß�· Ẽ7

¦�¼�Åv·c­¡©�ª¡«.ÃQÃ-§_¢[·�Åv·c£x§_¼�½?·N»�¤�À
σ+

1 QB2 = QS+
1 B2·?Ë-½?·cß-§

1′
«.­�¿

6 Î!7 ©�»x·c£xÅv·Þ«.Ã�»
¤5§_¢A«�§ S+
1 B2

∼= Bop
2 Î  �¢[·é«.ÃQ¦�·c©[£u« S+

2 S
+
1 B2

¼�» ¤�À
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(2, 3, 6)

µ�¢[¼�½u¢M¼�»,«ã§_¥[©[¥[ÃÄ«.£&·?Ëy§_·c­�»x¼Q¤�­
¤�À�§_¢[·Þ½?¤�­�½?·m«.ÃQ·N¿Ð«.ÃQ¦�·c©[£u«5¤�À�§Æª"ß�· Ẽ7

¦�¼�Åv·c­M©�ªÍ«.ÃQÃ4§_¢[·ÁÅv·c£x§_¼�½?·N» ¤�À
σ+

2 σ
+
1 QB2 =

QS+
2 S

+
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·?Ë-½?·cß-§
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«.­�¿
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(2, 3, 6)

µ�¢[¼�½u¢ç¼�»)«�§_¥[©[¥[ÃÄ«.£)·?Ëy§_·c­�»
¼Q¤�­5¤�À
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(2, 3, 6)

µ�¢[¼�½u¢ç¼�»)«�§_¥[©[¥[ÃÄ«.£)·?Ëy§_·c­�»
¼Q¤�­5¤�À
§_¢[·Ò½?¤�­�½?·m«.ÃQ·N¿Í«.ÃQ¦�·c©[£u«Þ¤�À�§Æª"ß�· Ẽ8

¦�¼�Åv·c­�©�ª�«.ÃQÃ�§_¢[·&Åv·c£x§_¼�½?·N»�¤�À
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