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INÉGALITÉS À POIDS POUR L’OPÉRATEUR DE

HARDY–LITTLEWOOD–SOBOLEV DANS LES ESPACES

MÉTRIQUES MESURÉS À DEUX DEMI-DIMENSIONS

PAR

DAVID MASCRÉ (Cergy-Pontoise)

Abstract. On a metric measure space (X, ̺, µ), consider the weight functions

wα(x) =

{

̺(x, z0)
−α0 if ̺(x, z0) < 1,

̺(x, z0)
−α1 if ̺(x, z0) ≥ 1,

wβ(x) =

{

̺(x, z0)
−β0 if ̺(x, z0) < 1,

̺(x, z0)
−β1 if ̺(x, z0) ≥ 1,

where z0 is a given point of X, and let κa : X ×X → R+ be an operator kernel satisfying

κa(x, y) ≤

{

c̺(x, y)a−d for all x, y ∈ X such that ̺(x, y) < 1,

c̺(x, y)a−D for all x, y ∈ X such that ̺(x, y) ≥ 1,

where 0 < a < min(d, D), and d and D are respectively the local and global volume growth
rate of the space X. We determine conditions on a, α0, α1, β0, β1 ∈ R for the Hardy–
Littlewood–Sobolev operator with kernel κ(x, y) = wβ(x)κa(x, y)wα(y) to be bounded
from Lp(X) to Lq(X) for 1 < p ≤ q < ∞.

INTRODUCTION

Le point de départ des résultats qui vont être établis dans cet article
nous a été fourni par les travaux de Elias Stein et de Guido Weiss. Dans un
article [23] de 1958, ces auteurs démontrent en effet le théorème suivant :

Théorème 0.1. Soit | · | la distance euclidienne et dx la mesure de

Lebesgue sur R
n. Soient p, q, α, β, λ ∈ R tels que

0 < λ < n, α <
n

p′
, β <

n

q
, 0 ≤ α + β,

1

q
=

1

p
+

λ + α + β

n
− 1, 1 < p ≤ q < ∞.

Soit κ le noyau défini en posant

κ(x, y) = |x|−β|x − y|−λ|y|−α.
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Alors il existe une constante C > 0 telle que\
Rn

\
Rn

f(y)κ(x, y)g(x) dy dx ≤ C‖f‖p‖g‖q′

∀f ∈ Lp(Rn), ∀g ∈ Lq′(Rn). (1)

En d’autres termes, l’opérateur T de noyau κ(x, y) est borné de Lp(Rn) dans

Lq(Rn).

Ce théorème peut être vu comme une généralisation à poids du théorème
de Hardy–Littlewood–Sobolev. Ce dernier s’énonce en effet comme suit (cf.
[23], [18], [11, p. 98]) :

Théorème 0.2. Soit | · | la distance euclidienne et dx la mesure de

Lebesgue sur R
n. Soient p, q, λ ∈ R tels que 0 < λ < n, 1/q = 1/p+λ/n−1,

1 < p < q < ∞. Soit κ le noyau défini en posant

κ(x, y) = |x − y|−λ

et soit Tλ l’opérateur associé au noyau κ(x, y). Alors il existe une constante

C > 0 telle que
( \

Rn

|Tλf(x)|q dx
)1/q

≤ C
( \

Rn

|f(x)|p dx
)1/p

∀f ∈ Lp(Rn).

En d’autres termes, l’opérateur Tλ est borné de Lp(Rn) dans Lq(Rn).

Avec ces notations le théorème de Stein et Weiss prend la forme suivante :

Théorème 0.3. Soit | · | la distance euclidienne et dx la mesure de

Lebesgue sur R
n. Soient p, q, α, β, λ ∈ R tels que

0 < λ < n, α <
n

p′
, β <

n

q
, 0 ≤ α + β,

1

q
=

1

p
+

λ + α + β

n
− 1, 1 < p ≤ q < ∞.

Alors il existe une constante C > 0 telle que
( \

Rn

|Tλf(x)|q|x|−βq dx
)1/q

≤ C
( \

Rn

|f(x)|p|x|αp dx
)1/p

∀f ∈ Lp(Rn).

En d’autres termes, Tλ est borné de Lp(Rn, |x|αp) dans Lq(Rn, |x|−βq).

Notons qu’ici, le cas p = q est admis, ce qui n’est pas le cas pour
l’inégalité de Hardy–Littlewood–Sobolev sans poids.

Le but de cet article est de montrer que l’on peut obtenir un résultat
analogue lorsque l’on se place dans le cadre beaucoup plus général d’espaces
métriques mesurés à croissance polynomiale du volume. Étant donné une

(1) Étant donné un nombre réel p > 1, on désignera dans toute la suite par p′ le
conjugué de p, i.e. le nombre tel que 1/p + 1/p′ = 1.



OPÉRATEUR DE HARDY–LITTLEWOOD–SOBOLEV 79

distance ̺, une mesure borélienne µ, on peut en tout point de l’espace
métrique mesuré (X, ̺, µ) définir une notion de croissance du volume en
posant V (x, r) = µ(B(x, r)), où B(x, r) = {y ∈ X | ̺(x, y) < r} désigne la
boule de centre x et de rayon r. On dit alors que l’espace métrique mesuré
(X, ̺, µ) est à croissance polynomiale d’ordre n si

(Vn) V (x, r) ≤ Crn ∀x ∈ X, ∀r ∈ R
∗
+.

Sur un tel espace, on ne dispose plus, en règle générale, ni de la structure
de groupe, ni de la structure de dilatation, ni du formalisme de la théorie de
Fourier. Les techniques et arguments habituellement utilisés dans le cadre
euclidien (cf. [21]–[23]) ne peuvent donc plus s’appliquer tels quels. On peut
néanmoins contourner ces obstacles en faisant interagir d’une part les con-
ditions de croissance du volume des boules et la notion de découpage en
couronnes dyadiques, d’autre part certaines inégalités classiques de type
inégalités maximales de Hardy–Littlewood et inégalité de Hardy–Little-
wood–Sobolev. Ces inégalités restent en effet vraies sous une hypothèse
fondamentale : que l’espace métrique mesuré considéré vérifie le lemme de
recouvrement de Vitali.

On dit que (X, ̺, µ) vérifie le lemme de Vitali si, pour tout ensemble
E ⊆ X borné (c’est-à-dire contenu dans une boule) tel que pour tout x ∈ E
une boule B(x, r(x)) de rayon r(x) > 0 soit donnée, il existe une suite (finie
ou infinie) de points xk ∈ E telle que les boules B(xk, r(xk))k soient deux
à deux disjointes et que la famille B(xk, Cr(xk))k (où C est une constante
dépendant des caractéristiques de l’espace) forme un recouvrement de E.

Plusieurs auteurs (cf. [9], [7]) ont déjà souligné l’importance de cette hy-
pothèse. Elle peut être satisfaite sans que l’espace soit de mesure doublante
(cf. [9, p. 8]) et permet de s’assurer de l’existence d’un théorème de Hardy–
Littlewood pour un certain type de fonction maximale. Suivant ces auteurs,
nous dirons qu’un espace métrique mesuré vérifie le lemme de recouvrement

de Vitali s’il est un espace de Vitali (cf. [9, p. 6]). Un exemple classique
d’espace de Vitali est fourni par le cas de l’espace (Rn, µ), où µ est une
mesure de Radon (i.e. une mesure borélienne régulière telle que µ(K) < ∞
pour tout ensemble compact K de R

n) non nécessairement doublante.
Dans toute la suite, on supposera toujours que l’espace considéré est un

espace de Vitali. On montre alors, par des arguments classiques et dans
la ligne des résultats établis par Gatto et Vagi (cf. [8]), Garćıa-Cuerva et
Martell (cf. [7]) ou encore Cowling, Meda et Pasquale (cf. [3]), que dans
le cas où l’espace d’étude est en outre à croissance polynomiale d’ordre n,
l’inégalité de Hardy–Littlewood–Sobolev reste vraie. En effet, on a le

Théorème 0.4. Soit (X, ̺, µ) un espace métrique mesuré de Vitali à

croissance polynomiale d’ordre n. Soient p, q, a ∈ R tels que 0 < a < n,
1/q = 1/p − a/n, 1 < p < q < ∞. Soit κa : X × X → R+ une fonction
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mesurable vérifiant

κa(x, y) ≤ c̺(x, y)a−n ∀x, y ∈ X.

Alors il existe une constante C > 0 telle que\
X

\
X

g(x)κa(x, y)f(y) dµ(x) dµ(y) ≤ C‖f‖p‖g‖q′

∀f ∈ Lp(X), ∀g ∈ Lq′(X).

En d’autres termes, l’opérateur T de noyau κa(x, y) est borné de Lp(X)
dans Lq(X).

Ce résultat (cf. section 1) nous permet à notre tour d’obtenir une exten-
sion à poids du théorème de Hardy–Littlewood–Sobolev qui prend la forme
suivante :

Théorème 0.5. Soit (X, ̺, µ) un espace métrique mesuré de Vitali

à croissance polynomiale d’ordre n. Soit z0 un point fixé de X. Soient

p, q, a, α, β ∈ R tels que

1

q
=

1

p
+

α + β − a

n
, 1 < p ≤ q < ∞,

α <
n

p′
, β <

n

q
, 0 ≤ α + β.

Soit κa : X × X → R+ une fonction mesurable vérifiant

κa(x, y) ≤ c̺(x, y)a−n ∀x, y ∈ X.

Soit κ : X × X → R+ le noyau à poids défini en posant

κ(x, y) = wβ(x)κa(x, y)wα(y),

où

wβ(x) = ̺(x, z0)
−β et wα(y) = ̺(y, z0)

−α ∀x, y ∈ X.

Alors il existe une constante C > 0 telle que\
X

\
X

g(x)κ(x, y)f(y) dµ(x) dµ(y) ≤ C‖f‖p‖g‖q′

∀f ∈ Lp(X), ∀g ∈ Lq′(X).

En d’autres termes, l’opérateur T de noyau κa(x, y) est borné de Lp(X, wp
−α)

dans Lq(X, wq
β).

Ce résultat s’inscrit dans la ligne des nombreux travaux qui s’attachent
depuis quelques années à déterminer les conditions suffisantes pour obtenir
des inégalités à poids pour l’opérateur fractionnaire et l’opérateur maximal
dans le cadre d’espaces de type homogène (cf. [19], [20]) ou bien d’espaces
métriques mesurés à croissance polynomiale du volume (cf. [5]–[7], [13], [15]).
Dans cet article, nous nous situerons toujours dans ce dernier cadre : tous les
résultats obtenus le seront donc sans hypothèse de doublement du volume.
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Ceci mérite d’être souligné : dans le cas où l’espace est de type homogène
(autrement dit, il vérifie la condition de doublement du volume), Sawyer
et Wheeden ont en effet obtenu un théorème général donnant les conditions
nécessaires et suffisantes pour que l’opérateur T soit borné de Lp(X, w) dans
Lq(X, v) (cf. [19], [20]). En appliquant ce résultat au cas particulier où les
poids sont de la forme w(x) = ̺(x, z0)

−αp et v(x) = ̺(x, z0)
βq pour tout

x ∈ X, on retrouve les conditions sur les indices p, q, a, α, β ∈ R obtenues
dans les théorèmes 0.3 et 0.5. Ces énoncés sont donc des conséquences,
dans le cas où l’espace est de type homogène, des théorèmes de Sawyer
et Wheeden. Il n’en reste pas moins que, même dans ce cas, la méthode
ici proposée présente l’avantage de fournir une démonstration directe du
résultat annoncé.

On peut se demander quelle forme prend le théorème 0.5 dans le cas
d’espaces métriques mesurés à croissance polynomiale d’ordre local et global
différents (i.e. pour lesquels l’ordre de croissance du volume des boules diffère
selon que le rayon r de ces boules est < 1 ou ≥ 1). L’exemple le plus simple
d’un tel espace est celui fourni par le groupe de Heisenberg H. Ce groupe
est défini en munissant R

3 du produit de Lie suivant :

(x, y, z)(x′, y′, z′) = (x + x′, y + y′, z + z′ + (xy′ − yx′)/2).

Si l’on note par X, Y , Z les champs invariants à gauche dont les valeurs à
l’origine sont ∂/∂x, ∂/∂y, ∂/∂z, alors on a

X(x, y, z) =
∂

∂x
−

1

2
y

∂

∂z
, Y (x, y, z) =

∂

∂x
+

1

2
y

∂

∂z
, Z(x, y, z) =

∂

∂z
.

Les champs de vecteurs X, Y , Z forment une base de l’algèbre de Lie de H
et on a

[X, Y ] = Z, [X, Z] = 0, [Y, Z] = 0.

Muni de la distance de contrôle associée au système de champs de vecteurs
{X, Y, Z} (distance qui est équivalente à une distance riemannienne sur H)
et de la mesure de Haar bi-invariante (qui n’est autre que la mesure de
Lebesgue, cf. [16], [25]), H est alors un groupe de dimension locale d = 3 et
de dimension globale D = 4 (cf. [25], [4], [14]).

Plus généralement, soit G un groupe de Lie nilpotent simplement con-
nexe et soit X = {Xi}

k
i=1 un système de Hörmander sur G. Soit Kα

X l’espace

engendré par les crochets successifs de {Xi}
k
i=1 de longueur inférieure ou

égale à α. Soit L l’algèbre de Lie de G et soit {Li}
r
i=1 la suite décroissante

de sous-algèbres de Lie de L définie en posant Li = [L, Li−1] et L1 = L. Si
G est de rang r (i.e. si Lr+1 = 0), alors la dimension globale (ou dimension

à l’infini) de G est

D =
r

∑

i=1

idim[Li/Li+1],
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tandis que sa dimension locale (ou dimension à l’origine, cf. [12]) est

d = d(G, X) =
∞
∑

i=1

idim[Ki
X/Ki−1

X ].

Muni de la distance de contrôle associée au système de champs de vecteurs
X et de la mesure de Haar bi-invariante, G est alors un espace métrique
mesuré à croissance polynomiale du volume de dimension locale d et de
dimension globale D (cf. [2], [17], [25, p. 55]). On remarque que pour un tel
groupe de Lie, on a toujours d ≤ D.

Un autre exemple d’espace où les dimensions locale et globale diffèrent
est le cylindre d’ordre (d; D), i.e. le produit cartésien de la sphère Sd−D avec
R

D pour d > D. Muni de la mesure de Lebesgue et de la distance euclidienne,
cet espace vérifie V (x, r) ≈ rd pour r < 1 et V (x, r) ≈ rD pour r ≥ 1. Son
ordre de croissance local est donc d et son ordre de croissance global D, avec
cette fois d > D. On note dans ce cas que l’exposant figurant dans (Vn) peut
n’être ni unique, ni optimal. En effet on a alors V (x, r) ≤ crn pour tout n ∈
[D, d], inégalité qui est moins précise que les estimations locales et globales.

On peut encore citer le cas du “jungle gym” qui est l’espace obtenu en
épaississant les arêtes de Z

D en tubes de R
d. Pour cet espace on a en effet

V (x, r) ≈ rd pour r < 1 et V (x, r) ≈ rD pour r ≥ 1, il est donc d’ordre de
croissance local d et d’ordre de croissance global D. On note cette fois que
dans le cas où D > d, l’inégalité V (x, r) ≤ crn pour tout r > 0 n’est vraie
pour aucun n.

Ces exemples montrent qu’il est naturel de chercher à obtenir une for-
mulation du théorème de Hardy–Littlewood–Sobolev à poids aussi générale
que possible en se plaçant dès le départ dans le cadre d’espaces métriques
mesurés à croissance polynomiale du volume à deux demi-dimensions.

Étant données une distance ̺ et une mesure borélienne µ, on dit que
l’espace métrique mesuré (X, ̺, µ) est à croissance polynomiale du volume

d’ordre local d et d’ordre global D si son volume satisfait aux conditions de
croissance suivantes :

(V loc
d ) V (x, r) ≤ Crd ∀x ∈ X, ∀r < 1

et

(V glob
D ) V (x, r) ≤ CrD ∀x ∈ X, ∀r ≥ 1.

On remarque que ces conditions vérifient une propriété de monotonie évi-
dente. En effet, on a

(V loc
d ) ⇒ (V loc

d′ ) si d′ ≤ d, (V glob
D ) ⇒ (V glob

D′ ) si D′ ≥ D.

Dans toute la suite, on se place dans le cadre d’un espace métrique
mesuré de Vitali (X, ̺, µ) à croissance polynomiale du volume d’ordre local
d et d’ordre global D. Sous ces hypothèses on a alors le résultat suivant :
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Théorème 0.6. Soit (X, ̺, µ) un espace métrique mesuré de Vitali à

croissance polynomiale du volume d’ordre local d et d’ordre global D. Soit

z0 un point fixé de X. Soient p, q, a, α0, α1, β0, β1 ∈ R tels que

1

p
+

α0 + β0 − a

d
≤

1

q
≤

1

p
+

α1 + β1 − a

D
, 1 < p ≤ q < ∞,

α0 <
d

p′
, α1 <

D

p′
, β0 <

d

q
,

β1 <
D

q
, 0 ≤ α0 + β0 ≤ a ≤ α1 + β1.

Soit κa : X × X → R+ une fonction mesurable satisfaisant aux conditions

de croissance (en 0 et en ∞) suivantes :

(i) κa(x, y) ≤ c̺(x, y)a−d pour tous x, y ∈ X tels que ̺(x, y) < 1,
(ii) κa(x, y) ≤ c̺(x, y)a−D pour tous x, y ∈ X tels que ̺(x, y) ≥ 1,

où 0 < a < d et 0 < a < D. Soit κ(x, y) = wβ(x)κa(x, y)wα(y), où

(iii) wβ(x) =

{

̺(x, z0)
−β0 si ̺(x, z0) < 1,

̺(x, z0)
−β1 si ̺(x, z0) ≥ 1,

(iv) wα(y) =

{

̺(y, z0)
−α0 si ̺(y, z0) < 1,

̺(y, z0)
−α1 si ̺(y, z0) ≥ 1.

Alors il existe une constante C > 0 telle que\
X

\
X

g(x)κ(x, y)f(y) dµ(x) dµ(y)

≤ C‖f‖p‖g‖q′ ∀f ∈ Lp(X), ∀g ∈ Lq′(X).

En d’autres termes, l’opérateur T de noyau κa(x, y) est borné de Lp(X, wp
−α)

dans Lq(X, wq
β).

1. RÉSULTATS PRÉLIMINAIRES

L’opérateur intégral fractionnaire. Pour démontrer le théorème 0.6,
nous aurons besoin du résultat suivant, que nous empruntons à Cowling,
Meda et Pasquale [3], et qui étend le théorème 0.4 et donc l’inégalité de
Hardy–Littlewood–Sobolev aux espaces métriques mesurés à deux demi-
dimensions.

Théorème 1.1. Soit (X, ̺, µ) un espace métrique mesuré à croissance

polynomiale du volume d’ordre local d et d’ordre global D. Soit ∆ =
{(x, y) ∈ X × X | ̺(x, y) < 1} l’ensemble des points “proches de la dia-

gonale” et soit ∆c = {(x, y) ∈ X × X | ̺(x, y) ≥ 1} son complémentaire
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dans X × X. Soient b0, b1, p, q, r, s ∈ R tels que

b0 > 0, b1 > 0, 1 < p < q < ∞, 1 < r < s < ∞,

1

p
−

1

q
≤ 1 −

b0

d
,

1

r
−

1

s
≥ 1 −

b1

D
.

Soit κ0 : X × X → R+ une fonction mesurable sur X × X telle que

κ0(x, y) ≤ c̺(x, y)−b0χ∆(x, y) ∀x, y ∈ X.

Alors, l’opérateur T0 de noyau κ0(x, y) est borné de Lp(X) dans Lq(X).
Soit κ1 : X × X → R+ une fonction mesurable sur X × X telle que

κ1(x, y) ≤ c̺(x, y)−b1χ∆c(x, y) ∀x, y ∈ X.

Alors, l’opérateur T1 de noyau κ1(x, y) est borné de Lr(X) dans Ls(X).
En particulier , si p = r, si q = s et si κ : X ×X → R+ est une fonction

mesurable sur X × X telle que

κ(x, y) ≤ c̺(x, y)−b0χ∆(x, y) + c̺(x, y)−b1χ∆c(x, y) ∀x, y ∈ X,

alors l’opérateur T de noyau κ(x, y) est borné de Lp(X) dans Lq(X).

Démonstration. La preuve repose de manière essentielle sur le résultat
suivant qui généralise l’inégalité de Young (cf. [4] ainsi que [10] pour un
exemple d’application). Soit N un espace mesuré muni d’une mesure ν et
soit g : N × N → R+ une fonction telle que

ν({y ∈ N | g(x, y) + g(y, x) > λ}) ≤ Cλ−t ∀λ > 0, ∀x ∈ N.

Alors l’opérateur G de noyau g est borné de Lp(N) dans Lq(N) dès que
1 < p < q < ∞ et 1/p− 1/q = 1− 1/t. Dans ce cas, la norme de l’opérateur
G dépend seulement de p, q et C.

Montrons que l’opérateur T0 est borné de Lp(X) dans Lq(X). Pour tout
x ∈ X on a

µ({y ∈ X | κ0(x, y) > λ}) ≤ µ({y ∈ X | ̺(x, y)−b0χ∆(x, y) > λ})

= µ(B(x, 1) ∩ B(x, λ−1/b0))

≤ µ(B(x, min(1, λ−1/b0))

≤ c(min(1, λ−1/b0))d (par (V loc
d ))

≤ cλ−d/b0 ∀λ > 0,

et de même, pour tout y ∈ X on a

µ({x ∈ X | κ0(x, y) > λ}) ≤ cλ−d/b0 ∀λ > 0.

Par suite, et en vertu du théorème de Young généralisé, l’opérateur T0 est
borné de Lp(X) dans Lq(X). Montrons de même que T1 est borné de Lr(X)
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dans Ls(X). Comme ci-dessus, il suffit de noter que pour tout x ∈ X on a

µ({y ∈ X | κ1(x, y) > λ}) ≤ µ({y ∈ X | ̺(x, y)−b1χ∆c(x, y) > λ})

= µ({y ∈ X | ̺(x, y) < λ−1/b1 et ̺(x, y) ≥ 1})

≤ cλ−D/b1 ∀λ > 0 (par (V glob
d )),

et de même, pour tout y ∈ X on a

µ({x ∈ X | κ1(x, y) > λ}) ≤ cλ−D/b1 ∀λ > 0.

Enfin, pour montrer que l’opérateur T de noyau κ(x, y) est borné de
Lp(X) dans Lq(X), il suffit, puisque

κ(x, y) ≤ c̺(x, y)−b0χ∆(x, y) + c̺(x, y)−b1χ∆c(x, y) ∀x, y ∈ X,

de montrer que les opérateurs T0 et T1, de noyau associé respectivement
κ0(x, y) = ̺(x, y)−b0χ∆(x, y) et κ1(x, y) = ̺(x, y)−b1χ∆c(x, y), sont bornés
de Lp(X) dans Lq(X). D’après ce qui précède, ceci est vrai dès que 1 −
b1/D ≤ 1/p − 1/q ≤ 1 − b0/d.

Remarque. La preuve ci-dessus est inspirée de celle exposée par Cow-
ling, Meda et Pasquale dans [3]. On aurait également pu établir ce résultat
en reprenant les arguments classiques utilisés dans [7] par Garćıa-Cuerva
et Martell. On remarquera que l’énoncé de ces derniers constitue un cas
particulier du nôtre dans le cas où d = n = D.

L’opérateur maximal de Hardy–Littlewood. Soient (X, ̺, µ) un
espace métrique mesuré et f une fonction localement µ-intégrable sur X.
On définit classiquement (cf. par exemple [1], [22], [11], [18]) la fonction
maximale de Hardy–Littlewood de f en posant

Mf(x) = sup
B∋x

1

µ(B)

\
B

f(y) dµ(y).

Dans le cas particulier où l’espace (X, ̺, µ) considéré est de type ho-
mogène, on sait (cf. [1], [22]) que cet opérateur est borné de Lp(X) dans
Lp(X) (pour p > 1) et de L1(X) dans L1,∞(X). Ceci est dû au double fait:
1) que X satisfait au lemme de recouvrement de Vitali ; 2) que µ vérifie la
condition de doublement du volume.

Dans le cas où l’espace (X, ̺, µ) est par contre un espace métrique mesuré
quelconque, ce dernier résultat de bornitude n’est généralement plus vrai
(cf. par exemple [13, p. 2014]). Une solution possible, en l’absence de la
condition de doublement du volume, est alors d’introduire l’opérateur M
défini en posant

Mf(x) = sup
B∋x

1

r(B)n

\
B

|f(y) dµ(y).
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Cet opérateur s’appelle l’opérateur de Hardy–Littlewood maximal radial. La
différence essentielle entre cet opérateur et l’opérateur de Hardy–Littlewood
classique est qu’il ne fait pas entrer dans sa définition une moyennisation sur
la mesure des boules mais sur r(B)n, nombre qui représente le rayon de la
boule porté à la puissance n et qui, de ce fait, est “doublant”. Garćıa-Cuerva
et Martell ont alors montré (cf. [7, p. 1245]) que si l’espace considéré est un
espace de Vitali à croissance polynomiale du volume d’ordre n, l’opérateur
M est de type (p, p) fort (pour p > 1) et de type (1, 1) faible.

Il est assez facile d’étendre ce dernier résultat au cas des espaces mé-
triques mesurés à deux demi-dimensions. Il suffit pour cela, étant donné un
espace métrique mesuré à croissance polynomiale du volume d’ordre local
d et d’ordre global D, de définir un nouvel opérateur de Hardy–Littlewood
maximal radial en posant

Mf(x) = sup
B∋x

r(B)=r

r−δ
\
B

|f(y)| dµ(y)

où δ = d si r < 1 et δ = D si r ≥ 1.
Cette définition posée, on a le résultat suivant :

Lemme 1.2. Soit (X, ̺, µ) un espace de Vitali à croissance polynomiale

du volume d’ordre local d et d’ordre global D. Alors l’opérateur maximal

radial de Hardy–Littlewood M est borné de Lp(X) dans Lp(X) (pour p > 1)
et de L1(X) dans L1,∞(X).

Démonstration. Remarquons d’abord que si Mc désigne l’opérateur
maximal centré défini en posant

Mcf(x) = sup
r>0

1

rδ

\
B(x,r)

|f(y)| dµ(y),

où δ = d si r < 1 et δ = D si r ≥ 1, alors on a clairement

Mcf(x) ≤ Mf(x) ≤ cδ
0M

cf(x),

où c0 est une constante ne dépendant que de la constante de structure as-
sociée à la quasimétrique ̺.

La première inégalité est triviale. La seconde repose sur le fait suivant :
Si B est une boule de rayon r contenant x, alors B ⊂ B(x, c0r) et l’on a

1

rδ

\
B

|f(y)| dµ(y) ≤
1

rδ

\
B(x,c0r)

|f(y)| dµ(y) = cδ
0

1

(c0r)δ

\
B(x,c0r)

|f(y)| dµ(y)

≤ cδ
0M

cf(x),

où δ = d si r < 1 et δ = D si r ≥ 1. En prenant dans cette dernière inégalité
le supremum sur toutes les boules B contenant x, on en déduit aussitôt
Mf(x) ≤ cδ

0M
cf(x).
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Soit maintenant f ∈ L1(X) et soit Eλ = {x ∈ X | Mf(x) > λ}. Si
x ∈ Eλ, alors par ce qui précède, il existe rx > 0 tel que

1

rδ
x

\
B(x,rx)

|f(y)| dµ(y) > c−δ
0 λ.

où δ=d si rx <1 et δ=D si rx≥1. En particulier, rx≤ (cδ
0λ

−1‖f‖L1(X))
1/δ.

Par suite, et par le fait que X vérifie le lemme de recouvrement de Vitali, il
existe une suite de boules disjointes B(xj , rj), où xj ∈ Eλ et rj = rxj

, telles
que

Eλ ⊂
⋃

x∈Eλ

B(x, rx) ⊂
⋃

j

B(xj , 3rj).

Par suite,

µ(Eλ) ≤
∑

j

µ(B(xj, 3rj))

≤ 3δ
∑

j

rδ
j (où δ = d si rj < 1 et δ = D si rj ≥ 1)

≤ 3δ
∑

j

(

1

c−δ
0 λ

\
B(xj ,rj)

|f(y)| dµ(y)

)

≤ C

(

∑

j

1

λ

\
B(xj ,rj)

|f(y)| dµ(y)

)

≤ C

(

1

λ

\
X

|f(y)| dµ(y)

)

où on a utilisé le fait que les boules B(xj , rj) soient disjointes.
Par ailleurs on a Mf(x) ≤ ‖f‖L∞(µ). Par le théorème d’interpolation de

Marcinkiewicz, ceci entrâıne M : Lp(X) → Lp(X).
Ce résultat constitue l’un des éléments clés de la démonstration du

théorème 0.6. Il nous servira plus particulièrement à obtenir l’inégalité cher-
chée dans le cas p = q.

Soit en effet a ∈ R tel que 0 < a < min(d, D) et soit κa : X × X → R+

une fonction mesurable sur X × X telle que

κa(x, y) ≤ c1̺(x, y)a−dχ∆(x, y) + c2̺(x, y)a−Dχ∆c(x, y) ∀x, y ∈ X.

On a le lemme suivant :

Lemme 1.3. Soit (X, ̺, µ) un espace métrique mesuré à croissance poly-

nomiale du volume d’ordre local d et d’ordre global D. Soit M l’opérateur

maximal radial de Hardy–Littlewood. Soit r > 0 et soit Pr l’opérateur défini

en posant

Prf(x) =
\

B(x,r)

κa(x, y)|f(y)| dµ(y).

Il existe une constante C > 0 (indépendante de r) telle que

Prf(x) ≤ CraMf(x) ∀x ∈ X, ∀r > 0, ∀f ∈ L1
loc(X).
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Démonstration. Soit Hk(x, r) = {y ∈ X | 2−kr ≤ ̺(x, y) < 2−k+1r}
la couronne dyadique de centre x et d’ordre 2−kr. Soit k0 = sup{k ∈ Z∗ |
2−k+1r ≥ 1} si r ≥ 1 et k0 = 0 si r < 1. Par hypothèse on a

Prf(x)

≤
∞

∑

k=1

\
Hk(x,r)

(c1̺(x, y)a−dχ∆(x, y) + c2̺(x, y)a−Dχ∆c(x, y))|f(y)| dµ(y).

Par suite,

Prf(x) ≤ c2

k0
∑

k=1

\
Hk(x,r)

̺(x, y)a−D|f(y)| dµ(y)

+ c1

∞
∑

k=k0+1

\
Hk(x,r)

̺(x, y)a−d|f(y)| dµ(y)

≤ c2

k0
∑

k=1

(2−kr)a−D
\

Hk(x,r)

|f(y)| dµ(y) (car a < D)

+ c1

∞
∑

k=k0+1

(2−kr)a−d
\

Hk(x,r)

|f(y)| dµ(y) (car a < d)

≤ c′2

k0
∑

k=1

(2−k+1r)a 1

(2−k+1r)D

\
B(x,2−k+1r)

|f(y)| dµ(y)

+ c′1

∞
∑

k=k0+1

(2−k+1r)a 1

(2−k+1r)d

\
B(x,2−k+1r)

|f(y)| dµ(y)

≤ c

∞
∑

k=1

(2−k+1r)aMf(x) ≤ CraMf(x) (car a > 0).

Notons enfin qu’en corollaire du résultat précédent, on a le

Lemme 1.4. Soit (X, ̺, µ) un espace métrique mesuré à croissance poly-

nomiale d’ordre local d et d’ordre global D. Soit x ∈ X. Il existe une con-

stante C > 0 telle que\
B(x,r)

κa(x, y) dµ(y) ≤ Cra ∀r > 0.

2. DÉMONSTRATION DU RÉSULTAT

Venons-en maintenant à la démonstration du théorème 0.6. Commençons
par introduire quelques notations. Soit {D1, D2, D3} la partition de l’espace
produit X × X définie en posant
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D1 = {(x, y) ∈ X2 | ̺(y, z0)/̺(x, z0) < 1/2},

D2 = {(x, y) ∈ X2 | ̺(y, z0)/̺(x, z0) ≥ 2},

D3 = {(x, y) ∈ X2 | 1/2 ≤ ̺(y, z0)/̺(x, z0) < 2}.

Pour j ∈ Z, soit Rj le sous-ensemble de X × X défini par

Rj =
{

(x, y) ∈ X2 | 2j ≤ ̺(y, z0)/̺(x, z0) < 2j+1}.

Avec cette notation, on aura donc

D1 =
−2
⋃

j=−∞

Rj , D2 =
∞
⋃

j=1

Rj , D3 =
0

⋃

j=−1

Rj .

Étant données f ∈ Lp(X) et g ∈ Lq′(X), on pose en outre

I =
\
X

\
X

f(y)κ(x, y)g(x) dµ(x) dµ(y),

et pour i = 1, 2, 3,

Ii =
\
X

\
X

f(y)κ(x, y)χDi
(x, y)g(x) dµ(x) dµ(y),

de sorte que I = I1 + I2 + I3.
Pour établir le résultat, il nous suffira donc de montrer que pour chacun

des indices i = 1, 2, 3, il existe une constante Ci > 0 telle que

Ii ≤ Ci‖f‖p‖g‖q′, ∀f ∈ Lp(X), ∀g ∈ Lq′(X).

Pour ce faire, on distingue deux cas selon que p = q ou p < q. Dans le
cas p = q, la démonstration fait appel aux lemmes 1.2 et 1.3 (pour l’étude
sur D3) ainsi qu’au lemme 1.4 (pour l’étude sur D1 et D2). Dans le cas p < q
la démonstration fait appel, d’une part au théorème 1.1 (dans le cas où le
domaine d’étude est D3), d’autre part au lemme 1.4 ainsi qu’aux résultats
obtenus dans la démonstration du cas p = q (dans le cas où le domaine
d’étude est D1 ou D2).

2.1. Cas p = q

2.1.1. Étude sur D3. Soit k ∈ Z et soit Qk = {x ∈ X | 2k−1 ≤ ̺(x, z0)
< 2k} la couronne dyadique de centre z0 et d’ordre k. On note fk = fχQk

et gk = gχQk
. On a

x ∈ Qk et (x, y) ∈ D3 ⇒ 2k−1 ≤ ̺(x, z0) < 2k et 1/2 ≤ ̺(y, z0)/̺(x, z0) < 2

⇒ 2k−2 ≤ ̺(y, z0) < 2k+1

⇒ y ∈ Qk−1 ∪ Qk ∪ Qk+1.
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Par suite,

I3 =
\\
D3

g(x)κ(x, y)f(y) dµ(x) dµ(y)

=
∑

k∈Z

\\
D3

gk(x)κ(x, y)(fk−1 + fk + fk+1)(y) dµ(x) dµ(y)

=
∑

k∈Z

\\
D3

gk(x)κ(x, y)fk−1(y) dµ(x) dµ(y)

+
∑

k∈Z

\\
D3

gk(x)κ(x, y)fk(y) dµ(x) dµ(y)

+
∑

k∈Z

\\
D3

gk(x)κ(x, y)fk+1(y) dµ(x) dµ(y).

Considérons l’une quelconque de ces trois intégrales doubles, la seconde par
exemple ; notons-le Ak. Par hypothèse on a, pour tous x, y ∈ X,

κ(x, y) = ̺(x, z0)
−βκa(x, y)̺(y, z0)

−α

où par convention α et β sont définis en posant

̺(x, z0)
α =

{

̺(x, z0)
α0 si ̺(x, z0) < 1,

̺(x, z0)
α1 si ̺(x, z0) ≥ 1.

(2.1)

̺(x, z0)
β =

{

̺(x, z0)
β0 si ̺(x, z0) < 1,

̺(x, z0)
β1 si ̺(x, z0) ≥ 1.

(2.2)

Or,

x ∈ Qk et (x, y) ∈ D3 ⇒ 2k−1 ≤ ̺(x, z0) < 2k et 1/2 ≤ ̺(y, z0)/̺(x, z0) < 2

⇒ il existe c, c′ > 0 tel que

c′2k(α+β) ≤ ̺(x, z0)
β̺(y, z0)

α ≤ c2k(α+β).

De plus,

x ∈ Qk et y ∈ Qk ⇒ ̺(x, y) ≤ ̺(x, z0) + ̺(y, z0) ≤ 2k + 2k = 2k+1.

Par suite, on a

Ak ≤ c2−k(α+β)
\
X

gk(x)
( \

{y | ̺(x,y)<2k+1}

κa(x, y)fk(y) dµ(y)
)

dµ(x)

≤ c2k(a−α−β)
\
gk(x)Mfk(x) dµ(x)

(par le lemme 1.3 appliqué avec r = 2k+1 et 0 < a < min(d, D))

≤ c2k(a−α−β)‖Mfk‖p‖gk‖p′ (par Hölder)

≤ c2k(a−α−β)‖fk‖p‖gk‖p′ (par le lemme 1.2).
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En sommant ces inégalités sur k ∈ Z, on trouve
∑

k∈Z

Ak ≤ c
(

∑

k∈Z−

2k(a−α0−β0)‖fk‖p‖gk‖p′ +
∑

k∈Z+

2k(a−α1−β1)‖fk‖p‖gk‖p′

)

≤ c
∑

k∈Z

‖fk‖p‖gk‖p′ (car a − α0 − β0 ≥ 0 et a − α1 − β1 ≤ 0)

≤ c
(

∑

k∈Z

‖fk‖
p
p

)1/p( ∑

k∈Z

‖gk‖
p′

p′

)1/p′

= c‖f‖p‖g‖p′ .

En appliquant le même raisonnement aux intégrales\\
D3

gk(x)κ(x, y)fk−1(y) dµ(x) dµ(y)

et \\
D3

gk(x)κ(x, y)fk+1(y)d µ(x) dµ(y),

puis en sommant, on obtient l’inégalité cherchée

I3 ≤ C3‖f‖p‖g‖p′ ∀f ∈ Lp(X), ∀g ∈ Lp′(X).

2.1.2. Étude sur D2. Notons comme précédemment ∆ = {(x, y) ∈ X2 |
̺(x, y) < 1} et ∆c = {(x, y) ∈ X2 | ̺(x, y) ≥ 1}. Avec cette notation on a

I2 =
( \\

∆∩D2

+
\\

∆c∩D2

)

g(x)κ(x, y)f(y) dµ(x) dµ(y)

= I2,0 + I2,∞.

Commençons par montrer que

I2,0 ≤ c‖f‖p‖g‖p′ .

Comme
|̺(x, z0) − ̺(y, z0)| ≤ ̺(x, y) ∀x, y ∈ X,

on a

(x, y) ∈ D2 ∩ ∆ ⇔ ̺(y, z0)/̺(x, z0) ≥ 2 et ̺(x, y) < 1(∗)

⇒ ̺(y, z0)/̺(x, z0) ≥ 2 et

1 > ̺(x, y) ≥ ̺(y, z0) − ̺(x, z0) ≥ 2−1̺(y, z0)

⇒ ̺(y, z0) < 2 et ̺(x, z0) < 1.

Comme en outre

̺(x, y) < 1 ⇒ κ(x, y) ≤ c̺(x, z0)
−β̺(x, y)a−d̺(y, z0)

−α

et

̺(x, y) ≥ 2−1̺(y, z0)

⇒ ̺(x, y)a−d̺(y, z0)
−α ≤ 2d−a̺(y, z0)

a−d−α (car d − a > 0),
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on a finalement l’inégalité

I2,0 ≤ c
\\

∆∩D2

g(x)f(y)̺(x, z0)
−β̺(y, z0)

a−d−α dµ(x) dµ(y)

= c

∞
∑

j=1

\\
∆∩Rj

g(x)f(y)̺(x, z0)
−β̺(y, z0)

a−d−α dµ(x) dµ(y),

puisque D2 =
⋃∞

j=1 Rj . Comme par ailleurs (cf. (∗)) ̺(x, z0) < 1, i.e. x ∈
⋃0

k=−∞ Qk, on a

I2,0 ≤ c

∞
∑

j=1

0
∑

k=−∞

\\
∆∩Rj

gk(x)f(y)̺(x, z0)
−β̺(y, z0)

a−d−α dµ(x) dµ(y).

Or,

x ∈ Qk et (x, y) ∈ Rj ∩ ∆ ⇒ 2k−1 ≤ ̺(x, z0) < 2k,

2j ≤ ̺(y, z0)/̺(x, z0) < 2j+1 et ̺(y, z0) < 2

(par (∗))

⇒ 2k+j−1 ≤ ̺(y, z0) < 2k+j+1 et ̺(y, z0) < 2

⇒ y ∈ Qk+j ∪ Qk+j+1 avec k + j ≤ 1.

Par suite,

I2,0 ≤ c

∞
∑

j=1

−j+1
∑

k=−∞

\\
∆∩Rj

gk(x)(fk+j(y) + fk+j+1(y))

× ̺(x, z0)
−β̺(y, z0)

a−d−α dµ(x)µ(y),

ce qui s’écrit encore

I2,0 ≤ c
∞

∑

j=1

−j+1
∑

k=−∞

\
X

gk(x)̺(x, z0)
−β dµ(x)

\
X

fk+j(y)̺(y, z0)
a−d−α dµ(y)

+ c
∞

∑

j=1

−j+1
∑

k=−∞

\
X

gk(x)̺(x, z0)
−β dµ(x)

\
X

fk+j+1(y)̺(y, z0)
a−d−α dµ(y)

= J1 + J2.

En appliquant l’inégalité de Hölder à chacune des intégrales dans J1, on
trouve

J1 ≤ c
∞
∑

j=1

−j+1
∑

k=−∞

(( \
Qk

̺(x, z0)
−pβ dµ(x)

)1/p
‖gk‖p′

)

×
(( \

Qk+j

̺(y, z0)
p′(a−d−α) dµ(y)

)1/p′

‖fk+j‖p

)
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≤ c
∞
∑

j=1

−j+1
∑

k=−∞

2k(d/p−β0)2(k+j)(a−α0−d+d/p′)‖fk+j‖p‖gk‖p′

= c
∞
∑

j=1

−j+1
∑

k=−∞

2k(d/p−β0)2(k+j)(a−α0−d/p)‖fk+j‖p‖gk‖p′ .

Or, a − α0 − β0 ≥ 0 et k + j ≤ 1. Par suite,

J1 ≤ c

∞
∑

j=1

2j(β0−d/p)
−j+1
∑

k=−∞

‖fk+j‖p‖gk‖p′

≤ c
∞

∑

j=1

2j(β0−d/p)‖f‖p‖g‖p′ (par Hölder).

Comme par ailleurs β0 < d/p, ceci entrâıne

(2.3) J1 ≤ c‖f‖p‖g‖p′ .

En appliquant le même raisonnement à J2, on trouve

(2.4) J2 ≤ c‖f‖p‖g‖p′ .

En sommant les inégalités (2.3) et (2.4), on trouve finalement

(2.5) I2,0 ≤ c‖f‖p‖g‖p′ ∀f ∈ Lp(X), ∀g ∈ Lp′(X).

Montrons de même que

(2.6) I2,∞ ≤ c‖f‖p‖g‖p′ ∀f ∈ Lp(X), ∀g ∈ Lp′(X).

Clairement, on a

(x, y) ∈ D2 ∩ ∆c ⇔ ̺(y, z0)/̺(x, z0) ≥ 2 et ̺(x, y) ≥ 1(∗∗)

⇒ 1 ≤ ̺(x, y) ≤ ̺(x, z0) + ̺(y, z0) ≤
3
2̺(y, z0)

⇒ ̺(y, z0) ≥
2
3 ≥ 2−1.

Par ailleurs,

(x, y) ∈ D2 ⇒ ̺(y, z0) ≤ ̺(y, x) + ̺(x, z0) ≤ ̺(y, x) + 1
2̺(y, z0)

⇒ ̺(y, z0) ≤ 2̺(y, x)

⇒ ̺(x, y)a−D ≤ 2D−a̺(y, z0)
a−D (car a − D < 0)

⇒ ̺(x, z0)
−β̺(x, y)a−D̺(z0, y)−α

≤ 2D−a̺(x, z0)
−β̺(y, z0)

a−D−α.

Par suite, on a

I2,∞ ≤ c
\\

∆c∩D2

g(x)f(y)̺(x, z0)
−β̺(y, z0)

a−D−α dµ(x) dµ(y)

= c
∞

∑

j=1

\ \
∆c∩Rj

g(x)f(y)̺(x, z0)
−β̺(y, z0)

a−D−α dµ(x) dµ(y),
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puisque D2 =
⋃∞

j=1 Rj . Comme

x ∈ Qk et (x, y) ∈ Rj ∩ ∆c ⇒ 2k−1 ≤ ̺(x, z0) < 2k,

2j ≤ ̺(y, z0)/̺(x, z0) < 2j+1 et

̺(y, z0) ≥ 2−1 (par (∗∗))

⇒ 2k+j−1 ≤ ̺(y, z0) < 2k+j+1 et ̺(y, z0) ≥ 2−1

⇒ y ∈ Qk+j ∪ Qk+j+1 avec k + j ≥ −1,

on a

I2,∞ ≤ c
∞

∑

j=1

∞
∑

k=−j−1

\\
∆c∩Rj

gk(x)(fk+j(y) + fk+j+1(y))

× ̺(x, z0)
−β̺(y, z0)

a−D−α dµ(x) dµ(y)

≤ c
∞

∑

j=1

∞
∑

k=−j−1

\
X

gk(x)̺(x, z0)
−β dµ(x)

\
X

fk+j(y)̺(y, z0)
a−D−α dµ(y)

+ c

∞
∑

j=1

∞
∑

k=−j−1

\
X

gk(x)̺(x, z0)
−β dµ(x)

\
X

fk+j+1(y)̺(y, z0)
a−D−α dµ(y)

= J3 + J4.

En appliquant l’inégalité de Hölder à chacune des intégrales dans J3, on
trouve

J3 ≤ c

∞
∑

j=1

∞
∑

k=−j−1

( \
Qk

̺(x, z0)
−pβ dµ(x)

)1/p
‖gk‖p′

×
( \

Qk+j

̺(y, z0)
p′(a−D−α) dµ(y)

)1/p′

‖fk+j‖p,

où α et β sont définis respectivement par (2.1) et (2.2). Par suite,

J3 ≤ c
∞
∑

j=1

−j
∑

k=−j−1

2k(d/p−β0)2(k+j)(a−α0−D+D/p′)‖fk+j‖p‖gk‖p′

+ c

∞
∑

j=1

−1
∑

k=−j+1

2k(d/p−β0)2(k+j)(a−α1−D+D/p′)‖fk+j‖p‖gk‖p′

+ c
∞

∑

j=1

∞
∑

k=0

2k(D/p−β1)2(k+j)(a−α1−D+D/p′)‖fk+j‖p‖gk‖p′ .

On remarque ici que pour chaque j fixé, l’indice k parcourt {−j − 1,−j,
−j +1,−j +2, . . . ,−1}, puis l’ensemble des valeurs de l’ensemble Z. Posons
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donc

B = a − α1 −
D

p
, b = a − α0 −

D

p
, E =

D

p
− β1, e =

d

p
− β0.

On a par hypothèse

B + E = a − α1 − β1 ≤ 0 et B = a − α1 −
D

p
≤ β1 −

D

p
< 0.

Avec ces notations, l’inégalité précédente s’écrit alors

J3 ≤ c
∞

∑

j=1

−j
∑

k=−j−1

2ke2(k+j)b‖fk+j‖p‖gk‖p′

+ c
∞

∑

j=1

−1
∑

k=−j+1

2ke2(k+j)B‖fk+j‖p‖gk‖p′

+
∞
∑

j=1

∞
∑

k=0

2kE2(k+j)B‖fk+j‖p‖gk‖p′ .

Or,
∞

∑

j=1

∞
∑

k=0

2kE2(k+j)B‖fk+j‖p‖gk‖p′ =
∞

∑

j=1

2jB
∞

∑

k=0

2k(E+B)‖fk+j‖p‖gk‖p′

≤
∞

∑

j=1

2jB
∞

∑

k=0

‖fk+j‖p‖gk‖p′ (car E + B ≤ 0)

≤
∞

∑

j=1

2jB‖f‖p‖g‖p′ (par Hölder)

≤ c1‖f‖p‖g‖p′ (car B < 0).

De plus,

∞
∑

j=1

−1
∑

k=−j+1

2ke2(k+j)B‖fk+j‖p‖gk‖p′ ≤
(

∞
∑

l=1

2lB‖fl‖p

)(

∞
∑

m=1

2−me‖g−m‖p′

)

≤
(

∞
∑

l=1

(2lB)p′
)1/p′(

∞
∑

l=1

‖fl‖
p
p

)1/p(
∞
∑

m=1

(2−me)p
)1/p(

∞
∑

m=1

‖g−m‖p′

p′

)1/p′

≤ c2‖f‖p‖g‖p′ (par Hölder et car B < 0 et e > 0).

Enfin,

∞
∑

j=1

−j
∑

k=−j−1

2ke2(k+j)b‖fk+j‖p‖gk‖p′ ≤ c
∞
∑

j=1

−j
∑

k=−j−1

2ke‖fk+j‖p‖gk‖p′
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≤ c
∞

∑

j=1

2−je
−j
∑

k=−j−1

‖fk+j‖p‖gk‖p′ (car e > 0)

≤ c
∞

∑

j=1

2−je‖f‖p‖g‖p′ (par Hölder)

≤ c3‖f‖p‖g‖p′ (car e > 0).

Par suite, il existe une constante c > 0 telle que

(2.7) J3 ≤ c‖f‖p‖g‖p′ .

De même, il existe une constante c > 0 telle que

(2.8) J4 ≤ c‖f‖p‖g‖p′ .

En sommant les inégalités (2.7) et (2.8), on trouve que

I2,∞ ≤ c‖f‖p‖g‖p′ ∀f ∈ Lp(X), ∀g ∈ Lp′(X),

et par suite que

I2 ≤ I2,0 + I2,∞ ≤ c‖f‖p‖g‖p′ ∀f ∈ Lp(X), ∀g ∈ Lp′(X).

2.1.3. Étude sur D1. Elle se fait de manière exactement analogue à celle
sur D2.

2.2. Cas p < q

2.2.1. Étude sur D3. Clairement,

(x, y) ∈ D3 ⇒ ̺(x, y) ≤ ̺(y, z0) + ̺(x, z0) ≤ 3̺(x, z0)

⇒ ̺(x, y)α+β ≤ 3α+β̺(x, z0)
α+β (car 0 ≤ α + β),

⇒ ̺(x, y)α+β ≤ 3α+β2|β|̺(x, z0)
α̺(y, z0)

β

(car 1/2 ≤ ̺(y, z0)/̺(x, z0) < 2).

où α et β sont définis respectivement par (2.1) et (2.2).
Trois cas sont alors possibles. Si ̺(x, z0) < 1, alors ̺(y, z0) < 2 et

̺(x, y) < 3. Par suite,

κ(x, y) ≤ c̺(x, z0)
−β0κa(x, y)̺(y, z0)

−α0 ≤ c̺(x, y)a−d−α0−β0 .

Si ̺(x, z0) ≥ 1 et ̺(x, y) < 3, alors ̺(y, z0) ≥ 2−1 et ̺(x, y) < 3. Par suite,

κ(x, y) ≤ c̺(x, z0)
−β1κa(x, y)̺(y, z0)

−α1 ≤ c̺(x, y)a−d−α1−β1 .

Si ̺(x, z0) ≥ 1 et ̺(x, y) ≥ 3, alors ̺(y, z0) ≥ 2−1 et ̺(x, y) ≥ 3. Par suite,

κ(x, y) ≤ c̺(x, z0)
−β1κa(x, y)̺(y, z0)

−α1 ≤ c̺(x, y)a−D−α1−β1 .

Comme par ailleurs α0 + β0 ≤ a ≤ α1 + β1, on obtient, pour le deuxième
cas (où ̺(x, y) < 3), la majoration

κ(x, y) ≤ c̺(x, y)a−d−α1−β1 ≤ c̺(x, y)a−d−α0−β0 .
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Par suite, on a

κ(x, y)χD3
(x, y) ≤ c̺(x, y)a−d−α0−β0χD3∩∆′(x, y)

+ c′̺(x, y)a−D−α1−β1χD3∩∆′c(x, y)

où ∆′ = {(x, y) ∈ X2 | ̺(x, y) < 3} et ∆′c = {(x, y) ∈ X2 | ̺(x, y) ≥ 3}. Or
par hypothèse, on a

d − a > 0, D − a > 0, 0 ≤ α0 + β0 ≤ a ≤ α1 + β1, 1 < p < q < ∞,

1

p
+

α0 + β0 − a

d
≤

1

q
≤

1

p
+

α1 + β1 − a

D
,

ce qui entrâıne

d − a + α0 + β0 > 0, D − a + α1 + β1 > 0, 1 < p < q < ∞,

1

p
+

α0 + β0 + d − a

d
− 1 ≤

1

q
≤

1

p
+

α1 + β1 + D − a

D
− 1.

Par suite on peut appliquer le théorème 1.1 au noyau

c̺(x, y)a−d−α0−β0χ∆′(x, y) + c′̺(x, y)a−D−α1−β1χ∆′c(x, y),

ce qui donne

I3 ≤ C3‖f‖p‖g‖q′.

2.2.2. Étude sur D2. Soit comme précédemment

I2,0 =
\\

∆∩D2

g(x)κ(x, y)f(y) dµ(x) dµ(y),

I2,∞ =
\\

∆c∩D2

g(x)κ(x, y)f(y) dµ(x) dµ(y).

Commençons par montrer que

I2,0 ≤ c‖f‖p‖g‖q′ ∀f ∈ Lp(X), ∀g ∈ Lq′(X).

Pour ce faire, montrons d’abord le lemme suivant :

Lemme 2.1. Soit

(D2 ∩ ∆)(y) = {x ∈ X | (x, y) ∈ D2 ∩ ∆}

= {x ∈ X | ̺(y, z0)/̺(x, z0) ≥ 2 et ̺(x, y) < 1}

et soit Sβ0
l’opérateur défini en posant

Sβ0
g(y) = χB(z0,2)(y)̺(y, z0)

β0−d
\

(D2∩∆)(y)

̺(x, z0)
−β0g(x)χB(z0,2)(x) dµ(x).

Si β0 < d/q, alors il existe une constante c > 0 telle que

‖Sβ0
g‖q′ ≤ c‖g‖q′ ∀g ∈ Lq′(X).
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Démonstration. Clairement, Sβ0
g(y) =

T
X k(x, y)g(x) dµ(x), où

k(x, y) = ̺(y, z0)
β0−dχB(z0,2)(y)̺(x, z0)

−β0χB(z0,2)(x)χD2∩∆(y)(x).

Or, pour p = q et a − α0 = β0 ceci n’est autre que le noyau

κ(x, y) = ̺(y, z0)
a−d−α0χB(z0,2)(y)̺(x, z0)

−β0χB(z0,2)(x)χD2∩∆(x, y)

dont on a montré dans le cas p = q (cf. section 2.1.2, (2.5)) qu’il vérifie,
pour β0 < d/q,\
X

\
X

f(y)κ(x, y)g(x) dµ(y) dµ(x) ≤ c‖f‖q‖g‖q′ ∀f ∈ Lq(X), ∀g ∈ Lq′(X).

Par suite,\
X

\
X

f(y)k(x, y)g(x) dµ(y) dµ(x) ≤ c‖f‖q‖g‖q′ ∀f ∈ Lq(X), ∀g ∈ Lq′(X).

Ceci montre que ‖Sβ0
g‖q′ ≤ c‖g‖q′ pour tout g ∈ Lq′(X), et achève la preuve

du lemme.

Ceci établi, on remarque que

(x, y) ∈ D2 ∩ ∆ ⇔ ̺(y, z0)/̺(x, z0) ≥ 2 et ̺(x, y) < 1

⇒ ̺(y, z0)/̺(x, z0) ≥ 2 et

1 > ̺(x, y) ≥ ̺(y, z0) − ̺(x, z0) ≥ 2−1̺(y, z0)

⇒ ̺(y, z0) < 2 et ̺(x, z0) < 1.

Par suite,

I2,0 ≤ c
\
X

f(y)̺(y, z0)
a−d−α0χB(z0,2)(y)

×
( \

D2(y)

g(x)̺(x, z0)
−β0χB(z0,1)(x) dµ(x)

)

dµ(y)

≤ c
\
X

f(y)̺(y, z0)
a−d−α0−β0+dχB(z0,2)(y)̺(y, z0)

β0−d

×
( \

D2(y)

g(x)̺(x, z0)
−β0χB(z0,2)(x) dµ(x)

)

dµ(y)

≤ c
\
X

f(y)̺(y, z0)
a−α0−β0Sβ0

g(y) dµ(y).

En appliquant Hölder à cette dernière intégrale, on trouve

I2,0 ≤ c‖f‖p‖Sβ0
g(·)̺(·, z0)

a−α0−β0‖p′

≤ c‖f‖p

( \
X

(Sβ0
g(y))q′(Sβ0

g(y))p′−q′̺(y, z0)
(a−α0−β0)p′ dµ(y)

)1/p′

.
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Or, pour tout y ∈ B(z0, 2) et toute fonction g ∈ Lq′(X),

|Sβ0
g(y)| ≤ χB(z0,2)(y)̺(y, z0)

β0−d
\

D2(y)

̺(x, z0)
−β0 |g(x)| dµ(x)

≤ χB(z0,2)(y)̺(y, z0)
β0−d

( \
D2(y)

̺(x, z0)
−β0q dµ(x)

)1/q
‖g‖q′

≤ χB(z0,2)(y)̺(y, z0)
β0−d

( \
{x | ̺(x,z0)≤̺(y,z0)}

̺(x, z0)
(d−β0q)−d dµ(x)

)1/q
‖g‖q′

≤ cχB(z0,2)(y)̺(y, z0)
β0−d̺(y, z0)

d/q−β0‖g‖q′

(par le lemme 1.4 et car β0 < d/q)

≤ cχB(z0,2)(y)̺(y, z0)
−d/q′‖g‖q′ .

Comme en outre 1 < p < q < ∞ ⇒ p′ − q′ > 0, ceci entrâıne

(Sβ0
g(y))p′−q′̺(y, z0)

(a−α0−β0)p′

≤ c̺(y, z0)
(a−α0−β0)p′− d

q′
(p′−q′)

χB(z0,2)(y)‖g‖p′−q′

q′ .

Or,

1

p
+

α0 + β0 − a

d
≤

1

q
⇒ −

d

q′
(p′ − q′) = dp′

(

1

p′
−

1

q′

)

= dp′
(

1

q
−

1

p

)

≥ dp′
(

α0 + β0 − a

d

)

= p′(α0 + β0 − a).

Par suite, il existe une constante c > 0 telle que ̺(y, z0)
(a−α0−β0)p′−

d

q′
(p′−q′)

≤ c pour tout y ∈ B(z0, 2), et on a\
X

(Sβ0
g(y))p′̺(y, z0)

(a−α0−β0)p′ dµ(y) ≤ c‖g‖p′−q′

q′

\
X

(Sβ0
g(y))q′ dµ(y).

Comme en outre β0 < d/q, les conditions du lemme 2.1 sont remplies et on a

‖Sβ0
g‖q′ ≤ c‖g‖q′.

Par suite,\
X

(Sβ0
g(y))p′̺(y, z0)

(a−α0−β0)p′ dµ(y) ≤ c‖g‖p′−q′

q′ ‖g‖q′

q′ = c‖g‖p′

q′ ,

ce qui montre que

I2,0 ≤ c‖f‖p‖g‖q′ ∀f ∈ Lp(X), ∀g ∈ Lq′(X).
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Passons maintenant à l’estimation de I2,∞. Soient

I2,∞,− =
\\

∆c∩D2

g(x)χB(z0,1)(x)f(y)̺(x, z0)
−β0̺(y, z0)

a−D−α1 dµ(x) dµ(y),

I2,∞,+ =
\\

∆c∩D2

g(x)χBc(z0,1)(x)f(y)̺(x, z0)
−β1̺(y, z0)

a−D−α1 dµ(x) dµ(y).

Comme précédemment, on a

I2,∞,− ≤ c

∞
∑

j=1

∞
∑

k=−j−1

\
X

gk(x)̺(x, z0)
−β0 dµ(x)

\
X

fk+j(y)̺(y, z0)
a−D−α1 dµ(y)

+ c
∞

∑

j=1

∞
∑

k=−j−1

\
X

gk(x)̺(x, z0)
−β0 dµ(x)

\
X

fk+j+1(y)̺(y, z0)
a−D−α1 dµ(y)

= J3 + J4.

En appliquant l’inégalité de Hölder à chacune des intégrales dans J3, on
trouve

J3 ≤ c
∞

∑

j=1

−1
∑

k=−j

2k(d/q−β0)2(k+j)(a−α1−D+D/p′)‖fk+j‖p‖gk‖q′ .

Posons

B = a − α1 −
D

p
et e =

d

q
− β0.

On a par hypothèse

e =
d

q
− β0 > 0 et B = a − α1 −

D

p
< β1 −

D

p
(car a − α1 − β1 ≥ 0).

Avec cette notation, l’inégalité précédente s’écrit alors

J3 ≤ c
∞

∑

j=1

−1
∑

k=−j

2ke2(k+j)B‖fk+j‖p‖gk‖q′ .

Or,

∞
∑

j=1

−1
∑

k=−j

2ke2(k+j)B‖fk+j‖p‖gk‖q′ ≤
(

∞
∑

l=1

2lB‖fl‖p

)(

∞
∑

m=1

2−me‖g−m‖q′

)

≤ c1‖f‖p‖g‖q′

puisque

∞
∑

l=1

2lB‖fl‖p ≤
(

∞
∑

l=1

(2lB)p′
)1/p′(

∞
∑

l=1

‖fl‖
p
p

)1/p
≤ c2‖f‖p
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(car B < 0) et

∞
∑

m=1

2−me‖g−m‖q′ ≤
(

∞
∑

m=1

(2−me)q
)1/q(

∞
∑

m=1

‖g−m‖q′

q′

)1/q′

≤ c3‖g‖q′

(car e > 0). Par suite, il existe une constante c > 0 telle que J3 ≤ c‖f‖p‖g‖q′ .
De même, J4 ≤ c‖f‖p‖g‖q′ . Par suite, on a

I2,∞,− ≤ c‖f‖p‖g‖q′ ∀f ∈ Lp(X), ∀g ∈ Lq′(X).

Montrons maintenant l’estimation de I2,∞,+.

Lemme 2.2. Soit

(D2 ∩ ∆c)(y) = {x ∈ X | (x, y) ∈ D2 ∩ ∆c}

= {x ∈ X | ̺(y, z0)/̺(x, z0) ≥ 2 et ̺(x, y) ≥ 1}

et soit Sβ1
l’opérateur défini en posant

Sβ1
g(y) = χBc(z0,2−1)(y)̺(y, z0)

β1−D
\

(D2∩∆c)(y)

g(x)̺(x, z0)
−β1χBc(z0,1)(x) dµ(x).

Si β1 < D/q, alors il existe une constante c > 0 telle que

‖Sβ1
g‖q′ ≤ c‖g‖q′ ∀g ∈ Lq′(X).

Démonstration. Clairement, Sβ1
g(y) =

T
X k(x, y)g(x) dµ(x) où

k(x, y) = ̺(y, z0)
β1−DχBc(z0,2−1)(y)̺(x, z0)

−β1χBc(z0,1)(x)χ(D2∩∆c)(y)(x).

Or, pour p = q et a − α1 = β1, ceci n’est autre que le noyau

κ(x, y) = ̺(y, z0)
a−D−α1χBc(z0,2−1)(y)̺(x, z0)

−β1χBc(z0,1)(x)χD2∩∆c(x, y),

dont on a montré dans le cas p = q (cf. section 2.1.2, (2.6)) qu’il vérifie,
pour β1 < D/q,\
X

\
X

f(y)κ(x, y)g(x) dµ(y) dµ(x) ≤ c‖f‖q‖g‖q′ ∀f ∈ Lq(X), ∀g ∈ Lq′(X).

Par suite, on a\
X

\
X

f(y)k(x, y)g(x) dµ(y) dµ(x) ≤ c‖f‖q‖g‖q′ ∀f ∈ Lq(X), ∀g ∈ Lq′(X).

Ceci montre que

‖Sβ1
g‖q′ ≤ c‖g‖q′ ∀g ∈ Lq′(X)

et achève la preuve du lemme.
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Ceci établi, on remarque que

(x, y) ∈ D2 ∩ ∆c ⇒ ̺(y, z0)/̺(x, z0) ≥ 2 et ̺(x, y) ≥ 1

⇒ ̺(y, z0)/̺(x, z0) ≥ 2 et

1 ≤ ̺(x, y) ≤ ̺(x, z0) + ̺(y, z0) ≤
3
2̺(y, z0) ≤ 2̺(y, z0)

⇒ y ∈ Bc(z0, 2
−1).

Par suite,

I2,∞,+ ≤ c
\
X

f(y)̺(y, z0)
a−D−α1χBc(z0,2−1)(y)

×
( \

D2(y)

g(x)̺(x, z0)
−β1 dµ(x)

)

dµ(y)

≤ c
\
X

f(y)̺(y, z0)
a−D−α1−β1+DχBc(z0,2−1)(y)̺(y, z0)

β1−D

×
( \

D2(y)

g(x)̺(x, z0)
−β1 dµ(x)

)

dµ(y)

≤ c
\
X

f(y)̺(y, z0)
a−α1−β1Sβ1

g(y) dµ(y).

En appliquant Hölder à cette dernière intégrale, on trouve

I2,∞,+ ≤ c‖f‖p‖Sβ1
g(·)̺(·, z0)

a−α1−β1‖p′

= c‖f‖p

( \
X

(Sβ1
g(y))q′(Sβ1

g(y))p′−q′̺(y, z0)
(a−α1−β1)p′ dµ(y)

)1/p′

.

Or, pour tout y ∈ Bc(z0, 2
−1) et toute fonction g ∈ Lq′(X),

|Sβ1
g(y)| ≤ ̺(y, z0)

β1−DχBc(z0,2−1)(y)
\

D2(y)

̺(x, z0)
−β1 |g(x)| dµ(x)

≤ ̺(y, z0)
β1−DχBc(z0,2−1)(y)

( \
D2(y)

̺(x, z0)
−β1q dµ(x)

)1/q
‖g‖q′

≤ ̺(y, z0)
β1−DχBc(z0,2−1)(y)

( \
{x | ̺(x,z0)≤̺(y,z0)}

̺(x, z0)
(D−β1q)−D dµ(x)

)1/q

≤ c̺(y, z0)
β1−DχBc(z0,2−1)(y)̺(y, z0)

D/q−β1‖g‖q′

(par le lemme 1.4 et car β1 < D/q)

≤ c̺(y, z0)
−D/q′χBc(z0,2−1)(y)‖g‖q′.
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Comme en outre 1 < p < q < ∞ ⇒ p′ − q′ > 0, ceci entrâıne

(Sβ1
g(y))p′−q′̺(y, z0)

(a−α1−β1)p′

≤ c̺(y, z0)
(a−α1−β1)p′−

D

q′
(p′−q′)

χBc(z0,2−1)(y)‖g‖p′−q′

q′ .

Or,

1

p
+

α1 + β1 − a

D
≥

1

q
⇒ −

D

q′
(p′ − q′) = Dp′

(

1

p′
−

1

q′

)

= Dp′
(

1

q
−

1

p

)

≤ Dp′
(

α1 + β1 − a

D

)

= p′(α1 + β1 − a) ≤ 0.

Par suite, il existe une constante c > 0 telle que ̺(y, z0)
(a−α1−β1)p′−

D

q′
(p′−q′)

≤ c pour tout y ∈ Bc(z0, 2
−1), et on a\

X

(Sβ1
g(y)̺(y, z0)

(a−α1−β1))p′ dµ(y) ≤ c‖g‖p′−q′

q′

\
X

(Sβ1
g(y))q′ dµ(y).

Comme β1 < D/q, les conditions du lemme 2.2 sont satisfaites et on a

‖Sβ1
g‖q′ ≤ c‖g‖q′.

Par suite,\
X

(Sβ1
g(y)̺(y, z0)

(a−α1−β1))p′ dµ(y) ≤ c‖g‖p′−q′

q′ ‖g‖q′

q′ = c‖g‖p′

q′ .

Il en résulte que

I2,∞,+ ≤ c‖f‖p‖g‖q′ ,

et par suite que

I2,∞ ≤ I2,∞,− + I2,∞,+ ≤ c‖f‖p‖g‖q′ ∀f ∈ Lp(X), ∀g ∈ Lq′(X).

2.2.3. Étude sur D1. Elle se fait de manière exactement analogue à celle
sur D2. Ceci achève la preuve du théorème.
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vector fields and non-doubling measures, Proc. London Math. Soc. 80 (2000), 665–
689.



104 D. MASCRÉ
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