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SOLUTION D’UN PROBLEME DE FADELL SUR LES FIBRES

PAR

ROBERT CAUTY (Paris)

Abstract. Let E be the total space of a Hurewicz fiber space whose base and all
fibers are ANRs. We prove that if E is metrisable, then it is also an ANR.

1. Introduction. Le probléme suivant a été posé en 1959 par E. Fadell
[6]. Soit (E,p,B) un fibré de Hurewicz ou l'espace total E est métrisable
et séparable. Si la base B et toutes les fibres sont des rétractes absolus de
voisinage, en est-il de méme de F 7 La réponse a cette question est connue
dans deux cas particuliers, quand E est de dimension finie [1] et quand B
et toutes les fibres sont localement compacts [7]. Le théoréme suivant résout
ce probleme, sans hypothese de séparabilté sur E.

THEOREME. Soit (E,p, B) un fibré de Hurewicz avec E métrisable. Si
B et toutes les fibres sont des rétractes absolus de voisinage, alors il en est
de méme de E.

La démonstration se fera en deux étapes. Nous prouverons d’abord ce
résultat quand B est un complexe simplicial localement de dimension finie
avec la topologie métrique, puis nous déduirons le cas général de ce cas
particulier.

2. Préliminaires. Nous notons I le segment [0,1] et, pour tout es-
pace B, B! I’espace des chemins dans B avec la topologie compacte-ouverte.
Sip: E — B est une fonction continue, nous posons §2, = {(e,w) € Ex B! :
p(e) = w(0)}. Il est connu que p est un fibré de Hurewicz si, et seulement
si, il existe une fonction de relevement des chemins A : 2, — E! vérifiant
A(e,w)(0) = e et po Ae,w) = w. Si B est métrisable, cette fonction A peut
étre supposée réguliere, i.e. telle que A(e,w) soit le chemin constant en e
quand w est le chemin constant en p(e).

Tous les résultats sur les rétractes absolus de voisinage que nous utili-
serons ici se trouvent dans le livre de S. T. Hu [8], & I’exception du suivant
dont la démonstration peut se trouver dans [9].
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LEMME 1. Soit A un fermé d’un espace métrisable X tel qu’il existe
un voisinage V de A dans X et une homotopie ¢ : V x I — X vérifiant
o(x,0) =z, o(Vx{1}) C A et p(a,t) = a pour (a,t) € AxI. SiAet X\A
sont des rétractes absolus de voisinage, il en est de méme de X.

Pour toute fonction continue f : X — Y, nous notons M (f) le cylindre de
f. En tant qu’ensemble, c’est le quotient de la réunion disjointe (X xI) 1Y
par la relation d’équivalence qui identifie (z,1) & f(z) pour tout = € X. Soit
q Vapplication naturelle de (X x I) II'Y sur M(f). Nous munissons M (f)
de la topologie, moins fine que la topologie quotient, ayant pour base les
ensembles ¢(V), ott V est ouvert dans X x [0,1], et ¢(U U (f~1(U) x ]¢,1]))
ou U est ouvert dans Y et 0 < € < 1. Nous identifions naturellement X
et Y a q(X x {0}) et ¢(Y) respectivement, de sorte que g(z,0) = z et
q(z,1) = f(z) pour tout # € X. A laide du théoréme de Nagata-Smirnov
([5], théoreme 4.4.7), il est facile de voir que M (f) est métrisable si X et ¥
le sont. En outre, puisque Y est un rétracte par déformation forte de M (f),
le lemme 1 entraine que M (f) est un rétracte absolu de voisinage si X et Y
en sont.

Pour alléger les notations, nous ne ferons aucune distinction entre un
complexe simplicial et sa réalisation géométrique. Tous les complexes sim-
pliciaux considérés dans cet article seront supposés mumnis de la topologie
métrigue. Si A est ’ensemble des sommets du complexe simplicial B et si
Vo (b) désigne la coordonnée barycentrique du point b de B sur le som-
met «, alors la topologie métrique est définie par la distance d(b,c) =
Y aea la(b) —va(c)]. Il est connu que cette topologie ne change pas quand
B est subdivisé barycentriquement (voir par exemple [10], App. 1), ce qui
nous permettra d’identifier naturellement les réalisations géométriques de
B et de ses subdivisions barycentriques itérées. Par un simplexe de B, nous
entendons toujours un simplexe fermé; si o est un simplexe, nous notons do
son bord.

3. Un cas particulier

LEMME 2. Le théoréeme est vrai quand B est un complexe simplicial lo-
calement de dimension finie.

Preuve. Pour k > 0, soit B* le k-squelette de B, et soit O 'intérieur
de B*. Puisque B est localement de dimension finie, les ouverts p~'(Oy)
recouvrent E. Puisque la propriété d’étre un rétracte absolu de voisinage
est locale, il suffit de montrer que les p~1(Oy,) sont des rétractes absolus de
voisinage, ce qui sera le cas si les p~1(B*) en sont. Il suffit donc de prouver
le lemme quand B est de dimension finie.

Le lemme est trivial si B est de dimension zéro. Soit & > 1, et sup-
posons le lemme vrai quand la base est de dimension k — 1. Soit (E,p, B)
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un fibré de Hurewicz vérifiant les hypotheses du théoreme ott B est un com-
plexe simplicial de dimension k. D’apres [8, théoréme 6.3, pp. 139-140], pour
montrer que E est un rétracte absolu de voisinage, il suffit de construire,
pour tout n > 1, un rétracte absolu de voisinage Y,,, des fonctions continues
on : Yy, — Eetp, : E— Y, et une homotopie H,, : £ x I — E entre
l'identité de E et g, o ¢, de fagon que la suite { H,,} converge vers l'identité
au sens que, pour tout x € F et pour tout voisinage V de z, il existe un
voisinage W de x et un entier m tels que H,,(W x I) C V pour tout n > m.

Fixons une fonction réguliere de relevement des chemins A : 2, — E'.
Si les points a et b appartiennent a un méme simplexe de B, soit w(a,b) le
chemin linéaire de a & b : w(a,b)(t) = (1 — t)a + tb. Pour z dans E et by, by
dans B tels qu’il existe un simplexe de B contenant les points p(z), by et b,
posons, pour 0 < tq,t9 < 1,

Ar(@, by, t1) = Az, w(p(x), b1))(t1),
)\Q(w,bl,bg,tl,tg) = )\1(A1(.ﬁ(},bl,t1),bg,t2).

Soit By, le (k — 1)-squelette de la n-iéme subdivision barycentrique de B,
et soit X, 'ensemble des k-simplexes de cette n-iéme subdivision barycen-
trique. Pour o € X,, soit ¢, le barycentre de o. Posons K, = p~(B,).
Pour tout o € X, soient E, = p~1(do) et F, = p~*(c,). Pour z € E,,
soit fy(x) = A1(x, ¢, 1); alors f, est une fonction continue de E, dans F,.
Soient M ( f,) le cylindre de 'application f, et g, : (E, xI)IIF, — M(f,) la
projection naturelle. Nous avons M (f,)NK, = E, et M(fs)NM(f;) C K,
pour o # 7. Soit Y, = K;, U, cx, M(f,) muni de la topologie ayant pour
base les ouverts de M (f,) contenus dans M (f,)\ E,, 0 € X}, et les ensem-
bles de la forme U U J,cx ¢o((Eo NU) X [0,¢[), ot U est ouvert dans K,

et 0 < e < 1. A laide du théoréme de Nagata—Smirnov, il est facile de voir
que Y,, est métrisable.

L’hypothese de récurrence entraine que K,, et les E, sont des rétractes
absolus de voisinage. Puisque les fibres F,, en sont par hypothese, les M (f,)
sont aussi des rétractes absolus de voisinage. Puisque Y,, \ K,, est la réunion
disjointe des ouverts M(f,) \ Ey, c’est un rétracte absolu de voisinage.
L’ensemble P = Y, \ |, 5, Fo est un voisinage ouvert de K, dans Y,
et la fonction k : P x I — P définie pour 0 < ¢ < 1 par k(z,t) = zsiz € K,
et k(¢s(z,5),t) = q5(z,ts) pour (z,s) € E, x [0,1] est une rétraction par
déformation forte de P sur K,. Le lemme 1 entraine alors que Y,, est un
rétracte absolu de voisinage.

Définissons ¢, : Y,, — E par o,(y) =y siy € K,, ousiy € F, et, pour
(r,t) € E, x I, 0 € X, par

) =7 si0<t<1/4,
Onl9o\ T 0)) = M (2, co,min(2t — 1/2)) sil/d <t < 1.
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La continuité de g, est immédiate aux points de Y;, \ (K, UU,ex, Fr). La
continuité aux points de K,, résulte du fait que, pour tout ouvert U de K,
on(UUU, ¢-((UNE;) x[0,1/4])) = U. La continuité aux points de F,
résulte du fait que si ¢t > 3/4, on a 9,(q,(x,t)) = fo(x).

Pour z € E, soit 0, () la coordonnée barycentrique (relative a la n-ieme
subdivision barycentrique) du point p(z) sur ¢,. Fixons une rétraction r,
de B\ {c, : 0 € X,} sur B, et posons r,(c,) = ¢, pour tout o € X,,.
Définissons ¢, : E — Y, par ¢,(z) = x si € K,, et, pour z € p~*(o),
o € Xy, par

() = 4 o1 (@m(p(2)), 1), 205 (2)) s 0 < 0, (x) <1/2,
Pn Xo(x,r(p(2)), o, max(0,3 — 46, (z)),1) sil/2<6,(z) <1

La régularité de A entraine que A\ (x,r,(p(x)),1) = x quand = € K,, et,
en utilisant les définitions de Ay et de f,, on constate que les deux formules
définissent le méme point ¢, () = fo (A1 (2, (p(x)),1)) quand 0, (z) = 1/2,
donc ¢, est bien définie. La continuité de ¢, aux points de E \ (K, U
UU6 s, F,) est immédiate. La continuité de ¢,, aux points de F, résulte du
fait que, sur I'ouvert 6=1(]3/4,1]), on a ¢, (x) = A\ (2, ¢y, 1). Soit zg € K,
et soient U un voisinage de zg dans F et 0 < € < 1. La régularité de A
permet de trouver un voisinage Wy de xg et un voisinage Vy de p(xg) tels
que A(z,w)(1) € U pour (z,w) € 2, tel que z € Wy et w(l) C Vp; soit
V' C Vb un voisinage de p(zg) tel que w(a,b)(I) C V, lorsque a et b sont
deux points de V pour lesquels w(a,b) est défini. D’autre part, la fonction
0, (x) = max{0,(x) : 0 € X, } est continue (cela résulte facilement de la
continuité des coordonnées barycentriques et du fait que leur somme vaut
un). Par suite, W = Wy Np~ (V) NO~1([0,/2) est un voisinage de zq tel
que (W) C(UNKp)UUyex, ¢ ((UNEy) % [0,¢]), d’olt la continuité de
©n aux points de K.

Nous avons g, o p,(z) = z si z € K, et, en explicitant les formules
donnant g, et ¢, dans les trois cas 0,(z) < 1/8, 1/8 < 6,(z) < 1/2 et
1/2 < 6,(x) < 1, on constate que si z € p~1(0), o € X, alors g, 0 p,(x) =
)\2(113, Tn(p(x))7 Co, 51 (.’L‘), 52($)) ou

91 (z) = max(0, min(1,3 — 46,(z))),
d2(z) = min(1, max(0, 46, (z) — 1/2)).
L’homotopie H,, entre I'identité et g, 0@, peut alors étre définie par H, (z,t)
=axsix € K, et pour z € p~ (o) par
Ho(2,t) = {Ag(:v,rn(p(x)),cg,2t51(a:),0) pour 0 <t <1/2,
v Aoz, (p(2)), Coy 01 (), (2t — 1)d2(x)) pour 1/2 <t < 1.

La continuité de H,, est claire aux points de E \ (K, U J F,). Pour
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voir la continuité de H,, aux points de F,, remarquons que sur 'ouvert
0-1(]13/4,1]), nous avons §1(x) = 0 et do(x) = 1, donc H,,(z,t) = z pour t <
1/2 et Hy(z,t) = M (x, co, 2t—1) pour t > 1/2. Enfin, pour voir la continuité
de H,, aux points de K,,, remarquons que sur l'ouvert 6, 1([0,1/8]), nous
avons 01(x) = 1 et d2(xz) = 0, donc Hy,(z,t) = A\i(x,r,(p(z)),2t) pour
t <1/2et Hy(x,t) = A\ (x,rn(p(x)),1) pour t > 1/2.

Soit g € E et soit V un voisinage de xy. La régularité de A nous
permet de trouver un voisinage Wy de xg contenu dans V' et un voisinage
Uy de p(xo) dans B tels que A(A(z,w1)(s),ws2)(t) appartienne & V quel
que soit ¢ et quels que soient le point x et les chemins wy et wy vérifiant
p(z) = w1(0), wi(s) = w2(0), wi(L) C Uy et wa(I) C Up. Pour la distance
d sur B définie dans I'introduction, le diametre d’un k-simplexe de la n-
ietme subdivision barycentrique de B est 2k™/(k 4+ 1) (voir par exemple
[4], p. 63). Nous pouvons donc trouver un voisinage U de p(zp) contenu
dans Uy et un entier m tels que, pour tout n > m, tout k-simplexe de la
n-ieme subdivision barycentrique de B rencontrant U soit contenu dans Uj.
W = Vo Np 1 (U) est un voisinage de x¢. Soit x € W et soit n > m. Si
x € K,, alors Hy,(z,t) = x pour tout t. Si z € K,, et si 0 € X,, contient
p(z), alors 0 NU # B et tous les chemins de la forme w(a,b) intervenant
dans les formules définissant H,,(x,t) sont contenus dans o, donc dans Uy,
donc, d’apres le choix de Uy et Wy, Hy(x,t) € V pour tout ¢t. Nous avons
donc H, (W x I) C V pour n > m, ce qui montre que {H,,} converge vers
Iidentité.

4. Démonstration du théoréme. Comme dans la démonstration du
lemme 2, il suffit de construire, pour tout n > 1, un rétracte absolu de
voisinage F,, des fonctions continues ¢, : F — E, et o, : B, — E et une
homotopie H,, entre I'identité et g, 0, de fagon que la suite { H,,} converge
vers l'identité de F.

Fixons une distance définissant la topologie de B. Puisque B est un
rétracte absolu de voisinage, nous pouvons trouver un voisinage O de la
diagonale dans B x B et une fonction continue u : O x I — B vérifiant
w(z,y,0) =z, u(x,y,1) =y et u(x,z,t) = x. Soit V un recouvrement ouvert
de B tel que V x V C O pour tout V € V. Soit A : 2, — ET une fonction
réguliere de relevement des chemins. Si (a,b) € O, définissons le chemin
w(a,b) de a abparw(a,b)(t) = p(a,b,t). Pour x € Eet b € B tels qu'il existe
un élément de V contenant p(z) et b, posons A(z,b,t) = A(z,w(p(x),b))(t)
pour 0 <t < 1. Pour tout entier n > 1, prenons un recouvrement ouvert U,
de B vérifiant

(1) U, est plus fin que V,
(2) diam U < 1/n pour tout U € U,.
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Nous pouvons trouver un complexe simplicial K,, localement de dimen-
sion finie et des fonctions continues f,, : B — K, et g, : K, — B telles
que

(3) Vb € B, {b,gn(fn(b))} est contenu dans un élément de U,,.

(Voir le théoreme B.3 de [2]. Pour obtenir un complexe localement de di-
mension finie, utiliser le lemme 3.3 de [3] dans la démonstration de ce
théoreme.) Soit (Ey,pn, K,) 'image réciproque de (E,p, B) par g,. Alors
E, ={(y,x) € K, xE : g,(y) = p(x)}, et nous définissons p,, : E,, — E par
on(y,x) = x. Puisque les fibres de p,, sont homéomorphes a des fibres de p,
ce sont des rétractes absolus de voisinage, donc le lemme 2 s’applique pour
montrer que E,, est un rétracte absolu de voisinage. Définissons ¢,, : £ — F,
par ¢, (z) = (fnop(z), Az, gn o frnop(z), 1)), ce qui est possible d’apres (1).
Nous avons g, © ¢, (z) = Az, gn © frn o p(x),1), donc nous pouvons définir
I’homotopie H,, entre 'identité et 0,0, par H,(x,t) = Az, gno frnop(x),t).

Soit xg € E et soit V un voisinage de x(. La régularité de /A nous permet
de trouver un voisinage Wy de zy et un voisinage Zp de p(xp) tels que
A(z,w)(I) C V quel que soit (z,w) € §2, vérifiant = € Wy et w(l) C Zp.
Soit Z; un voisinage de p(zg) tel que u(Zy x Zy x I) C Zy. En utilisant (2),
nous pouvons trouver un voisinage Z de p(zg) contenu dans Z; et un entier
m tels que, pour tout n > m, tout élément de U,, rencontrant Z soit contenu
dans Z;. W = WoNp~1(Z) est un voisinage de zg. Si z € W et n > m, alors
{p(z), gno fnop(x)} est contenu dans un élément de U, rencontrant Z, donc
dans Z1, et w(p(x), gn o frnop(z))(I) est contenu dans pu(Z; x Z1 x I) C Zy,
ce qui, vu la définition de A, entraine que H,({x} x I) est contenu dans V.
Nous avons donc H,, (W x I) C V pour n > m, ce qui montre la convergence
de la suite {H,} vers l'identité.
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