
���������
	���������������

����������� �"!$#%�"&�'(�")*� +,���.-0/�1 �"243.-01 �5-
67���.-8�:9;)<6=�"&�1 �"243�-81 �>)*?�@�)*� ��):�"&������BA�!*)$�DC�-89E!*��1</F-0)*)
�"+G-IHJ�"/;9;)*�K)*3.-01 �

X
6ML�-0)N9;+�9O��9F-8��� PQL(9O���%�����43�9E�R+�� � !*9E+�STLU�R!*VW�"&�X:YMHZYM'(�")*� +,���.-0/\[ '(�,]8^_Y

` 9;S"+�9EA�1a-0+���1 �"+���!*9E@�?���9;�"+�)��R&72b-0+�#b!*� )*�8-0!*1c���<!*)�1<�R2�9;+�SD&F!*�"2dP�9Oe��<!*SR�<+��\-0!*�a-0)��.- e��f!*�ge��8-8/E� P
������P�� �<3D)$��!*?�1g��?�!c-8/�3�!*�"3�� !$��9;�<)J�"&.����9;)Z1 /h-8)*)<Y�i\?�!�-09;2j9;)J���f)$��?�P�#D)*�"24�(-0)*3��<1g��)Z�"&�)*� 3.-0!c-0@�/;�
'(�")*� +,���.-0/M1 �"243�-81 �5-�6�-8)�LU� /E/k-0)����D3�!*� )*�<+��\)*�R2��f�"&7����� 9;!\-03�3�/;9;18-8��9;�"+�)<Y

������3�!*�<)*� +���LU�R!*V:1<�"+�)*9;)$��)��"&�����!*� �(3.-0!$��)<Y=lm+4������A�!*)$���"+���LU�(P�� ��� !*249E+��U������3�!*�0���R�m#�3��<)
�"&�)*� 3.-0!c-0@�/;�B'(�")*� +�����-8/�1<�"243.-01g�5-n-0+�PKLU��3�!*�<e�9;P��b-o1 /F-0)*)*9;A�1a-8��9;�"+W�����<�R!*�<2oYT�����B)*� 1<�"+�P
3.-0!$��1 �"+�1<� !*+�)\-8+I� p
��� +�)*9;�"+I�R&J-q����� �"!*� 2r�"& ` Y��7�
P��"!*s �ge�9;t�9E+�1 /;?�P�� PI9;+I��9;)�3�!*�"&h�R?�+�PI)$��?�P�#
�"&7'\�R)*�<+����.-0/M1<�R2�3.-01g�5-I[ �7��ug^_Y������q/F-0)$���"+��q9;)�P�� e"�R���<PI���B-83�3�/;9;18-a��9E�R+�)<Y

i�?�!U!*�<)*?�/O��)U1 �"+�1 �<!*+�9;+�S>������A�!*)$��3�-8!$�(-0!*��2B-09;+�/;#49;+�1</;?�P��<PB9E+b����� �"!*� 2�)�]:-8+�PTvN@��</;�aLNY
'(�"?�S"��/O#Q)*3��8-8V
9;+�S�6MLU��-0)*)*�<!$�f���.-8�f����� !*�4� p
9E)$�f)*�ge�� +K)*� 3.-0!c-0@�/;�D'\�R)*�<+����.-0/�1 �"243.-01 �5-B)*?�15�
���.-8��� e�� !$# K 9;+n���.-8�w1 /F-0)*)�1 �"+��5-09;+�)��"+��>�"&J����� 2x9;+W-4e�� !$#o18-8+��R+�9;1a-0/kL�- #�Y\yK�>)$�5-8!$��L(9O���
�����q&F�"/;/;�aL(9;+�S�Y
z4{�|
}F~M}F��}h�7~ u,�

� -��B�7�g�
I

@��D-�1<�R?�+��5-0@�/;�>)*� �q-0+�P
X,Y

@��>HJ�"/;9;)*��)*3.-01 �<)<Y��7�g� {fi}i∈I -0+�P {gi}i∈I @��
�mLU�>3��"9;+��mL(9;)*�(@��"?�+�P��<P�&�-0249;/E9;� )��"&�!*�a-0/O��e�-0/;?�� P�&F?�+�1g��9;�"+�)��"+

X
-0+�P

Y
!*� )*3��<1g��9Oe��</O#M6

9E+�P��gp��<P�@,#������W)*� �
I
Y�yK�W)c- #����.-8� {fi}i∈I -0+�P {gi}i∈I -0!*���c�g�
�h�0�R�O�g�.�b9;&q�����

+�-a��?�!c-8/�2B-03
fi 7→ gi

�gp
��� +�P�)f����-B���"3��"/;�"S"9;18-8/Z���"24�<�R2��"!*3���9;)*2�@�� �mLU� � + {fi}pi∈I-0+�P {gi}pi∈I Y� @��B�7�g�
X

@��4-�H=�"/;9E)*��)*3.-01 �4-0+�P {ft}t∈2<N
@��>!*�</F-8��9Oe�� /O#T1 �"243�-81 ��9;+ B1(X)

Y(yK�>)c- #
����-a� {ft}t∈2<N

9;)w�:�h���F�B�R�M9;&k&h�R!��ge�� !$#BP�#
-0P�9;1w)*?�@���!*�<�
S = (st)t∈2<N

�"&M�����N��-0+����"!
��!*�<�

2<N
6
�����q&�-02�9;/;9;�<) {ft}t∈2<N

-8+�P {fst}t∈2<N
-0!*�f�a��?�9Oe"-0/;�<+��aY

lm+o1 �"+�+��<1g��9;�"+IL(9O���I�����N-0@��ae��q+��R��9;�"+�)<6
�����f&h�R/E/;�aL(9;+�SD9;)�3�!*�ae�� PMY
�f� {��7�M{�� ]��

� -������%�_ I���g�
�h�R�R�O�5��¡c��6J��¢��5£��D�0£��:�c¤���¡ ���¦¥�§ �g�0�g�Q�D�h���h�B�R�R¨ �0�:���¦�©�5§ ª
� @��T«k 0£K�5�R�5£5¥T¨g�0�D�h�¬¥ {ft}t∈2<N

£��g�;�R���F�R�g�¬¥¡c 0������¡ �>�h� B1(X)
6f®Z�h��¢

X ¯  R�¬�F§c¢°6N��¢��g£��
�c¤0�h§5��§w�>£��_±R���O�0£q²0¥���²0�©¡\§c�.³g��£��c�

S = (st)t∈2<N
 $¨

2<N
§c��¡g¢���¢��R� {fst}t∈2<N

�F§f���g�
�h�8´
�R�;�5�.�U�_ b 0���: $¨f��¢��N§ �5�R�g�Q�D�F���h���R�"¨g�0�D���¦���g§ ª

µ �"!>-0+�#%�R&�������)*�ge�� +K249E+�9;2B-0/Z&�-0249E/;9;� )w�����41<�R!*!*�<)*3��"+�P�9;+�ST3��R9E+��mL(9;)*�41</;�")*?�!*�49;):-b)*�<3��
-0!c-0@�/;�B'(�")*� +����.-0/�1<�R2�3.-01g�>1<�"+��5-09;+�9;+�So�����B&�-0249;/O#K-0)D-oP�9;)*1<!*�g����)*� �aYIy¶�BP�� +��0���B����� 2·-0)
&h�R/E/;�aL()<¸
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Ŝ−(2N)¡c�0�� 0���©¡c�R�F�¦¥T�5�B³c��²0§f�F�.�_  K ®Z�h��¢I£��g§©����¡ ���_  {fn}n �0��² C ª� 10�&%F¨ C �F§��� R�W¢��5£��c²0���_�0£5�h�¬¥ § �m���0£���³g�;� �0��² *J£5§5�¶¡c 0�
�.�_��³g�;�"6¶��¢��5� �5����¢��g£

D̂(2N)
 0£

D̂(S(2N))
¡��0�� 0���©¡��R�F�¬¥I�g��³c�c²0§w�h�.�_  K ®Z����¢I£��g§©����¡ ���_  {fn}n �0��² C ª

` � 1g��9E�R+ �B9;)qP��ge��R��� PW���I�����4)$��?�P�#W�R&�+��R+��©A�!*)$�N1<�"?�+��5-0@�/;�B-0+.-0/O#
��9;1D)*?�@�)*3.-01 �<)<Y�lm+'� �
Y;u
LU�N3�!*�ae"�:����� �"!*� 2 �
6�L(��9;/;� � �
Y ]D9E)(P��ge��R��� Po���D�����N3�!*�
�"&J�R&Z�����<�"!*� 2 � YU�����NA�+.-0/k)*�<1g��9;�"+
9;)UP��ge��R��� PB���4-03�3�/;9;18-8��9;�"+�)U-0+�PI9;+b3.-0!$��9;1<?�/F-0!����>������3�!*�
�"&h)U�"&k����� �"!*� 2 
 -0+�PT����� �"!*� 2 u���Y

y¶�w���.-0+�V ` ��� e"���7�
P��"!*s �ge�9;tf&F�"!���9;)�e�-0/;?.-0@�/;�f!*� 2b-0!*V,)\-0+�Po1 �"242�� +���)<Y



������������	�
������ ��� ��� �����
������������ �����������
�����������
������� � �

���������	��
����	�����
M	�����
��¶������
M	���
k������
°�����Z��x�����
���\�
	�

��
����� ��
"!#�Z�U�
��	 �
	�
�


�����b-09;2 �"&�����9E)q)*�<1g��9;�"+K9;)q���o3�!*�<)*� +��N������'�-024)*�g#
�������<�"!*�g��9;1�3�!*� /;9E249;+.-0!*9;�<)f+�� �<P�� PK9;+%�����
!*� )$�(�"&7�����f3�-83�� !<6.-8)�LU� /E/k-0)����D)*�g�\?�3T�"?�!(+��R�5-8��9;�"+I1<�R+�1 � !*+�9;+�S:��!*�<� )<Y

'w-82�)*�g#f�����<�R!$#q&h�"!k��!*� � )kL�-0)=9;+�9O��9h-a���<PfL(9O���q������&h?�+�P.-02�� +��5-0/,Xf-0/;3��<!*+ -,�%$0?�15��/;9"3�-8!$��9;��9;�"+
�����<�R!*�<2d[ X��°^_YJ�������R!*9ESR9E+.-0/
3�!*�
�"&�?�)*�<PD24� �5-02B-8����� 2b-8��9;1a-0/
-0!*S"?�24�<+���)<Y=�����U3�!*�,�"&�- e��"9;P�9;+�S
24� �5-02B-8����� 2b-8��9;1 )�L�-0)\S"9Oe�� +o9;+K[ " µ �f^©Y�H�-0!$��9O��9;�"+I�����<�"!*� 24)(!*� /h-a���<PI���D�����q�R+�� )(3�!*�<)*� +����<P
9;+�����9E)B)*� 1 ��9;�"+�1a-0+�@���&h�"?�+�P�9;+������LU�R!*V��R& �4Y !n9;/;/;9EVR�<+ [ !n9;/F]a^_6 ":Y�CU/F-0)*)W[ C�/O^q-0+�P ":Y
�k�"?�e��8-8?k6 ` Y ` ��� /h-8��-8+�PoCwY &��</;9;s5VR�ae�9;t4[ � ` &\^_Y

')(+*,(.-0/�132�1546/)798:( yK�N/;� �
N = {0, 1, . . .} Y�yK�NP��<+��R���q@�#

[N]
�����q)*� �\�"&Z-0/;/k9;+�A�+�9;���q)*?�@�)*�g��)

�"&
N
6,L(��9;/;�\&h�R!�� e�� !$#

L ∈ [N]
LU��/E�g�

[L]
P��<+��R���(������)*�g�U�"&7-8/E/.9;+�A�+�9O���\)*?�@�)*� ��)��"&

L
YJlm&

k ≥ 1-0+�P
L ∈ [N]

6������<+
[L]k

)$�5-0+�P�)(&F�"!������q)*�g�(�"&J-0/;/MA�+�9;���w)*?�@�)*�g��)(�"&
L

�R&=1a-0!*P�9E+.-0/;9O�m#
k
Y

; ( y¶�(P�� +��R���\@,#
2<N

�����\)*� �U�"&k-8/E/.A�+�9O���\)*�<�,?�� +�1 � )��"&
0
% )�-0+�P

1
% ) � �����\� 2�3��m#4)*�<�,?��<+�1 �\9;)

9;+�1</;?�P��<P��5Y7yK�(e
9E�gL
2<N

-0)�-f��!*� �\�<�,?�9E3�3�� P4L(9;���4����� � )$��!*9;1 �g�=3.-0!$��9F-0/.�"!*P�� ! @ �"&°�gp
��� +�)*9E�R+MY
lm&
t ∈ 2<N

6.�����<+o�����B�;�5�
±"��¢ |t| �R& t 9;)\P�� A�+��<Pn���B@��N�����>1a-0!*P�9;+.-0/;9;�m#T�R&J�����N)*� � {s : s @ t} Ylm&
s, t ∈ 2<N

6������<+�LU�DP�� +��0���:@,#
sat

����� 9E!�1 �"+�1a-8���<+.-8��9;�"+MYq�MLU�I+��
P��<)
s, t

-0!*�:)c-09;P����I@��
¡c 0�����0£���³g�;�I9;&(� 9O����� !

s v t
�"!

t v s < �R����� !$L(9E)*�T-0!*�I)c-09;PG���W@��Q�F��¡c 0�w���0£���³ �O�gY "x)*?�@�)*� �
�"&

2<N
1 �"+�)*9;)$��9;+�S%�"&w3�-89E!$L(9;)*�n1 �"243�-8!c-0@�/E�o+��
P��<)B9;)B)c-89EP ���¶@��Q-�¡g¢��0�F�.6UL(��9;/;�Q-W)*?�@�)*�g�

�"&
2<N

1 �"+�)*9E)$��9;+�ST�R&�3.-09;!$L(9;)*�D9E+�1 �"243�-8!c-0@�/E�:+��
P�� )q9;)f)c-09;PQ���T@��B-0+��0�.���©¡5¢��0�h�.Y µ �"!q�ge�� !$#
x ∈ 2N

-8+�P¶� e"�<!$#
n ≥ 1

LU�b)*� �
x|n = (x(0), . . . , x(n − 1)) ∈ 2<N

-0+�P
x|0 = (∅) Y µ �"!

x, y ∈ (2<N ∪ 2N)
L(9O���

x 6= y
LU��P�� +��R����@�#

x∧ y ����� @ �©2B-8p�9;2B-0/.+��
P��
t
�"&

2<N
L(9O���

t v x-0+�P
t v y

Y !n�"!*� �ae�� !<6�LU�>L(!*9O���
x ≺ y

9;&
wa0 v x

-0+�P
wa1 v y

6�L(��� !*�
w = x ∧ y Yf�����

�"!*P�� !*9E+�S ≺ !*� )$��!*9E1g��� PI���
2N

9;)������q?�)*?.-0/M/;� p
9E1 �"S"!c-83���9;1a-0/°�R!*P�� !*9;+�S4�R&7�����:��-8+,���R!()*�g�aY
= ( yK��e�9;� L �ge��<!$#N)*?�@�)*�g���"&

2<N
-0)Z->§��.³g��£c����L(9O���N������9;+�P�?�1<� P:3.-0!$��9F-0/
�"!*P�� !*9E+�S�Y ")*?�@���!*� �

T
�"&

2<N
9;)\)c-89EPo����@��N�.£5�
���c²T9;&J&F�"!(� e"�<!$#

t ∈ T �����<!*�q� p�9;)$��)
s ∈ T L(9O���

t @ s
Y�l_�\9;)\)c-09;P

���o@���²� 0®Z��®��0£�²0§B¡ �O 0§ ��²W9;&�&h�"!q�ge�� !$#
t ∈ T -0+�PK�ge��<!$#

s @ t
LU����-ge��4���.-8�

s ∈ T Y µ �"!>-
)*?�@���!*�<�

T
�"&

2<N
� +��R��+��<1 � )*)c-0!*9;/;#�P��aL(+�L�-0!*P�)�1</;�")*� P��ZLU�f)*�g�

T̂ = {s : ∃t ∈ T L(9O���
s v t} Ylm&

T
9;)�P��aL(+�L�-0!*P�)\1 /;�")*�<PM6
����� +I�����b³c a²0¥

[T ]
�"&
T

9E)������f)*� � {x ∈ 2N : x|n ∈ T ∀n} Y
> ( �7�g�

T
@���-b)*?�@���!*�<�:�"&

2<N
� +��R�f+��<1 � )*)c-0!*9;/;#�P��aL(+�L�-0!*P�)q1 /;�")*�<P��5Y µ �"!f�ge��<!$#

t ∈ T LU�
P��<+��R���b@�# |t|T �����I1a-0!*P�9;+�-8/E9O�m#%�"&������I)*�g� {s ∈ T : s @ t} -0+�P &h�"!:�ge�� !$#

n ∈ N LU�I)*�g�
T (n) = {t ∈ T : |t|T = n} Y !n�"!*� �ae�� !<6J&h�"!>�ge��<!$#

t1, t2 ∈ T
LU�b/;� �

t1 ∧T t2
P��<+��R���������

@ �©2b-8p
9E2B-0/k+��
P��
w

�"&
T

)*?�1c�����.-8�
w v t1

-0+�P
w v t2

Yqi\@�)*�<!$e��N���.-8�
t1 ∧T t2 v t1 ∧ t2

Y
,�9Oe�� +%�mLU�o)*?�@���!*�<� )

S
-8+�P

T
�R&

2<N
6kLU��)c- #W���.-8�

S
9E)>-Q£��_±R���O�0£T)*?�@���!*� ���"&

T
9;&
S ⊆ T-0+�PQ&h�"!�� e�� !$#

n ∈ N ����� !*�:� p�9;)$��)
m ∈ N )*?�15�Q���.-8�

S(n) ⊆ T (m)
Y µ �"!q-B!*� S"?�/F-0!w)*?�@���!*�<�

T
�R&

2<N
6������b�O�g�0� �=§ � �

LT
�"&
T

9;)������:)*�g� {ln : T (n) ⊆ 2ln} ⊆ N Y /��R��9;1<�q���.-8�f&F�"!w�ge�� !$#
x ∈ [T̂ ]

-8+�Pb�ge��<!$#
m ∈ N LU���.- e��

x|m ∈ T 9;&7-0+�Pb�"+�/;#49E&
m ∈ LT

YJX��<+�1 ��6�������15�.-09;+�)U�R&
T-0!*�>+.-8��?�!c-0/;/O#T9;P��<+���9;A��<PoL(9O���o�����>3�!*�
P�?�1 �

[T̂ ] × [LT ]
Y "j3�!*?�+�� PQ)*?�@���!*� �

T
�"&

2<N
9;)\)c-09;P

���b@��B§ �0�g® 9;&Z&h�"!��ge�� !$#
n ∈ N ����� !*�>� p
9E)$��)w-8�w24�")$���"+��:)*3�/;9O�*��9E+�S�+��,P��>�"&

T
9E+
T (n)

L(9;���
�gp�-01g��/;#B�mLU��9E2424�<P�9F-8���w)*?�1<1 �<)*)*�R!*)\9;+

T < 9O�(9E)()c-09;PT����@��b²0¥,��²0�©¡w9;&J�ge�� !$#
t ∈ T �.-0)(� p�-01 ��/O#

�mLU�N9;2�24�<P�9F-8����)*?�1 1<� )*)*�"!*)U9;+
T
Y=yK�\!*� 2B-0!*V:���.-8��-f)*?�@���!*� �

T
�"&������f��-0+����"!���!*� �\9;)�!*� S"?�/F-0!



��� ���������	��
�������������� �

P�#
-0P�9;1q9;&k����� !*�q�gp�9;)$��)\- � +�� 1 �<)*)c-0!*9;/O#b?�+�9E�,?��8��@�9 .$� 1g��9E�R+
iT : 2<N → T

)*?�1c�o���.-8�a¸
� u8� µ �"!\-0/;/

t1, t2 ∈ 2<N
LU�f�.- e�� |t1| = |t2| 9;&J-0+�Po�"+�/O#b9E& |iT (t1)|T = |iT (t2)|T

Y
� ]�� µ �"!f-8/E/

t1, t2 ∈ 2<N
LU�:�.- e��

t1 @ t2
� !*� )*3��<1g��9Oe��</O#

t1 ≺ t2
��9;&�-0+�P��"+�/;#T9;&

iT (t1) @
iT (t2)

� !*� )*3�� 1g��9;e"�</O#
iT (t1) ≺ iT (t2)

�5Y
y ��� +bLU��L(!*9;���

T = (st)t∈2<N
6
L(��� !*�

T
9;)(->!*� S"?�/F-0!UP�#,-0P�9E1w)*?�@���!*�<�w�"&

2<N
6
LU�f24�a-0+b���.-8�

st = iT (t)
&F�"!�-0/;/

t ∈ 2<N
Y µ 9E+.-0/;/O#�6JLU�T+��R��9;1<�b�����I&h�"/;/;�aL(9;+�S�Y¶lm&

T
9;)�-�!*� S"?�/h-8!4P�#
-8P�9;1

)*?�@���!*�<���"&
2<N

-0+�P
R

9;)�-q!*� S"?�/F-0!�P�#
-0P�9;1�)*?�@���!*�<�\�"&
T
6������<+

R
9;)�-q!*�<SR?�/F-0!�P�#
-8P�9;1\)*?�@���!*� �

�"&
2<N

-0)�LU�</;/©Y

')(6')(���2�� 1 461 46/)798 /�� 1��
	�	 8:( yK�q@�� S"9;+T@�#T!*� 1a-0/;/E9;+�S>�����q&F�"/;/;�aL(9;+�S:+��R��9;�"+T&h!*�"2 [ �>-a^_Y
z4{�|
}F~M}F��}h�7~ u��N�7�g�

T
@��f->)*V"�gL )*?�@���!*� �w�R&

2<N
Y7y¶��P��<A�+��

fT : N→ {1, 2}<N -0)U&h�R/E/;�aL()<Y
µ �"!��ge�� !$#

n ∈ N 6�/;�g�
T (n) = {s0 ≺ · · · ≺ sm−1}

@�������� ≺ �©9;+�1<!*�a-0)*9;+�Sq�<+,?�2�� !c-8��9;�"+4�"&
T (n)

Y
yK�4)*�g�

fT (n) = (e0, . . . , em−1) ∈ {1, 2}m 6°L(��� !*�4&F�"!q�ge�� !$#
i ∈ {0, . . . ,m − 1} 6 ei 9;)f�����

1a-0!*P�9E+.-0/;9O�m#I�"&J�����q)*� ���"&J9E2424�<P�9F-8���f)*?�1 1<� )*)*�"!*)��"&
si

9;+
T
Y������N&F?�+�1g��9;�"+

fT
L(9;/;/M@��>1a-0/;/;�<P

�����n¡c a²��w�"&������D��!*� �
T
Y:lm&

f : N → {1, 2}<N 9;)N-b&h?�+�1 ��9;�"+W)*?�1c�W����-a�f�����<!*�D�gp�9;)$��)N-b)*V"� L
��!*� �

T
L(9O���

f = fT
6������ +

f
L(9;/E/�@��q1a-0/;/;�<Po-b§ �0�g®���£��c�:¡c a²�� Y

µ �"!I9;+�)$�5-0+�1 ��6�9E&
fT (n) = (1)

&F�"!o-0/;/
n ∈ N 6������ +���������!*� �

T
9;)T-¶15�.-09;+MY "�/;)*��6(9;&

fT (0) = (2)
-0+�P

fT (n) = (1, 1)
&F�"!q-0/;/

n ≥ 1
6°�����<+

T
1 �"+�)*9;)$��)f�"&��mLU�I15�.-09;+�)<Y)!n�"!*� �ae�� !<6

�"@�)*� !$e��:���.-8�w9E&
T

-0+�P
S

-0!*�:�mLU�I)*VR� Lj)*?�@���!*�<� )w�"&
2<N

L(9O���
fT = fS

6������<+
T

-0+�P
S

-0!*�
9;)*�"24�"!*3���9;1DL(9O���W!*�<)*3�� 1 �f���o@��R��� ≺ -8+�P @ Y4lm&

f
9;)N-T)*VR� L ��!*� �41 �
P��b-0+�P

T
9;)>-I!*� S"?�/F-0!

P�#
-0P�9;1:)*?�@���!*� �:�"&
2<N

6������ +nLU�:P�� +��R���:@�#
[T ]f

�����:)*�g�f�R&�-0/;/=!*� S"?�/F-0!�)*V"�gLj)*?�@���!*�<� )w�R&
T�"&U1 �
P��

f
YIl_�N9E)q�8-8)$#W���n)*� �����.-8�q������)*�g�

[T ]f
9;):-IHJ�"/;9;)*�K)*?�@�)*3.-01 �B�"&

2T
Y "�/E)*�o�"@�)*� !$e��

���.-8��9;&
R

9;)�->!*� S"?�/F-0!UP�#
-8P�9;1\��!*�<���"&
T
6,�����<+

[R]f = [T ]f ∩ 2R
Y=y¶�\L(9;/E/�+�� �<PB�����f&F�"/;/;�aL(9;+�S

�����<�R!*�<2o6
L(��9E1c�T9;)\-:1<�R+�)*�<�,?�� +�1 �f�"&J����� �"!*�<2 � � 9;+K[ �N-8^©Y
�f� {��7�M{�� ]��"!7�g�

T
³c�n�W£��_±R���O�0£�²0¥,��²0��¡I§c��³ ��£��c�� $¨

2<N
6
f

�W§ �R�5® ��£��c�n¡c a²����0��²
A

�0�
�0���R�¦¥"����¡�§��.³5§ � �� $¨

[T ]f
ª �7¢��5�o��¢��5£c�w�c¤0�h§5��§��N£c�©±R���;�0£w²0¥���²0�©¡\§c��³ ��£��c�

R
 $¨
T

§c��¡g¢4��¢��R�Z�g�h��¢��g£
[R]f ⊆ A

 0£
[R]f ∩A = ∅ ª

µ �"!�-q!*� S"?�/h-8!�P�#
-0P�9;1\)*?�@���!*� �
T

�R&
2<N

6
P��<+��R���\@�#
[T ]chains

�����\)*� �U�R&7-0/;/.9;+�A�+�9O���\1c�.-09;+�)
�"&
T
Y=����� �"!*� 2 ]�9;+�1</;?�P��<)M������&F�"/;/;�aL(9;+�S�!*�<)*?�/O�7P�?�������$�Y ` ���<!*+b[ ` ���g^_6 ":Y<y Y !n9;/E/;� !<6 ` Y8�7�
P��"!$�

s � e�9;t4[ !n9O^=-8+�P $�Y�HZ- L(/;9EVR�aL()*V
9�[ HZ-0^©Y
�f� {��7�M{�� v�� !7�g�

T
³c�T�n£c�©±R���;�0£I²0¥���²0�©¡�§c�.³g��£��c�T $¨

2<N
�0��²

A
³c�T�0���0���R�¦¥R���©¡B§c��³g§ �g�q $¨

[T ]chains
ª��k¢��g�n��¢��5£c�q��¤0�h§5��§f�>£��_±R���O�0£q²0¥,��²0��¡�§c�.³g��£��c�

R
 $¨
T

§c��¡g¢���¢��R���g����¢��5£
[R]chains ⊆ A 0£

[R]chains ∩A = ∅ ª
����� �"!*� 2x]>L(9E/;/��<)*)*� +���9F-0/;/;#B@��>-03�3�/;9;�<Pb���D�����q&F�"/;/E�<L(9E+�S:1</F-0)*)*� )��"&=)*VR� L )*?�@���!*� �<)<Y

z4{�|
}F~M}F��}h�7~ ���N�k� �
T

@���-f!*�<S"?�/F-0!�P�#
-0P�9;1()*?�@���!*� �(�"&
2<N

Y�"�)*?�@���!*�<�
S

�"&
T

L(9;/;/�@��\1a-0/;/;�<P
�h��¡g£��c�0§c�F�
± � !*�<)*3�� 1 ��9Oe�� /O#W²��c¡5£��c�0§c�h�,±���9;&<¸

� -��
S

9;)�?�+�9E�,?��</O#b!*�,�R���<PM6�!*�<S"?�/F-0!<6�)*V"�gL -8+�PT3�!*?�+�� PkY
� @�� µ �"!M� e�� !$#

n ∈ N 6<����� !*���gp�9;)$��)7-�)*3�/;9O�*��9;+�SU+��,P��Z�"&
S

9;+
S(n)

L(��9;1c�q9;)°����� ≺ �©2b-ap�9;2:?�2
� !*�<)*3�� 1 ��9Oe�� /O# ≺ �©249;+�9;2>?�2I��+��
P��q�"&

S(n)
-0+�Po�.-0)��mLU�49;2�24�<P�9F-8����)*?�1 1<� )*)*�"!*)(9;+

S
Y



������������	�
������ ��� ��� �����
������������ �����������
�����������
������� ���

�����q1 /F-0)*)��"&79E+�1 !*�8-8)*9E+�S � !*� )*3�� 1g��9;e"�</O#�P�� 1 !*�8-0)*9;+�S���)*?�@���!*�<� )��"&
T

L(9;/E/�@��qP�� +��R���<PT@�#
[T ]Incr� !*� )*3�� 1g��9;e"�</O#

[T ]Decr
�5Y

l_�Z9;)Z�a-0)$#N���w)*� ������-a���ge�� !$#>9;+�1<!*�a-0)*9;+�S � !*�<)*3�� 1 ��9Oe�� /O#qP��<1 !*�8-8)*9E+�S
�M)*?�@���!*� ��9;)J�"&.A�p�� P:1<�,P��"Y
���,?�)\�����<�R!*�<2x]:1a-0+T@��N-03�3�/;9E� PI���DS"9Oe��f�����f&F�"/;/;�aL(9;+�S�Y
� �7���������M��� � � !k� �

T
³��4��£��_±R���O�0£4²0¥���²0�©¡q§c�.³g��£��c�4 $¨

2<N
�0��²

A
³c�D�0�¶�0���R�¦¥"����¡>§��.³5§ � �� $¨

[T ]Incr
ª �7¢��5�Q��¢��g£��>�c¤0�h§c��§q�4£��_±R���O�0£>²0¥���²0�©¡f§��.³g��£c���

R
 $¨
T

§��.¡5¢I��¢��R�U�g�h��¢��g£
[R]Incr ⊆ A

 0£
[R]Incr ∩A = ∅ ª����h�:���O�0£g�¦¥\¨  0£q��¢��D¡c�0§g�D $¨

[T ]Decr
ª

������-0@��ae"�41 �"!*�"/;/F-0!$#n2b-g#�@��D1 �"+�)*9;P�� !*� PK-0)>-B3.-0!c-024� ��� !*9��<� P�e�� !*)*9;�"+W�R&������D�7�R?�e"�8-0? -
` ���</F-0� -�&��</;9;s5VR�ae�9;t������ �"!*�<2�[ � ` &\^_Y
')(�� ( ��2 �3154 1 4 /)7�8 /���� 	 �
� 	��:1 8 	�1 8:( µ �"!(�ge��<!$#I)*?�@�)*� �

X
�"&

2N
6�LU�NP�� +��0���q@,#

[X]2
�����q)*� �

�"&�-8/E/MP��R?�@�/;�g���"+�)\�R&
X

Y�yK�N9;P��<+���9;&F#
[X]2

L(9;���T�����N)*�g�\�"&�-0/;/
(σ, τ) ∈ X2 L(9O���

σ ≺ τ
Y�yK�

L(9;/;/°+�� �<PT�����f&h�"/;/;�aL(9;+�SD3.-0!$��9O��9;�"+b�����<�R!*�<2dP�?��w��� µ Y ,f-0/Oe�9;+ � )*� �B[ �q�"6������ �"!*� 2�u 
 Y �a^��5Y
�f� {��7�M{�� � � !7�g�

P
³c�o�B���g£�¨ ��¡ �w§c��³g§g� �N $¨

2N
ª %F¨

A
�h§I�Q§��.³5§ � �N $¨

[P ]2
®Z�h��¢¶��¢�� ���0�h£��

�.£� 5���g£g��¥�6M��¢��g�W��¢��5£c�:��¤0�h§5��§N�f���5£�¨ �c¡g��§��.³5§ � �
Q

 $¨
P

§c�.¡5¢T��¢��R�U�g�h��¢��g£
[Q]2 ⊆ A  0£

[Q]2 ∩A
= ∅ ª

	���������	�
���
����
"���� �
k��	�
���
����
 �Z�U������������� �¶�����j	�
�
�����J	� ���Z��$����	�



lm+T����9;)�)*�<1g��9;�"+TLU�NP�� A�+��f�����N9;+�1<!*�a-0)*9;+�SB-0+�PnP�� 1<!*�a-0)*9;+�Sb-0+���9;15�.-09;+�)�-0+�PTLU�N� )$�5-0@�/;9E)*�I����� 9;!
&h?�+�P.-024�<+��5-0/°'w-82�)*�g#I3�!*�"3��<!$��9;� )<Y

"�)JLU���.- e"�\-0/;!*�a-0P�#N)*�<� +D9;+ �g]�60������1 /F-0)*)Z�R&.9;+�A�+�9O���U1c��-89E+�)J�"&������(��-0+����"!J��!*� ��9;)J'�-024)*� #�Y
i\+K�������R�����<!N��-8+�PM6�-8+ -0+.-0/;�"S"?��B�"&������ �"!*� 2 vT&h�"!>9;+�A�+�9;���b-8+,��9;1c�.-09;+�)N9;)>+��R�Ne"-0/;9EPMY µ �"!
9;+�)$�5-0+�1<�"6�1 �"/;�"!(-8+n-0+���9;15�.-09;+

(tn)n
�R&

2<N
!*� PT9;&

t0 ≺ t1 <
�R�����<!$L(9;)*�w1 �"/;�"!U9;��@�/;?��"YZl_��9;)��a-0)$#

���b)*�<�>����-a�f����9;)w9;)f-0+W�"3��<+�3�-8!$��9;��9;�"+M6�#"� ������� !*�:9;)w+��IP�#
-8P�9;1:)*?�@���!*�<�:�"&
2<N

-0/;/J�R&�L(���")*�
-0+���9;15�.-09;+�)�-8!*�q2��"+��
1c��!*�"2B-8��9;1�Y ` ��6�9;+o�R!*P�� !������.- e"�:-:'w-82�)*�g#T!*� )*?�/O�\&h�R!�-0+���9;15�.-09;+�)<6�9O�(9E)
+��<1 � )*)c-0!$#B���D!*� )$��!*9E1g���"?�!\-a�*���<+���9;�"+B���D�����")*��L(��9;15�o-0!*�w2��R+��0���"+��wL(9O���I!*� )*3��<1g����� ≺ Y ` ��9;/;/_6
���aLU�ge��<!<6.����9;)�9;)�+��R�f� +��"?�S"�MYwlm+�P��<� PM6�1 �"+�)*9EP�� !\�����:)*�g�f�"&�-0/;/ ≺ �©9;+�1 !*�a-0)*9;+�SI-0+���9;1c��-89E+�)f-8+�P
1 �"/;�"!()*?�1c�Q-0+�-0+���9;15�.-09;+

(tn)n
!*� Po9;& |t0| ≤ |t1 ∧ t2| < �R����� !$L(9;)*�q1 �"/;�"!(9O�(@�/;?���Y "�S,-09;+ILU�N)*� �

���.-8������9;)�9;)\-0+o�R3�� +T3.-0!$��9O��9E�R+bL(��9;1c�T9E)�+��R�('�-024)*�g#,Y
�����:&h�"/;/;�aL(9;+�SbP��<A�+�9O��9;�"+Q9;+�1<�"!*3��"!c-a���<)f-0/;/=�����D!*� )$��!*9E1g��9;�"+�)�9;+�P�9;1a-8���<P�@,#n�����4-0@��ae��DP�9E)$�

1 ?�)*)*9;�"+�-0+�PoL(��9;15��-0!*�"6�-0)(LU�q)*��-8/E/M)*�<�"6.� )*)*� +,��9F-0/;/O#b�����N�R+�/O#I�"@�)$�5-01 /E� )����b-D'�-024)*�g#T!*�<)*?�/O�
&h�R!\-0+���9E1c�.-09;+�)<Y
z4{�|
}F~M}F��}h�7~ ���N�k� �

T
@��b-I!*�<S"?�/F-0!qP�#,-0P�9E1�)*?�@���!*� ���"&������I��-8+,���R!q��!*� �

2<N
Y "�+%9E+�A�+�9O���

-0+���9;15�.-09;+
(tn)n

�"&
T

L(9E/;/�@��q1a-0/;/;�<PQ�h��¡5£c���0§c�h�
±B9;&<¸
� u8� µ �"!\-0/;/

n,m ∈ N L(9O���
n < m

6 |tn|T < |tm|T Y
� ]�� µ �"!\-0/;/

n,m, l ∈ N L(9O���
n < m < l

6 |tn|T ≤ |tm ∧T tl|T Y
� v0l*� µ �"!\-0/;/

n,m ∈ N L(9O���
n < m

6
tn ≺ tm

Y
�����()*� ���R&k-0/;/�9;+�1 !*�a-0)*9;+�S>-8+,��9;1c�.-09;+�)��"&

T
L(9E/;/�@��(P��<+��R��� P�@�#

Incr(T )
Y ` 9;249;/h-8!*/;#M6�-0+�9;+�A�+�9O���

-0+���9;15�.-09;+
(tn)n

�"&
T

L(9;/;/7@��>1a-0/;/E� P ²���¡g£��c�0§c�F�
±o9;& � ua�\-0+�P � ]"�\-0@��ae��4-0!*�>)c-8��9;)*A��<P%-8+�P � v0l*�
9;)�!*�<3�/F-01 �<PI@�#I�����f&h�"/;/;�aL(9;+�S.¸



��� ���������	��
�������������� �

� v N� µ �"!�-8/E/
n,m ∈ N L(9O���

n < m
6
tm ≺ tn

Y
�����q)*�g�(�"&J-0/;/MP��<1 !*�a-0)*9;+�S�-0+���9E1c�.-09;+�)��"&

T
L(9;/;/°@��qP�� +��0���<PT@�#

Decr(T )
Y

�����I1 /F-0)*)*� )D�"&(9;+�1<!*�a-0)*9;+�S%-8+�P P��<1 !*�a-0)*9;+�SW-0+���9E1c�.-09;+�):�"&
T

�.- e��b�����I&h�R/E/;�aL(9;+�S�1 !*?�1<9F-0/
)$�5-0@�9;/;9;�m#B3�!*�"3��<!$��9;� )<Y
��{��\� � � � !k� �

T
³c�:��£��_±R���O�0£:²0¥���²0�©¡q§c��³ ��£��c�: $¨

2<N
ª��k¢��g�=¸

� u8� � X�� !*�<P�9O�5-0!*9;+��<)*)5� !k� �
(tn)n ∈ Incr(T )

�0��²
L = {l0 < l1 < · · · } ³c�W�0���F��*Z���h�_�

§c��³g§ �g�� $¨
N
ª �7¢��5�

(tln)n ∈ Incr(T )
ª���h�D�h�O�0£g�¬¥�67� ¨

(tn)n ∈ Decr(T )
67��¢��g�

(tln)n ∈
Decr(T )

ª
� ]�� � ���"A�+.-0/;9O�m#�� !7� �

(tn)n
³c�q�0�o�F��*Z���h�_�N�0�.���©¡5¢��0�h�Q $¨

T
ª �7¢��5�n��¢��5£��N�c¤0�F§5��§

L = {l0 <
l1 < · · · } ∈ [N]

§c��¡g¢I��¢��R���g�h��¢��g£
(tln)n ∈ Incr(T )

 0£
(tln)n ∈ Decr(T )

ª
� v�� � ���"��� !*�<+�1 �0���D�:¢��0�0�

Incr(T ) = Incr(2<N) ∩ 2T
�0��²b§��h�D�h�O�0£g�¬¥�¨  0£>��¢��D²��c¡g£��c�0§c�F�
±

�0�.����¡g¢��0�h��§ ª

¯ £� a $¨ ª � u8� ` ��!c-09;S"����&F�"!$L�-0!*PMY
� ]��J������3��"9;+,��9;)����.-8�U-0/;/�����!*�<��3�!*�"3��<!$��9;� )�9;+4������P�� A�+�9;��9;�"+D�"&�9;+�1<!*�a-0)*9;+�S>-0+�P�P�� 1<!*�a-0)*9;+�S

-0+���9;15�.-09;+�):-0!*�B1 �"A�+.-0/�9E+%�����B)*�g�>�"&\-8/E/�-0+���9;1c��-89E+�)N�"&
T
YTlm+�P��<� PM6=/E�g�

(tn)n
@��I-8+¶9E+�A�+�9O���

-0+���9;15�.-09;+ �"&
T
Y ��/;�a-0!*/O#,6(�����<!*�W� p
9E)$��)

N ∈ [N]
)*?�15� ����-a�o�����%)*�<�,?��<+�1 �

(|tn|T )n∈N
9;)

)$��!*9;1 ��/O#b9;+�1<!*�a-0)*9;+�S�Y	!n�"!*� �ae�� !<6�@�#T'w-82�)*�g# % )������<�"!*� 2o6������ !*�q� p
9E)$��)
M ∈ [N ]

)*?�15�o���.-8�������
)*�<�,?��<+�1 �

(tn)n∈M
9;)f� 9O�����<! ≺ �©9;+�1<!*�a-0)*9;+�SI�"! ≺ �©P��<1 !*�a-0)*9;+�S�Y µ 9E+.-0/;/O#�6����I)*� �:����-a�q1 �"+�P�9O��9E�R+

� ]���9;+ w� A�+�9O��9;�"+ �>9;)�1<�"A�+.-0/©6�/;�g�

A = {(n,m, l) ∈ [M ]3 : |tn|T ≤ |tm ∧T tl|T }.C�#�'�-02�)*�g# % )M����� �"!*� 2 -0S,-09;+M6<����� !*�Z� p�9;)$��)
L ∈ [M ]

)*?�1c�f���.-8�k�<9O�����<!
[L]3 ⊆ A �"!

[L]3∩A = ∅ YyK��1 /h-89E2 ���.-8�
[L]3 ⊆ A 6RL(��9;1c�D1 /E�a-0!*/O#N1 �"2�3�/;�g���<)=�����U3�!*�
�"&mY "�)*)*?�2��U+��0�a6"9©Y �"Y

[L]3∩A = ∅ Y�k� �
n = minL

-0+�P
L′ = L\{n} ∈ [L]

Y7�7�g��-0/;)*�
k = |tn|T

YJ����� +:&h�"!=�ge�� !$#
(m, l) ∈ [L′]2

LU�
�.- e�� |tm ∧T tl|T < k

Y������q)*� � {t ∈ T : |t|T < k} 9;)(A�+�9O���"Y�X��<+�1 ��6�@,#n-8+��0����� !�-03�3�/E9;1a-8��9;�"+
�"&Z'�-024)*� # % )(����� �"!*�<2o6������<!*�N�gp�9;)$�

s ∈ T L(9O��� |s|T < k
-0+�P

L′′ ∈ [L′]
)*?�1c�n���.-8��&h�R!��ge�� !$#

(m, l) ∈ [L′′]2
LU�\�.- e��

s = tm∧T tl
YJCU?�������9;)�9;)�1</;�a-0!*/O#D9;243��")*)*9;@�/;�\-0)������(��!*�<�

T
9E)�P�#
-0P�9;1�Y

� v�� µ 9E!*)$��LU�\�"@�)*�<!$e��\�����\&F�"/;/;�aL(9;+�S�Y "�)������(��!*� �
T

9;)�!*� S"?�/F-0!<6,&h�"!�� e"�<!$#
t, s ∈ T LU�\�.- e��

|t|T < |s|T
� !*� )*3��<1g��9Oe��</O# |t|T = |s|T

��9;&J-0+�Po�R+�/O#b9;& |t| < |s| � !*�<)*3�� 1 ��9Oe�� /O# |t| = |s| �5Y
/��aLN6�/;�g�

(tn)n ∈ Incr(T )
Y(lm+��"!*P�� !\���B)*���aL ����-a�

(tn)n ∈ Incr(2<N) ∩ 2T
9;�\9E)\� +��R?�SR�

���%3�!*�ae��T���.-8��&F�"!4� e�� !$#
n < m < l

LU�o�.- e"� |tn| ≤ |tm ∧ tl| YC�#G������-0@��ae"�o!*�<2B-0!*V
)<6
|tn| ≤ |tm ∧T tl|

Y "�)
tm ∧T tl v tm ∧ tl

6�LU�N-0!*�qP��"+���Y
���"+�e��<!*)*� /O#,6Z-0)*)*?�2��B���.-8�

(tn)n ∈ Incr(2<N) ∩ 2T
Y#"�S,-09;+¶9O�:9;)>� +��"?�S"�¶���Q1c���<1cVW���.-8�

1 �"+�P�9O��9;�"+ � ]���9;+ w�<A�+�9O��9E�R+��49;)�)c-8��9;)*A�� PkY ` �b/;�g�
n < m < l

Y������<!*�>�gp�9;)$�
sm, sl ∈ T

L(9O���
|sm|T = |sl|T = |tn|T

6
sm v tm

-8+�P
sl v tl

Y�yK�q1</F-09;2r���.-8�
sm = sl

Y�lm+�P��<� PM6�9;&=+��R�a6������ +
|tm ∧ tl| = |sm ∧ sl| < |tn|

6°1 �"+���!c-0P�9;1 ��9;+�SB�����D&�-01g�w���.-8�w�����4-0+���9E1c�.-09;+
(tn)n

9;)w9;+�1<!*�a-0)*9;+�S
9;+

2<N
Y4l_�N&F�"/;/;�aL()f���.-8�

tm ∧T tl w sm
6=-8+�P%)*� |sm|T = |tn|T ≤ |tm ∧T tl|T

6J-0)qP�� )*9;!*�<PMY
�����q3�!*�
�R&=&h�R!������fP��<1 !*�a-0)*9;+�S�-0+���9E1c�.-09;+�)�9E)�9;P�� +,��9;1a-0/©Y

" 1<�"!*�R/E/F-0!$#B�"&=3�!*�"3�� !$�m# � v����"&=�k� 2�2B- � 9;)������f&h�R/E/;�aL(9;+�S�Y
� �7���������M��� 
 �"!7�g�

T
³c�:��£��_±R���O�0£:²0¥,��²0�©¡q§c��³ ��£��c�D $¨

2<N
�0��²

R
��£��_±R���O�0£:²0¥,��²0�©¡q§c��³ ��£��c�

 $¨
T
ª �k¢��g�

Incr(R) = Incr(T ) ∩ 2R
�0��²

Decr(R) = Decr(T ) ∩ 2R
ª



������������	�
������ ��� ��� �����
������������ �����������
�����������
������� ���

y¶�B+��0��9E1 �B���.-8�:&h�"!>�ge��<!$#K!*� S"?�/F-0!:P�#
-8P�9;1b)*?�@���!*� �
T

�"&������o��-0+����"!>��!*� �
2<N

�����b)*� ��)
Incr(T )

-8+�P
Decr(T )

-0!*�:HJ�"/;9;)*�W)*?�@�)*3.-01 �<)f�"&
2T

Y>�����D2B-09;+Q!*� )*?�/;�f�"&Z����9;)w)*� 1 ��9;�"+Q9;)������
&h�R/E/;�aL(9;+�S�Y
�f� {��7�M{�� u �.� !7�g�

T
³c�B�I£��_±R���O�0£B²0¥���²0�©¡D§��.³g��£c���B $¨

2<N
�0��²

A
³c���0� �0���R�¦¥R���©¡D§c��³g§ �g�� $¨

Incr(T )
� £c�5§_���c¡ ���F�R�g�¬¥¶ $¨

Decr(T )
� ª �7¢��5����¢��5£c����¤R�F§5��§o�W£c�©±R���;�0£n²0¥,��²0��¡T§c��³ ��£��c�

R
 $¨

T§c��¡g¢W��¢��R�w�g�h��¢��g£
Incr(R) ⊆ A

 0£
Incr(R) ∩ A = ∅ � £c�5§_���c¡ ���F�R�g�¬¥�6��g����¢��5£

Decr(R) ⊆ A
 0£

Decr(R) ∩A = ∅ � ª
y¶�B+��0��9E1 �����.-8�a6�-8&F��� !D-nA�!*)$�DP�!c-0&F�:�"&������b3�!*�<)*� +��D3.-03��<!NL�-0)DA�+�9;)*���<PM6 ` Y=�7�
P��"!*s �ge�9;t

9;+�&h�"!*24�<PB?�)�����-a�����w9;)(-0/;)*�4- L�-0!*�w�"&M�����q-0@��ae"�f!*� )*?�/O��L(9O���T-N3�!*�
�"&k@.-0)*� PT�"+ �4Y�!�9;/;/;9;V"�<+-% )
�����<�R!*�<2d&F�"!�)$��!*�"+�S4)*?�@���!*� �<) � [ �7�,]a^��5Y

������3�!*�
�"&f�"&q�����<�"!*� 2 u��¶9;)b@.-0)*� P��R+ ���"!*�"/;/F-0!$# � Y ������24� �����
P�9;)B���G!*� P�?�1<�n�����
1 �"/;�"!*9;+�S��"&

Incr(T )
� !*� )*3��<1g��9Oe��</O#%�"&

Decr(T )
�q9E+ ����� �"!*�<2 u �����%-�1 �"/;�"!*9;+�S��"&������I1 /F-0)*)

[T ]Incr

� !*� )*3��<1g��9Oe�� /;#
[T ]Decr

���"&79;+�1 !*�8-0)*9;+�S � !*� )*3�� 1g��9;e"�</O#�P�� 1 !*�8-0)*9;+�S
��!*� S"?�/h-8!�)*?�@���!*� � )��"&
T� )*� � w�<A�+�9O��9;�"+ �
�5Yo�k�o����9;)N� +�PM6kLU�b+�� �<P%�����B&F�"/;/E�<L(9E+�So�a-0)$#%&�-01 �N1<�R+�1 � !*+�9;+�So�����B1 /F-0)*)*�<)

[T ]Incr
-0+�P

[T ]Decr
Y

� ���.� u"u,�"!7�g�
T

³��b�I£��_±R���O�0£B²0¥,��²0��¡D§c�.³g��£��c�B $¨
2<N

ª %F¨
S ∈ [T ]Incr

 0£
S ∈ [T ]Decr

6���¢��5�
|S(n)| = n+ 1

¨  0£>�g�0�g£5¥
n ∈ N ª

"�)JLU���.- e���9E+�P�9;18-a���<PM60������1 !*?�1<9F-0/
&�-81 �Z9;+>�����U3�!*� )*� +,��)*�g�*��9;+�Sw9;)J���.-8�J�����<!*�U9E)�-�1a-0+��"+�9;18-0/
1 �"!*!*�<)*3��"+�P�� +�1 �(@��g�mLU�<� +

[T ]Incr
-0+�P

Incr(T )
� -0+�P�)*9;249E/F-0!*/O#N&h�"!Z�����(P�� 1<!*�a-0)*9;+�S>-0+���9E1c�.-09;+�)5�56

L(��9;15�NLU��-0!*��-0@��"?��J����P�� )*1<!*9;@��"Y µ �"!=� e�� !$#
S ∈ [2<N]Incr

�"!
S ∈ [2<N]Decr

-8+�P:�ge�� !$#
n ∈ N 6

/;� � {sn0 ≺ · · · ≺ snn}
@�������� ≺ �©9;+�1<!*�a-0)*9;+�S�� +,?�24� !c-8��9;�"+¶�R&

S(n)
Y w� A�+��

Φ : [2<N]Incr →
Incr(2<N)

@,#
Φ(S) = (sn+1

n )n.l_�J9;)J�a-0)$#q����)*�<�����.-8�
Φ

9;)�-�LU� /E/O�©P�� A�+�� P:1 �"+���9;+,?��R?�)=2b-03MY !��R!*�<�ae"�<!<60P�� A�+��
Ψ : [2<N]Decr →

Decr(2<N)
@,#

Ψ(S) = (sn+1
1 )n

Y "�S,-89E+T9O�(9;)��8-8)$#I���4)*�<�f���.-8�
Ψ

9;)�LU� /;/O�©P�� A�+��<Pn-0+�Po1 �"+���9;+��
?��"?�)<Y
��{��\� � ua]�� !k� �

T
³c�T��£��_±R���O�0£T²0¥,��²0�©¡�§c��³ ��£��c�o $¨

2<N
ª �k¢��g�

Φ([T ]Incr) = Incr(T )
�0��²

Ψ([T ]Decr) = Decr(T )
ª

¯ £� a $¨ ª�yK�T)*�.-0/;/�S"9Oe��I�����T3�!*�
�"&\�"+�/;#G&h�"!:�����T1a-0)*�T�"&�9;+�1<!*�a-0)*9;+�SW)*?�@���!*� �<)<Y�����T3�!*�
�"&\�"&
�����I�R�����<!D1a-0)*�T9;)D)*9;2�9;/F-0!<Y µ 9;!*)$�a6ZLU�I+��R��9;1<�b���.-8�D&h�"!D�ge��<!$#

S ∈ [T ]Incr
LU�T�.- e"�

Φ(S) ∈
Incr(2<N)∩ 2T

6�-0+�PI)*�D@�#B�k�<242b- � � v��ZLU�wA�+�Pb���.-8�
Φ([T ]Incr) ⊆ Incr(T )

Y����"+�e�� !*)*�</O#�6
/;� �
(tn)n ∈ Incr(T )

Y
� ���M}h��� �:«k 0£:�g�0�g£5¥

n < m < l
®��q¢��0�R�

tn ∧T tm = tn ∧T tl
ª

¯ £� a $¨w $¨��J�O�0�h�Bªf�k� �
n < m < l

YJC�#B1 �"+�P�9O��9E�R+ � ]"�Z9E+ f� A�+�9;��9;�"+ �
6,����� !*�\� p�9;)$��)
s ∈ T L(9;���

|s|T = |tn|T
-0+�PQ)*?�1c�����.-8�

s v tm ∧T tl
Y !n�"!*� �ae�� !<6��"@�)*� !$e��N����-a�

tn ≺ s
6M-8)

tn ≺ tm
Y�l_�

&h�R/E/;�aL()U���.-8�
tn ∧T tm = tn ∧T s = tn ∧T tl

6�-0)(1 /F-09;2�� PMY �
µ �"!(�ge�� !$#

n ∈ N 6�LU�q)*�g�
cn = tn ∧T tn+1

Y
� ���M}h�
	 �:«k 0£D�5�R�g£5¥

n < m
®��>¢��0�R�

cn @ cm
ª �k¢��R���h§"6=��¢��>§g�c�g���g��¡��

(cn)n
�h§>�0�W�F��*Z���h�_�

¡g¢��0�F�K $¨
T
ª



� � ���������	��
�������������� �

¯ £� a $¨q $¨ �Z�O�0�h��ªf�7�g�
n < m

YZC�#o��/F-09;2 uR6
cn

-0+�P
cm

-0!*�f1 �"243�-a��9E@�/;�"6
)*9;+�1 �
cn = tn ∧T tm-0+�PM6.@�#nP�� A�+�9O��9;�"+M6

cm = tm ∧T tm+1
Y�/��aL +��0��9E1 �q���.-8� |cn|T < |tn|T ≤ |tm ∧T tm+1|T =

|cm|T
Y �

µ �"!J�ge��<!$#
n ≥ 1

6"/;� �
c′n

@���������?�+�9E�,?��U+��
P��U�"&
T

)*?�1c�:���.-8�
c′n v cn

-8+�P |c′n|T = |tn−1|T
Y

yK�BP�� A�+��b!*� 1 ?�!*)*9Oe�� /O#
S ∈ [T ]Incr

-0)>&F�"/;/E�<L()<YIyK�B)*� �
S(0) = {c0}

-0+�P
S(1) = {t0, c′1}

Y
"�)*)*?�2�������-a�

S(n) = {sn0 ≺ · · · ≺ snn}
�.-0)�@�� �<+IP��<A�+��<PI)*�D���.-8�

snn−1 = tn−1
-0+�P

snn = c′n
Y

µ �"!\�ge��<!$#
0 ≤ i ≤ n− 1

6�LU�>1c���")*�>+��
P�� )
sn+1
i

)*?�15�o���.-8�
sni @ sn+1

i

-0+�P |sn+1
i |T = |tn|T

Y
yK�f)*�g�

S(n+ 1) = {sn+1
0 ≺ · · · ≺ sn+1

n−1 ≺ tn ≺ c′n+1}
YZl_��9E)��a-0)$#B���41c���<1cVB���.-8�

S ∈ [T ]Incr-0+�P
Φ(S) = (tn)n

Y������q3�!*�
�R&=9;)�1<�R2�3�/;� ���"Y
¯ £� a $¨b $¨ �k¢��c 0£��g� ��� ªf�k� �

A
@��I-0+ -0+.-0/O#
��9;1�)*?�@�)*� �:�"&

Incr(T )
YnC�#%�k�<242b-%u<]�67�����B)*�g�

B = Φ−1(A) ∩ [T ]Incr
9E)B-0+�-0+.-0/O#
��9;1T)*?�@�)*� �B�"&

[T ]Incr
Y�C�#����R!*�"/;/h-8!$# � 6������<!*�o�gp�9;)$��)B-

!*� S"?�/h-8!�P�#
-0P�9;1\)*?�@���!*� �
R

�"&
T

)*?�1c�����.-8��� 9;����� !
[R]Incr ⊆ B

�"!
[R]Incr∩B = ∅ YZC�#4�k�<242b-

ua]�6������DA�!*)$�q1a-0)*�D9E243�/;9E� )\���.-8�
Incr(R) = Φ([R]Incr) ⊆ Φ(B) ⊆ A

6�L(��9;/;�>�����:)*�<1 �"+�PW���.-8�
Incr(R) ∩ A = Φ([R]Incr) ∩ A = ∅ Y¶�����I3�!*�,�"&(&h�"!:�����I18-8)*�I�"&\P��<1 !*�a-0)*9;+�SW-0+���9E1c�.-09;+�)49;)
)*9;2�9;/F-0!<Y

�\� !#�Z�\�������)� �����M����
 ��
�����
k����� � �D����� � �Z������
�� �¶� �4��	�

�� ��� �����������m��� �

�����Q3�!*�<)*� +��T)*�<1g��9;�"+�1 �"+�)*9E)$��)b�"&q&F�"?�!I)*?�@�)*� 1 ��9;�"+�)<Y lm+������QA�!*)$�I�"+���6(?�)*9;+�SG�����Q'�-024)*�g#
3�!*�"3��<!$��9;� )=�"&.1c�.-09;+�)�-0+�P:�"&.9;+�1 !*�8-0)*9;+�Sf-0+�P:P��<1 !*�a-0)*9;+�Sf-0+���9;15�.-09;+�)<60LU��3�!*�ae"�(-\)$��!*� +�SR�����<+�9;+�S
�"&J->!*� )*?�/O���R& $�Y ` ���<!*+%[ ` ���g^©YZlm+I�����f)*� 1<�"+�PT�"+��"6
LU�f9;+,��!*�,P�?�1 �w�����w+��0��9E�R+T�"&k�a��?�9Oe"-0/;�<+�1 ���"&
&�-82�9;/;9;�<)k�"&�&h?�+�1 ��9;�"+�)Z-0+�P>LU�U3�!*�<e�9;P���-(1<!*9O��� !*9;�"+>&h�R!J� )$�5-0@�/;9;)*��9;+�S\9;�aYklm+>����������9;!*P:)*?�@�)*� 1 ��9;�"+M6
LU�NP��<A�+��q�����q)*� e"�<+n249;+�9;2B-0/M&�-0249E/;9;� )<YU�����N/F-0)$�\)*?�@�)*�<1g��9;�"+n9;)(P��ge��R��� PT���������N3�!*�
�"&=�"&J�����
2B-09;+G!*� )*?�/O�D�"&������I)*� 1 ��9;�"+M6J1<�R+�1 � !*+�9;+�S������b18-0+��"+�9;1a-0/U� 2:@�� P�P�9;+�S��"&(�R+��I�R&������I249;+�9E2B-0/
&�-82�9;/;9;�<)U9;+n-0+�#I)*�<3.-0!c-8@�/;�f'(�")*�<+����.-0/k1 �"243.-01 �aY
	�(+*,(�
 	��� 	 7 1 4 2�� � /�� �92 �:1 7 	 838 /�� 1��
	�	 8#/�� ���%7 �:1546/)798:( yK�b)$�5-0!$�DL(9O���K�����I&F�"/;/;�aL(9;+�S
P��<A�+�9O��9;�"+MY
z4{�|
}F~M}F��}h�7~ uav��N�k� �

L
@��f-8+b9;+�A�+�9;���()*?�@�)*� �U�"&

2<N
-0+�P

σ ∈ 2N
Y=yK��)c-g#����.-8�

L
¡c 0���0�g£©±,�5§

���
σ

9;&J&F�"!(� e�� !$#
k ∈ N �����q)*� �

L
9;)�-0/;24�")$�\9;+�1</;?�P��<PT9E+ {t ∈ 2<N : σ|k v t} Y������q�</;� 2�� +��

σ
L(9;/;/�@��w18-0/;/;� Pb�����D�¬�F�D�h�°�"&k�����q)*�g�

L
YJy¶��L(!*9;���

L→ σ
���4P�� +��R���w���.-8�

L
1<�R+,e"�<!*S"� )����

σ
Y

l_�(9E)�1 /;�8-8!����.-8�������f/;9;2�9O���"&J-:)*?�@�)*�g�
L

�"&
2<N

9;)�?�+�9F��?��"6�9;&79O��� p�9;)$��)<Y
� ���.� u ���"!7� �

(tn)n
³��o�0� �h��¡5£��c�0§c�h�,± � £��g§_���c¡g���h�R�g�¦¥K²��c¡g£��c�0§��h�
±��I�0�.����¡g¢��0�h�� $¨

2<N
ª �k¢��g�

(tn)n
¡c 0���R�g£©±��g§f�_ 

σ
6M®Z¢��g£��

σ
�h§w��¢��q�
���©�5�.�:� �O�g���g�.�U $¨

2N
²��g�_�g£5�D�F���c²b³5¥B��¢��:¡5¢��0�h�

(cn)n®Z����¢
cn = tn ∧ tn+1

� § �c�N��¢����.£c a $¨q $¨ !7�5�D�B��ua]�� ª
y¶�wL(9;/;/k-0/;)*�4+�� �<PI�����f&h�R/E/;�aL(9;+�SD+��R�5-a��9E�R+�)<Y

�:�7���
��}h�7~ Y µ �"!(� e�� !$#
L ⊆ 2<N

9;+�A�+�9;���N-0+�Po� e�� !$#
σ ∈ 2N

LU�qL(!*9O���
L ≺∗ σ 9;&

L
9;)�-8/E24�")$�

9;+�1</;?�P��<Pn9E+ {t : t ≺ σ} Y\yK�NL(!*9O���
L �∗ σ 9;&

L
9;)w-0/;2��")$��9;+�1</;?�P��<Pn9E+ {t : t ≺ σ} ∪ {σ|n :

n ∈ N} YB�����4+��R�5-8��9;�"+�)
σ ≺∗ L -0+�P

σ �∗ L �.- e"�4�����4�"@�e�9;�"?�)q24�8-0+�9;+�S�YDyK�B-0/;)*�TL(!*9O���
L ⊆∗ σ 9;&�&F�"!q-0/;/J@�?��fA�+�9O��� /O#n2B-0+�#

t ∈ L LU�:�.- e��
t @ σ

6�L(��9;/E�N@,#
L ⊥ σ

LU�:2��a-0+����.-8�
L ∩ {σ|n : n ∈ N} 9;)�A�+�9O���"Y



������������	�
������ ��� ��� �����
������������ �����������
�����������
������� �  

�����f&h�R/E/;�aL(9;+�SD&�-01g�(9;)�� )*)*�<+���9F-0/;/O#T-:1<�"+�)*�<�,?��<+�1 �q�R&=�k�<242b- � � ]��5Y
� ���.� u � � %F¨

L
�h§4�0�K�F��*Z���h�_�D§c�.³5§ � �\ $¨

2<N
�0��²

σ ∈ 2N
�F§>§c��¡g¢���¢��R�

L → σ
�0��²

L ≺∗ σ� £��g§_���c¡g���h�0� �¦¥
σ ≺∗ L �56k��¢��g�%�g�0�g£5¥��h��*Z�����_�N§��.³5§ � �U $¨

L
¡� 0�.�_�0�h��§N�0�n�h��¡5£c���0§c�h�
± � £��5§_���c¡ ���F�R� �¦¥

²��c¡5£c���0§c�h�
±��N�0�.����¡g¢��0�h�%¡c 0���R�5£©±R�h�,±I�_ 
σ
ª

�����N-09;2d�"&k����9E)�)*?�@�)*� 1 ��9;�"+T9;)����43�!*�ae��w�����q&F�"/;/E�<L(9E+�S:!*�<)*?�/O�aY
�f� {��7�M{�� u � �"!7�g�

X
³c�B� ¯  R�¦�F§c¢n§_����¡c�B�0��² {ft}t∈2<N

³c�b�f¨ �0�:���¦¥T£�� �O�R���h�0� �¦¥Q¡c 0������¡g���h�
B1(X)

ª �7¢��5� ��¢��g£��T�c¤0�F§5�q�n£��_±0���O�0£T²0¥���²0�©¡�§c�.³g��£��c�
T

 $¨
2<N

�0��²%�>¨g�0�D�h�¬¥ {g0
σ, g

+
σ , g

−
σ :

σ ∈ P} 6k®Z¢��g£�� P = [T̂ ]
67§c��¡g¢I��¢��R��¨g 0£:�g�0�g£5¥

σ ∈ P ��¢���¨  R�F�O 0®Z�h�,±o�0£��q§ �R���h§ *��c²�¸
� u8� �7¢��f§ �c�5�.�5��¡c�

(fσ|n)n∈LT
¡c 0���0�g£©±,�5§��� 0�F�.��®Z�h§ �f�_ 

g0
σ

� £c��¡c�R�F�°��¢��R�
LT

§5�_�0��²0§Z¨g 0£q��¢��
�;�5�R�g�k§ �g�� $¨

T
� ª

� ]��T«k 0£B�g�0�g£5¥o§g�c�g���g��¡��
(σn)n

�F�
P

¡� 0���R�5£_±0�h�
±o�_ 
σ

§��.¡5¢Q��¢��R�
σn ≺ σ

¨g 0£��R�F�
n ∈ N 6

��¢��:§ �c�g���g��¡c�
(gεnσn)n

¡� 0���R�5£_±��g§(�� 0�h�.��®Z�F§ �:�_ 
g+
σ

¨g 0£4�0��¥o¡g¢� 0��¡c�� $¨
εn ∈ {0,+,−}

ª
%h¨w§c�.¡5¢n�4§ �c�5�.�5��¡c�

(σn)n
²� 8�5§w�� R���c¤0�h§c�g67��¢��g�

g+
σ = g0

σ

ª
� v��T«k 0£B�g�0�g£5¥o§g�c�g���g��¡��

(σn)n
�F�
P

¡� 0���R�5£_±0�h�
±o�_ 
σ

§��.¡5¢Q��¢��R�
σ ≺ σn

¨  0£��R�F�
n ∈ N 6

��¢��:§ �c�g���g��¡c�
(gεnσn)n

¡� 0���R�5£_±��g§��� 0�F�.��®Z�h§g�D�_ 
g−σ

¨  0£4�0��¥n¡5¢� 0�©¡c�4 $¨
εn ∈ {0,+,−}

ª
%h¨w§c�.¡5¢n�4§ �c�5�.�5��¡c�

(σn)n
²� 8�5§w�� R���c¤0�h§c�g67��¢��g�

g−σ = g0
σ

ª
� �
�T«k 0£\�g�0�g£5¥f�h��*Z�����_��§c��³g§ �g�

L
 $¨
T

¡� 0���R�5£_±0�h�
±q�_ 
σ

®Z�h��¢
L ≺∗ σ 6.��¢���§g�c�g���g��¡��

(ft)t∈L¡c 0���R�5£©±,�g§��� 0�h�.��®Z�F§ �N�_ 
g+
σ

ª
� � �T«k 0£\�g�0�g£5¥f�h��*Z�����_��§c��³g§ �g�

L
 $¨
T

¡� 0���R�5£_±0�h�
±q�_ 
σ

®Z�h��¢
σ ≺∗ L 6.��¢���§g�c�g���g��¡��

(ft)t∈L¡c 0���R�5£©±,�g§��� 0�h�.��®Z�F§ �N�_ 
g−σ

ª
�  0£c�� 0�R�g£
67��¢���¨c�
��¡g���© 0��§

0,+,− : P ×X → R
²�� *Z���c²I³5¥

0(σ, x) = g0
σ(x), +(σ, x) = g+

σ (x), −(σ, x) = g−σ (x)
�0£��:�R�F� �� 0£�� �Oª

CU�<&F�"!*�\LU�w3�!*�
1<� � Pb���>�����w3�!*�
�R&7�"&k����� �"!*� 2 u � LU�w+��R��9;1 �\������&h�"/;/;�aL(9;+�S>&�-81 � � ������3�!*�
�"&
�"&kL(��9;1c�T9E)�/;� &F�����:�����f!*�a-0P��<!5�5Y
� ���.� u����

� u8�&!7� �
A1 = (t1n)n

�0��²
A2 = (t2n)n

³c�I��®� ��h��¡5£��c�0§c�h�,± � £��g§_���c¡g���h�R�g�¦¥K²���¡g£��c�0§c�F�
±��b�0�.´
���©¡g¢��0�F��§4 $¨

2<N
¡c 0���R�5£©±R�h�,±n�_ T��¢��:§ �0�B�

σ ∈ 2N
ª��k¢��g�¶��¢��g£����c¤0�h§5��§D�0�¶�F��¡g£��c�0§c�F�
±

� £c�5§_���c¡ ���F�R�g�¬¥q²���¡g£��c�0§c�F�
±��U�0�����©¡g¢��0�F�
(tn)n

 $¨
2<N

¡� 0���R�5£_±0�h�
±f�_ 
σ

§��.¡5¢N��¢��R�
t2n ∈ A1�0��²

t2n+1 ∈ A2
¨g 0£:�5�R�g£5¥

n ∈ N ª
� ]��&!7� �

(σn)n
³c�¶� § �c�5�.�5��¡c�%�F�

2N
¡c 0���R�5£©±R�h�,±��_ 

σ ∈ 2N
ªd«k 0£¶�g�0�g£5¥

n ∈ N 6D�O� �
Nn = (tnk)k

³��(��§ �c�5�.�5��¡c�U�h�
2<N

¡c 0���R�5£©±R�h�,±q�_ 
σn

ª,%h¨
σn ≺ σ

� £c�5§_���c¡ ���F�R�g�¬¥
σn � σ

�
¨  0£N�R�F�

n
6M��¢��g�n��¢��g£��>�c¤0�F§5���0�n�F��¡g£��c�0§c�F�
± � £��g§©����¡ ���h�0� �¦¥B²���¡g£��c�0§c�F�
±��f�0�.���©¡5¢��0�h�

(tm)m�0��²
L = {nm : m ∈ N} §c��¡g¢o��¢��R�

(tm)m
¡c 0���R�5£©±,�g§N�_ 

σ
�0��²

tm ∈ Nnm
¨  0£D�5�R�5£5¥

m ∈ N ª

¯ £� a $¨N $¨
�k¢��c 0£��g� ��� ª:i\?�!(�,#
3��0����� )*� )\9;243�/;#B���.-8�(&h�"!(�ge��<!$#I)*�<�,?��<+�1 �
(gn)n

@��</;�"+�S"9;+�SD���
�����B1 /;�")*?�!*�b�R& {ft}t∈2<N

9;+
RX

67�����<!*�B�gp�9;)$��)D-T)*?�@�)*�<�,?��<+�1 �b�"&
(gn)n

L(��9;15�¶9;)N3��"9;+,�mL(9;)*�
1 �"+�e��<!*SR�<+��aY����"+�)*9;P��<!������f)*?�@�)*�g�

Π1
�R&

[2<N]chains
P�� A�+�� Po@�#

Π1 = {c ∈ [2<N]chains :
�����q)*�<�,?��<+�1 �

(ft)t∈c
9;)�3��R9E+��mL(9;)*�f1 �"+�e�� !*S"�<+�� }.



� � ���������	��
�������������� �

�����<+
Π1

9;)n-¶1 �R�m-0+.-0/O#
��9;1Q)*?�@�)*� �T�"&
[2<N]chains

� )*�<� [ ` ���g^��5Y "�3�3�/O#�9;+�S �����<�"!*� 2 v -0+�P
9;+�e��"V
9;+�SN�"?�!��,#
3��0����� )*� )<6,LU�\S"�g��-f!*�<S"?�/F-0!�P�#
-0P�9;1\)*?�@���!*� �

T1
�"&

2<N
)*?�15�B���.-8�

[T1]chains ⊆
Π1

Y /��aL 1 �"+�)*9;P��<!������f)*?�@�)*� �
Π2

�"&
Incr(T1)

6�P�� A�+�� PT@,#

Π2 = {(tn)n ∈ Incr(T1) :
�����q)*�<�,?�� +�1 �

(ftn)n
9;)�3��"9;+,�mL(9;)*�f1 �"+�e�� !*S"� +,� }.

"�S,-09;+
Π2

9;)w1<�0�m-0+.-0/O#
��9;1 � ����9;)w1a-0+W@��41c���<1cV"� PWL(9O���Q)*9E249;/F-0!f-0!*S"?�24�<+���)w���b�����R)*�49;+[ ` ���5^��5Y
"�3�3�/;#
9E+�SN����� �"!*� 2 u���6�LU��S"�g��-q!*�<SR?�/F-0!�P�#
-8P�9;1\)*?�@���!*� �

T2
�"&
T1

)*?�1c�B���.-8�
Incr(T2) ⊆ Π2

Y
µ 9;+.-0/;/O#,6�-03�3�/;#
9E+�S4�����<�R!*�<2�u �4&F�"!������qP�� 1<!*�a-0)*9;+�SB-8+,��9;1c�.-09;+�)��R&

T2
-0+�PT�����q1 �"/;�"!

Π3 = {(tn)n ∈ Decr(T2) :
�����f)*�<�,?��<+�1 �

(ftn)n
9E)�3��"9;+��mL(9;)*�q1 �"+�e�� !*S"� +,� },

LU���"@��5-09;+¶-T!*� S"?�/F-0!NP�#
-8P�9;14)*?�@���!*� �
T

�R&
T2

)*?�1c�%����-a�a6kL(9O���
P = [T̂ ]

6k������&F�"/;/E�<L(9E+�So-0!*�
)c-8��9;)*A��<PM¸

� 9h� µ �"!�� e"�<!$#o9;+�1<!*�a-0)*9;+�SI-0+���9;15�.-09;+
(tn)n

�"&
T
6.�����N)*�a�,?�� +�1<�

(ftn)n
9;)�3��"9;+��mL(9;)*�>1<�R+��

e�� !*S"� +,�aY
� 9;9h� µ �"!\�ge��<!$#IP��<1 !*�a-0)*9;+�Sb-8+,��9;1c�.-09;+

(tn)n
�"&
T
6������N)*�<�,?��<+�1 �

(ftn)n
9;)\3��"9;+��mL(9;)*�q1<�R+��

e�� !*S"� +,�aY
� 9E9;9h� µ �"!��8-01c�

σ∈P 6"������)*�<�,?��<+�1 �
(fσ|n)n∈LT

9;)�3��"9;+��mL(9E)*��1 �"+�e��<!*SR�<+������>-�&h?�+�1g��9E�R+
g0
σ

Y
yK�(+��R��9;1 ������-a�a6�@�# µ -01 �\u�� � u8�56�9;&

(t1n)n
-0+�P

(t2n)n
-0!*���mLU�q9E+�1 !*�8-8)*9E+�S � !*�<)*3�� 1 ��9Oe�� /O#>P�� 1 !*�8-0)$�

9;+�S
��-0+���9;15�.-09;+�)��"&
T

1<�R+,e"�<!*S"9;+�SN���N������)c-024�
σ
6,����� +

(ft1n)n
-0+�P

(ft2n)n
-0!*��@��R���B3��"9;+,�mL(9;)*�

1 �"+�e��<!*SR�<+������f������)c-024�(&F?�+�1g��9;�"+MY µ �"!��ge��<!$#
σ ∈ P 6"LU��P�� A�+��

g+
σ

-0)�&F�"/;/;�aL()<Y=lm&������ !*�(�gp�9;)$��)
-0+W9;+�1<!*�a-0)*9;+�So-0+���9;15�.-09;+

(tn)n
�"&
T

1 �"+�e�� !*S"9;+�SI���
σ
6������<+QLU�D)*�g�

g+
σ

���I@��:�����:3��"9;+,�mL(9;)*�
/;9;2�9O�=�"&

(ftn)n
� @�#q������-0@��ae"��!*�<2B-0!*V
)

g+
σ

9;)J9;+�P�� 3��<+�P��<+��Z�R&������U15���"9;1 �U�"&
(tn)n

�5YZi(�����<!$L(9;)*�
LU�N)*�g�

g+
σ = g0

σ

Y ` 9;2�9;/F-0!*/O#BLU�qP�� A�+��
g−σ

����@��q�����N3��"9;+��mL(9;)*�q/;9E249O���"&
(ftn)n

6�L(9O���
(tn)n

-
P��<1 !*�a-0)*9;+�Sb-0+���9;15�.-09;+o�"&

T
1<�"+�e�� !*S"9;+�S4���

σ
6.9E&=)*?�1c�%-8+Q-0+���9E1c�.-09;+n�gp�9;)$��)<Y(i\����� !$L(9;)*�qLU�N)*� �

g−σ = g0
σ

YJC�# µ -01g�(u � -0+�PD�����(-0@��ae���P�9;)*1 ?�)*)*9;�"+M6"3�!*�"3�� !$��9;�<) � 9h�=-8+�P � 9E9h�°18-0+D@���)$��!*� +�SR�����<+�� P
-0)�&h�"/;/;�aL()<¸

� 9;e�� µ �"!:� e"�<!$#
σ ∈ P

-0+�P �ge��<!$#K9;+�A�+�9O���
L ⊆ T

1 �"+�e��<!*SR9E+�S����
σ

L(9;���
L ≺∗ σ 6J�����)*�<�,?��<+�1 �

(ft)t∈L
9;)�3��"9;+��mL(9;)*�f1<�R+,e"�<!*S"� +������

g+
σ

Y
� e.� µ �"!:� e"�<!$#

σ ∈ P
-0+�P �ge��<!$#K9;+�A�+�9O���

L ⊆ T
1 �"+�e��<!*SR9E+�S����

σ
L(9;���

σ ≺∗ L 6Z�����
)*�<�,?��<+�1 �

(ft)t∈L
9;)�3��"9;+��mL(9;)*�f1<�R+,e"�<!*S"� +������

g−σ
Y

y¶�D1</F-09;2 ���.-8�f�����D��!*� �
T

-0+�PW�����D&�-0249;/;# {g0
σ, g

+
σ , g

−
σ : σ ∈ P} -0!*�B-0)fP��<)*9;!*� PMY µ 9;!*)$�

LU�:e"�<!*9;&F#o3�!*�"3�� !$��9E� ) � u8� - � � �5Y>��/;�a-0!*/O#,6�LU�D�"+�/O#n�.- e��>���I1c���<1cV � ]���-0+�P � v��5Y�yK�>L(9E/;/73�!*�<e��
�"+�/O#T3�!*�"3��<!$�m# � ]�� � �����:-0!*SR?�24� +,�\9E)()$#�2�24�g��!*9E18�5Y�yK�:-0!*S"?��>@�#o1 �"+���!c-0P�9;1 ��9;�"+MY ` ��6°-0)*)*?�24�
���.-8�>����� !*�b�gp�9;)$�D-n)*�a��?�� +�1<�

(σn)n
9;+
P
6
σ ∈ P

-0+�P
εn ∈ {0,+,−}

)*?�1c�G���.-8�
σn ≺ σ

6
(σn)n

1<�R+,e"�<!*S"� )����
σ

L(��9;/;�
(gεnσn)n

P��
� )(+��R�\1 �"+�e�� !*S"�N3��"9;+��mL(9;)*�f���
g+
σ

Y�X�� +�1<�w�����<!*�q� p�9;)$�
L ∈ [N]

-8+�PQ-0+��R3�� +�+�� 9;S"�,@��R!*���,�
P
V

�"&
g+
σ

9;+
RX

)*?�1c�n���.-8�
gεnσn /∈ V &F�"!w-0/;/

n ∈ L Y(C�#
P��<A�+�9O��9;�"+M6
&F�"!U�ge�� !$#

n ∈ L LU�w2B- #�)*�</;� 1 ��-N)*�<�,?��<+�1 �
(tnk)k

9;+
T

)*?�15�B���.-8��&F�"!U�ge�� !$#
n ∈ L�����q&F�"/;/;�aL(9;+�S:���"/;Pk¸

� -��b�����f)*�<�,?��<+�1 �
Nn = (tnk)k

1 �"+�e��<!*SR�<)����
σn

Y
� @��b�����f)*�<�,?��<+�1 �

(ftnk )k
1 �"+�e�� !*S"� )(3��"9;+��mL(9E)*�����

gεnσn
Y

� 18� µ �"!\-0/;/
k ∈ N 6�LU�q�.- e"�

ftnk /∈ V Y
� P��b�����f)*�<�,?��<+�1 �

(σn)n∈L
1<�"+�e�� !*S"� )����

σ
-0+�P

σn ≺ σ
Y



������������	�
������ ��� ��� �����
������������ �����������
�����������
������� � �

C�# µ -81 �fu�� � ]"�56
����� !*��� p�9;)$��-NP�9F-0SR�"+.-0/�9;+�1<!*�a-0)*9;+�S4-0+���9;1c��-89E+
(tm)m

1 �"+�e�� !*S"9;+�S>���
σ
Y�C�# � 18�

-0@��ae��"6
(ftm)m

9;)q+��R�>3��"9;+��mL(9;)*�41<�R+,e"�<!*S"� +��N���
g+
σ

YB����9E)q/;�a-0P�)f����-I1<�"+���!c-0P�9;1g��9E�R+%@�#Q�����
P��<A�+�9O��9;�"+T�"&

g+
σ

Y
/��aLLU��L(9;/;/�15��� 15VN�����(CU�"!*� /;+�� )*)��R&.������2b-83�)

0,+
-0+�P − Y=�7�g�

LT = {l0 < l1 < · · · }
@��

������9;+�1<!*�a-0)*9;+�S�� +,?�2�� !c-8��9;�"+w�"&,������/;�ge�� /")*�g�
LT

�"&
T
Y µ �R!k�ge�� !$#

n ∈ N P�� A�+��
hn : P×X → R@�#

hn(σ, x) = fσ|ln(x)
Y���/;�a-0!*/O#,6

hn
9;)(CU�"!*� /©Y "�)�&F�"!\-0/;/

(σ, x) ∈ P ×X LU�f��-ge��

0(σ, x) = g0
σ(x) = lim

n∈N
hn(σ, x),

������CU�"!*� /;+�� )*)��"&
0

9;)B1 /;�8-0!<Y�yK�oL(9E/;/��"+�/O# 15��� 15VG������CU�"!*� /E+�� )*)��"&������n&h?�+�1 ��9;�"+
+

� �����
-0!*S"?�24�<+��:&h�"!>�����b2b-83 − 9E):)$#
2�24� ��!*9;18�5Y µ �R!D�ge��<!$#

n ∈ N -0+�P �ge��<!$#
σ ∈ P

6Z/;�g�
ln(σ)@��������Q/;� p
9E1 �"S"!c-83���9;1n249E+�9;2>?�2 �"&f�����Q1 /E�R)*�<P�)*� � {τ ∈ P : σ|ln @ τ} Yj������&h?�+�1 ��9;�"+

P 3 σ 7→ ln(σ) ∈ P 9;)�1</;�a-0!*/O#b1 �"+���9E+,?��"?�)<YZlm+�e��"V
9;+�SD�����fP�� A�+�9;��9;�"+I�R&
g+
σ

-0+�PT3�!*�"3��<!$�m# � ]��
9;+I�����w)$�5-8���<24� +,���"&k�����w�����<�R!*�<2rLU�q)*� �w����-a�(&h�"!\-0/;/

(σ, x) ∈ P ×X 6

+(σ, x) = g+
σ (x) = lim

n∈N
g0
ln(σ)(x) = lim

n∈N
0(ln(σ), x).

���,?�)
+

9;)(CU�"!*� /7-0)�LU� /;/©6�-0+�PT�����q3�!*�
�"&79;)�1<�"243�/;� ���"Y
�>{�� �M��� Y\y¶��LU�"?�/EPB/;9;V"�����>3��"9;+��U�"?������.-8�U9;+B�"!*P�� !����D-03�3�/;#D�����\'�-024)*� #D����� �"!$#4&h�R!���!*� �<)
9;+:������3�!*� )*� +,��)*� �*��9;+�Sw�"+����.-0)J���fV
+��aL ���.-8��-0/;/
������1<�"/;�"!*)�-0!*��)*?��41 9;�<+���/O#>P�� A�+.-0@�/;�"YJ����9;)Z9E)
-0/;)*�>������!*�8-8)*�"+bL(��#B�����wCU�"!*� /;+�� )*)U�"&M�����w&F?�+�1g��9;�"+�)

0,+
-0+�P − 9;)U�<243���-8)*9�� � Pb9;+T����� �"!*�<2

u � Y "�):-T2b-a�*���<!q�"&U&�-01g�a6kLU��L(9;/;/�+�� �<P%������&h?�/;/�)$��!*� +�SR���K�"&U������'�-02�)*�g#W�����<�R!$#%&F�"!q��!*� �<)
-0+�P¶3��<!*&F�<1g�>)*�g��)<6=9;+%�����B)*� +�)*������-a�>9;+¶1 � !$�5-09;+K)*9O��?�-a��9E�R+�)f�����B1 �"/;�"!qL(9E/;/Z@�� /;�"+�So���o�����

σ
�

-0/;S"� @�!c-BS"� +��<!c-a���<PQ@�#n�����4-0+.-0/O#
��9;1:)*�g��)<YNl_�f)*���"?�/;PW@��:+��0���<P����.-8�w����9;)�9E)w9;+Q1<�"+���!c-0)$�wL(9O���
�����q1 /F-0)*)*9;18-8/ ` 9;/Oe�� !������ �"!*� 2 [ ` 9O^©6�&h�"!�L(��9;15�T24�")$�\-03�3�/;9;1a-8��9;�"+�)�9;+,e"�"/Oe��qCU�"!*� /M3.-0!$��9O��9;�"+�)<Y

	�(6')(�� � �%4�� 2�� 	�7 � 	 /���� 2�� 4 �+4 	 8 /������%7 �:1546/)798:( �k�g�(?�)(SR9;e"�w�����q&F�"/;/E�<L(9E+�S:P�� A�+�9;��9;�"+MY
z4{�|
}F~M}F��}h�7~ u � �N�k�g�

I
@��b-b1<�"?�+��5-0@�/;��)*�g�D-8+�P

X,Y
@��4HJ�"/;9;)*�%)*3�-81<� )<YB�k� �:-8/E)*� {fi}i∈I-0+�P {gi}i∈I @����mLU�G3��"9;+��mL(9E)*��@��"?�+�P��<P�&�-0249;/E9;� )B�"&f!*�a-0/O��e�-0/;?�� P�&F?�+�1g��9;�"+�)I�"+

X
-8+�P

Y!*� )*3�� 1g��9;e"�</O#M6R9;+�P��gp�� P4@�#:�����()*�g�
I
Y=yK��)c- #:���.-8� {fi}i∈I 9;)��c�g�
�h�0�R�O�g�.�=��� {gi}i∈I 9;&.������2b-83

fi 7→ gi
�gp
���<+�P�)�����-:���R3��R/E�RS"9;18-0/����"24�<�"24�"!*3���9;)*2d@��g�mLU�<� + {fi}pi∈I -0+�P {gi}pi∈I Y

�������<�,?�9;e"-0/;� +�1 ���R&�������&�-0249E/;9;� ) {fi}i∈I -8+�P {gi}i∈I 9;)7)$��!*�"+�S"�<!k���.-0+N)c- #
9E+�S(���.-8� {fi}pi∈I9;)����"24�<�"24�"!*3���9;1���� {gi}pi∈I
� )*?�15�n-0+I�gp�-0243�/E�\L(9;/E/�@��wS"9Oe�� +I9;+b�����f+��gp
��)*?�@�)*� 1g��9E�R+��5YZ�����

1 !*?�1 9F-0/
3��R9E+��Z9;+ w� A�+�9O��9;�"+bu � 9E)=���.-8�J�����U�a��?�9Oe"-0/;�<+�1 ���"& {fi}i∈I -0+�P {gi}i∈I S"9Oe�� )�-\+.-8��?�!c-0/
���"24�<�"24�"!*3���9;)*2d@��g�mLU�<� +I�����<9;!�1</;�")*?�!*� )<Y

�����I&h�"/;/;�aL(9;+�SQ/;�<242B-n3�!*�ae�9;P��<)�-0+ �	�41 9E� +��41 !*9O���<!*9;�"+G&h�R!41c���<1cV
9;+�SQ�����I�a�,?�9Oe"-0/;�<+�1 �b�"&
&�-82�9;/;9;�<)\�R&�CU�"!*� /=&h?�+�1 ��9;�"+�)<Ywy¶�:2�� +���9;�"+n����-a�f9;+W9O��)�3�!*�,�"&ZLU�:L(9;/;/=�"&E���<+Q2B-0V"�:?�)*�D�"&Z�����
CU�"?�!*S,-89E+ - µ !*� 2�/;9;+ -
�J-0/F-0SR!c-0+�PN�����<�"!*� 2 [ C µ �U^�L(9O�����"?��Z2b-8V
9;+�Sf-0+D� p
3�/;9;1 9;�=!*�<&F�<!*� +�1<�"Y µ !*�"2
�����q1 �"+����gp
�(9O��L(9;/E/°@��f1</;�a-0!U����-a������9;)�9;)�L(��-a��LU�q?�)*�"Y
��{��\� � u 
 �"!7�g�

I
³c�B�n¡c 0�
�.�_��³g�;�D§ �g���0��²

X,Y
³c� ¯  R�¦�h§c¢n§©����¡��g§ ª"!7�g� K1

�0��² K2
³�����®� 

§ �m���0£���³g�;� #( 0§g�g�.��¢��R�Z¡c 0������¡g�_�n 0�
X

�0��²
Y

£��g§_���c¡g���h�0� �¦¥,ª !7� � {fi}i∈I �0��² {gi}i∈I ³�����®� 
²��g��§ �(¨ �0�:���¦�©�5§� $¨ K1

�0��² K2
£c�5§_���c¡ ���F�R�g�¬¥�ª�
�§c§c�
�B����¢��R�k¨  0£B�5�R�g£5¥

i ∈ I ��¢���¨c�
��¡ ���� 0��§
fi�0��²

gi
�0£��q�F§  R�O�R�_�c²��F� K1

�0��² K2
£��g§©����¡ ���h�0� �¦¥,ª��7¢��5�W��¢���¨  R�F�O 0®Z�h�,±o�0£��:�c�g�
�h�0�R�;�5�.�g¸



� � ���������	��
�������������� �

� u8� �k¢���¨ �0�D�h�¦�©�g§ {fi}i∈I �0��² {gi}i∈I �0£��:�c�5���F�R�R�O�g�.�_ª
� ]��o«k 0£4�5�R�g£5¥

L ⊆ I
�F��*Z���h�_��6���¢��:§g�c�g���g��¡��

(fi)i∈L
¡� 0���R�5£_±��g§(�� 0�h�.��®Z�F§ �>� ¨:�0��²o 0�.�¦¥b� ¨

��¢��q§ �c�5�.�5��¡c�
(gi)i∈L

²� 8�5§ ª

¯ £� a $¨ ªf�����TP�9;!*� 1 ��9;�"+ � u8� ⇒ � ]��N9;)D�R@,e
9E�R?�)<YKy��.-8�4!*�<2B-09;+�)D9;):���W3�!*�ae��I�����I1 �"+�e��<!*)*�"Y ` �
-0)*)*?�24�U���.-8�

(2)
���"/;P�)<Y7�7�g�

M ⊆ I @��U9;+�A�+�9O���"YkyK�U)*�g� KM1 = {fi}
p

i∈M
-0+�P KM2 = {gi}

p

i∈M
Y

/��R��9;1 �����.-8�=@��0��� KM1 -8+�P KM2 -0!*�U)*� 3.-0!c-0@�/;�U'(�")*� +,���.-0/
1 �"2�3.-01g�5-�YJi�?�!Z-0)*)*?�243���9;�"+�)J9;243�/;#
���.-8�������w9E)*�R/h-a���<PI3��"9;+���)��R& KM1 &F�"!*2r3�!*�<1 9;)*�</O#B�����f)*�g� {fi : i ∈M} -0+�PT)*9;2�9;/F-0!*/O#�&F�"! KM2 Y
w�<A�+��

ΦM : KM1 → KM2
-0)w&h�"/;/;�aL()<Y µ 9;!*)$�a6�&h�"!�� e�� !$#

i ∈ M )*�g�
ΦM (fi) = gi

Y�lm&
h ∈ KM1L(9O���

h /∈ {fi : i ∈M} 6������<+������<!*�(� p�9;)$��)
L ⊆M 9E+�A�+�9O���\)*?�1c�B���.-8�

h
9;)������\3��"9;+,�mL(9;)*�\/;9;249;�

�"&=�����>)*�<�,?�� +�1 �
(fi)i∈L

Y f� A�+��
ΦM (h)

����@��N�����N3��"9;+��mL(9E)*�q/;9E249O�(�"&=�����N)*�<�,?��<+�1 �
(gi)i∈L� @�#I�"?�!�-8)*)*?�243���9;�"+�)�����9;)�/;9;2�9O�U� p�9;)$��)5�5YZ�7�4)*9;243�/E9;&E#B+��0�5-8��9;�"+M6�/E�g�

Φ = ΦI
Y

� ���M}h� � !k� �
M ⊆ I �h��*J�����_�<ª �7¢��5�J¸

� u8� �k¢��q�B�5�
ΦM

�F§w®�� �F�¬´$²�� *Z���c²�� � ´ � �0��²I 0���_ �ª
� ]�� �D�q¢��0�0�

Φ|KM1 = ΦM
ª

¯ £� a $¨: $¨ �J�;�0�F�Bª � u8� µ 9Op
M ⊆ I

9E+�A�+�9O����Y��k�b)*� �>���.-8�
ΦM

9;)\LU�</;/O�©P��<A�+��<PM6.+��0��9E1 �N���.-8��&h�"!
�ge��<!$#

h ∈ KM1
L(9O���

h /∈ {fi : i ∈M} -0+�P��ge�� !$#
L1, L2 ⊆M

9;+�A�+�9O���UL(9O���
h = limi∈L1

fi =

limi∈L2
fi

LU�b�.- e��
limi∈L1

gi = limi∈L2
gi
Y µ �"!D9;&�+��R�a6=�����I)*�<�,?��<+�1 �

(fi)i∈L1∪L2

LU�"?�/;P
1 �"+�e��<!*SR�:3��"9;+��mL(9;)*��6.L(��9;/E�q�����>)*�a�,?�� +�1<�

(gi)i∈L1∪L2

P��
�<)�+��R�a6�1 �"+���!c-0P�9;1 ��9;+�SB�"?�!f-0)*)*?�2�3��
��9;�"+�)<Y

y¶�B�"@�)*� !$e��������B&h�R/E/;�aL(9;+�So1<�"+�)*�<�,?��<+�1 �B�"&��"?�!D-0)*)*?�243���9E�R+�)D-0+�PK�����BP�� A�+�9O��9;�"+K�"&������
2B-03

ΦM
Y µ �R!��ge�� !$#

h ∈ KM1
6������o3��"9;+��

h
9E)49;)*�"/F-8��� P 9;+ KM1 9;&w-0+�P�"+�/;#G9;&

ΦM (h)
9;)

9;)*�"/F-8��� P�9;+ KM2 Y +�)*9E+�S¶����9;)bLU�QL(9;/;/�)*���aL ���.-8�
ΦM

9;)Wug��uRY lm+�P��<� PM6\/;� �
h1, h2 ∈ KM1L(9O���

ΦM (h1) = ΦM (h2)
Y������ +�� 9O�����<!

ΦM (h1)
9E)�9;)*�"/F-8��� P 9;+ KM2 �"!�+��R�aY�lm+ �����oA�!*)$�

1a-0)*��6������ !*�n� p�9;)$��)b-0+
i0 ∈ M

L(9O���
ΦM (h1) = gi0 = ΦM (h2)

Y ���,?�)<6
h1 = fi0 = h2

Y
` ��6U-0)*)*?�24�I����-a�

ΦM (h1)
9;)D+��R�49;)*�"/F-8���<PG9E+ Km2 Y X�� +�1<�"6�+��<9O�����<!:9;)

ΦM (h2)
Y¶l_��&F�"/;/;�aL()

���.-8�b@��R���
h1

-0+�P
h2

-0!*��+��R+��©9;)*�"/F-8��� P�3��R9E+���)B�"& KM1 Y H�9E1cV
L1, L2 ⊆ M

9;+�A�+�9;���oL(9O���
h1 = limi∈L1

fi
-0+�P

h2 = limi∈L2
fi

Y�"�)������\)*�a�,?�� +�1<�
(gi)i∈L1∪L2

9E)�3��"9;+��mL(9;)*��1 �"+�e�� !*S"� +,�
���
ΦM (h1) = ΦM (h2)

6��R?�!\-8)*)*?�243���9;�"+�)�#�9;� /EP

h1 = lim
i∈L1

fi = lim
i∈L1∪L2

fi = lim
i∈L2

fi = h2,

L(��9;15�I3�!*�<e��<)����.-8�
ΦM

9;)fug��u"Y µ 9;+.-0/;/O#,6,���D)*� �f���.-8�
ΦM

9;)��"+�����6�/;� �
w ∈ KM2

L(9O���
w /∈ {gi :

i ∈ M} Yq�k�g�
L ⊆ M

@��D9;+�A�+�9O���NL(9O���
w = limi∈L gi

YqC�#��R?�!q-0)*)*?�243���9E�R+�)<6������:)*�<�,?��<+�1 �
(fi)i∈L

1<�R+,e"�<!*S"� )(3��"9;+��mL(9;)*�w���B-0+
h ∈ KM1

-0+�Po1 /;�8-8!*/;#
ΦM (h) = w

Y
� ]��	+�)*�q)*9;249;/h-8!(-8!*S"?�2�� +���)����D�����")*�q9;+ � u8�5Y �
C�#>�����\-8@��<e�����/F-09;2n609;�Z9;)Z�<+��"?�S"�:���f)*���aL����-a�Z������2B-03

Φ
9;)Z1<�R+,��9;+,?��"?�)<Y /��R��9;1<�U���.-8�Z9O�

9;)Z� +��"?�S"�:���w)*���aL ���.-8�Z9;&
(hn)n

9;)�-�)*�<�,?�� +�1 �U9;+ K1
���.-8�Z1<�"+�e�� !*S"� )Z3��"9;+��mL(9;)*�����N-8+

h ∈ K1
6

�����<+T�����q)*�a��?�� +�1<�
(Φ(hn))n

1 �"+�e�� !*S"�<)����
Φ(h)

Y "�)*)*?�2��f�����q1<�"+���!c-0!$#�Y�X��<+�1 ��6������<!*�q� p
9E)$�
-:)*�a�,?�� +�1<�

(hn)n
9;+ K1

6
h ∈ K1

-0+�P
w ∈ K2

)*?�15�T���.-8�
h = limn hn

6
w = limn Φ(hn)

-0+�P
w 6= Φ(h)

Y "�)������(2B-03
Φ

9E)��"+�����6"�����<!*��� p�9;)$��)
z ∈ K1

)*?�15�4���.-8�
z 6= h

-0+�P
Φ(z) = w

Y=H�9;15V
x ∈ X -8+�P

ε > 0
)*?�15�b���.-8� |h(x)− z(x)| > ε

Y "�)�������)*�<�,?�� +�1 �
(hn)n

1<�R+,e"�<!*S"� )U3��"9;+,�mL(9;)*�



������������	�
������ ��� ��� �����
������������ �����������
�����������
������� � �

���
h

LU�q2B- #o-0)*)*?�24�f���.-8�(&F�"!\-0/;/
n ∈ N LU�q�.- e"� |hn(x)− z(x)| > ε

YZ�7�g�
M = {i ∈ I : |fi(x)− z(x)| ≥ ε/2}.

i\@�)*� !$e��f�����f&h�"/;/;�aL(9;+�S�¸
� i:u8� µ �"!\-0/;/

n ∈ N 6
hn ∈ KM1

Y
� if]��

z /∈ KM1
Y

C�#N3.-0!$� � ]"�k�R&�������-0@��ae��U1 /h-89E2j-8+�P � i>u8�568LU��)*� �U���.-8�
Φ(hn) = ΦM (hn) ∈ KM2

&F�"!�-0/;/
n ∈ N-0+�Po)*�

w ∈ KM2
Y "�)

ΦM
9E)(�"+�����6������ !*�N�gp�9;)$��)

h′ ∈ KM1
)*?�1c�o���.-8�

ΦM (h′) = w
Y�X��<+�1 �q@,#

� iw]���-0+�PW9E+�e��RV
9;+�SB�����D1 /F-09;2 �"+�1 �D2��"!*�"6�LU�D�.- e"�
z 6= h′

L(��9E/;�
ΦM (h′) = Φ(h′) = Φ(z)

6
1 �"+���!c-0P�9E1g��9;+�S:���.-8�

Φ
9;)qug��uRY

	�(�� ( 
 	 ��	 7 � 2�� 4 �+4 	 8 /�� ���97 �:1 4 /)7�8:( ������-09;2 �"&\����9;)�)*?�@�)*� 1 ��9;�"+ 9;)4���KP�� )*1<!*9;@��o)*�ge�� +
&�-82�9;/;9;�<)

{dit : t ∈ 2<N} (1 ≤ i ≤ 7)
�"&�&F?�+�1g��9;�"+�)49;+�P��gp�� P @,#G�����Q��-0+����"!D��!*� ��Y µ �"!4� e�� !$#

i ∈ {1, . . . , 7} 6������T1 /E�R)*?�!*�T�"&\�����
&�-82�9;/O# {dit : t ∈ 2<N} 9E+K�����b3��"9;+,�mL(9;)*�����"3��"/;�"SR#%9;)D-o)*�<3.-0!c-0@�/;�b'(�")*� +�����-8/U1 �"2�3.-01g� Ki Y U-01c�n�"+��N�"&=����� 2 9;)N�D�F���h���R�¬6.+.-024�</O#�6�&h�R!\� e"�<!$#TP�#
-0P�9;1 � +��R�\+�� 1<� )*)c-0!*9;/O#T!*� S"?�/F-0!5�U)*?�@���!*� �
S = (st)t∈2<N

�R&
2<N

-0+�P��ge�� !$#
i ∈ {1, . . . , 7} �����n&�-0249;/E9;� ) {dit}t∈2<N

-0+�P {dist}t∈2<N-0!*�I�a�,?�9Oe"-0/;�<+��:9E+G�����I)*�<+�)*�T�"&�w� A�+�9O��9;�"+�u � Y "�/O�����R?�SR�G�����T&�-82�9;/;9;�<)D-8!*�T2>?���?.-0/;/O#¶+��"+��
�<�,?�9;e"-0/;� +,�a6R�����\1 �"!*!*�<)*3��"+�P�9;+�S>1 �"243.-01 �5-w2�9;S"����@��\���"24� �"2��R!*3���9;1"Y=lm+I-8/E/.1a-0)*� )<6������(&�-0249;/;#
{dit : t ∈ 2<N} L(9;/E/M@��NP�9;)*1 !*� ���q9;+n9;��)(1</;�")*?�!*�"Y µ �"!f-0+�#o�"&=�����N1 �"!*!*� )*3��R+�P�9;+�SB1<�"243.-01g�5- Ki
(1 ≤ i ≤ 7)

6"LU�()*�.-0/;/�P�� +��0���(@�# L(Ki)
�����()*�g���"&M-0/;/�9;+�A�+�9O����)*?�@�)*�g��)

L
�"&

2<N
&h�"!ZL(��9;15�D�����

)*�<�,?��<+�1 �
(dit)t∈L

9E)�3��"9;+,�mL(9;)*�\1<�R+,e"�<!*S"� +��aYJyK�\L(9;/;/�+.-024�\�����w1 �"!*!*�<)*3��"+�P�9;+�S:1 �"243�-81 �5- � -8/E/
�"&J����� 2 -0!*�>���R2�� �"24�"!*3���9;1q���b1 /;�")*�<Pn)*?�@�)*3.-01 � )f�R&ZLU� /E/O�©V
+��aL(+n1<�R2�3.-01g�5- � )*� �b[ " +\^©6Z[  �^��
-0+�PQLU�:L(9;/;/=!*�<&F�<!\���b�����D&�-82�9;/;9;�<)\�"&�&F?�+�1g��9;�"+�)q-0)w�����:18-0+��"+�9;1a-0/JP��<+�)*�:)*�a�,?�� +�1<� )f�"&������ 2nY
yK�fL(9;/;/�?�)*�f�����f&h�"/;/;�aL(9;+�SD+��R�5-8��9;�"+�)<Y

lm&
σ ∈ 2N

67�����<+
δσ

9E)q����� w9;!c-01B&F?�+�1g��9;�"+G-8�
σ
YTy¶��P��<+��R���B@�#

x+
σ

�����B1c��-8!c-01 ��� !*9;)$��9;1
&h?�+�1g��9E�R+K�"&������B)*�g� {τ ∈ 2N : σ � τ} 6J-0+�P¶@,#

x−σ
������15�.-0!c-01g��� !*9E)$��9;14&h?�+�1 ��9;�"+%�"&U������)*� �

{τ ∈ 2N : σ ≺ τ} Y�/��R��9;1 �f���.-8�\9E&
t ∈ 2<N

6������ +
ta0∞ ∈ 2N

6�-0+�Pn)*�������N&h?�+�1 ��9;�"+
x+
ta0∞

9E)
LU� /E/O�©P�� A�+�� PMY=l_��9;)Z?�)*�<&F?�/.-8�Z����9;)Z3��"9;+��Z���f9;)*�"/F-8����������&h�R/E/;�aL(9;+�Sw3�!*�"3�� !$�m#:�"&�������&h?�+�1g��9E�R+�)

x+
σ-0+�P

x−σ
L(��9;1c�IL(9;/;/ .�?�)$��9E&E#B�����f+��R�5-8��9;�"+

g+
σ

-8+�P
g−σ

9;+o����� �"!*�<2 u � YZlm&
(σn)n

9E)\->)*�<�,?��<+�1 �
9;+

2N
1 �"+�e�� !*S"9;+�S>���

σ
L(9;���

σn ≺ σ
� !*�<)*3�� 1 ��9Oe�� /O#

σ ≺ σn
�Z&h�R!�-0/;/

n ∈ N 6,�����<+�������)*�<�,?�� +�1 �
(xεnσn)n

1 �"+�e�� !*S"� )(3��"9;+��mL(9E)*�����
x+
σ

� !*� )*3��<1g��9Oe��</O#4���
x−σ

��&h�"!\-8+,#I1c���R9E1 �f�"&
εn ∈ {+,−}

Y
C�#49EP�� +���9E&E#�9;+�Sf�����f��-0+����"!�)*�g��L(9O���b-q)*?�@�)*� �U�"&������\?�+�9O��9;+���� !$e�-0/©6"LU�(L(9;/E/�9EP�� +���9E&E#4�ge�� !$#

σ ∈ 2N
L(9O���o�����N!*�a-0/O��e�-0/;?�� Po&F?�+�1g��9;�"+o�"+

2N
L(��9;1c�n9;)\�ge�� !$#
L(���<!*�q�<�,?.-0/M���

σ
Y /��R��9;1 �f���.-8�

&h�R!=�ge��<!$#
t ∈ 2<N

60LU���.- e��
ta0∞ ∈ 2N

6"-0+�P:)*�\������&F?�+�1g��9;�"+
ta0∞

9;)7LU� /E/O�©P�� A�+�� PMY µ �"!=�ge�� !$#
t ∈ 2<N

6
vt

)$�5-0+�P�)�&h�"!U�����w15�.-0!c-01g��� !*9E)$��9;1�&h?�+�1 ��9;�"+I�"&M�����f1 /E�R3�� +I)*�g�
Vt = {σ ∈ 2N : t @ σ} YC�#

0
LU�QP�� +��R���n������1<�R+�)$�5-8+,��/O# � �<!*�¶&F?�+�1g��9;�"+��"+

2N
Y yK�nL(9;/;/�-0/;)*�G+��<� P����¶P��8-8/\L(9O���

&h?�+�1g��9E�R+�)q�R+
2N ⊕ 2N

Y�lm+%����9;)q1a-0)*�4L(���<+WLU�4L(!*9O����6M&F�"!q9;+�)$�5-8+�1 �"6
(δσ, x

+
σ )

LU��2��a-0+W���.-8�
����9;)�&h?�+�1 ��9;�"+I9E)

δσ
�"+T�����qA�!*)$�(1 �"3�#T�R&

2N
-0+�P

x+
σ

�"+I�����f)*� 1<�"+�Po1 �"3�#�Y
y¶�\-8/E)*�fA�p�-�!*� S"?�/h-8!�P�#
-0P�9;1�)*?�@���!*� �

R = (st)t∈2<N
�"&

2<N
L(9O���D������&h�"/;/;�aL(9;+�Sf3�!*�"3�� !$�m#°¸

� � � µ �"!>-8+,#
s, s′ ∈ R 6MLU�4�.- e��

sa0∞ 6= s′a0∞
-0+�P

sa1∞ 6= s′a1∞
Y4X�� +�1<�"6°�����4)*� �

[R̂]
P��,�<)�+��R�(1<�"+��5-09;+b�����f�ge��<+���?.-0/;/O#b1 �"+�)$�5-0+��\)*�<�,?��<+�1 �<)<Y



��� ���������	��
�������������� �

lm+nL(�.-8�w&F�"/;/;�aL()<6.LU�>P��<+��R���>@�#
P

�����:3�� !*&h� 1 �\)*� �
[R̂]

Y(yK�>P��<+��R���>@�#
P+ �����>)*?�@�)*� �w�"&

P1 �"+�)*9E)$��9;+�S4�"&Z-0/;/
σ
% )(&h�"!�L(��9;1c�I����� !*�q�gp�9;)$��)\-0+n9;+�1 !*�8-0)*9;+�SB-0+���9;1c��-89E+

(sn)n
9;+
R

1 �"+�e�� !*S"9;+�S
���
σ

9E+������\)*�<+�)*���"& f� A�+�9;��9;�"+nuav�Y !n�"!*� �ae�� !<6,LU�\P��<+��R���\@�#
P−

������)*?�@�)*�g���"&
P

1<�"+�)*9;)$��9;+�S
�"&J-0/;/

σ
% )�&h�"!�L(��9;1c�T����� !*�q�gp�9;)$��)(-DP�� 1<!*�a-0)*9;+�SB-0+���9;15�.-09;+

(sn)n
9E+
R

1 �"+�e��<!*SR9E+�SD���
σ
Y

	�(�� (+*,( �7¢�� 
\�O� �a§g�0��²0£� 0��¡c 0�w����¡ ��� *�¡c�R���� 0�K $¨w��¢�� ���0�.�_ 0£N��£��c� �
A(2<N)

ªfl_�(9;)U�����f3��"9;+,�mL(9;)*�
1 /E�R)*?�!*�f�"&k�����f&�-82�9;/O#

{
1

|t|+ 1
vt : t ∈ 2<N

}
.

��/;�8-8!*/;#�6������:)*3.-01<�
A(2<N)

9;)w1<�"?�+��5-0@�/;�D1<�"243.-01g�a6k-0)w�����:L(���R/E�:&�-0249;/O#Q-01 1<?�2>?�/F-8��� )����
0
Y

` � �*��9;+�S
d1
t = 1

|t|+1vt
&F�"!D-0/;/

t ∈ 2<N
6=LU�B)*�<�����.-8�>�����B&�-0249;/O# {d1

t : t ∈ 2<N} 9;)D-oP�� +�)*�
P�9;)*1<!*�g���f)*?�@�)*� �(�"&

A(2<N)
YZlm+I����9;)�18-8)*�f�����fP�� )*1 !*9E3���9;�"+I�"& L(A(2<N))

9;)���!*9Oe�9F-0/k-8)

L ∈ L(A(2<N)) ⇔ L ⊆ 2<N.
	�(�� (6')( �7¢��q§_����¡c�

2≤N
ªql_��9;)������f3��"9;+��mL(9E)*�w1</;�")*?�!*�f�"&7�����f&�-0249;/;#

{sa0∞ : s ∈ R}.
������-01 1 ?�2>?�/F-8��9;�"+D3��R9E+���)Z�"&

2≤N
&F�"!*2j�����()*�g� {σ : σ ∈ P} 6RL(��9;15�49;)�1 /;�8-8!*/;#>���"24� �"2��R!*3���9;1

���
2N

Yw���
?�)<6������:)*3.-01 �
2≤N

9;)�?�+�1 �"?�+��5-0@�/E�>1 �"2�3.-01g��2��g��!*9��8-0@�/;�"Y ` � �*��9;+�S
d2
t = sat 0∞

&h�"!
-0/;/

t ∈ 2<N
-0+�P�9;+�e��"V
9;+�SB3�!*�"3�� !$�m# � � �(-0@��ae"��6.LU�>)*� �N���.-8�\�����N&�-0249;/;# {d2

t : t ∈ 2<N} 9;)f-
P��<+�)*�qP�9;)*1<!*�g���f)*?�@�)*� �(�"&

2≤N
Y������qP�� )*1<!*9;3���9;�"+T�R& L(2≤N)

9;)�S"9Oe�� +T@,#

L ∈ L(2≤N) ⇔ ∃σ ∈ 2N
L(9O���

L→ σ.

	�(�� (�� ( �7¢��:�c¤R�_�g��²���²�§_���¦��� ���0�.�_ 0£q§g� �
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Â(2N)

ªN�����:)*3.-01 �
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Â(2N)

6������:&�-02�9;/O# {δσ : σ ∈ 2N} 9E)�P�9;)*1 !*� ���
-0+�P�-81<1 ?�2:?�/F-8��� )D���

0
Y������o&F?�+�1g��9;�"+

0
9;)D�����o�"+�/O# +��"+��

Gδ
3��"9;+,���"&

Â(2N)
-0+�P ����9E)D9E)

L(9O��+��<)*)*� PT9E+b�����q24�")$�(�gp
��!*�<24��L�- #�Y������>-81<1 ?�2:?�/F-8��9;�"+I3��"9;+���)��"&
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L ∈ L(Â(2N)) ⇔ (∃σ ∈ 2N

L(9O���
L ⊆∗ σ)

�"!
(∀σ ∈ 2N L ⊥ σ).

	�(�� (�� ( �7¢�����¤"�_�5��²��c²q²0�0���¦�©¡��R�_�� $¨���¢�� ���0�.�_ 0£�§ � � �
D̂(2N)

ªq������)*3�-81<�
D̂(2N)

9;)M������3��"9;+,�mL(9;)*�
1 /E�R)*?�!*�f�"&k�����f&�-82�9;/O#

{(vt, ta0∞) : t ∈ 2<N}.
����9;)�9;)\�����>)*� 3�-8!c-0@�/E�N� p
��� +�)*9;�"+��"&J�����>)*3.-01<�

D(2N)
6°-0)�P��<)*1 !*9;@�� P�9;+G[ �7��ug^_Y������D-01 1<?�2>?��

/F-8��9;�"+I3��"9;+���)��"&
D̂(2N)

&h�R!*2r�����q)*�g�
{(δσ, σ) : σ ∈ 2N} ∪ {(0, σ) : σ ∈ 2N},

L(��9;15�o9;)����R2�� �"24�"!*3���9;1w���D����� "�/;�<V
)c-8+�P�!*�aebP�?�3�/;9;18-8���w�"&7�����:��-8+,���R!()*�g�aY��7�
P��"!*s �ge�9;twL�-0)
�����(A�!*)$�����N!*�a-0/;9�� �����.-8������9;)�1 /h-8)*)*9E1a-0/�1 �"+�)$��!*?�1 ��9;�"+41a-0+�@��\!*� 3�!*�<)*� +����<Pb-0)U-f1 �"2�3.-01g��)*?�@�)*�g�
�"&������(A�!*)$��C�-89E!*�(1 /F-0)*)<YJ�����()*3�-81<�

D̂(2N)
9;)�+��R���R+�/O#DA�!*)$�U1 �"?�+��5-0@�/;�\@�?���-0/;)*�N3�!*� �©24�g��!*9E1��"&

P��<SR!*�<��-8�J24�")$�=�mLU��6R9;+N�����U)*� +�)*�U�"&k[ �7��ug^_Y "�)J9;+N������3�!*�ge�9;�"?�)=18-8)*�<)<60)*� �*��9;+�S
d6
t = (vt, t

a0∞)&h�R!>� e"�<!$#
t ∈ 2<N

6=LU�b)*� �����.-8�>�����B&�-0249;/;# {d6
t : t ∈ 2<N} 9E):-nP�� +�)*�bP�9E)*1 !*�g���B)*?�@�)*� �:�"&

D̂(2N)
-0+�P
L ∈ L(D̂(2N)) ⇔ ∃σ ∈ 2N

L(9;���
L→ σ

-0+�P
(
� 9;����� !

L ⊆∗ σ �"!
L ⊥ σ).

	�(�� (��)( �7¢��%�c¤R�_�5��²��c²²0�0���¦��¡c�R�_�% $¨���¢���§_���¦�h� ���0�.�_ 0£�§ �g� �
D̂(S(2N))

ªwl_�T9;)B������3��"9;+,�mL(9;)*�
1 /E�R)*?�!*�f�"&k�����f&�-82�9;/O#

{(vs, x+
sa0∞) : s ∈ R}.



� � ���������	��
�������������� �

�����D)*3.-01 �
D̂(S(2N))

9;)w���"24�<�"24�"!*3���9;1>���T-B)*?�@�)*3.-01 �D�"&Z�����DX�� /E/O#o)*3.-01 � H Yq�7�I)*� �:����9;)<6
/;� � {(at, bt) : t ∈ 2<N} @��>-:&�-82�9;/O#B9;+

[0, 1]2
)*?�1c�T���.-8�

� 9h�
at = ata0 < bta0 < ata1 < bta1 = bt

6
� 9E9h�

bt − at ≤ 1/3|t|

&h�R!�� e�� !$#
t ∈ 2<N

Y f� A�+��
ht : [0, 1]→ [0, 1]

@�#

ht(x) =





1, bt < x,

1/2, at ≤ x ≤ bt,
0, x < at.l_�(9;)��8-8)$#b���4)*� �f���.-8�������f2b-03

D̂(S(2N)) 3 (vst , x
+

sat 0∞
) 7→ ht ∈ H

�gp
���<+�P�)Z���:-w���R2�� �"24�"!*3���9;1�� 2:@�� P�P�9;+�S�Y7l_��&F�"/;/;�aL()Z����-a��������)*3�-81<�
D̂(S(2N))

9;)�A�!*)$��1 �"?�+,�*�
-0@�/;��Y=yK�q+��R��9;1 ��6����aLU�ge�� !<6�����-a�(9O��9E)�+��R�(3�!*�g�©2��g��!*9;1f�"&7P�� S"!*� �>-a�(2��")$���mLU��Y

"�)(9;+n-0/;/°3�!*�ge�9;�"?�)�1a-0)*�<)<6�LU�fL(9;/;/°P��<)*1 !*9;@��w�����>-81<1 ?�2:?�/F-8��9;�"+I3��"9;+���)(�"&
D̂(S(2N))

Y µ 9;!*)$�
LU� �"@�)*� !$e��G���.-8�W9;&

(sn)n
9E)%-�15�.-09;+ 9;+

R
1<�R+,e"�<!*S"9;+�S����

σ ∈ P
6N�����<+ ����� )*�<�,?�� +�1 �

((vsn , x
+
sna0∞))n

9E)Z3��"9;+��mL(9;)*��1 �"+�e�� !*S"� +,�Z���
(δσ, x

+
σ )

Y=lm&
(sn)n

9;)�-0+49;+�1 !*�8-0)*9;+�SN-0+���9;1c��-89E+:�"&
R

1 �"+�e�� !*S"9;+�Sf���
σ
6"����� +4�����()*�a�,?�� +�1<�

((vsn , x
+
sna0∞))n

9;)�3��"9;+��mL(9;)*�(1 �"+�e��<!*SR�<+������
(0, x+

σ )
6

L(��9;/E��9;&�9O�=9;)=P�� 1<!*�a-0)*9;+�S�68�����<+>9O�=9;)=3��"9;+��mL(9;)*��1 �"+�e�� !*S"� +,�=���
(0, x−σ )

Y=���,?�)<60������-01 1<?�2>?�/F-8��9;�"+
3��"9;+���)��"&

D̂(S(2N))
&h�R!*2d�����f)*� �

{(δσ, x+
σ ) : σ ∈ P} ∪ {(0, x+

σ ) : σ ∈ P+} ∪ {(0, x−σ ) : σ ∈ P−}.
µ 9;+.-0/;/O#,6�)*� �*��9;+�S

d7
t = (vst , x

+
sta0∞)

&h�"!w-0/;/
t ∈ 2<N

6.LU�>)*� �N���.-8�������>&�-0249E/O# {d7
t : t ∈ 2<N}9;)\-:P��<+�)*�qP�9;)*1<!*�g���f)*?�@�)*� �(�"&

D̂(S(2N))
Y������fP�� )*1 !*9E3���9;�"+I�"& L(D̂(S(2N)))

9;)�S"9Oe��<+T@�#
L ∈ L(D̂(S(2N))) ⇔ ∃σ ∈ 2N

L(9O���
L→ σ

-0+�P
(L ≺∗ σ �R!

L ⊆∗ σ �R!
σ ≺∗ L).

yK��1 /;�")*�n����9;)B)*?�@�)*� 1 ��9;�"+�@�#+��R��9;1 9E+�S%������&h�R/E/;�aL(9;+�SK2�9;+�9;2b-0/;9O�m#G3�!*�"3��<!$�m#�R&f�����W-8@��<e�� �
P��<)*1 !*9;@��<PT&�-82�9;/;9;�<)<Y
�(��������� }F��}h�7~ ]���� !k� � {dit : t ∈ 2<N} ®Z����¢

i ∈ {1, . . . , 7} ³c�n 0���n $¨b��¢��I§g�g�R�5��¨ �0�:���¦�©�5§
 $¨�¨�����¡g���© 0��§��0��²n�O�g�

S = (st)t∈2<N
³c�b��²0¥,��²0��¡ � �� R�����c¡c�5§c§ �0£5���¦¥o£��_±0���O�0£��>§c��³ ��£��c�b $¨

2<N
ª

�k¢��g�K��¢���¨ �0�D�h�¦¥ {dit : t ∈ 2<N} �0��²I��¢��4¡c 0£5£��g§©�� 0��²0�h�
±w¨g�0�D�h�¬¥ {dist : t ∈ 2<N} ²��g�_�g£5�:�h���c²
³g¥B��¢��N��£��c�

S
�0£��:�c�5���F�R�R�O�g�.�_ª

y¶�n-0/;)*�W�"@�)*�<!$e��I����-a�b-0+�#G�mLU�%�"&(�����o)*�ge�� +&�-02�9;/;9;�<)4-8!*�%�� R�:�<�,?�9Oe�-0/;� +��aY !n�"!*� �ae�� !<6
�gp�1<� 3���&F�"!�������18-8)*�f�R&
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-0+�P C = A(2N)
6.�����<+n9O��9;)��a-0)$#T���B)*� �N���.-8� C 9;)w-0+W-0+.-0/O#
��9;1q)*?�@�)*3.-01 �:�R& K Y

�����q&F�"/;/;�aL(9;+�S:3�!*�"3��")*9O��9E�R+TS"9Oe�� )�)*�"24�q�gp�-0243�/E� )��"&J-0+.-0/O#
��9;1w)*?�@�)*3.-01 �<)<Y
�(��������� }F��}h�7~ ] ��� !7�g� K ³c�:�4§ �����0£���³ �O��#� 0§ �g�.��¢��R�k¡c 0�w����¡g�_ª �k¢��g�=¸

� u8� K �F§>�0���R�¬¥R���©¡q®Z����¢b£c�5§_���c¡ ���_ I�0��¥I¡c 0�
�.�_��³g�;�D²��5��§ �N§��.³5§ � � {fn}n  $¨ K ª
� ]����U�0�g£5¥I¡ �O 0§ ��²

Gδ
§��.³5§_����¡c� C  $¨ K �h§N�0���R�¦¥R���©¡aª

� v����U�0�g£5¥I¡ �O 0§ ��²�§ �m���0£c��³g�O�N§c��³g§_����¡c� C  $¨ K �h§N�0���R�¦¥"����¡aª
¯ £� a $¨ ª � u8�U�=-0V"�

A = [N]
Y

� ]����k� �
(Uk)k

@��D-4)*�a��?�� +�1<�N�"&J�"3�� +�)*?�@�)*� ��)��"& K L(9O���
Uk+1 ⊆ Uk

&F�"!w-0/;/
k ∈ N -0+�P

)*?�15�b���.-8� C =
⋂
k Uk

YZ�k� ��-0/;)*� {fn}n @��f-N1<�"?�+��5-0@�/;��P��<+�)*�w)*?�@�)*�g���"& K Y µ �"!U�ge��<!$#
k ∈ N 6

/;� �
Mk = {n ∈ N : fn ∈ Uk}

Y /��R��9;1 ������-a�(�����q)*�<�,?�� +�1 �
(Mk)k

9;)�P��<1 !*�8-8)*9E+�S�Y��k� �
A ⊆ [N]@��qP�� A�+�� Po@�#

L ∈ A ⇔ ∀k ∈ N (L ⊆∗ Mk).
��/;�8-8!*/;#�6

A
9;)\CU�"!*� /©Y�l_�\9;)(�a-0)$#b����)*�<�f���.-8�

A
)c-8��9;)*A�� )\1 �"+�P�9O��9E�R+ � ua���"& f� A�+�9;��9;�"+n]"vD&F�"! C Y�7�:)*� �����.-8��1 �"+�P�9;��9;�"+ � ]���9;)�-0/;)*�:)c-8��9;)*A��<PM6
/E�g�
g ∈ C ∩Acc(K)

YZC�#������fC��"?�!*S,-09;+ - µ !*� 24/E9;+ -
�J-8/h-8S"!c-0+�P������<�R!*�<2 [ C µ �U^©6\����� !*�W�gp�9;)$��)o-0+ 9;+�A�+�9O���Q)*?�@�)*�g�

L
�"+
N

)*?�15�����.-8�
g

9;)b�����
3��"9;+��mL(9E)*�N/;9;2�9O�(�"&J�����>)*�<�,?�� +�1 �

(fn)n∈L
Y "�)

g ∈ Uk
&h�R!f-0/;/

k ∈ N 6�LU�>)*�<�q����-a�
L ⊆∗ Mk&h�R!\-0/;/

k
YZX�� +�1<�w�����q)*�g�

A
L(9O��+��<)*)*� )������>-8+�-8/;#,��9E1 9O�m#B�R& C Y� v����7�g�

D1
@��4-�1<�R?�+��5-0@�/;�>P�� +�)*�:)*?�@�)*�g�f�R& K -0+�P

D2
-41<�"?�+��5-0@�/;�:P�� +�)*�:)*?�@�)*�g�f�"& C Y�k� � {fn}n @��4-0+W�<+,?�24�<!c-8��9;�"+Q�"&������D)*�g�

D1 ∪ D2
-0+�P%)*�g�

L = {n ∈ N : fn ∈ D2}
YN�7�g�

-0/;)*�
M = {k ∈ L : fk ∈ Acc(K)} -0+�PT&h�R!��ge�� !$#

k ∈M )*�</;� 1 �
Lk ∈ [N]

)*?�1c�I���.-8�
fk

9;)������
3��"9;+��mL(9E)*�4/;9;2�9O�q�"&�������)*�<�,?��<+�1 �

(fn)n∈Lk
Y
w� A�+��

A = [L] ∪ ⋃k∈M [Lk]
YT������1 �"?�+,�5-8@�/;�

P��<+�)*�q)*?�@�)*� � {fn}n �"& K -0+�PT�����f)*� �
A

3�!*�<e��f�����>-0+.-0/O#
��9;1 9O�m#B�"& C Y
�7�D3�!*�
1 � �<PBL(9O���I�"?�!�P�9;)*1 ?�)*)*9;�"+I�R+b�����w3�!*�"3�� !$��9E� )U�R&J-0+.-0/O#
��9;1\)*?�@�)*3.-01 � )�LU�f+�� �<Pb)*�"24�

3�9;�<1 �<)(�"&J+��R�5-8��9;�"+MYU�k�g� K @��D-D)*�<3.-0!c-8@�/;�q'\�R)*�<+����.-0/71 �"2�3.-01g�w-0+�P
f = {fn}n

-41 �"?�+,�5-8@�/;�
P��<+�)*�q)*?�@�)*� �(�"& K YJyK�q)*�g�

Lf = {L ∈ [N] : (fn)n∈L
9;)�3��"9;+��mL(9;)*�f1<�R+,e"�<!*S"� +�� }.

!n�"!*� �ae�� !<6�&F�"!��ge��<!$#T-01 1 ?�2>?�/F-8��9;�"+I3��"9;+,�
f

�"& K LU�q/;�g�
Lf ,f = {L ∈ [N] : (fn)n∈L

9;)�3��"9;+��mL(9;)*�f1<�R+,e"�<!*S"� +������
f}.

yK��+��R��9;1 �(���.-8�U@��R��� Lf
-8+�P Lf ,f

-0!*��1 �R�m-0+.-0/O#
��9;1"YJ������A�!*)$�U!*�<)*?�/O�U!*�</F-8��9;+�Sq�����\���"3��"/;�"SR9E1a-0/
@��<�.- e
9E�R!��"&M-f3��"9;+��

f
9;+ K ���q�����(P��<)*1 !*9;3���9Oe���)*� �*������� �"!*�g��9E1�3�!*�"3�� !$��9;�<)��R&������()*� � Lf ,f

9;)������
!*� )*?�/O�(�"& ":Y �f!c- LU1 � #�VB&F!*�"2 [ �q!$^=-0)*)*� !$��9;+�SD���.-8��-:3��"9;+��

f ∈ K 9;)
Gδ

9;&J-0+�Po�"+�/O#b9E&k�����f)*� �
Lf ,f

9E)�CU�"!*� /_Y "�+��R����� !�9;2�3��"!$�5-0+��U)$��!*?�1g��?�!c-0/�3�!*�R3�� !$�m#b9;)U�����w&h�R/E/;�aL(9;+�S>1<�"+�)*�<�,?��<+�1 �w�"&k�����
� ��� 1g��9;e"�Ue�� !*)*9E�R+4�"&.�����(CU�"?�!*S,-09;+ - µ !*�<24/;9E+ -
�=-0/F-0S"!c-0+�P>����� �"!*�<2o6"3�!*�ae�� P4@,# ,:Y w� @�)�9;+o[ w�g^_Y



������������	�
������ ��� ��� �����
������������ �����������
�����������
������� � �

�f� {��7�M{�� ] � �"!7� � K ³c�D�4§g�����0£���³ �O� #( 0§ �5�.��¢��R�7¡c 0�w����¡ �_ª �7¢��5�:¨  0£>�g�R�5£5¥T¡c 0�
�.�_��³g�;�:²��g��§g�
§c��³g§ �g�

f = {fn}n
 $¨ K 67��¢��g£��D��¤0�h§5��§N���� 0£�� �_6k¢��g£��c²0���_�0£5¥b�0��²I¡c �*J���R�°§c�.³5§ � �

C
 $¨ Lf

ª
y¶�\!*� &h� !�������!*�a-0P�� !����I[ w�R^�&h�R!�-0+b�gp�3�/F-0+.-8��9;�"+��"&M���aL w� @�)%,����� �"!*� 2 #�9;� /;P�)������f-8@��<e��

!*� )*?�/O�aY
�7�g� K -8+�P

f = {fn}n
@��>-8)\-0@��ae��"Y µ �"!�� e"�<!$#

A ⊆ Lf
LU�q)*�g�

KA,f = {g ∈ K : ∃L ∈ A L(9O���
g = lim

n∈L
fn}.

yK�:�.- e"�:�����:&F�"/;/;�aL(9;+�SB1c�.-0!c-01g���<!*9��a-8��9;�"+n�"&�-0+.-0/O#
��9;1N)*?�@�)*3.-01 �<)�L(��9;1c��9E)��<)*)*� +���9F-0/;/;#�-�1<�R+��
)*�<�,?��<+�1 �q�"&=�����<�"!*� 2x] � Y
�(��������� }F��}h�7~ ] � � !7�g� K ³c�N�:§ �m���0£c��³g�O� #( 0§ �5�.��¢��R�°¡c 0�w����¡g���0��² C ��¡ �O 0§ �c²:§��.³5§_����¡c�N $¨ K ª
�k¢��g� C �h§f�0���R�¦¥"����¡f� ¨f�0��²� 0�.�¦¥D� ¨���¢��g£��N�c¤0�F§5����¡c 0�����_��³ �O�>²��g��§ �w§c�.³5§ � �

f = {fn}n
 $¨ K �0��²

�4¢��g£��c²0���_�0£5¥b�0��²I�0���R�¦¥R���©¡N§��.³5§ � �
A′

 $¨ Lf
§��.¡5¢T��¢��R� KA′,f = C ∩Acc(K)

ª

¯ £� a $¨ ªf�����BP�9E!*� 1g��9E�R+
(⇐)

9;)>9;2�24�<P�9F-8���"Yo���"+�e�� !*)*�</O#�6Z-0)*)*?�24������-a� C 9;):-0+.-0/O#
��9;1B-0+�P¶/E�g�
f = {fn}n

-0+�P
A ⊆ [N]

L(9;��+�� )*)����.-8�aY�"�)�LU����-ge��q-0/;!*�a-0P�#�!*� 2b-0!*VR�<PM6,LU��2b- #b-0)*)*?�24�����.-8�
A

9;)N��� !*�<P�9O�5-0!$#�YBC�#%�����<�R!*�<2 ] � 6k����� !*���gp�9;)$��)>-oC��"!*�</©6k���<!*� P�9;�5-8!$#K-8+�P%1<�"A�+.-0/�)*?�@�)*�g�
C�"& Lf

YNyK�D)*� �
A′ = A ∩ C YNyK�D1</F-09;2x���.-8�

A′
9;)q-0)fP��<)*9;!*� PkYD��/E�a-0!*/O#�6

A′
9;)N-b��� !*�<P�9O�5-0!$#

-0+�P -0+.-0/O#
��9;1�)*?�@�)*� �T�"& Lf
Y "�/;)*� �R@�)*� !$e��Q���.-8�a6(@�#�1 �"+�P�9O��9;�"+ � u8���"& w� A�+�9O��9;�"+ ]"v
6\&h�"!

�ge��<!$#
L ∈ A′ ������)*�<�,?�� +�1 �

(fn)n∈L
2>?�)$�>@��43��R9E+��mL(9;)*�41 �"+�e�� !*S"�<+��q����-I&h?�+�1g��9E�R+

g ∈ C YX�� +�1 � KA′,f ⊆ C ∩ Acc(K)
Y4���"+�e��<!*)*� /O#,6M/;�g�

g ∈ C ∩ Acc(K)
YD����� !*�4�gp�9;)$��)

M ∈ A L(9;���
g ∈ {fn}

p

n∈M
Y�C�#I�����NCU�"?�!*S,-09;+ - µ !*�<24/;9E+ -
�=-0/F-0S"!c-0+�Pb����� �"!*� 2n6������ !*�N�gp�9;)$��)

N ∈ [M ]
)*?�15�

���.-8�
g

9E)(�����>3��"9;+��mL(9E)*�N/;9;2�9O�(�"&J�����:)*�<�,?��<+�1 �
(fn)n∈N

Yf��/;�a-0!*/O#,6
N ∈ Lf

Y�"�)
C

9E)�1 �"A�+.-0/
9;+ Lf

6"����� !*���gp�9;)$��)
L ∈ [N ]

L(9O���
L ∈ C Y "�)

A
9;)���� !*�<P�9O�5-0!$#�60LU��)*� �����.-8�

L ∈ A∩C = A′
Y

�)(6')( 
 	���2 � 2 	 � 	���/ 8 	 7,1��2�� � /�� ��2 �:1 2 4+7 B1(2N)
( �k� � K @��w)*�<3.-0!c-8@�/;�f'(�")*� +����.-0/M1 �"2D�

3.-01g���"+T-NHJ�"/;9;)*�b)*3.-01 �
X

-0+�P
f = {fn}n

-N1<�"?�+��5-0@�/;��P��<+�)*�w)*?�@�)*�g���R& K YJC�#b����� �"!*� 2d] � 6
�����<!*�4�gp�9;)$��):-TCU�"!*� /�1 �"A�+.-0/�)*?�@�)*�g�>�"& Lf

Yb������&h�R/E/;�aL(9;+�ST3�!*�"3��")*9O��9E�R+K)*���aL()q����-a�N9E&
X

9E)
1 �"2�3.-01g��2��g��!*9��8-0@�/;�"6
����� +T�����qS"/;�"@.-0/°3�!*�"3��<!$�m#I�R& Lf

� +.-024�</O#B���.-8�(9O��1<�R+,�5-89E+�)\-4CU�R!*�</°1<�R�
A�+.-0/k)*�g�g��9E)\-0/;)*�De"-0/;9EPI/;�
18-8/E/O#�YJyK�q+��R��9;1 �w���.-8�\9;+I�����>-0!*S"?�2�� +��(@��</;�aL LU�q2b-0VR�q?�)*�N�R&7�����
"�!*)*� +�9;+ - �f?�+
?�S"?�9°�����<�R!*�<2d9;+I�����q)*3�9;!*9O��)*9;2�9;/F-0!U���o[ HJ�,]a^_Y
�(��������� }F��}h�7~ ] ��� !7� �

X
³c�\�>¡c 0������¡ �M��� ��£5�)'<��³ �O��§_����¡c��6 K �f§ �����0£���³ �O�$#( 0§ �5�.��¢��R�.¡c 0������¡ �

 0�
X

�0��²
f = {fn}n

�o¡c 0�
�.�_��³ �O�B²��g��§ �D§c�.³5§ � �\ $¨ K ª��7¢��5�B¨  0£4�g�0�g£5¥
f ∈ K ��¢��5£c���c¤0�h§c��§

�0�%�0���R�¦¥"����¡N¢��g£��c²0�h�_�0£5¥�§c��³g§ �g�
B

 $¨ Lf ,f
®Z¢��©¡5¢I�h§N¡c �*Z���R�°�F� Lf ,f

ª

¯ £� a $¨ ª�yK�N-03�3�/O#I����� �"!*� 2 ] � -0+�PILU�fS"�g��->��� !*�<P�9O�5-0!$#�6�CU�"!*� /k-0+�PT1 �"A�+�-8/M)*?�@�)*� �
C

�"& Lf
Y

���"+�)*9;P��<!������f&h?�+�1 ��9;�"+
Φ : C ×X → R

P�� A�+�� Po@�#
Φ(L, x) = fL(x)

6
L(���<!*�
fL

P��<+��R��� )������
3��"9;+��mL(9E)*�>/;9;2�9O���"&Z�����D)*�<�,?�� +�1 �

(fn)n∈L
Yq�����<+

Φ
9;)fCU�"!*� /©Yq�7�b)*� �:����9;)<6�&h�"!w�ge�� !$#

n ∈ N/;� �
Φn : C × X → R

@��BP�� A�+��<P¶@,#
Φn(L, x) = fln(x)

67L(��� !*�
ln

9;)N�����
n
���¶� /;�<24� +,�N�"&

�����w9E+�1 !*�8-8)*9E+�S:�<+,?�2�� !c-8��9;�"+I�"&
L
Y���/;�a-0!*/O#,6

Φn
9;)�CU�"!*� /©Y�"�)

Φ(L, x) = limn Φn(L, x)
&F�"!(-0/;/

(L, x) ∈ C ×X 6������NC��"!*�</;+�� )*)��"&
Φ

9E)�)*���aL(+MY µ �"!�� e"�<!$#
m ∈ N P��<A�+��

Pm ⊆ C ×X
@,#



� � ���������	��
�������������� �

(L, x) ∈ Pm ⇔ |fL(x)− f(x)| > 1

m+ 1

⇔ (c, x) ∈ Φ−1

((
−∞,− 1

m+ 1

)
∪
(

1

m+ 1
,+∞

))
.

��/;�8-8!*/;#�6
Pm

9;)UCU�"!*� /©Y µ �"!U�ge�� !$#
L ∈ C �����\&h?�+�1g��9E�R+

x 7→ |fL(x)− f(x)| 9E)UC�-09;!*� ��u"Y=X�� +�1<�"6
&h�R!q� e�� !$#

L ∈ C �����4)*�<1g��9;�"+
(Pm)L = {x ∈ X : (c, x) ∈ Pm}

�"&
Pm

-8�
L

9;)
Fσ

6=-0+�PG-0)
X

9E)U1<�"243.-01g��24�g��!*9��a-0@�/;��6�9O��9;)
Kσ

Y�C�#������ "�!*)*� +�9E+ - �f?�+,?�SR?�9������ �"!*� 2 � )*� ��[ �q�"6������<�R!*�<2
v � Y � � ^h�56������q)*�g�

Gm = projCPm9;)�CU�R!*�</©Y7l_��&F�"/;/;�aL()J���.-8�
G =

⋃
mGm

9;)�-fCU�R!*�</�)*?�@�)*�g���"&
C
Y7H�?��

D = C \G Y /��aL��R@�)*� !$e��
���.-8�\&F�"!(� e"�<!$#

L ∈ C LU�N�.- e��
L ∈ Lf ,f

9;&Z-0+�Po�"+�/;#I9;&
L /∈ G Y�X��<+�1 ��6

D
9E)�-4CU�R!*�</M)*?�@�)*� �

�"& Lf ,f
6Z-0+�P -0)

C
9;)>1 �"A�+�-8/_6kLU�BA�+�PK����-a�

D
9;)>1 �"A�+.-0/�9E+ Lf ,f

Yo���
?�)<6J/;�g�*��9;+�S
B

@��B�����
���<!*� P�9O�5-0!$#b1</;�")*?�!*�f�"&

D
6�LU�f)*� �f����-a�

B
9;)\-0)�P�� )*9;!*�<PMY

�>{�� �M����� � � u8�,/��R��9;1 �\���.-8��H�!*�"3��")*9O��9;�"+T] �N9;)�+��R��e"-0/;9EPb&h�R!(-0+n-8!*@�9O��!c-0!$#B)*� 3.-0!c-0@�/;�w'\�R)*�<+��
���.-0/
1<�"243.-01g�aY "1 �"?�+,��� !*�gp�-0243�/;�"68�5-8V"�<+>&h!*�R2d[ H=�,]0^ � )*�<��-0/;)*�D[ !Q-8^h�56R9;)7������&F�"/;/;�aL(9;+�S�Yk�7�g�

A@��(-0+4-0+.-0/O#
��9;1�+��R+��_C��"!*�</�)*?�@�)*�g���"&
2N

-0+�PDP��<+��R���U@�# KA �����U)*�<3.-0!c-8@�/;��'(�")*� +����.-0/�1<�R2�3.-01g�
�"@��5-09;+��<P�@,#�!*� )$��!*9;1 ��9;+�Sb�ge�� !$#�&F?�+�1g��9;�"+Q�"&
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(∃ε > 0
L(9O��� |fL(x)| > ε).
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6�LU�N)*� �q���.-8�(&h�"!(�ge�� !$#
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�� � 
k���$��
��¶�$� �Z��� ���U����� �
���.��� �Z�)
��

����9;)�)*�<1g��9;�"+�9;)�P�� e"�R���<P4���q�����(18-8+��R+�9;1a-0/��<2>@��<P�P�9;+�Sq�"&������(2��")$��!*�<3�!*� )*�<+��5-8��9Oe���3�!*�0���R�m#�3���6
-024�"+�S\������)*� e�� +>2�9;+�9;2b-0/�&�-0249E/;9;� )<689;+����w-(S"9Oe��<+:-0+.-0/O#
��9;1�)*?�@�)*3.-01 �U�"&.-()*�<3.-0!c-8@�/;��'(�")*� +�����-8/
1 �"2�3.-01g�aY �����n)*� 1 ��9;�"+�9;)�P�9Oe�9;P�� P�9;+����%�mLU�¶)*?�@�)*� 1 ��9;�"+�)<Y ������A�!*)$�b1 �"+�1<� !*+�)B2��g��!*9��8-0@�/;�
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9;&��<9O�����<! |s| < |t| 6Z�"! |s| = |t| -0+�P s ≺ t

YWyK�bP�� +��R���b@,#
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���<+�P�)����B-:���"24� �"2��R!*3���9;)*2d@��g�mLU�<� + Ki -8+�P {fφ(t)}

p

t∈2<N
6.-0+�Po24�"!*�<�<e��<!<6

Acc({fφ(t) : t ∈ 2<N}) ⊆ C.
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i0 ∈ {1, . . . , 7}
)*?�1c�

���.-8� {fst}t∈2<N
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D̂(2N)

6��"!
D̂(S(2N))

9;+���� KL(9O���T!*� )*3��<1g����� {fn}n -0+�P C Yy¶�Z3�!*�
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(fn)n∈L
Y�yK�qA�po-:1<�"+���9;+,?��"?�)\2b-83

Φ : NN → [N]L(9O���
Φ(NN) = A

Y
y¶�TL(9;/;/�+�� �<P �����o&h�R/E/;�aL(9;+�SW+��R�5-8��9;�"+MY µ �"!��ge��<!$#

m ∈ N 6
y = (x1, . . . , xm) ∈ Xm 6

λ = (λ1, . . . , λm) ∈ Rm -0+�P
ε > 0

LU�f)*� �
V (y, λ, ε) = {g ∈ RX : λi − ε < g(xi) < λi + ε ∀i = 1, . . . ,m}.

yK�qP�� +��R���q@�#
V (y, λ, ε)

�����q1 /;�")*?�!*�f�"&
V (y, λ, ε)

9;+ RX Y
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m ∈ N 6
λ = (λ1, . . . , λm) ∈ Qm -0+�Po3��")*9O��9Oe��f!c-a��9E�R+�-8/E)

ε
-0+�P

δ
6

� ]��I-D&�-02�9;/O#
Γ = {yξ = (xξ1, . . . , x

ξ
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6
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fξ ∈ Acc(K)
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� 9E9h�
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� 9E9;9h�
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Γ
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Φ(bξ) = Mξ
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fξ
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� H(u8�Blm&
t 6= (∅) 6������ + fψ(t) ∈ V (y, λ, ε)

&h�R!\-0/;/
y ∈ Bt

Y
� H�]�� µ �"!:-0/;/

t′, t ∈ 2<N
L(9O��� |t′| = |t| -8+�P t′ 6= t

LU�B�.- e��
fψ(t) /∈ V (y, λ, ε + δ)
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y ∈ Bt′
Y

� H�v��
Bta0 ∩Bta1 = ∅ 6 Bta0 ∪Bta1 ⊆ Bt

-0+�P
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�
diam(Bt) ≤ 1/(|t|+ 1)

Y
� H �
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∆ta0 ∩∆ta1 = ∅ -0+�P
∆ta0 ∪∆ta1 ⊆ ∆t

Y
� H � �

diam({bξ : ξ ∈ ∆t}) ≤ 1/2|t|
Y

� H � � {yξ : ξ ∈ ∆t} ⊆ Bt
Y

� H �"�Blm&
t 6= (∅) 6������ + ψ(t) ∈Mξ
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nBσ|n

-0+�P
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V (yσ, λ, ε+ δ/2)
&F�"!(-0/;/

σ ∈ 2N
Y +�)*9;+�S � H(u8��-8+�P � HU]��56�9O��9;)��8-0)$#B���D)*� �w���.-8� Kσ ⊆ Vσ -0+�P

Kσ ∩ Vτ = ∅ 9;&
σ 6= τ

YByK���"+�/;#W+��<� P%���n15��� 15V����.-8� Kσ ⊆ C &h�R!>�ge�� !$#
σ ∈ 2N

Y ` ��6=/;�g�
σ ∈ 2N
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1 ≤ n ≤ k
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Φ
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ψ((∅)) = 0
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B(∅) = Xm -0+�P

∆(∅) = ω1
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ψ(t) ∈ N 68�������R3�� +>@�-8/E/;)

Bt
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@�������� ≺ �©9E+�1 !*�8-8)*9E+�Sn�<+,?�2�� !c-8��9;�"+K�"&

2n−1 Y µ �"!:� e"�<!$#
j ∈

{0, . . . , 2n − 1} LU�41c���,�")*�b-8+K�R3�� +%@.-0/;/
B−1
j

9;+
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∆−1
j

�"&
ω1

)*?�15�n���.-8�
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�
diam(B−1

j ) < 1/(n+ 1)
6 {yξ : ξ ∈ ∆−1

j } ⊆ B−1
j

-0+�P
diam{bξ : ξ ∈ ∆−1
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≤ 1/2n

Y !n�"!*� �ae�� !<6J�����B)*� /E� 1g��9E�R+¶9;)>P��R+��B)*�����.-8�:&h�R!
j

� e�� +¶LU�B��-ge��
B−1
j ∩ B−1

j+1 = ∅ 6
B−1
j ∪B−1

j+1 ⊆ Btj/2
-0+�P

∆−1
j ∪∆−1

j+1 ⊆ ∆tj/2

YJyK�q)*�g�
m−1 = max{ψ(t) : t ∈ 2<n} YC�#A�+�9O���n!*� 1 ?�!*)*9;�"+�"+
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� -�� µ �"!f�ge��<!$#
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j ⊇Bkj
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j
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y ∈ Bkk
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fmk ∈ V (y, λ, ε)
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j ∈ {0, . . . , 2n − 1}L(9;���
j 6= k

-0+�PT� e�� !$#
y ∈ Bkj

LU�q�.- e"�
fmk /∈ V (y, λ, ε+ δ)
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-0+�PB�ge�� !$#
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mξ ∈Mξ
L(9O���

mk−1 < mξ)*?�15�I����-a�
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y ∈ Bk,ξk
LU�I��-ge��

fmξ ∈ V (y, λ, ε)
6ZL(��9;/;�b&h�R!D�ge��<!$#

j 6= k
-0+�P � e"�<!$#

y ∈ Bk,ξj
LU�f��-ge��

fmξ /∈ V (y, λ, ε+ δ)
Y
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ξ ∈ ∆k−1

k

Y=yK�w18-0+I15���
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ξ0, . . . , ξ2n−1
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1 �"?�+,�5-8@�/;�f�"!*P�9;+�-8/E)�)*?�15�T���.-8�a¸
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j ∈ {0, . . . , 2n − 1} LU�q�.- e��

ξj ∈ ∆k−1
j
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� V��

ξ = ξk = min{ξj : j = 0, . . . , 2n − 1} Y
C�# � 9;9��D-0+�P � V��4-0@��ae��"6ULU���.- e"�

fξk ∈ V (yξk , λ, ε)
L(��9;/;�

fξk /∈ V (yξj , λ, ε + δ)
&h�"!b-0/;/

j 6= k
Y4C�# � 9Oe.�56�LU�41a-0+%1c���
�")*�
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fmξ ∈ V (yξ, λ, ε)
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fmξ /∈ V (yξj , λ, ε + δ)
&F�"!q-0/;/

j 6= k
Y "�)

fmξ
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j ∈ {0, . . . , 2n− 1} LU��1a-0+bA�+�PT-q@.-0)*9;1��"3�� +b@.-0/;/
Bk,ξj
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Xm

1 �"+��5-09;+�9;+�S
yξj
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∆k
k ⊆ ∆k−1

k

?�+�1<�R?�+��5-0@�/;�"6
mk ∈ N

-0+�PB&h�"!��ge�� !$#
j
-\@�-8/E/

Bkj
)*?�15�:���.-8�

mξ = mk
-0+�P

Bk,ξj = Bkj
&h�R!�-0/;/

ξ ∈ ∆k
k

Y ` � �*��9;+�S
∆k
j = {ξ : yξ ∈ Bkj }

∩∆k−1
j
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ψ(tk) = mk

6
Btk = B2n−1

k
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∆tk = ∆2n−1

k
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K1
σ = {fψ1(σ|n)}

p

n
\ {fψ(σ|n)}n

�0��² K2
σ = {fψ2(σ|n)}

p

n
\ {fψ2(σ|n)}n¨  0£W�R�F�

σ ∈ 2N
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Vσ
 $¨
RX

®Z�h��¢ K1
σ − K2

σ ⊆ Vσ
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(K1
τ −K2
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®Z����¢
τ 6= σ

ª
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ψ1 : 2<N → N

-0+�P
ψ2 : 2<N → N

-0)NP��<)*1 !*9;@�� P¶-0@��ae��"Y�yK�
P��<A�+��

gt = fψ1(t)
-0+�P

ht = fψ2(t)
&h�"!\�ge�� !$#

t ∈ 2<N
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2<N
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{gst}t∈2<N
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A(2<N)
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2≤N

6
Ŝ+(2N)

6
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Ŝ−(2N)

YZC�#BH�!*�"3��")*9O��9E�R+Tv � 6
9O��1a-0+�+��0��@��������w1a-0)*�����.-8�
@��R��� {gst}pt∈2<N

-8+�P {hst}pt∈2<N
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Ŝ+(2N)

�"!
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y¶�w3�!*�
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p < q ∈ Q 6
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Γ = {xξ : ξ < ω1} ⊆ X
6

� v����mLU��&�-02�9;/;9;�<) {gξ : ξ < ω1}
-0+�P {hξ : ξ < ω1}
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ξ < ω1
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gξ(xζ) = hξ(xζ)

&h�"!\-8/E/
ζ < ξ

Y
� 9E9h�

gξ(xξ) < p < q < hξ(xξ)
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� 9E9;9h�
xξ
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Γ
Y
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ψ1 : 2<N → N
-8+�P

ψ2 : 2<N → N
6
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X
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X

Y
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t ∈ 2<N
�����f&h�"/;/;�aL(9;+�S�-0!*�f)c-8��9;)*A��<PM¸

� H(u8�Blm&
t 6= (∅) 6������ + fψ1(t)(x) < p < q < fψ2(t)(x)

&h�R!�� e�� !$#
x ∈ Bt

Y
� H�]�� µ �"!:�ge�� !$#

t′ ∈ 2<N
L(9O��� |t′| = |t| -8+�P t′ 6= t

-0+�PG&h�R!:� e�� !$#
x′ ∈ Bt′

LU�b��-ge��
|fψ1(t)(x

′)− fψ2(t)(x
′)| < 1/(|t|+ 1)

Y
� H�v��

Bta0 ∩Bta1 = ∅ 6 Bta0 ∪Bta1 ⊆ Bt
-0+�P

%
�
diam(Bt) ≤ 1/(|t|+ 1)

Y
� H �
� |Bt ∩ Γ | = ℵ1

Y
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xσ =
⋂
nBσ|n

-0+�P
Vσ = {w ∈ RX : |w(xσ)| > (q − p)/2}

&h�R!Z-0/;/
σ ∈ 2N

609O�=9E)7�8-8)$#q���\15��� 15Vf���.-8�
ψ1

6
ψ2
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ψ1((∅)) = ψ2((∅)) = 0

-0+�P
B(∅) = X

Y "�)*)*?�24�
���.-8��&F�"!U)*�R2��

n ≥ 1
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t ∈ 2<n
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ψ1(t), ψ2(t) ∈ N -8+�PB�������"3��<+b@.-0/;/;)
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ψ1(t), ψ2(t)
-0+�P

Bt&h�R!�� e�� !$#
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j
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X
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�
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j ∩Γ |=ℵ1
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B−1
j ∪ B−1

j+1 ⊆ Btj/2
Yqy¶�D)*�g�

m−1 = max{ψ1(t) : t ∈ 2<n} -0+�P
l−1 = max{ψ2(t) :

t ∈ 2<n} YC�#wA�+�9O����!*� 1<?�!*)*9;�"+f�R+
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)c-8��9;)*A��<PM¸

� -�� µ �"!�� e"�<!$#
j ∈ {0, . . . , 2n − 1} LU�q�.- e��
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� @��

mk−1 < mk
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lk−1 < lk
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x ∈ Bkk

LU�K�.- e��
fmk(x) < p < q < flk(x)

6\L(��9;/;�%&F�"!o� e�� !$#
j ∈
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-0+�P��ge�� !$#
x′ ∈ Bkj

LU�n��-ge�� |fmk(x′) − flk(x′)| <
1/(n+ 1)

Y
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@��f����� ≺ �©9;+�1<!*�a-0)*9;+�S4� +
?�24�<!c-a��9E�R+I�"&
2n

YJyK�f)*� �
ψ1(tk) = mk
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