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Une formule pour les extensions de foncteurs composés

par

Alain Troesch (Paris)

Abstract. Let p be a prime, and let F be the category of functors from the finite
Fp-vector spaces to all Fp-vector spaces. The object Id of F is the inclusion functor. Let
F and G be two objects in F . If F and G satisfy suitable conditions, the main result of
this paper allows one to compute Ext∗F (Id, G ◦F ) from the knowledge of Ext∗F (Id, F ) and
Ext∗F (Id, G).

Introduction. Soit p un nombre premier. Soit P la catégorie des fonc-
teurs strictement polynomiaux introduite par Friedlander et Suslin [6]. Il
s’agit d’une catégorie dont les objets sont définis de manière similaire aux
endofoncteurs de la catégorie des espaces vectoriels de dimension finie sur le
corps Fp, hormis le fait qu’on impose, pour un objet P , et pour tout couple
d’espaces vectoriels (V,W ), que l’application PV,W définissant l’action sur
les flèches soit (formellement) polynomiale. Si, pour un objet P , toutes les
applications PV,W sont des polynômes homogènes de degré d, on dira de
surcrôıt que P est homogène de degré d. La catégorie P est la somme di-
recte de ses sous-catégories pleines Pd constituées des foncteurs homogènes
de degré d.

Les puissances symétriques Sn, extérieures Λn et divisées Γn sont des
exemples d’objets de Pn. Un autre exemple important de foncteur stricte-
ment polynomial est le twist de Frobenius Tw consistant à prendre l’identité
sur les objets, et la puissance p-ième formelle sur les morphismes. En com-
posant n fois à droite un foncteur F de P par le twist Tw, on obtient un
foncteur noté F (n), dont le degré est pn fois plus grand que celui de F .

La catégorie P a suffisamment d’injectifs : on peut y faire de l’algèbre
homologique. Par exemple, Friedlander et Suslin [6] ont calculé les espaces
vectoriels Ext∗F(Id(n), Sp

n
), adaptant des résultats antérieurs de Franjou,

Lannes et Schwartz [5] obtenus dans la catégorie F des foncteurs (au sens
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usuel) des espaces vectoriels finis vers tous les espaces vectoriels sur Fp. Ces
calculs ont permis de démontrer un résultat de finitude de la cohomologie
rationnelle des schémas en groupes.

Via la catégorie F , la catégorie P est aussi étroitement liée à la catégorie
U des modules instables sur l’algèbre de Steenrod [7, 13].

L’auteur a poursuivi dans la voie des calculs de Franjou, Lannes et
Schwartz, et de Friedlander et Suslin, en déterminant l’espace vectoriel
Ext∗P(Id(h+k), Sp

k ◦ Sph) dans le cas où p = 2 (cf. [14, 15, 16]). Il obtient
la structure de module de Yoneda de ces objets, c’est-à-dire la structure
de module à droite sur l’algèbre Ext∗P(Id(h+k), Id(h+k)), les produits interne
pour l’algèbre et externe pour le module étant donnés par la composition
de Yoneda des extensions.

Dans la suite de ces calculs, on propose ici une formule générale, modulo
quelques hypothèses, pour Ext∗F(Id, G ◦ F ) en fonction de Ext∗F(Id, G), de

Ext∗F (Id, F ) et des modules Ext∗P(Id(h+k), Sp
k ◦ Sph). On notera que ces

derniers ne sont connus que si p = 2.

Théorème A (Théorèmes 5.1 et 5.2). Soient F et G deux objets de P,
homogènes de degrés respectifs ph et pk. On suppose que Ext∗P(Id(h), F ) et

Ext∗P(Id(k), G) ont une structure de module de Yoneda triviale. Alors, on a
un isomorphisme gradué de modules de Yoneda

Ext∗P(Id(h+k), G ◦ F )

∼= Ext∗P(Id(h), F )⊗ Ext∗P(Id(k), G)⊗ Ext∗P(Id(h+k), Sp
k ◦ Sph).

La structure de module de Yoneda du produit tensoriel provient de la struc-
ture de module du troisième facteur.

En application, on montre comment ce théorème permet de contourner
une bonne partie des calculs de [16] pour déterminer Ext∗P(Id(h+k), Sp

k◦Sph),
dans le cas où p = 2, et obtenir plus généralement le

Théorème B. La série de Poincaré ϕh1,...,hl de l’espace vectoriel gradué

Ext∗P(Id(h1+...+hl), S2hl ◦ . . . ◦ S2h1 ) est donnée par

ϕh1,...,hl(t) =

∏h1+...+hl
i=1 (1− t2i−1)

∏h1
i=1(1− t2i−1) . . .

∏hl
i=1(1− t2i−1)

.

Sa structure de module de Yoneda est triviale.

Dans cette introduction, et dans la suite de cet article, nous présentons
délibérément tous les résultats dans le cadre de la catégorie P. Nous pointons
le doigt sur le fait que les résultats obtenus dans la catégorie P peuvent se
transcrire dans la catégorie F utilisée par Franjou, Lannes et Schwartz [5].
En effet, il existe des théorèmes de comparaison des groupes d’extensions
dans chacune de ces catégories [4]. Ces résultats ne donnent pas une cor-
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respondance complète ; néanmoins, dans le cas où la première variable est
Id, la comparaison des résultats de Franjou, Lannes et Schwartz dans la
catégorie F et de ceux de Friedlander et Suslin dans la catégorie P permet
de donner une correspondance complète entre les modules d’extensions dans
les catégories F et P [14, 17].

1. Catégories de foncteurs — Rappels. Nous rappelons brièvement
quelques faits concernant la catégorie P des foncteurs strictement polyno-
miaux. Nous suivons l’approche de Friedlander et Suslin [6].

Quelques définitions. Soit p un entier premier quelconque. Soit E la
catégorie des espaces vectoriels sur Fp, et Ef sa sous-catégorie pleine consti-
tuée des espaces de dimension finie.

Soit (V,W ) un couple d’objets de Ef . Un morphisme strictement polyno-
mial de V dans W est un élément de S∗(V ∗)⊗W . L’espace des morphismes
strictement polynomiaux de V vers W est noté Hompol(V,W ). Un mor-
phisme strictement polynomial de V vers W est homogène de degré d s’il
est élément de Sd(V ∗)⊗W .

Un foncteur strictement polynomial P est la donnée d’une application
V 7→ P (V ) des objets de Ef vers les objets de Ef , et d’une application qui
à tout couple (V,W ) dans Ef associe un morphisme strictement polyno-
mial PV,W de Hom(V,W ) vers Hom(P (V ), P (W )), telles que les conditions
usuelles requises pour un foncteur (compatibilité avec l’identité et avec la
composition) soient satisfaites. On dit qu’un foncteur strictement polyno-
mial est homogène de degré d si tous les morphismes strictement polynomi-
aux PV,W sont homogènes de degré d.

On désigne par P la catégorie dont les objets sont les foncteurs stricte-
ment polynomiaux, et les morphismes sont les transformations naturelles
dans le sens usuel. La sous-catégorie pleine de P constituée des foncteurs
homogènes de degré d est notée Pd.

Les puissances symétriques Sn, extérieures Λn et divisées Γn sont des
objets de Pn. Un autre exemple important est le twist de Frobenius Tw ∈ Pp.
Ce foncteur consiste à prendre l’identité sur les objets, et la puissance p-ième
formelle sur les morphismes. Le twist de Frobenius F (1) d’un foncteur F ∈ P
est alors défini par la composition F ◦ Tw. Plus généralement son n-ième
twist de Frobenius F (n) est obtenu en itérant n fois ce processus.

On décrit maintenant un système de cogénérateurs injectifs de P.

Proposition 1.1 (Friedlander–Suslin [6]). Les foncteurs Si1⊗ . . .⊗Sis ,
i1 + . . .+ is = d, forment un système de cogénérateurs injectifs de Pd.

Définition 1.2. Soit F un foncteur dans Pd. Une S-résolution de F
dans P est une résolution injective de F construite à partir des cogénérateurs
injectifs de la proposition 1.1.
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En d’autres termes, une S-résolution d’un foncteur F de Pd est une
résolution dont tous les termes sont des sommes directes de produits ten-
soriels de puissances symétriques de degré total d. Une telle résolution existe
toujours, mais n’est pas unique.

Extensions dans la catégorie P. Friedlander et Suslin [6] ont été les pre-
miers à s’intéresser à des calculs d’extensions dans la catégorie P. Leur
motivation était l’obtention d’un résultat de finitude de la cohomologie ra-
tionnelle des schémas en groupes. Ils obtiennent :

Théorème 1.3 (Friedlander–Suslin [6]). Il existe une famille e
(n−l)
l

d’éléments de Ext2pl−1

P (Id(n), Id(n)), 0 < l ≤ n, telle que l’algèbre de Yoneda

Ext∗P(Id(n), Id(n)) est le quotient de l’algèbre commutative engendrée par la

famille (e
(n−l)
l )0<l≤n par les relations (e

(n−l)
l )p = 0. Soit h tel que 0 ≤ h ≤ n.

Le module de Yoneda à droite Ext∗P(Id(n), Sp
h(n−h)) est le quotient de l’al-

gèbre de Yoneda Ext∗P(Id(n), Id(n)) par l’idéal engendré par e
(n−1)
1 , . . . , e

(n−h)
h .

En particulier , Ext∗P(Id(n), Sp
h(n−h)) hérite une structure d’algèbre.

Ce résultat est à rapprocher du résultat antérieur similaire obtenu par
Franjou, Lannes et Schwartz [5] dans la catégorie F des foncteurs de E f
vers E . La méthode utilisée est identique à celle de Franjou, Lannes et
Schwartz. Elle repose en particulier sur un théorème d’annulation dû à Pi-
rashvili :

Théorème 1.4 (Pirashvili [10]). Soient F et G deux objets de P sans
terme constant (c’est-à-dire F (0) = 0 = G(0)). Soit A un foncteur additif ,
par exemple A = Id(n). Alors Ext∗P(A,G⊗ F ) = 0.

Une version plus générale de ce théorème [1, 11] permet d’obtenir :

Théorème 1.5. Soient F , G et H des foncteurs strictement polyno-
miaux sans terme constant , et A un foncteur additif. Alors Ext∗P(A,F ◦
(G⊗H)) = 0.

Défaut d’exactitude de la composition à gauche. Pour obtenir des exten-
sions de foncteurs composés, on sera amené, comme dans [15, 14, 16], à com-
poser des complexes à gauche ou à droite par un foncteur. Il est intéressant
ce faisant de ne pas perdre les informations concernant la cohomologie. La
composition à droite est exacte ; en revanche, la composition à gauche ne
l’est pas. Dans [15, 14, 16], l’auteur contourne ce problème en montrant le
théorème ci-dessous.

Théorème 1.6 (cf. [15]). Soient P un foncteur strictement polynomial
dans Ppk , et C• un complexe d’objets de Pph sans terme constant. Alors

∀n ≥ 0, Ext∗P(Id(h+k),Hn(P (C•))) = Ext∗P(Id(h+k), P (Hn(C•))).
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Ce théorème affirme que, modulo les extensions de première variable
l’identité, on peut considérer que la composition à gauche est exacte.

Lien avec la catégorie F . Enfin, on rappelle comment déduire des mo-
dules d’extensions dans la catégorie P les modules d’extensions similaires
dans la catégorie F .

Théorème 1.7 (cf. [15, 17]). Soit F ∈ Pph . L’espace ExtsP(Id(h), F ) est

nul si s > 2ph − 2. De plus, on a des isomorphismes de modules de Yoneda

Ext∗P(Id(h+k), F (k)) = Ext∗P(Id(h), F )⊗ Ext∗P(Id(h+k), Sp
h(k)),

Ext∗F (Id, F ) = Ext∗P(Id(h), F )⊗ Ext∗F (Id, Sp
h
).

La structure de module du produit tensoriel est le produit tensoriel usuel
de deux modules sur deux algèbres A et A′ (cf. [2]). On remarquera que le

produit tensoriel Ext∗P(Id(h), Id(h)) ⊗Fp Ext∗P(Id(h+k), Sp
h(k)) est isomorphe

en tant qu’algèbre à Ext∗P(Id(h+k), Id(h+k)).

2. S-résolutions réduites. Dans cette partie, on construit des S-réso-
lutions ayant un nombre minimal de facteurs Sp

k
. Le seul point original est

la nullité de Ext1
P(Id(k), Id(k)).

Définition 2.1. Soit G un foncteur strictement polynomial homogène
de degré pk. On appellera S-résolution Id-réduite, ou simplement réduite,
une S-résolution R•G telle que le nombre de facteurs Sp

k
dans RsG soit ex-

actement égal à la dimension de Exts(Id(k), G).

On ne peut pas faire mieux, à cause du théorème de Pirashvili.

Une définition équivalente en termes de suites spectrales. Soient C• un
complexe d’objets de P, et T ∈ P. On rappelle [3, 18] qu’on définit les
première et seconde suites spectrales d’hypercohomologie I(T, C•) et II(T, C•)
de C• relativement à T en considérant les filtrations verticale et horizontale
du bicomplexe HomP(T, I••), I•• étant une résolution injective de Cartan–
Eilenberg [3] du complexe C•. Elles convergent vers des gradués d’un même
espace, et sont données en petits rangs par

Is,t1 (T, C•) = ExttP(T, Cs), IIs,t2 (T, C•) = ExtsP(T,Ht(C•)).
Dans les conventions d’indexation utilisées ici, les différentielles de rang r
sont de bidegré (r, 1− r).

Étant donné une S-résolution R•G d’un foncteur G, la suite spectrale

I(Id(k),R•G) est nulle ailleurs que sur sa ligne d’ordonnée 0, car R•G est
une résolution injective. Ainsi, elle dégénère au rang 2. Grâce au théorème
d’annulation de Pirashvili et au théorème 1.3, on obtient :
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Proposition 2.2. La S-résolution R•G est réduite si et seulement si la

suite spectrale I(Id(k),R•G) dégénère au rang 1.

Existence d’une S-résolution réduite. L’objet des lemmes 2.3–2.5 est de
montrer que tout foncteur admet au moins une S-résolution réduite.

Lemme 2.3. Soit G un objet de Ppk tel que dim Ext0
P(Id(k), G) = 0.

Alors G s’injecte dans une somme de produits tensoriels non triviaux (c’est-
à-dire non réduits à un terme) de puissances symétriques.

Démonstration. SoitR•G une S-résolution de G, munie d’une décomposi-
tion de ses termes en somme directe de produits tensoriels de puissances
symétriques. Seuls les facteurs directs égaux à Sp

k
de R0

G contribuent à

Ext0
P(Id(k), G), à cause du théorème de Pirashvili. Puisque Ext0

P(Id(k), G)=0,
il en résulte que la projection de l’injection G ↪→ R0

G sur le facteur direct
de R0

G obtenu en prenant la somme de tous les facteurs de la décomposition
de R0

G égaux à des produits tensoriels non triviaux est encore une injection.
Cette injection peut constituer le point de départ d’une S-résolution de G.

Lemme 2.4. Soit G un objet de Ppk . Il existe une injection

G ↪→ (Sp
k
)⊕n0 ⊕R0

G,

où n0 est égal à la dimension de Ext0
P(Id(k), G), et R0

G est une somme directe
de produits tensoriels non triviaux de puissances symétriques.

Démonstration. La preuve relève de résultats basiques d’algèbre ho-
mologique. On utilise un ingrédient particulier à cette situation : la nullité
de Ext1

P(Id(k), Id(k)).

On opère par récurrence sur la dimension n0 de Ext0
P(Id(k), G), c’est-à-

dire de HomP(Id(k), G). Si n0 = 0, c’est le lemme 2.3. Supposons que n0 > 0.
Alors, il existe un morphisme non nul Id(k) → G. Il est injectif, car Id(k) est
simple. Soit C son conoyau. On obtient une suite exacte courte

0→ Id(k) → G→ C → 0.(1)

Puisque Ext1
P(Id(k), Id(k)) = 0, la suite exacte longue obtenue en appliquant

Ext∗P(Id(k),−) fournit une suite exacte courte

0→ Ext0
P(Id(k), Id(k))→ Ext0

P(Id(k), G)→ Ext0
P(Id(k), C)→ 0.

La dimension de Ext0
P(Id(k), C) est donc n0 − 1. On peut appliquer l’hypo-

thèse de récurrence à C. Il existe donc une injection

C ↪→ (Sp
k
)⊕(n0−1) ⊕R0

C ,

où R0
C est une somme directe de produits tensoriels non triviaux de puis-

sances symétriques. De même, on a une injection Id(k) ↪→ Sp
k
. Par consé-
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quent, on obtient une injection

G ↪→ Sp
k ⊕ (Sp

k
)⊕(n0−1) ⊕R0

C

(construction d’une résolution injective du terme central d’une suite exacte
courte à partir de résolutions injectives des deux autres termes [3]).

Lemme 2.5. Tout foncteur G de Ppk admet au moins une résolution
réduite.

Démonstration. On construit la résolution pas à pas avec le lemme 2.4,
de la même manière qu’on construit une résolution injective quand il y a
suffisamment d’injectifs. Les conditions de minimalité se transportent d’une
étape à la suivante.

S-résolutions explicites

Définition 2.6. Une S-résolution explicite de G est la donnée d’une
S-résolution de G, et d’une décomposition explicite des foncteurs RsG en
somme directe de produits tensoriels de puissances symétriques.

Dans tout ce qui suit, on se fixe G un foncteur homogène de degré pk,
et R•G une S-résolution explicite réduite de G, munie d’une décomposition

RlG =

αl⊕

α=1

Sl,α(2)

de chacun de ses termes, où Sl,α est un produit tensoriel de puissances
symétriques, de degré total pk.

Terminologie 2.7. Un terme Sl,α apparaissant dans la décomposi-
tion (2) de RlG est appelé facteur élémentaire de degré (cohomologique) l
de la S-résolution réduite explicite R•G.

Graphe d’une S-résolution explicite

Définition 2.8. Le graphe de la S-résolution explicite R•G est le graphe
orienté Γ (R•G) tel que :

• les sommets sont les facteurs élémentaires de la résolution R•G ;

• il existe une flèche du sommet Sl,α vers le sommet Sm,β si et seulement

si m = l+1 et si la composition Sl,α // //RkG
d //Rk+1

G
// //Sm,β est non

nulle.

Définition 2.9. Soit V un ensemble de sommets de Γ (R•G). Le graphe
engendré par V est le plus petit sous-graphe plein Γ (V ) de Γ (R•G) qui
contient les sommets contenus dans V et tel que pour tout sommet v de
Γ (V ) et toute arête v → w de Γ (R•G), w est aussi un sommet de Γ (V ).
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On note Γ (V, n) l’ensemble des sommets de degré n de Γ (V ), et pour un
sous-ensemble V de sommets de Γ (R•G, s), R•G(V ) le complexe défini par

RtG(V ) =
⊕

v∈Γ (V,t)

v.

Sa différentielle est la restriction de celle de R•G. Par construction de Γ (V, t),
l’inclusion de chacun des termes RtG(V ) → RtG définit un morphisme
de complexes R•G(V ) → R•G : le complexe R•G(V ) est un sous-complexe
de R•G. Si V = {v} est réduit à un élément, on écrira R•G(v) au lieu de
R•G({v}).

3. Graphes et actions de Yoneda. On se donneG un foncteur stricte-
ment polynomial homogène de degré pk, et R•G une S-résolution réduite
explicite de G.

Lemme 3.1. Soit v = Sp
k

un facteur élémentaire en degré s de la S-
résolution explicite R•G. Soit ϕv le morphisme Id(k) →RsG tel que ϕv est le

morphisme de Frobenius x(k) 7→ xp
k

sur le facteur v = Sp
k
, et est nul sur les

autres facteurs. Le morphisme ϕ est le représentant d’une classe d’extension
dans ExtsP(Id(k), G). De plus, l’ensemble des classes d’extensions [ϕv] ainsi
obtenues avec tous les facteurs élémentaires v sans produit tensoriel (i.e.

égaux à Sp
k
) de RsG est une base de ExtsP(Id(k), G).

Démonstration. Ce résultat est évident du fait du théorème d’annulation
de Pirashvili, et de la minimalité requise pour la S-résolution réduite R•G.

On parlera de la classe d’extension représentée par le facteur élémentaire
v = Sp

k
pour désigner la classe représentée par le morphisme ϕv.

Proposition 3.2. Soient e un élément de ExtiP(Id(k), Id(k)) et v = Sp
k

un facteur élémentaire d’une S-résolution réduite explicite R•G de G, repré-

sentant une extension f ∈ ExtsP(Id(k), G). Si les sommets de Γ ({v}, s + i)
sont tous des produits tensoriels non triviaux , c’est-à-dire sont différents
de Sp

k
, alors le produit de Yoneda f · e est nul.

Démonstration. On note ϕ : Id(k) → RsG le représentant de l’extension
f défini dans le lemme 3.1 à partir du facteur élémentaire v. La construction
d’un représentant (ψ : Id(k) → Rs+iG ) de f · e est comme suit. Soit R•

Id(k)

une résolution injective de Id(k). On peut la choisir telle que R0
Id(k) = Sp

k
.

Puisque Id(k) →R•
Id(k) est acyclique et G→R•G est une résolution injective

de G, il existe un morphisme de complexes R•−s
Id(k) → R•G tel que la com-

position Id(k) → R0
Id(k) → RsG soit égale à ϕ. Soit ξ : Id(k) → Ri

Id(k) un
représentant de l’extension e. Alors, un représentant de f · e est donné par

la composition ψ : Id(k) ξ→Ri
Id(k) →Rs+iG .
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On construit maintenant explicitement un tel morphisme à l’aide du
complexe R•G(v). Par définition, le morphisme ϕ se factorise au travers de
RsG(v) = v. Comme plus haut, il existe alors un morphisme de complexes
R•−s

Id(k) → R•G(v). On obtient un morphisme de complexes R•−s
Id(k) → R•G en

considérant la composition

R•−s
Id(k) →R•G(v)→R•G.(3)

Si ξ : Id(k) → Ri
Id(k) est un représentant de e, alors un représentant de f · e

est obtenu par la composition ψ : Id(k) ξ→Ri
Id(k) → Rs+iG (v)→Rs+iG .

Si la composition de Yoneda f ·e est non nulle, ψ représente une extension
non nulle de Ext∗P(Id(k), G). En appliquant le foncteur HomP(Id(k),−) à la
composition (3), on obtient une composition de morphismes de complexes

HomP(Id(k),R•−s
Id(k))→ HomP(Id(k),R•G(v))→ HomP(Id(k),R•G).

Ces morphismes induisent des morphismes sur la cohomologie en degré s+i :

Hs+i(HomP(Id(k),R•−s
Id(n)))→ Hs+i(HomP(Id(k),R•G(v)))

→ Hs+i(HomP(Id(k),R•G)),

ce qui s’écrit aussi

ExtiP(Id(k), Id(k))→ Hs+i(HomP(Id(k),R•G(v)))→ Exts+iP (Id(k), G).

La composition ci-dessus correspond à la composition de Yoneda (à gauche)
par f . Puisque f · e est non nul cette composition est non nulle, et donc

Hs+i(HomP(Id(k),R•G(v))) 6= 0.

Ce groupe est un sous-quotient de HomP(Id(k),Rs+iG (v)). Par le théorème

1.4, Rs+iG (v) contient donc au moins un facteur élémentaire égal à Sp
k
.

La proposition 3.2 admet une version réciproque. Pour tout i ≥ 0,
ExtiP(Id(k), Id(k)) est de dimension 0 ou 1. Si cette dimension est 1, on note

e(i) un élément générateur de ExtiP(Id(k), Id(k)). Dans les autres cas, e(i)
désigne l’extension nulle.

Proposition 3.3. Soient R•G une S-résolution explicite réduite d’un

foncteur G ∈ Ppk , et f ∈ ExtsP(Id(k), G) une extension représentée par un

facteur élémentaire vR = Sp
k

de RsG. Soit i un entier positif ou nul. Alors
si l’extension f · e est nulle, il existe une résolution réduite explicite T •G de

G et un facteur élémentaire vT = Sp
k

de T sG représentant l’extension f tels

que les sommets de Γ ({v}, s+ i) sont tous différents de Sp
k
.

Démonstration. On note ϕ = ϕvR le morphisme Id(k) → RsG égal au
morphisme de Frobenius sur vR et nul sur les autres facteurs. Ce morphisme
est un représentant de f .
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On commence par construire une S-résolution explicite S•G de G et un
morphisme de complexes g• : S•G → R•G tels que :

(i) pour tout t < s, RtG = StG et gt est l’égalité entre ces termes ;

(ii) il existe un facteur élémentaire vS = Sp
k

de SsG tel que la restriction
de gs à vS soit un isomorphisme sur vR, et soit nulle sur les autres facteurs
de R•G égaux à Sp

k
; en particulier, vS représente f ;

(iii) le morphisme Is+i,02 (Id(k),S•G(vS))→ Is+i,02 (Id(k),S•G) induit par l’in-
clusion S•G(vS) ↪→ S•G sur les premières suites spectrales d’hypercohomologie
en rang 2 et en degré (s+ i, 0) est nul.

La différence essentielle entre la résolution S•G décrite ci-dessus et la
résolution T •G que l’on veut obtenir au final réside dans le fait que contraire-
ment à T •G, la résolution S•G n’est pas forcément réduite.

Construction de S•G. On note K le noyau de la différentielleRsG →Rs+1
G .

Comme

d ◦ ϕ : Id(k) ϕ−→ RsG
d−→ Rs+1

G

est nul, ϕ se factorise par K. Soit ϕ′ : Id(k) → K le morphisme factorisant ϕ,
et soit C le conoyau de ϕ′. On obtient une suite exacte courte

0→ Id(k) ϕ′−→ K → C → 0.(4)

En effet, le morphisme ϕ′ est injectif, puisqu’il est non nul, et que Id(k) est
un objet simple de P. Trouver une S-résolution S•G telle que pour tout t < s,
StG soit égal à RtG revient à trouver une S-résolution

K → SsG → Ss+1
G → . . .

de K. On en construit une à partir de la suite exacte (4). Soit R•
Id(k) une

S-résolution explicite réduite de Id(k) ; on la choisit telle que R0
Id(k) = Sp

k
.

Soit de même R•C une S-résolution réduite de C. Alors K admet une réso-
lution injective S•K telle que pour tout t ≥ 0,

StK = Rt
Id(k) ⊕RtC .

La résolution injective S•K de K est une S-résolution explicite, la décom-
position de StK étant donnée par celles de Rt

Id(k) et de RtC . De plus, la

différentielle dK de R•K est égale à la somme de la différentielle dId(k) du
complexeR•

Id(k) sur la composanteR•
Id(k) , de la différentielle dC du complexe

R•C sur la composanteR•C , et d’une partie croiséeR•C →R•+1

Id(k) . En revanche,

il n’y a pas de composante R•+1

Id(k) →R•C :
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(5)

R•+1

Id(k) ⊕ R•+1
C

R•
Id(k)

d
Id(k)

OO

⊕ R•C

dC

OOhhPPPPPPPPPPPPPPP

Il en résulte notamment que R•
Id(k) est un sous-complexe de S•K . La S-

résolution répondant à la propriété (iii) est alors définie par

StG =

{RtG si t < s,

St−sK si t ≥ s,
avec les différentielles évidentes. L’inclusion de R•

Id(k) dans S•K définit une

inclusion de R•−s
Id(k) dans S•G. Le facteur élémentaire vS est le facteur Sp

k

provenant de R0
Id(k) .

Le morphisme g• : S•G → R•G est défini par l’identité sur les termes de
degré t < s ; la donnée de ces composantes permet de définir (à homotopie
près) le morphisme de complexes g•. Le morphisme obtenu vérifie la pro-
priété (ii). En effet, en le composant avec l’inclusionR•−s

Id(k) → S•G, on obtient
un diagramme commutatif

Id(k)

��

//
Sp

k

��

// . . .

K // vS ⊕R0
C = SsG
gs

��

// . . .

K // vR ⊕R′sG = RsG // . . .

Ici, R′sG est la somme de tous les facteurs élémentaires de RsG différents

de vR. Par définition du morphisme Id(k) → K, la composition

Id(k) → K → vR ⊕R′sG
proj.−→ vR = Sp

k

est non nulle. Cela implique notamment que la projection sur vR de la
restriction de gs : SsG → RsG à vS est non nulle. Comme c’est un endomor-

phisme de Sp
k
, c’est un isomorphisme. De plus, toujours par définition du

morphisme Id(k) → K, la composition

Id(k) → K → vR ⊕R′sG
proj.−→ R′sG

est nulle, d’où la propriété (ii).
Il reste à montrer la propriété (iii). Soit Γ ({vS}) le sous-graphe de Γ (S•G)

engendré par le sommet vS . Puisque R•−s
Id(k) est un sous-complexe de S•G, le

graphe Γ ({vS}) est le sous-graphe de Γ (R•−s
Id(k)) engendré par le sommet vS

en degré s. Comme R•
Id(k) est une résolution réduite de Id(k), elle possède,
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d’après le théorème 1.3, exactement un facteur élémentaire égal à Sp
k

en
degré pair strictement inférieur à 2pk, et aucun dans les autres degrés. Ainsi,
Γ ({vS}) a au plus un sommet égal à Sp

k
en degré s+ 2t, 0 ≤ t < pk, et n’en

a aucun dans les autres degrés.

• Si e(i) est nulle (soit i est impair, soit i ≥ 2pk), l’argument ci-dessus

montre qu’il n’y a pas de facteur élémentaire égal à Sp
k

dans l’ensemble de
sommets Γ ({vS}, s+ i), et par conséquent

Ii,01 (Id(k),S•G({vS})) = 0,

ce qui implique immédiatement la propriété (iii).
• Supposons que e(i) est non nulle, et que f · e(i) = 0. L’extension e(i)

est représentée, à un scalaire près, par le morphisme ξ : Id(k) → Ri
Id(k) égal

au morphisme de Frobenius sur le seul facteur élémentaire égal à Sp
k
, et

égal à 0 sinon. Pour que S•G vérifie la propriété (iii), il faut montrer que le
morphisme

Is+i,02 (Id(k),S•G(vS))→ Is+i,02 (Id(k),S•G)(6)

est nul. Si Is+i,01 (Id(k),S•G(vS)) est nul, la propriété (iii) est évidente. Sinon,

Γ ({vS}, s + i) possède au moins (puis exactement) un sommet égal à Sp
k
,

qui correspond au facteur élémentaire Sp
k

de Ri
Id(k) représentant e(i). Ainsi,

le morphisme ξ se factorise à travers Ss+iG (vS). Alors, dire que le morphisme

(6) est nul revient à dire que le morphisme de HomP(Id(k),Ss+iG ) défini par
la composition

Id(k)

ξ

55
Frob //Sp

k // //Ss+iG (vS) // //Ri
Id(n)

// //Ss+iG

est un représentant de l’extension nulle de Exts+iP (Id(k), G), ce qui est le cas,
puisque ce morphisme représente l’extension f · [ξ] = f · e(i).

Construction de T •G. On peut maintenant construire une S-résolution
réduite T •G de G qui répond aux exigences de la proposition 3.3. En consi-
dérant la suite exacte longue associée à la suite exacte courte

0→ Id(k) → K → C → 0,

on obtient, puisque Ext1
P(Id(k), Id(k)) est nul, une suite exacte courte

0→ Ext0
P(Id(k), Id(k))→ Ext0

P(Id(k),K)→ Ext0
P(Id(k), C)→ 0.

Par conséquent,

dim Ext0
P(Id(k),K) = dim Ext0

P(Id(k), Id(k)) + dim Ext0
P(Id(k), C).

Ainsi, puisque R•C est une résolution réduite de C, K → S0
K = Sp

k ⊕ R0
C
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est le début d’une S-résolution réduite explicite de K. On la complète en
une S-résolution réduite explicite T •K de K, où T 0

K = S0
K . On définit alors

T •G par

T tG =

{
RtG si t < s,

T t−sK si t ≥ s.

On obtient ainsi une S-résolution réduite explicite T •G deG telle que T tG = StG
pour tout t ≤ s. En particulier, le facteur élémentaire vS de SsG est aussi
un facteur élémentaire de T sG, que l’on notera vT . Il existe un morphisme de
complexes h• : T •G → S•G tel que ht : T tG → StG soit l’identité pour tout t ≤ s.
Notamment, la restriction du morphisme h• à vT est un isomorphisme sur
le facteur vS , et nul sur les autres facteurs élémentaires. Par conséquent, h•

induit un morphisme de complexes h̃• : T •G(vT ) → S•G(vS) tel que le carré
suivant soit commutatif :

T •G h• // S•G

T •G(vT )

incl.

OO

h̃• // S•G(vS)

incl.

OO

Ce carré commutatif induit un carré commutatif de morphismes de suites
spectrales sur les premières suites spectrales d’hypercohomologie I(Id(k),−) :

I(Id(k), T •G) // I(Id(k),S•G)

I(Id(k), T •G(vT ))

incl.

OO

// I(Id(k),S•G(vS))

incl.

OO

Toutes ces suites spectrales sont nulles ailleurs que sur leur ligne 0. De
plus :

• comme T •G et S•G sont deux résolutions injectives du même objet G,

I∗,02 (Id(k), T •G) et I∗,02 (Id(k),S•G) sont égaux à Ext∗P(Id(k), G), et le morphisme
du haut est un isomorphisme ;

• en rang 1, le morphisme de gauche I∗,01 (Id(k), T •G(vT ))→ I∗,01 (Id(k), T •G)

est le morphisme Ext∗P(Id(k), T tG(vT )) → Ext∗P(Id(k), T tG) induit par l’inclu-
sion directe T tG(vT )→ T tG, il est donc injectif ;

• ce morphisme reste une injection en rang 2, car la suite spectrale
I(Id(k), T •G) dégénère au rang 1, la S-résolution T •G étant réduite ;

• par la propriété (iii) pour S•G, le morphisme de droite est nul au rang
0 en degré (s+ i, 0).
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On en déduit un diagramme commutatif

(7)

Is+i,02 (Id(k), T •G)
' // Is+i,02 (Id(k),S•G)

Is+i,02 (Id(k), T •G(vT ))

inj.

OO

// Is+i,02 (Id(k),S•G(vS))

0

OO

Par conséquent, le morphisme Is+i,02 (Id(k), T •G(vT )) → Is+i,02 (Id(k),S•G) ob-
tenu en composant des deux manières possibles les flèches du carré (7) est
à la fois nul et injectif. Ainsi,

Is+i,02 (Id(k), T •G(vT )) = 0, puis Ext0
P(Id(k), T s+iG (vT )) = 0,

puisque les différentielles de rang 1 sont nulles, du fait que T •G est réduite.
Par le théorème de Pirashvili (théorème 1.4), on en déduit que tous les

facteurs élémentaires de T s+iG (vT ) sont différents de Sp
k
.

Remarque 3.4. La construction de T •G ne dépend pas du degré i de l’ex-
tension e(i) considérée dans l’énoncé. On n’utilise l’entier i qu’au moment de
vérifier qu’on a les propriétés requises pour la résolution T •G. Ainsi, on peut
faire le même raisonnement simultanément sur plusieurs indices i1, . . . , ik :

Proposition 3.5. Soit f un objet de ExtsP(Id(k), G). Soient i1 < . . . < il
des entiers tels que pour tout j vérifiant 1 ≤ j ≤ l, le produit f · e(ij)
est nul. Alors il existe une S-résolution réduite explicite T •G, et un facteur

élémentaire vT = Sp
k

de T sG représentant f , tels que tous les sommets de

Γ ({vT }) en degrés s+ i1, . . . , s+ il sont différents de Sp
k
.

4. Graphes et différentielles. Soient F et G deux objets de P, ho-
mogènes de degré respectivement ph et pk. Soit R•G une S-résolution réduite

de G, et vR = Sp
k

un facteur élémentaire de RsG représentant une extension

f ∈ ExtsP(Id(k), G). Le complexe R•G ◦ F obtenu en précomposant R•G par
F est une résolution (non injective) de G ◦F , puisque la précomposition est

exacte. Ainsi, sa première suite spectrale I(Id(h+k),R•G ◦ F ) converge vers

Ext∗P(Id(h+k), G ◦F ). De plus, puisque la résolution R•G est réduite, elle est
décrite en rang 1 par l’isomorphisme bigradué

I∗1,∗21 (Id(h+k),R•G ◦ F ) = Ext∗1P (Id(k), G)⊗ Ext∗2P (Id(h+k), Sp
k ◦ F ).(8)

Autrement dit, chaque colonne d’abscisse t est constituée d’autant de copies
de Ext∗P(Id(h+k), Sp

k ◦ F ) qu’il y a de facteurs élémentaires Sp
k

dans RtG.
En particulier, au facteur vR correspond une copie

Ext∗P(Id(h+k), vR ◦ F ) = Ext∗P(Id(h+k), Sp
k ◦ F ).

Dans la notation de l’équation (8), les éléments de cette copie correspondent

aux éléments f ⊗ f ′, pour f ′ ∈ Ext∗P(Id(h+k), Sp
k ◦ F ).
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Proposition 4.1. Soit t un entier strictement positif. Dans le contexte
ci-dessus, si pour tout i tel que 0 < i ≤ t, le produit f · e(i) est nul , alors
les différentielles de rang inférieur ou égal à t de I1(Id(h+k),R•G ◦ F ) sont

nulles sur les éléments f ⊗f ′, pour tout f ′ ∈ Ext∗P(Id(h+k), Sp
k ◦F ), et leurs

images en rangs supérieurs.

Démonstration. D’après la proposition 3.5, il existe une S-résolution
réduite explicite T •G de G telle que

(i) T uG = RuG si u < s ;

(ii) il existe un facteur élémentaire vT de T sG et un morphisme de com-
plexes g• : T •G → R•G tels que gu est l’identité si u < s, et la restriction de
gs à vT est un isomorphisme sur le facteur vR de R•G, et est nulle sur les

autres facteurs élémentaires égaux à Sp
k

;

(iii) le sous-graphe Γ (vT ) de Γ (T •G) ne contient pas de sommet égal à

Sp
k
, en tout degré i tel que 1 ≤ i ≤ t.
Le morphisme g• ◦ F : T •G ◦ F → R•G ◦ F induit un isomorphisme de

suites spectrales I(Id(h+k), T •G ◦ F )
'→ I(Id(h+k),R•G ◦ F ) à partir du rang 2.

Puisque les résolutionsR•G et T •G sont réduites, c’est en fait un isomorphisme
à partir du rang 1. De plus, grâce à la propriété (ii) pour T •G, la restriction du

morphisme induit par g• ◦F en rang 1 au facteur direct Ext∗P(Id(k), vT ◦F )

de I1(Id(k), T •G ◦F ) est un isomorphisme sur le facteur Ext∗P(Id(k), vR ◦F ) de

I1(Id(k),R•G◦F ), et nul sur les autres facteurs. Autrement dit, le morphisme

g• ◦ F induit l’identité sur les termes f ⊗ f ′, f ′ ∈ Ext∗P(Id(h+k), Sp
k ◦ F ).

Il suffit donc de montrer que les différentielles de rang inférieur ou égal à t
de la suite spectrale I(Id(h+k), T •G ◦F ) sont nulles sur les termes f ⊗f ′, pour

f ′ ∈ Ext∗P(Id(h+k), Sp
k ◦F ). L’inclusion T •G(vT )→ T •G induit un morphisme

de suites spectrales

I(Id(h+k), T •G(vT ) ◦ F )→ I(Id(h+k), T •G ◦ F ).(9)

Sur les termes I1, ce morphisme est une inclusion : sur la colonne d’abscisse t,
c’est le morphisme Ext∗P(Id(h+k), T tG(vT ) ◦ F ) → Ext∗P(Id(h+k), T tG ◦ F ) in-
duit par l’inclusion directe T tG(vT ) → T tG. Par exemple, sur la colonne
d’abscisse s, il consiste en l’inclusion directe

Ext∗P(Id(h+k), vT ◦ F ) = Ext∗P(Id(h+k), Sp
k ◦ F )→ Ext∗P(Id(h+k), T sG ◦ F ),

f ′ 7→ f ⊗ f ′.
D’après la proposition 3.5 et le théorème de Pirashvili, les colonnes

d’abscisse j telle que s < j ≤ s+t de la suite spectrale I(Id(h+k), T •G(vT )◦F )
sont nulles. Ainsi, les différentielles de rang r ≤ t issues de la colonne
d’abscisse s sont nulles ; les différentielles dont le but est dans cette colonne
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sont aussi nulles. Par conséquent,

Is,∗1 (Id(h+k), T •G(vT ) ◦ F ) = Is,∗2 (Id(h+k), T •G(vT ) ◦ F ) = . . .

= Is,∗t+1(Id(h+k), T •G(vT ) ◦ F ).

En particulier, le morphisme (9) est en tout rang r ≤ t une surjection de
la colonne s vers l’espace engendré par les images en rang supérieur des
éléments f ⊗ f ′, f ′ ∈ Ext∗P(Id(h+k), Sp

k ◦ F ). Ainsi, pour montrer que les
différentielles de rang 1, . . . , t sont nulles sur f ⊗ f ′, il suffit de montrer que
pour tout r ≤ t, la composition

Is,∗r (Id(h+k), T •G(vT ) ◦ F )→ Is,∗r (Id(h+k), T •G ◦ F )
dr−→ Is+r,∗−r+1

r (Id(h+k), T •G ◦ F )

est nulle. Cela provient du carré commutatif suivant :

Is,∗r (Id(h+k), T •G ◦ F )
dr // Is+t,∗−r+1

r (Id(h+k), T •G ◦ F )

Is,∗r (Id(h+k), T •G(vT ) ◦ F )

OO

dr // 0

OO

La proposition 4.1 admet une version jumelle en postcomposant par F au
lieu de précomposer. On gère le défaut d’exactitude de la postcomposition
grâce au théorème 1.6 : la suite spectrale I1(Id(h+k), F ◦ R•G) est comme
précédemment donnée au rang 1 par

I∗1,∗21 (Id(h+k), F ◦ R•G) = Ext∗1P (Id(k), G)⊗ Ext∗2P (Id(h+k), F ◦ Spk).

On obtient, par la même démonstration, en faisant appel au théorème 1.5 :

Proposition 4.2. Soit t un entier strictement positif. Si pour tout i ≤ t,
le produit f ·e(i) est nul , alors les différentielles de rang inférieur ou égal à t
de la suite spectrale I(Id(h+k), F ◦ R•G) sont nulles sur les éléments f ⊗ f ′,
f ′ ∈ Ext∗P(Id(h+k), F ◦ Spk).

5. Une formule pour Ext∗P(Id, G ◦ F ). Nous avons maintenant tous
les outils nécessaires pour démontrer le théorème A. Nous montrons dans un
premier temps que la formule du théorème A est un isomorphisme d’espaces
vectoriels gradués :

Théorème 5.1. Soient F et G deux objets de P, homogènes de degrés
respectifs ph et pk. On suppose que Ext∗P(Id(h), F ) et Ext∗P(Id(k), G) ont une
structure de module de Yoneda triviale. Alors, en tant qu’espace vectoriel
gradué,

Ext∗P(Id(h+k), G ◦ F )

∼= Ext∗P(Id(h), F )⊗ Ext∗P(Id(k), G)⊗ Ext∗P(Id(h+k), Sp
k ◦ Sph).
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Démonstration. Soit R•G une S-résolution réduite explicite de G, et
R•G◦F le complexe obtenu en précomposant la résolutionR•G par F . Puisque
la précomposition est exacte, la seule cohomologie de ce complexe est G ◦F
en degré 0. Par conséquent, sa seconde suite spectrale d’hypercohomologie
est donnée par

II∗,t2 (Id(h+k),R•G ◦ F ) =

{
Ext∗P(Id(h+k), G ◦ F ) si t = 0,
0 sinon.

En particulier, elle dégénère au rang 2, et la cohomologie totale est égale
au module Ext∗P(Id(h+k), G ◦ F ). C’est aussi l’aboutissement de la première

suite spectrale d’hypercohomologie I(Id(h+k),R•G ◦ F ). Puisque, d’après le

théorème de Pirashvili (théorème 1.4), Ext∗P(Id(h+k), w ◦ F ) = 0 pour tout

facteur élémentaire w de R•G différent de Sp
k
, celle-ci est donnée en rang 1

par

Is,∗1 (Id(h+k),R•G ◦ F ) = [Ext∗P(Id(h+k), Sp
k ◦ F )]⊕ds,

où ds est le nombre de facteurs élémentaires égaux à Sp
k

de RsG. Comme

la S-résolution R•G est réduite, ds est la dimension de ExtsP(Id(k), G). Ainsi,
en tant qu’espace vectoriel bigradué,

(10) I∗1,∗21 (Id(h+k),R•G ◦ F ) ∼= Ext∗1P (Id(k), G)⊗ Ext∗2P (Id(h+k), Sp
k ◦ F ).

Mais puisque Ext∗P(Id(k), G) est un module trivial, toutes les différentielles

de I(Id(h+k),R•G ◦ F ) sont nulles d’après la proposition 4.1. Ainsi, la suite

spectrale I(Id(h+k),R•G◦F ) dégénère au rang 1, et l’isomorphisme (10) donne
à l’aboutissement un isomorphisme d’espaces vectoriels gradués

Ext∗P(Id(h+k), G ◦ F ) ∼= Ext∗P(Id(k), G)⊗ Ext∗P(Id(h+k), Sp
k ◦ F ).(11)

On raisonne de la même façon pour exprimer Ext∗P(Id(h+k), Sp
k ◦ F ) en

fonction de Ext∗P(Id(h), F ) et Ext∗P(Id(h+k), Sp
k◦Sph), à la différence près que

maintenant on postcompose une résolution R•F de F par Sp
k
. En utilisant le

théorème 1.6 pour déterminer la seconde suite spectrale d’hypercohomologie,
et le théorème 1.5 pour déterminer la première suite spectrale, on obtient
de la même façon que ci-dessus

(12) Ext∗P(Id(h+k), Sp
k ◦ F ) ∼= Ext∗P(Id(k), F )⊗ Ext∗P(Id(h+k), Sp

k ◦ Sph).

Les isomorphismes (11) et (12) donnent la formule du théorème 5.1.

Théorème 5.2. La formule du théorème 5.1 est un isomorphisme de
modules de Yoneda sur l’algèbre Ext∗P(Id(h+k), Id(h+k)), la structure de mo-
dule du produit tensoriel provenant de la structure de module du troisième
terme.

Démonstration. On montre dans un premier temps que l’isomor-
phisme (11) est un isomorphisme de modules, la structure de module du
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produit tensoriel provenant de la structure de module du second facteur.
Le problème vient de ce que le produit tensoriel de f ∈ ExtsP(Id(k), G) et

g ∈ ExttP(Id(h+k), Sp
k ◦F ) n’est a priori pas bien défini dans l’aboutissement

Exts+tP (Id(h+k), G◦F ) de la suite spectrale I(Id(h+k),R•G◦F ), car on n’obtient
qu’un gradué de la cohomologie totale. On va construire explicitement un
élément f � g de Exts+tP (Id(h+k), G ◦ F ) tel que

(i) l’application (f, g) 7→ f � g soit bilinéaire ;
(ii) l’application

Ext∗P(Id(k), G)⊗ Ext∗P(Id(h+k), Sp
k ◦ F )→ Ext∗P(Id(h+k), G ◦ F ),(13)

f ⊗ g 7→ f � g,
soit un isomorphisme d’espaces vectoriels gradués ;

(iii) l’application (13) soit un morphisme de modules de Yoneda, ce qui
revient à dire que la structure de Yoneda de Ext∗P(Id(h+k), G◦F ) est donnée
sur les éléments f � g par la relation (f � g) · e = f � (g · e).

On se fixe f dans ExtsP(Id(k), G), qu’on peut supposer représenté par
un facteur élémentaire v de RsG. Quitte à remplacer R•G par la S-résolution
réduite explicite T •G de la proposition 3.5 (pour tous les indices i ≥ 1), on

peut supposer que le seul sommet de Γ (v) égal à Sp
k

est v lui-même.
Soit I•• une résolution injective de Cartan–Eilenberg de R•G ◦ F . Son

complexe total Tot(I••) est une résolution injective de G ◦F . Soit de même
J•• une résolution injective de Cartan–Eilenberg du complexeR•G(v). Le fac-
teur v étant en degré s, la première colonne non nulle de J •• est d’abscisse s.
L’inclusionR•G(v)◦F →R•G◦F induit un morphisme entre les résolutions de
Cartan–Eilenberg, puis entre les complexes totaux associés, ainsi qu’entre les
mêmes complexes auxquels on a appliqué HomP(Id(h+k),−), et enfin entre
la cohomologie de ces complexes :

H∗(HomP(Id(h+k),Tot(J••)))→ H∗(HomP(Id(h+k),Tot(I••))).(14)

L’argument du théorème 5.1 montre que le morphisme (14) est une injec-
tion, car R•G(v) → R•G induit une injection en rang 1 sur les premières
suites spectrales d’hypercohomologie, et ces suites spectrales dégénèrent au
rang 1.

Soit g un élément de ExttP(Id(h+k), Sp
k ◦ F ). Puisque Js,• est une ré-

solution injective de v ◦ F = Sp
k ◦ F , l’extension g est représentée par un

morphisme g̃ : Id(h+k) → Js,t tel que la composition

Id(h+k) g̃−→ Js,t
dv−→ Js,t+1

soit nulle. Notons (Filu) la filtration de HomP(Id(h+k), I••) définie par

Filu =
∑

u′≥u
HomP(Id(h+k), Iu

′,•),
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et FiluH la filtration de H∗(HomP(Id(h+k),Tot(I••))) associée. On note
de la même manière (FiluΓ ) et (FiluΓH) les filtrations similaires pour le bi-
complexe J••. D’après la proposition 3.5, le seul facteur non égal à un
produit tensoriel non trivial de R•G(v) est v lui-même : la suite spectrale

I(Id(h+k),R•G(v)◦F ) est nulle sur toutes les colonnes autres que celle d’abs-

cisse s, égale à Ext∗P(Id(h+k), Sp
k ◦ F ). Ainsi, la suite spectrale dégénère au

rang 1, et l’élément g, qui est non nul dans le tableau Is,t1 (Id(h+k),R•G(v)◦F ),
est encore non nul dans l’aboutissement. Il définit donc un élément (encore
noté g) de FilsΓH/Fils+1

Γ H, en degré total s+t. Mais comme la suite spectrale

est nulle en abscisses autres que s, chacun des quotients FiluΓH/Filu+1
Γ H est

nul pour u 6= s. Ainsi, Fils+1
Γ H est nul, et FilsΓH est égale à la cohomologie

totale. Par conséquent, g définit sans ambigüıté un élément non nul g ′ de
Hs+t(HomP(Id(h+k),Tot(J••))).

L’élément f � g dans Hh+t(HomP(Id(h+k),Tot(I••))), c’est-à-dire dans
Ext∗P(Id(h+k), G ◦ F ), est alors par définition l’image de g′ par (14).

Le morphisme

Ext∗P(Id(k), G)⊗ Ext∗P(Id(h+k), Sp
k ◦ F )→ Ext∗P(Id(h+k), G ◦ F ),
f ⊗ g 7→ f � g,

est clairement bilinéaire. On veut montrer qu’il s’agit en fait d’un isomor-
phisme. En raison du théorème 5.1, les dimensions (degré par degré) sont
les mêmes pour l’espace source et l’espace but. Ainsi, il suffit de montrer
la surjectivité. Soit g̃′ : Id(h+k) → Tot(J••) un représentant de g′. Alors,
l’image de g̃′ par le morphisme Tot(J••)→ Tot(I••) est un représentant de
f � g. On en déduit que f � g est un élément du s-ième terme FilsH de la
filtration de Ext∗P(Id(h+k), G ◦ F ). De plus, son image dans FilsH/Fils+1H

est exactement égal à l’élément f ⊗ g de I∞(Id(h+k),R•G ◦ F ). Il en résulte
que l’égalité FilsH/Fils+1H → FilsH/Fils+1H se factorise par le sous-espace
gradué

ExtsP(Id(k), G)� Ext∗(Id(h+k), Sp
k ◦ F ),

de Ext∗P(Id(h+k), G◦F ) la graduation étant donnée par ∗+s, où la notation

ExtsP(Id(k), G)�Ext∗P(Id(h+k), Sp
k ◦F ) désigne le sous-espace engendré par

tous les éléments f�g, pour f ∈ ExtsP(Id(k), G) et g ∈ Ext∗P(Id(h+k), Sp
k◦F ).

Par conséquent, pour tout s,

dim ExtsP(Id(k), G)� Ext∗P(Id(h+k), Sp
k ◦ F ) ≥ dim FilsH/Fils+1H,

puis

dim Ext∗P(Id(k), G)� Ext∗P(Id(h+k), Sp
k ◦ F ) ≥ dim Ext∗P(Id(h+k), G ◦ F ).

Comme le premier est un sous-espace du deuxième, on en déduit l’égalité
des dimensions, et donc des espaces : f ⊗ g 7→ f � g est surjective.
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Il reste à montrer que c’est un isomorphisme de modules. Avec f et g
comme précédemment, il faut montrer, pour tout e ∈ ExtiP(Id(h+k), Id(h+k)),
(f � g) · e = f � (g · e). Soit

0→ Id(h+k) → U1 → . . .→ Ui → Id(h+k) → 0(15)

un représentant “à la Yoneda” de l’extension e. On obtient un représentant
h̃′ : Id(h+k) → Tot(J••) du produit g′ · e dans la cohomologie totale
Ext∗P(Id(h+k),R•G(v) ◦F ) en construisant un morphisme de complexes entre
le complexe acyclique (15) et le complexe injectif Tot(J••) :

Id(h+k) //

g̃′ &&MMMMMMMMMM
U1

//

��

. . . // Ui //

��

Id(h+k)

h̃′
��

. . . // Tots+t(J••) // . . . // Tots+t+i−1(J••) // Tots+t+i(J••)

Par composition de h̃′ avec la projection Tots+t+i(J••)→ Js,t+i on obtient
un représentant h : Id(h+k) → Js,t+i de g · e, dans la résolution v ◦F → Js,•

de v ◦ F = Sp
k ◦ F . Ainsi, l’image de la classe de h̃′ par le morphisme

Ext∗P(Id(h+k),R•G(v) ◦ F )→ Ext∗P(Id(h+k),R•G ◦ F )(16)

est f � (g · e). D’un autre côté, comme (16) est un morphisme de modules

de Yoneda, l’image de la classe de h̃′ par (16) est aussi égale à (f � g) · e.
Le fait que (12) est un isomorphisme de modules se démontre de la même

manière.

Remarque 5.3. D’après le théorème 1.7, on déduit des formules ana-
logues à celles du théorème A pour les modules Ext∗P(Id(h+k+r), (G ◦ F )(r))
et Ext∗F(Id, G ◦ F ).

6. Ext∗P(Id(h+k), Sp
k ◦ Sph) en caractéristique 2. Dans la fin de cet

article, nous proposons une alternative au calcul de Ext∗F(Id, S2k ◦ S2h) en
caractéristique p = 2, contournant les calculs de [16]. La méthode repose sur
le même principe général, à savoir l’emploi des suites spectrales d’hyperco-
homologie des complexes S•

2k
◦S2h obtenus en précomposant le complexe S•

2k

(égal à la partie de degré 2k de la construction Cobar réduite du foncteur

en algèbres de Hopf S∗) par le foncteur S2h . Le théorème 5.1 nous permet
beaucoup plus facilement que dans [16] de déterminer les différentielles de
ces suites spectrales. En particulier, nous n’avons pas besoin de connâıtre les
groupes d’extensions Ext∗F(Id, Sn ◦ I), le foncteur I étant l’injectif standard
de F défini par I(V ) = FV ∗2 ; cela nous évite le passage par la catégorie F ,
passage indispensable lorsqu’on considère le foncteur I, puisque ce foncteur
n’est pas dans l’image de P par le foncteur oubli. Le seul antécédent que
nous utilisons est le calcul, ne présentant pas de difficulté technique, du mo-
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dule Ext∗P(Id(h+1), S2 ◦ S2h) (cf. [15]), et plus spécifiquement le fait que sa
structure de module de Yoneda est triviale.

Dans tout ce qui suit, p = 2. On rappelle qu’on considère dans [15, 16]
des complexes S•n définis comme la partie de degré n de la construction
Cobar réduite du foncteur en algèbres de Hopf S∗ :

S•n : Sn →
⊕

i1+i2=n
i1,i2>0

Si1 ⊗ Si2 →
⊕

i1+i2+i3=n
i1,i2,i3>0

Si1 ⊗ Si2 ⊗ Si3 → . . .→ (S1)⊗n.

On connâıt leur cohomologie (cf. [9, Theorem I.4.27] ou [2]) :

Ht(S•n) =
⊕

∑
l≥0 il=t∑
l≥0 il2

l=n

⊗

l≥0

Sil(l).

Supposons maintenant que n est une puissance de 2, disons n = 2k. Grâce au
théorème de Pirashvili, on détermine la seconde suite spectrale du complexe
composé S•

2k
au rang 2 : elle est nulle sur toutes ses lignes, sauf ses lignes

d’ordonnée 2l, 0 ≤ l ≤ k, sur lesquelles elle est donnée par

II∗,2
l

2 (Id(h+k+r), (S•2k ◦ S2h)(r)) = Ext∗P(Id(h+k+r), (S2l ◦ S2h)(k+r−l)).

Le morphisme de complexes (S•
2k−1)(1) → S•

2k
défini par le morphisme de

Frobenius induit un morphisme sur les suites spectrales

II(Id(h+k+r), (S•2k−1 ◦ S2h)(r+1))→ II(Id(h+k+r), (S•2k ◦ S2h)(r)),

consistant au rang 2 en l’inclusion des 2k−1 premières lignes. Ainsi, seule
la ligne 2k de la suite spectrale II2(Id(h+k+r), (S•

2k
◦ S2h)(r)) n’est pas dans

l’image de ce morphisme. Comme les différentielles non nulles issues de cette
ligne sont au moins de degré 2k−1 + 1, on en déduit notamment que

II2k−1+1(Id(h+k+r), (S•2k−1 ◦ S2h)(r+1))→ II2k−1+1(Id(h+k), (S•2k ◦ S2h)(r))

est l’inclusion des 2k−1 premières lignes. Par conséquent, toutes les diffé-
rentielles entre les lignes 0, . . . , 2k−1 sont les mêmes dans les deux suites
spectrales. Pour déterminer toutes les différentielles de toutes les suites spec-
trales II(Id(h+k+r), (S•

2k
◦ S2h)(r)), k ≥ 0, il suffit donc de déterminer pour

tout k ≥ 0 les différentielles issues de la ligne 2k de la suite spectrale
II(Id(h+k+r), (S•

2k
◦ S2h)(r)). La description de ces différentielles fait l’objet

de la proposition suivante.

Proposition 6.1. Les différentielles issues de la ligne 2k de la suite
spectrale II(Id(h+k+r), (S•

2k
◦ S2h)(r)) sont

• nulles si le quotient de la division euclidienne de l’abscisse de leur but
par 2h+k est pair ;
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• surjectives si le quotient de la division euclidienne de l’abscisse de leur
but par 2h+k est impair.

Suivant [16], on en déduit l’expression du module Ext∗P(Id(h+k), S2k◦S2h).

Théorème 6.2. La structure de module de Ext∗P(Id(h+k), S2k ◦ S2h) est
triviale. Sa série de Poincaré ϕh,k est donnée par

ϕh,k(t) =
∑

i≥0

ti · dim ExtiP(Id(h+k), S2k ◦ S2h)

=

∏h+k
i=1 (1− t2i−1)

∏h
i=1(1− t2i−1)

∏k
i=1(1− t2i−1)

.

En utilisant le théorème 1.7, on obtient également une description des
séries de Poincaré de Ext∗P(Id(h+k+r), (S2k◦S2h)(r)) et de Ext∗F(Id, S2k◦S2h),
ainsi que leur structure de module.

La démonstration de la proposition 6.1 constitue le coeur de [16]. La
preuve présentée dans [16] est par endroits délicate et calculatoire. On
présente ici une preuve évitant ces calculs, basée sur le lemme suivant.

Lemme 6.3. La structure de module de Yoneda de Ext∗P(Id(h+k), S2k◦S2h)
est triviale.

Démonstration. Comme S2k ◦ S2h est un facteur direct de (S2)◦(h+k),
il suffit de montrer que pour tout l, la structure de module de Yoneda de
Ext∗P(Id(h+k), (S2)◦l) est triviale, ce qu’on montre par récurrence sur l. Le

point de départ est le calcul effectué dans [15] de Ext∗P(Id(k+1), S2k ◦S2). On
y montre notamment que sa structure de module est triviale. Cela implique
que le résultat est vrai pour l = 1, 2.

Supposons qu’il est vrai pour l. Les théorèmes 5.1 et 5.2 fournissent alors
un isomorphisme de modules de Yoneda

Ext∗P(Id(l+1), (S2)◦(l+1))

∼= Ext∗P(Id(1), S2)⊗ Ext∗P(Id(l), (S2)◦l)⊗ Ext∗P(Id(l+1), S2l ◦ S2).

L’action de Yoneda sur le produit tensoriel est l’action sur le troisième fac-
teur. Cette action est nulle d’après [15].

Démonstration de la proposition 6.1. On note pour simplifier I et II
les deux suites spectrales d’hypercohomologie I(Id(h+k+r), (S•

2k
◦ S2h)(r)) et

II(Id(h+k+r), (S•
2k
◦ S2h)(r)).

Soient l < k et t un entier dont le quotient par la division euclidienne

par 2h+k est pair. Soit d : IIs,2
k → IIt,2

l
la différentielle de rang 2k − 2l + 1

issue de la ligne 2k et de but (t, 2l). La structure de module de Yoneda de
la suite spectrale II donne un carré commutatif
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IIs,2
k

d

##GGGGGGGG

·eh+k //
IIs+2h+k,2k

d

''NNNNNNNNNNN

IIt,2
l

·eh+k //
IIt+2h+k,2l

D’après le lemme 6.3 et les théorèmes 1.7 et 1.3, l’action de eh+k donne un

isomorphisme entre IIt,2
l

2 et IIt+2h+k,2l

2 . Par un argument de récurrence sur
le rang de la différentielle d, cela reste un isomorphisme au rang considéré
dans le diagramme ci-dessus : le morphisme du bas est un isomorphisme.
Par le lemme 6.3, le morphisme du haut est nul. Ainsi, pour que le carré
soit commutatif, la différentielle de gauche doit être nulle.

Soit maintenant t un entier dont le quotient par la division euclidienne
par 2h+k est impair, et considérons l’action de eh+k dans II. Comme précé-
demment, elle réalise une bijection

IIt−2h+k,2l '−→ IIt,2
l

(17)

en rang 2k−1+1. Supposons que IIt,2
l

∞ est non nul. Par l’argument précédent,

IIt−2h+k,2l

2k−1+1
est alors égal à IIt−2h+k,2l

∞ . Ainsi, l’isomorphisme (17) induit une
action non nulle de eh+k dans l’aboutissement. Comme l’aboutissement est

égal à Ext∗−1
P (Id(h+k), S2k ◦S2h) en tant que module, cela contredit le lemme

6.3. Par conséquent, IIt,2
l

∞ = 0. Comme la seule différentielle non nulle de

rang supérieur ou égal à 2k−1 + 1 de source ou de but IIt,2
l

est celle issue
de la ligne 2k, celle-ci doit être surjective.

Remarque 6.4. Le seul endroit où on utilise de manière cruciale le
théorème 1.6 est lors du calcul de Ext∗P(Id(h+1), S2h ◦ S2) (cf. [15]). En in-
versant le sens des compositions, il existe toujours un endroit dans la preuve
où on utilise le théorème 1.6. Cette présentation semble la plus économique
de ce point de vue.

Remarque 6.5. Cette démonstration ne s’adapte pas facilement au cas
où p est impair, car dans ce cas, les structures de modules de Yoneda de
Ext∗P(Id(h+1), Sp ◦ Sph) et de Ext∗P(Id(h+1), Sp

h ◦ Sp) sont non triviales [15].

Notons enfin que le théorème B se déduit des théorèmes 5.1, 5.2, 6.2 et
le lemme 6.3 par une récurrence immédiate sur l.

7. Quelques exemples. On termine en donnant quelques exemples
de foncteurs vérifiant les hypothèses du théorème 5.1, en caractéristique 2.
On notera qu’à condition de savoir calculer Ext∗(Id, F ) pour chacun de ces
foncteurs F (ce qui est le cas dans les exemples ci-dessous), on est capable
d’en déduire les modules Ext(Id, Fn ◦ . . . ◦ F1) pour toute composition de
tels foncteurs F1, . . . , Fn.
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Dans cette section, p = 2. Soit (H) la propriété requise pour les foncteurs
F et G dans le théorème 5.1 : un foncteur F ∈ Pph vérifie la propriété (H)

si et seulement si Ext∗P(Id(h), F ) est un module trivial.

Les premiers exemples sont bien-entendu les puissances symétriques,
extérieures et divisées, ainsi que toute composition de puissances symé-
triques, extérieures ou divisées. Cela entrâıne que la propriété (H) est stable
par composition (ce n’est pas vrai en caractéristique p > 2).

On donne quelques exemples supplémentaires dans le contexte des fonc-
teurs de Schur et des foncteurs simples. Pour les définitions et notations, on
renvoie à [12, Appendice A].

Proposition 7.1. Les foncteurs de Schur W(n,1)′ , noyaux de Λn⊗Λ1 →
Λn+1, vérifient la propriété (H).

Démonstration. Si n+ 1 n’est pas une puissance de 2, Ext∗F(Id,W(n,1)′)
est nul d’après le théorème 1.7. Sinon, la suite exacte courte

0→W(2h−1,1)′ → Λ2h−1 ⊗ Λ1 → Λ2h → 0

et l’expression de Ext∗P(Id(h), Λ2h) montrent que

ExtiP(Id(h),W(2h−1,1)′) =

{
F2 si i = 2h,
0 sinon.

Seul un terme est non nul : la structure de module est forcément triviale.

Proposition 7.2. Le foncteur simple S(3,1)′ vérifie la propriété (H).

Démonstration. En étudiant la structure du produit tensoriel Λ2 ⊗ Λ2,
on montre que Λ2 ◦ Λ2 est la somme directe de Λ4 et du foncteur simple
S(3,1)′ . Comme Λ2 ◦ Λ2 vérifie la propriété (H), le foncteur simple S(3,1)′

aussi.

Proposition 7.3. Le foncteur simple S(7,1)′ vérifie la propriété (H).

Démonstration. On commence par calculer Ext∗P(Id(3), S(7,1)′) en tant
qu’espace vectoriel gradué, en utilisant la suite exacte courte

0→ Λ8 →W(7,1)′ → S(7,1)′ → 0.(18)

L’espace vectoriel gradué Ext∗P(Id(3),W(7,1)′) est de dimension 1 en degré 8

et de dimension 0 sinon (proposition 7.1), alors que Ext∗P(Id(3), Λ8) est de
dimension 1 en degré 7, et de dimension 0 sinon (cf. [6]). Ainsi, les mor-
phismes

ExtiP(Id(3), Λ8)→ ExtiP(Id(3),W(7,1)′)

apparaissant dans la suite exacte longue associée à la suite exacte courte
(18) sont toujours nuls. Cette suite exacte longue se scinde donc en suites
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exactes courtes

0→ ExtiP(Id(3),W(7,1)′)→ ExtiP(Id(3), S(7,1)′)→ Exti+1
P (Id(3), Λ8)→ 0,

et par conséquent, on obtient un isomorphisme d’espaces vectoriels gradués

Ext∗P(Id(3), S(7,1)′) ∼= Ext∗P(Id(3),W(7,1)′)⊕ Ext∗+1
P (Id(3), Λ8).

L’espace Ext∗P(Id(3), S(7,1)′) est donc décrit par

ExtiP(Id(3), S(7,1)′) =

{
F2 si i = 2h − 2, 2h,
0 sinon.

Cette description ne suffit pas à conclure quant à la trivialité de la struc-

ture de module de Yoneda. En effet, l’élément e
(2)
1 de Ext2

P(Id(3), Id(3)) peut
donner une action non nulle envoyant le terme de degré 2h−2 bijectivement
sur le terme de degré 2h.

La démonstration de la trivialité de la structure de module est basée sur
l’étude de la série de Jordan–Hölder de Λ6 ⊗ Λ2. Pour cela, on s’aide de
résultats issus de la théorie des représentations du groupe symétrique [8].
Le foncteur Λ6 ⊗Λ2 admet une filtration dont les quotients sont Λ8, W(7,1)′

et W(6,2)′ (cf. coefficients de Littlewood–Richardson [8]). Des résulats de
représentation du groupe symétrique donnent les quotients simples de la
série de Jordan–Hölder des foncteurs de Schur W(7,1)′ et W(6,2)′ . En parti-

culier, on en déduit que la série de Jordan–Hölder de Λ6⊗Λ2 a deux quotients
égaux à Λ8. L’un d’eux est un quotient de Λ6 ⊗ Λ2, puisqu’il existe un
morphisme surjectif Λ6⊗Λ2 → Λ8. L’autre est donc un sous-objet de Λ6⊗Λ2,
puisque Λ6 ⊗ Λ2 et Λ8 sont autoduaux.

Le foncteur W(7,1)′ est un quotient de Λ6 ⊗ Λ2. En effet, W(7,1)′ est le

noyau du morphisme Λ7 ⊗ Λ1 → Λ8. Par exactitude de

Λ6 ⊗ Λ2 → Λ7 ⊗ Λ1 → Λ8,

on en déduit un morphisme surjectif Λ6 ⊗ Λ2 →W(7,1)′ .

De plus, les foncteurs simples apparaissant comme quotients de la série de
Jordan–Hölder de W(7,1)′ sont, d’après les tables de [8], S(7,1)′ et Λ8. Comme

S(7,1)′ est par définition un quotient de W(7,1)′ , Λ
8 en est un sous-objet. Mais

il n’en est pas un quotient. Ainsi, dans l’inclusion W(7,1)′ → Λ6 ⊗ Λ2, ce

foncteur simple Λ8 correspond au terme Λ8 qui est sous-objet de Λ6 ⊗ Λ2,
et non à celui qui est quotient.

Soit maintenant une filtration 0 = F3 ⊂ F2 ⊂ F1 ⊂ F0 = Λ6 ⊗ Λ2 de
Λ6⊗Λ2 dont les quotients sont, dans un certain ordre, Λ8, W(7,1)′ et W(6,2)′ .
Puisque W(7,1)′ est un sous-objet, on peut s’arranger pour que ce soit le
premier quotient de la filtration :

W(7,1)′
∼= F0/F1.
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On peut affiner la filtration ci-dessus en intercalant des termes afin d’obtenir
une série de Jordan–Hölder. Nous obtenons une série de composition

. . . ⊂ G2 ⊂ G1 ⊂ G0 = Λ6 ⊗ Λ2,(19)

dont les deux premiers quotients G0/G1 et G1/G2 sont S(7,1)′ et Λ8. Ce

facteur simple Λ8 correspond au facteur qui est sous-objet de Λ6⊗Λ2. Cela
signifie que le facteur Λ8 correspondant au facteur sous-objet de Λ6⊗Λ2 est
un facteur de composition supérieur du noyau K de la surjection Λ6⊗Λ2 →
S(7,1)′ . Il est donc facteur direct de K.

Soit K ′ le foncteur défini par l’égalité K = Λ8 ⊕ K ′. On considère les
deux suites spectrales I et II obtenues en appliquant HomP(Id(4),−) à une
résolution injective de Cartan–Eilenberg de la suite exacte courte

0→ Λ8 ⊕K ′ → Λ6 ⊗ Λ2 → S(7,1)′ → 0.

La seconde suite spectrale II est nulle, par exactitude de la suite. La première
suite spectrale I converge donc vers 0. D’après le théorème de Pirashvili, elle
est nulle sur sa colonne 2 (on a placé K en degré 1). Elle n’a donc que deux
colonnes non nulles :

I1,∗
2 = Ext∗P(Id(4), S(7,1)′),

I3,∗
2 = Ext∗P(Id(4), Λ8)⊕ Ext∗P(Id(4),K ′).

Par conséquent, la différentielle de rang 2 est une bijection entre les colonnes
1 et 3. Cette différentielle fournit un isomorphisme de modules de Yoneda

Ext∗+1
P (Id(4), S(7,1)′) = Ext∗P(Id(4), Λ8)⊕ Ext∗P(Id(4),K ′).

La structure de module de Yoneda de Ext∗P(Id(4), Λ8) est triviale. Il suffit

donc de montrer qu’il en est de même de celle de Ext∗P(Id(4),K ′). Comme

la dimension totale de l’espace vectoriel Ext∗+1
P (Id(4), S(7,1)′) est 2, et celle

de Ext∗P(Id(4), Λ8) est 1, la dimension totale de Ext∗P(Id(4),K) est 1, ce qui
implique que cet espace a une structure de module de Yoneda triviale. Cela
achève la preuve.

La démonstration ci-dessus est basée sur la figure 1, donnant la structure
de Λ6 ⊗ Λ2.

Dans ce diagramme, les partitions représentées aux sommets du graphe
désignent les foncteurs simples associés aux duaux des partitions ; ce sont
les foncteurs simples apparaissant dans la série de décomposition de Λ2 ◦Λ6.
Les sommets du haut correspondent aux quotients, tandis que les sommets
du bas correspondent aux sous-objets. Prendre le noyau de la projection sur
S(7,1)′ consiste à couper le graphe selon les pointillés : les deux composantes

connexes qui apparaissent correspondent aux deux facteurs directs Λ8 et K ′.
Des arguments analogues résultant de l’étude de la structure des produits

tensoriels Λ3 ⊗ Λ5 et Λ4 ⊗ Λ4 via la théorie des représentations du groupe
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= K ′

(8)

(7, 1)

(6, 2)

(7, 1)

(8)

Fig. 1. Structure de Λ6 ⊗ Λ2

symétrique permettent de montrer de manière similaire (mais avec plus de
peine) que W(6,2)′ , S(6,2)′ , W(5,3)′ et W(5,3)′ vérifient aussi la propriété (H).
Cela amène la question suivante :

Question 7.4. Les foncteurs simples et les foncteurs de Schur vérifient-
ils tous la propriété (H)? Quels sont les foncteurs vérifiant la propriété (H)?

On termine cette section en montrant qu’il existe des foncteurs dans P
n’ayant pas de “détwistés” vérifiant la propriété (H).

Soit Id(2) → I0 → I1 → . . . une résolution injective de Id(2) dans P. Soit
K le noyau de I2 → I3. La description de Ext∗P(Id(2), Id(2)) donnée dans le

théorème 1.3 permet de déterminer Ext∗P(Id(2),K) :

ExtiP(Id(2),K) =
{F2 si i = 0, 2, 4,

0 sinon.

La structure de module est décrite comme suit : l’action de e
(1)
1 (avec la

notation définie dans le théorème 1.3) est un isomorphisme de la classe de
degré 2 vers la classe de degré 4 ; l’action de e2 est un isomorphisme de la
classe de degré 0 vers la classe de degré 4. Les autres actions sont nulles. En
particulier, la structure de module n’est pas triviale. Or, K n’est pas égal à
un foncteur twisté L(1), car cela impliquerait, d’après le théorème 1.7, que
sa dimension totale est paire.
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