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Solution du probleme de point fixe de Schauder
par

Robert Cauty (Paris)

Abstract. We give an affirmative answer to Schauder’s fixed point question.

1. Introduction. Le but de cet article est de prouver le théoreme sui-
vant, qui résout un probléeme connu de Schauder ([5], probleme 54).

THEOREME. Soient E un espace vectoriel topologique séparé, C un sous-
ensemble convexe de E et f une fonction continue de C' dans C. Si f(C)
est contenu dans un sous-ensemble compact de C, alors f a un point fize.

Pour la démonstration, nous utiliserons 1’espace P(X) des mesures pro-
babilistes & support fini sur un compact X. Les éléments de P(X) sont les
combinaisons convexes de mesures de Dirac; pour simplifier les notations,
nous écrivons une telle combinaison sous la forme Z?Zl Aixz; avec z; € X,
Ai >0et Y A =1. Soit P,(X) I'ensemble des mesures probabilistes sur
X dont le support a au plus n éléments. P,(X) a une topologie compacte
naturelle, et P(X) = o~ P, (X) est la limite inductive de la suite crois-
sante de compacts {P,(X)}>2 ;. Nous identifions X & P;(X). Le foncteur
P a la propriété importante suivante : pour tout compact X, toute fonction
continue de X dans un sous-ensemble convexe C d’un e.v.t. peut se pro-
longer en une fonction continue (affine) de P(X) dans C. Cela permet de
réduire la démonstration du théoreme a celle de la proposition suivante, qui
en est un cas particulier.

PROPOSITION. Pour tout compact X, toute fonction continue de P(X)
dans X a un point fixe.

Pour voir que le théoreme résulte de cette proposition, prenons un com-
pact X de C contenant f(C'). L’inclusion de X dans C' se prolonge en une
fonction continue r de P(X) dans C. Alors, g = for : P(X) — X est
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continue, et il suffit de remarquer que tout point fixe de g est aussi un point
fixe de f.

Nous commencerons par montrer, en utilisant des résultats classiques de
Shchepin sur les limites projectives, que si la proposition est vraie pour tout
compact métrisable, alors elle est vraie pour tout compact. Nous montrerons
ensuite que 8’il existait un compact métrisable X et une fonction continue
sans point fixe f de P(X) dans X, alors il existerait un rétracte absolu E
et une fonction continue sans point fixe h de E dans E d’image contenue
dans un compact de F, en contradiction avec un résultat bien connu sur
les points fixes. Pour obtenir F, nous construirons au lemme 3 un compact
métrisable de dimension dénombrable Z et une fonction continue ¢ de Z
dans X dont le prolongement naturel a P(Z) a des propriétés particulieres
de relevement approximatif. La possibilité de ’existence d’une telle fonction
¢ a été suggérée par un résultat de Zarichnyi ([6], théoreme 1) ; malheureu-
sement, la fonction de Zarichnyi ne possede pas toutes les propriétés dont
nous avons besoin. La démonstration du lemme 3 est longue et occupe les
paragraphes 4 et 5; nous conseillons au lecteur, avant de se plonger dans les
détails de cette démonstration, de lire le début du paragraphe 5 ou son idée
géométrique est esquissée.

2. Réduction au cas métrisable. Dans ce paragraphe, nous prouve-
rons que si la proposition est vraie pour tout compact métrisable, alors elle
I’est pour tout compact.

Un systeme projectif d’espaces topologiques sur un ensemble ordonné
filtrant A sera noté S = (X,,p?, A) (les X, sont des espaces topologiques
et, pour a < (3, pg : X3 — X, est continue). Nous notons lim S la limite
projective de ce systeme, et p, la projection de lim .S dans X,. Si B est
un sous-ensemble filtrant de A, nous notons S|B = (X,,p?, B) le systéme
obtenu en restreignant ’ensemble des indices a B. Si B est cofinal dans
A, nous identifions naturellement lim(S|B) & limS. Si S; = (X,,p?, A)
et Sy = (Y4, q?, A) sont deux systemes projectifs ayant le méme ensemble
d’indices, un morphisme de S; dans S5 est une famille de fonctions continues
fa:Xa — Yo, a€ A telle que fop? = qgfg pour a < (3. Un tel morphisme
induit une application continue lim(f,) de lim S; dans lim S5.

Un systéme projectif S = (X, p2, A) est dit factorisable si, pour toute
fonction continue f : limS — R, il existe un indice a« € A et une fonc-
tion continue f, : X, — R tels que f = fopo. Un systeme projectif
S = (Xq4,p2, A) est appelé un w-systeme projectif s'il vérifie les conditions
suivantes :

(i) Tout sous-ensemble dénombrable totalement ordonné de A a une
borne supérieure.



Solution du probléeme de point fize de Schauder 233

(ii) Pour tout sous-ensemble totalement ordonné B de A admettant
une borne supérieure 3, la fonction lim,epp? : X5 — 1lim(S|B) est un
homéomorphisme.

(iii) Chaque X, a une base dénombrable.

Un sous-ensemble B d’un ensemble filtrant A est dit fermé si, pour tout
sous-ensemble totalement ordonné C' C B admettant une borne supérieure
dans A, cette borne supérieure appartient & B.

Nous utiliserons le théoréme spectral de Shchepin (voir [3], théoréeme
3.1.9) :

LEMME 1. Soient Sy = (X4, p2, A) et Sy = (Ya,q?, A) deuz w-systémes
projectifs d’espaces complétement réguliers sur un méme ensemble d’indices
A, et soit f une fonction continue de lim Sy dans lim Sy. Si Sy est factori-
sable et si, pour tout o € A, la projection p, : lim S1 — X, est surjective,
alors il existe un sous-ensemble cofinal fermé B de A et un morphisme de
S1|B dans S3|B dont la limite est égale a f.

Notons que, puisque B est cofinal et fermé, le systéme projectif S;|B
fourni par ce lemme est lui aussi un w-systeme projectif factorisable.

Si g :Y — Z est une fonction continue, nous notons P,(g) : P,(Y) —
P, (Z) les fonctions induites par g.

Soient maintenant X un compact non métrisable et f: P(X) — X une
fonction continue. Il est connu que X est la limite d’un w-systeme factorisa-
ble S = (X4, p?, A) tel que les projections p, : X — X, soient surjectives
(Pargument est, par exemple, celui de la proposition 3.2.17 de [3]). Par fonc-
torialité, nous obtenons les systémes projectifs P, (S) = (P, (X4), P.(p2), A),
P;(S) s’identifiant naturellement a S. Il est connu et élémentaire que les
foncteurs P, commutent aux limites projectives de compacts. Puisque les
X sont métrisables, les P,(X,) aussi. II en résulte que P, (S) est un w-
systéme projectif dont la limite s’identifie naturellement & P, (X). Puisque
les projections p,, : X — X, sont surjectives, les P, (py) : Pp(X) — Pp(Xa)
le sont aussi, donc P, (X) est factorisable ([3], corollaire 3.1.6). P,(S) et
S vérifient donc les hypotheses du lemme 1. Compte tenu de la remarque
faite apres ce lemme, nous pouvons, partant de Ag = A, construire induc-
tivement un sous-ensemble A,, de A, _1, cofinal et fermé dans A,,_; (donc
aussi dans A) et un morphisme (f2)aca, de P,(S)|A, dans S|A,, de limite
fIPo(X). Alors, B =2, A, est cofinal dans A ([3], proposition 3.1.1).

Soit a« € B. Pour n < m, nous avons f o P,(pa) = pa © (f|Pn(X))
et fgzn © Pm(pa) = Pa © (f|Pm(X)) Puisque Pn(pa) = Pm(pa)|Pn(X) est
surjective, ces égalités entrainent que f = f2'|P,(X,). Nous pouvons donc
définir une fonction continue f, de P(X,) dans X, en posant f,|P,(X,) =
f2 pour tout n > 1. Si la proposition est vraie pour les compacts métrisables,
alors I’ensemble F,, des points fixes de f, est un sous-ensemble compact
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non vide de X,. Si a < 3 appartiennent & B, alors p? (Fg) C Fy, et nous
obtenons un systéme projectif de compacts Sgp = (F,,p2|Fs, B) dont la
limite est un sous-ensemble non vide de lim(S|B) = X, et chaque point de
lim Sr est un point fixe de la limite f|X du morphisme (f})necp.

3. Le cas métrisable. Pour un compact métrisable X, nous notons
E(X) l'espace vectoriel topologique libre engendré par X et 7 (X) I’ensemble
des topologies d’espace métrique linéaire sur F(X) qui sont moins fines que
la topologie libre. Une description détaillée de E(X) est donnée dans [1];
en se reportant a cette description, on constate immédiatement que P(X)
est homéomorphe & un sous-ensemble convexe fermé de E(X). Le lemme
suivant est un cas particulier du lemme 2.2 de [1].

LEMME 2. Soient X un compact métrisable et f une fonction continue
de P(X) dans un espace métrisable M. Alors il existe 7 € T(X) telle que
f:(P(X),7) = M soit continue.

Si U est une famille de sous-ensembles d'un espace X et A un sous-
ensemble de X, nous posons St(A,U) = | J{U e U | ANU # 0}, et nous
notons St(U) = {St(U,U) | U € U}. Deux fonctions f,g : ¥ — X sont
U-proches si, pour tout y € Y, il existe un élément de U contenant f(y) et
9(y). L’espace X est de dimension dénombrable s'il est réunion dénombrable
de sous-espaces de dimension zéro.

Dans le lemme suivant, @ : P(Z) — P(X) est le prolongement naturel
de .

LEMME 3. Soit X un compact métrisable. Il existe un compact métrisable
Z et une fonction continue ¢ de Z dans X ayant les propriétés suivantes :

(i) Z est de dimension dénombrable.

(ii) SiT € T(X) et 7" € T(Z) sont telles que ¢ : (P(Z),7") — (P(X), 1)
soit continue, alors, pour tout recouvrement T-ouvert U de P(X), tout com-
plexe simplicial dénombrable localement fini N et toute fonction continue
€ : N — X, il existe une fonction continue n : N — (P(Z),7’) telle que
P on soit U-proche de & et que n(N) U Pa2(Z) soit T'-compact.

Ce lemme sera prouvé au paragraphe 5.

Supposons qu’il existe un compact métrisable X et une fonction continue
sans point fixe f de P(X) dans X. Soit ¢ : Z — X la fonction du lemme 3. Le
lemme 2 nous permet de trouver 7 € 7 (X) telle que f : (P(X),7) — X soit
continue, puis 7' € T (Z) telle que ¢ : (P(Z),7") — (P(X), 7) soit continue.
Puisque f est sans point fixe, nous pouvons trouver un recouvrement 7-

ouvert Y de P(X) vérifiant
(1) UNf(U)=0 pourtout U €Y.
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Soit V un recouvrement T-ouvert de P(X) tel que St(V) soit plus fin
que Y. Pour tout n > 1, tout point de P,11(Z) \ P,(Z) a, dans P,41(Z2),
un voisinage homéomorphe & un sous-ensemble de Z"t! x A,,, ou A, est
un n-simplexe; ce voisinage est donc de dimension dénombrable. Puisque
les P, (Z) ont des bases dénombrables, il en résulte qu’ils sont de dimension
dénombrable, donc il en est de méme de (P(Z), 7). D’apres [4], (P(Z),7') est
un rétracte absolu; comme cet espace est séparable, nous pouvons trouver
un complexe simplicial dénombrable localement fini N et des fonctions con-
tinues p: (P(Z),7") = N et {: N — (P(Z),7") vérifiant

(2) §opest g (V)-proche de idp(z) -

La fonction fopo& : N — X est continue. D’apres (ii) du lemme 3,
nous pouvons trouver une fonction continue n : N — (P(Z),7') vérifiant

(3) p on est V-proche de fopo,
(4) n(N) U Py(Z) est 7'-compact.

Alors, h = n o p est une fonction continue de (P(Z),7") dans lui-méme
dont 'image est contenue dans le sous-ensemble 7/-compact n(N) U Py(Z).
D’apres une propriété de point fixe bien connue des rétractes absolus ([2],
théoreme I1.10.8), h a un point fixe z¢. D’apres (3), il y a un élément V7 de
V contenant p(xg) = pono u(xzg) et fopolopu(xg). Dapres (2),ily a
un élément V2 de V contenant p(xg) et o & o u(xzg). Alors p(xg) € Vi NV,
et, puisque St(V) est plus fin que U, il y a un élément Uy de U contenant
V1 U Vs, donc les deux points po&opu(xg) et fopolopu(xg), en contradiction
avec (1).

4. Quelques constructions auxiliaires. Dans les deux derniers pa-
ragraphes, nous aurons besoin d’utiliser plusieurs subdivisions d’un méme
complexe. Nous y ferons donc, contrairement & ce que nous avons fait au
paragraphe précédent, une distinction formelle entre un complexe simplicial
abstrait K et sa réalisation géométrique |K|. Pour tout simplexe o de K,
nous notons do son bord, ¢ = |o| \ |0c| et b, son barycentre. Si o, 7 sont
deux simplexes de K, la notation o < 7 signifie que o est face de 7. Si v
est un sommet de K, nous notons St(v, K) le sous-complexe de K formé de
tous les simplexes contenant v et de leurs faces, et St(v, K) Uintérieur de
|St(v, K)| dans |K|. Nous notons de la méme facon une application simpli-
ciale de K dans L et la fonction continue de | K| dans |L| qu’elle engendre.
Nous notons K™ la ni®™¢ subdivision barycentrique de K (K = K);
les simplexes de K1) sont les suites (byy,...,bs,) Ol 0p,...,0 sont des
simplexes de K vérifiant o9 < ... < 0. Si f : K — L est une applica-
tion simpliciale, nous définissons par récurrence une application simpliciale
f K™ — L) comme suit : sio € K et si f(o) =7, alors f(V)(by) = by,
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et si f("=1) est définie, alors f( = (f(»=D)(1), Si K’ est une subdivision de
K, nous identifions naturellement |K’| et |K|; en particulier, nous écrirons
systématiquement |K| au lieu de |K ™),

Soit K un complexe simplicial fini de dimension < n. Construisons un
complexe simplicial M (K,n) comme suit : les sommets de M (K,n) sont
les couples (b,,m) ou o est un simplexe de K et m un entier vérifiant
dimo < m < n. Un ensemble fini {(bs,,m0), - .-, (bs,,mi)} de tels couples
est un simplexe si la numérotation peut étre choisie de fagon que o¢ <

. < o et mg < ... < myg. Nous définissons une application simpliciale
r=r(K,n) de M(K,n) sur K1) en posant 7((by,m)) = b,. Evidemment,
le sous-complexe plein de M (K,n) déterminé par les sommets de la forme
(by,dim o) est isomorphe & K (): nous identifions KM & ce sous-complexe,
ce qui nous permet de regarder r comme une rétraction simpliciale de

M(K,n) sur K1),

LEMME 4. I existe une homotopie H : |M(K,n)| x [0,1] — |M(K,n)|
vérifiant

(i) 7o H(x,t) = r(x) quels que soient x et t,
(ii) H(z,t) =z si t =0 ou si x € |K|,
(iii) H(x,1) = r(x) pour tout x.

Démonstration. Posons H(x,0) = z. Pour un i € {0,...,n — 1}, suppo-
sons H|(|M(K,n)| x [0,i/n]) construite de fagon que, pour tout x, H(x,i/n)
appartienne a |L;|, ou L; est le sous-complexe plein de M (K, n) engendré
par les sommets (b,,m) tels que m = dimo ou m > i+ 1. Pour i/n <
t < (i+1)/n et v = (by,m) un sommet de L;, posons G;(v,t) = v si
m#i+1et Gi(v,t) = (i+1—nt)(by,m)+ (nt —i)(by,dimo) sim =i+ 1.
Si (byysm0)s- -y (boy, M), O Mo < ... < my, sont les sommets d'un sim-
plexe de L;, et s’il existe un indice j tel que m; = i + 1 # dimo; alors
les points (bgy,m0); - - -, (bo;_y, mj—1), (b, dimay), (bs,,mj), ..., (be,, ms)
sont les sommets d'un simplexe de L; (si j > 0, alors m;_1 < i + 1,
donc m;_; = dimoj_; < dimo;). Nous pouvons donc prolonger G; a
|L;| x [i/n, (i + 1)/n] de facon que, pour tout simplexe 7 de L; et tout
t € [i/n, (i + 1)/n], la restriction de G; a |7| x {t} soit affine. Pour i/n <
t < (i+1)/n, posons H(z,t) = G;(H(x,i/n),t). Alors, H(z,(i+1)/n) ap-
partient & |L;y1|. Puisque G|(|L;| x {t}) est affine, la condition (i) résulte
de ce que 7 o G;(v,t) = r(v) pour tout sommet v, (ii) est évidente, et (iii)
résulte du fait que L,, = K.

Pour k& < n, soit M¥(K,n) le sous-complexe plein de M(K,n) en-
gendré par les sommets (b,,m) tels que m < k. Pour = € |M(K,n)|, soit
v(K,n)(x) = v(z) la somme des coordonnées barycentriques de z sur les
sommets de M(K,n)\ KW,
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LEMME 5. Pour tout ¢ > 0, il existe une fonction continue h. de
|M(K,n)| dans |M(K,n)| vérifiant

(i) rohe =,

(i) hel K] = id
(iii) A (| M*(K,n)|) = |IM*(K,n)| pour tout k < n,
(iv) v(he(z)) < € pour tout x € |M(K,n)|.

Démonstration. L’homotopie H du lemme 4 a la propriété que, pour tout
x € |M(K,n)|,la fonction v(H (z,-)) est décroissante. Par suite, les fonctions
a(x) =sup{t € [0,1] | v(H(x,t)) > e} (sup® = 0) et B(z) = inf{t € [0,1] |
v(H(xz,t)) < e/2} sont respectivement semi-continues supérieurement et
inférieurement. Puisque a(z) < f(x) pour tout x, nous pouvons trouver
une fonction continue v : |M(K,n)| — [0,1] telle que a(z) < v(z) < f(zx)
pour tout z. Posons h.(z) = H(x,y(z)). La condition (iv) est vérifiée par
définition de 7, et (i) (resp. (ii)) résulte de (i) (resp. (ii)) du lemme 4.

Soit  un point de |M (K, n)|, et soient (by,,m0), ..., (bs;,m;) les som-
mets de M (K, n) sur lesquels les coordonnées barycentriques de x sont non
nulles, numérotés de fagon que mg < ... <m;. Siz € |M*(K,n)|, alors m; <
k, et H(xz,v(x)) a, par construction de H, une coordonnée nulle sur tout
sommet (b,,m) tel que m >m;, donc h(z) € |M*(K,n)|. Siz & |M*(K,n)|,
alors m; >k, et nous avons H(z,t) = H(z,m;/n) € |K| pour t > m;/n, donc
v(z) < B(x) <mj/n, et H(z,v(x)) a une coordonnée barycentrique non nulle
sur (by,,m;), ce qui montre que h.(z) & [M*(K,n)|, d’ou (iii).

Dans le lemme suivant, d est une distance continue sur |K|.

LEMME 6. Pour tout entier | > 1 et tout € > 0, il existe une fonction
continue ¢ de |M (KW, n)| dans |M(K,n)| vérifiant
(i) d(r(K,n) o {(z), (KW, n)(x)) < & pour tout x € |M (KW n)|,
(if) CIIKT] = id)xy,
(iii) ¢TH(|MF(K,n)|) C |MF (KD n)| pour tout k < n,
(iv) pour tout simpleze o de KM ¢(r(K® n)~Y(|o])) C r(K,n)" (o),
(v) v(¢(x)) < € pour tout x € |M (KW n)|.

Démonstration. 11 suffit de construire ¢ de facon qu’elle vérifie les con-
ditions (i)—(iv), car alors, si h. est la fonction du lemme 5, h. o ¢ vérifiera
toutes les conditions (i)—(v). Nous pouvons supposer [ = 1, le cas général
s’obtenant en composant [ telles fonctions. Nous prouverons, par récurrence
sur la dimension de K, l'existence de fonctions ( vérifiant les conditions
(i)—(iv) ainsi que la suivante :

(vi) Si x € [IM*(K™ n)| et si ¢(x) a une coordonnée barycentrique non
nulle sur le sommet (b,,m) de M(K,n), alors ou bien m < k, ou bien
m =dimo.
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Si dim K = 0, les complexes M (K, n) et M(K™ n) sont égaux et ¢ =
identité convient. Supposons dim K = d > 0 et le lemme vrai pour les
complexes de dimension < d — 1. Pour simplifier les notations, posons r =
r(K,n) et ry = (KM n). Soit Ky_1 le (d — 1)-squelette de K, et soit ¢’ :
rT ([ Kaa)) = IM(KWY, n)| = |[M(K4_1,n)| = r~1(|Kq4_1]) une fonction
vérifiant les conditions (i)—(iv) et (vi) pour un certain ¢’ < e. Soit s un d-
simplexe de K. Soit V I’ensemble des sommets de 7} *(|s]), et soit S (resp. T
'ensemble des v € V tels que 71(v) appartienne & St(bs, K®)) (resp. 9s);
V est la réunion disjointe de S et T. Pour v € V et = € r'(|s]), nous
notons A, (z) la coordonnée barycentrique de x sur v, et nous posons «(x) =
Y oves M(x) et B(x) =30 cr () =1 = a(z). Pour v = (by,m) € S, soit
0(v) = (bs,max(m,d)). Définissons une fonction continue ¢ : ry'(5) —
r~1(bs) par

£@) = —— 3" Au(@)9(0),
Oé(m) veS

et une fonction continue n : 7 1(|s| \ | St(bs, K)|) — r;*(|0s|) par

veT

Soit o : |s] \ {bs} — |0s| la projection radiale, et soit 7 = pory :
r (s \ {bs}) — |9s|. Pour tout = € ri'(|s| \ {bs}), soit u(z) € [0,1]
le nombre tel que ri(x) = (1 — p(z))m(x) + p(z)bs. Les fonctions 7 et p
sont continues sur 77 *(|s| \ {bs}). Prenons des voisinages ouverts U; et Us
de r71(|0s]) \ |s| dans 77 (|s]) \ |s| vérifiant Uy < 77 (|s| \ | St(bs, K@),
Usy N s| = |0s| et Uy C Uy U |ds], puis des fonctions continues v et & de
7 (|s]) \ |s| dans [0, 1] telles que y(z) = 0 si € v *(|0s]) \ |s], v(z) = 1
siz ¢ Uy, d(x) =0sizeU;etd(x)=1siz¢ U Hétant 'homotopie
construite au lemme 4, définissons C|r7*(|s|) : 77 *(s|]) — r—*(|s|) par

() siw € ry ' (|0s)),
(1= p(2)H( o n(x),y(x)) + p(x)(x) siz e U\ry'(0s]),
(o) — 4 (1= NI 6(@)r o o n(e) +5(x)m(@)] + u(r)e()
size U\ (Up Ulsl),

(1 — ()7 () + p(x)€(x) sia €y (3\{b:s})\Uo,
&(x) sizer;({bs}).

Montrons que cette définition a un sens. Pour cela, notons d’abord que
le choix des fonctions 7 et 0 et les conditions (ii) et (iii) du lemme 4 garan-
tissent la compatibilité des fonctions définissant (. Il reste donc a vérifier
que les points dont on prend des combinaisons convexes pour définir ¢ sont
dans un méme simplexe de |M(K,n)|. Soit € (5 \ {bs}), et soit |7| un
simplexe de |(0s)")| contenant 7(z). En ajoutant aux sommets de 7 ceux




Solution du probléeme de point fize de Schauder 239

de la forme (bs, m), d < m < n, nous obtenons un simplexe |7| de |M (K, n)]
contenant les deux points &(z) et w(z). Si z € ri'(5\ [St(bs, K@)|), so-
ient (bg,,mo), ..., (bs,,mp) les éléments de V' sur lesquels les coordonnées
barycentriques de = sont > 0, rangés de facon que o9 < ... < 0, et
my < ... < my. Il existe ¢ € {0,...,p — 1} tel que o; € (9s)) si, et
seulement si, ¢ < ¢, et |o,| est contenu dans |7|. Puisque ¢’ vérifie (iv),
r o (' on(z) appartient a |7| C |7|. Si x € Uy, soit |0’| le plus petit sim-
plexe de |M(K,n)| contenant H(¢" o n(x),~(x)). En utilisant la définition
de 1, les propriétés (iv) et (vi) (vérifiées par ('), la condition (i) du lemme
4 et le fait que, par construction, H(|M*(K,n)| x [0,1]) C |[M*(K,n)| pour
tout k, on constate que si (by,m) est un sommet de o', alors |o| C |0s| et
m < max(dimo, mg) < max(d, mgy1), donc, en ajoutant aux sommets de
o’ ceux de la forme (bs, m’) avec max(d, mgy+1) < m’ < n, nous obtenons un
simplexe de | M (K, n)| contenant a la fois H({' o n(z),v(x)) et &(x).

La continuité de ¢ en un point de r;'(5\ {bs}) résulte de la continuité
des fonctions utilisées pour définir ¢ sur leurs domaines de définition. La
continuité de ¢ en un point de r; *(b,) (resp. r; (|9s]) \ |9s|) résulte du fait
que si {y;}°, est une suite de points de 71 (bs) (resp. r ~1(|0s|)) convergeant
vers un point ¥, alors la suite {(1 — ¢;)y; + t;2;} converge vers yo quels que
soient les z; si {¢;} tend vers zéro. Soit = € |0s|. Pour tout voisinage W de
x dans 77 1(|0s|) et pour 0 < e < 1, soit O(W, e) I'ensemble des points de
r~1(|s|) de la forme (1 —t)y +tz oty € W, 0 <t < e et z est n'importe
quel élément de 7~1(|s|) pour lequel la combinaison convexe est définie. Les
ensembles O(W, e) forment une base de voisinages de z dans r~*(|s|). Il est
alors clair que, pour vérifier la continuité de ¢ en z, il suffit de trouver un
voisinage P de = dans 7 *(|s]) tel que H(¢' on(2),u) et 7(z) appartiennent
a W pour tout z € P et tout u € [0,1]. L’existence d’'un tel P résulte de la
continuité des fonctions 1, (" et H et de la condition (ii) du lemme 4.

Six € ri(5)\ Uy, nous avons r(£(z)) = 71 (z). Quand z tend vers |0s|,
r1 o n(z) et w(z) tendent vers rq(z), donc, d’apres (i) et la condition (i)
du lemme 4, si €’ est assez petit, nous avons d((1 — u)r o H(¢' o n(x),t) +
ur(z),r1(x)) < € quels que soient u et ¢ si = est assez proche de |0s|. La
condition (i) peut alors étre satisfaite en prenant U, assez petit.

Siz e o, alors ((x) = (1 — p(z))m(x) + p(x)bs = r1(z) = x si x # by, et
((bs) = &(bs) = bs, d’ot (i),

Soit @ € r1'(8), et soient (byy,mo),- .., (bs,,mp), OU 09 < ... < 0
et mp < ... < my, les éléments de V sur lesquels  a une coordonnée
barycentrique non nulle. Nécessairement, (b, ,m,) appartient a S. Si z ¢
|ME(K™ n)|, alors m, > k; comme &(x), donc aussi ((x), a une coor-
donnée barycentrique non nulle sur (bs, max(d, m,)), ¢(z) n’appartient pas
a |[MF*(K,n)|, d’ou (iii). Si o est un simplexe de K" tel que |o| contienne
r1(z), alors |o| contient |o,| et les points bs, m(x) et ri(n(z)) lorsque ces
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derniers sont définis; puisque ¢’ vérifie (iv), si & € U,, alors |o| contient
aussi 7(¢" on(z)) = r o H(¢ o n(zx),vy(x)). La condition (iv) en résulte.
Reprenant le raisonnement fait pour montrer que ¢ est bien définie, nous
constatons que les sommets de M (K, n) sur lesquels {(x) a une coordonnée
barycentrique non nulle soit sont de la forme (b, max(d, m;)), soit appar-
tiennent & K1), soit sont des sommets du simplexe |o’| de |M (K, n)| conte-
nant H (¢ on(z),v(x)). Il résulte des constructions de n et H et du fait que
¢’ vérifie (vi) que les sommets de o’ sont de la forme (b,,m) ou m = dim 7
ou bien m = m; pour un j < p. La condition (vi) est donc aussi vérifiée.

5. Démonstration du lemme 3. Dans tout ce qui suit, si V = {V, |
a € A} est un recouvrement ouvert de X de nerf K, nous supposons V,, # ()
pour tout «, ce qui nous permet d’identifier les éléments de A aux sommets
de K. Une application canonique de X dans |K| est une fonction continue
telle que ¥~ 1(St(a, K)) C V4, pour tout . Si W = {Wp3 | 8 € B} est un
recouvrement ouvert plus fin que V et si L est le nerf de W, une projection
de L dans K est une application simpliciale ¢ telle que W C Uy pour
tout 0 € B.

Fixons une distance d définissant la topologie de X. Prenons une suite
de recouvrements ouverts finis V,, = {V, | a € A4,,} de X de facon que,
notant K, le nerf de V,,, les conditions suivantes soient vérifiées :

(1) Vpi1 est plus fin que V,,

2) dimK, <n,

(3)  toute application canonique de X dans |K,| est surjective,
(4)  lim,_oosup{diamV, |a € 4,} =0.

Une telle suite peut se construire comme suit : posons ng = 0 et Vy =
{X}. Supposons que, pour un entier ng, V, soit construit pour n < ny et
que diamV' < 1/k pour tout V € V,,, si k > 1. Soit V' = {V. |a € A’} un
recouvrement ouvert de X plus fin que V,, et tel que diam V., < 1/(k + 1)
pour tout o € A’. Soit K’ le nerf de V'. S’il existe une application canonique
non surjective ¢ de X dans |K’|, alors il y a un simplexe maximal o de
K’ et un point = € |o| \ ¥(X). Soit ¢ une rétraction de |K’| \ {x} sur
|K'| \ 6. Posant ¢’ = g o4, nous avons '~ (St(a, K’)) C V. pour tout «,
et V' = {4’ 1(St(a, K')) | a € A’} est un recouvrement ouvert de X plus
fin que V' dont le nerf est un sous-complexe propre de K’. Répétant cette
opération un nombre fini de fois, nous arrivons a un recouvrement ouvert
V, plus fin que V', dont le nerf K est un sous-complexe de K’ et tel que (3)
soit vérifié par V. Alors V est plus fin que V,, et tout élément de V a un
diametre < 1/(k + 1). Soit ng41 = max(ng + 1,dim K'). Posons V,, = V,,,
pour np < n < ngy1 et Yy, = V. La suite ainsi construite vérifie les
conditions (1)—(4).

k41
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Pour n > 1, soit ¢, une projection de K, dans K,. Si ¢ est une
application canonique de X dans |K, 1], alors ¢, o % est une application
canonique de X dans |K,|, donc (3) entraine que g, est surjective.

A toute suite {V,} de recouvrements ouverts vérifiant les conditions
(1), (3) et (4) on peut facilement associer un compact Z et une fonction
continue ¢ de Z dans X vérifiant la condition (ii) du lemme 3. Soit Z la
limite de la suite projective (|Ky|,@nm) OU ¢nm = Gn © ... O ¢m—1 pOUr
n < m. Puisque les ¢, sont surjectives, la projection naturelle 7, de Z sur
| K| Dest aussi. Pour z € Z et n > 1, soit 0,(z) le plus petit simplexe de
K, tel que |oy,(2)] contienne m,(2), et soit Fio(2) = (Nyeq,(2) V. La suite
{F,.(z)} converge vers un point ¢(z) de X. La fonction ¢ ainsi définie est
continue et la condition (ii) résulte facilement de I'existence d’applications
canoniques ¢, : X — |K,|. En effet, soient N un complexe dénombrable
localement fini et £ : |[N| — X une fonction continue. Pour tout sommet v
de N, la surjectivité de 7, entraine I’existence d’un point n(v) de Z tel que
Tn(n(v)) = ¥, (&(v)). Prolongeant 7 linéairement sur chaque simplexe, nous
obtenons une fonction continue de |N| dans (P(Z),7’). Si N est fini, 7 est le
relevement approximatif cherché pourvu que n soit assez grand et la trian-
gulation de N assez fine. Si N est infini, écrivons-le comme réunion d’une
suite croissante de sous-complexes finis, construisons des relévements appro-
ximatifs sur ces sous-complexes et recollons linéairement ces relevements.
Malheureusement, le compact Z obtenu par ce procédé simple ne vérifie pas
la condition (i) du lemme 3 car il contient en général des copies du cube de
Hilbert. Pour éliminer ce probléme, il faut diminuer les images réciproques
¢, (y) des points par les applications ¢,, ce que permet la construction
géométrique M (K,n) du paragraphe 4. Nous obtiendrons Z comme limite
d’une suite projective (Z,,m") ou Z, contient |K,|. La fonction ¢ sera
construite de fagon analogue a celle indiquée plus haut et, pour pouvoir en
vérifier la condition (ii) par le raisonnement esquissé ci-dessus, il suffira de
s’assurer que 7, (Z) contient |K,|.

Les compacts Z,, seront supposés munis de distances d,, majorées par un,
et Z sera muni de la distance d’'((x,,), (yn)) = >.or ;27 "dp(Tn, Yn). Nous

n=1
construirons une suite k1 < ko < ... d’entiers, et nous poserons M, =

M(Ky(ﬁ"),n) et r, = r(Ky(Lk"), n). Pour tout simplexe o de K& soit D, =
r-1(|o]) et soit C, une copie du produit D, x [0,1]; nous notons [o,x,1]
(x € Dy, t €]0,1]) le point générique de C,,. Nous identifions naturellement
D, 4 D, x{0} C C, et supposons que C,NCyr = D,ND,: si o # o'. Posons
Zy = |M,|UU{Cs | 0 € Kflk")}. Soit py, la rétraction de Z,, sur |M,,| définie
par p,([o,s,t]) = x pour [o,z,t] € Cy, et soit g, = 1y 0Py : Zp, — | K,
Soit v}, = z/(K,(lk"),n) opp : Z, — [0,1]. Définissons une fonction continue
Yot Zn — [0,1] par y,(x) = 0 si @ € |M,| et v,([o,2,t]) = t. Pour
0 <k < n,soit MF = M’“(Kék"),n). Pour o € K\, soit E" = C,\|MP—1.
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Les ensembles E 0 € K,(lk”), sont ouverts et deux a deux disjoints; soit
E" = Z, \ |[M"1| leur réunion.

Posons k1 = 0. Supposons que, pour un n > 1, k, et les 7, soient
définis. Pour un sous-ensemble F' de |K,| et ¢ > 0, posons B(F,e) = {z €
|K,| | dn(x, F) < e}. Remarquons que, pour tout sous-ensemble F' de |K,,|,
nous avons o,, (F) Ny, 1(0)N~,(0) = F. Puisque sup{diam |s| | s € Kék)}
tend vers zéro quand k tend vers l'infini, nous pouvons trouver un entier
kpn4+1 > Ky, et un nombre 0 < g, < 1 tels que
(5)  diam7y (0, (B(|ol,en)) Ny 1[0, €4]) N, 1 ([0, €0])) < 27" pour tout

m < n et tout simplexe o de Knk”“).

Soit 7, = T(Ky(bk"“),n) : M(Ky(Lk"“),n) — KF 27 Pour tout sim-
plexe o de Kffffl), soit ¢/ = qﬁf"“)(a) € Kﬁbk"“). Nous définissons une
application simpliciale p,, de M}, ; dans M (Kﬁk"*l), n) en envoyant le som-

met (by,m) de M, | sur (bsr,m). Alors, pour tout simplexe o de K )

n+1
fin (T (Jo]) O [M2 L)) C ?;1(|q7(lk”“)(a)|); d’apres le lemme 4, ce dernier
ensemble est contractile, et, puisque les ensembles E" ! o € K ,(L,if 1), sont

deux a deux disjoints, nous pouvons prolonger i, en une fonction continue,
encore notée fi,, de Z,; dans |M(K7(1 nt1), n)| vérifiant

6)  pun(Cy) C 7, (|l (o)) pour tout simplexe o € K,(L]f:fl).

Soit ¢, : \M(Kﬁﬁ"“%n)\ — |M,] la fonction fournie par le lemme 6,
appliqué a K = K,(Ik"), l = kny1 — kp et € = g, et soit 0, = (, 0 gy ¢

Znt1 — |M,|. Pour un simplexe o de Kﬁffl), soit o le plus petit sim-

plexe de K tel que \q%k"“)(a)\ C |o|. D’apres (6) et la condition (iv)

du lemme 6, 6,,(C,) C r,(|o|) = Dz, donc, prenant une fonction continue
Bnt1 © Zny1 — [0,&,] telle que B, },(0) = |M/ |, nous pouvons définir
vty Z,01 — Z, par

m () = {Hn(x) siz e |M) ],

" 6,00 (), Busa(2)] size EFT, 0 Ky,

™

Pour m < n, posons 7%t = 77 o 771 Remarquons que
(1) (™) ~H(IME]) € [MJ 4| pour tout k < n —1,
(8) diamaFL(EPT) < 27" pour tout m < n et pour tout o € K,(fffl),
9)  [Knl € 1 (K ]).

Preuve de (7) : Soit = ¢ |MFE,,|. Si x & |M2,|, alors B,11(x) # 0, et
il existe o tel que 7T (z) € C5 \ |M,|. Si xz € |M?,,|, alors, d’apres la
définition de py,, pn(z) ¢ |Mk(K7(Lk”“),n)\, et la condition (iii) du lemme 6

entraine que 77" (x) = ¢, o pn(x) & |Mr’f|
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Le choix de (3,41, (7) et les conditions (i) et (v) du lemme 6 entrainent

que, pour tout simplexe o de K,(fff Vet of = q,(lk”“)(a), nous avons

w T (EFT) C oy (B0, en) Mg ([0,80]) Ny ([0, €4)),
donc (8) résulte de (5).
Puisque ¢, est surjective, pour tout simplexe s de K,, il y a un sim-

plexe o de K,,;+1, de méme dimension que s, tel que ¢, (o) = s. Alors, g,|o
(knt1+1)

est un isomorphisme de o sur s, et qn un isomorphisme simplicial
< K141
de oknt1+1) gur s(kn+1+1) En se reportant & la facon dont KTSH“Jr ) est

identifié & un sous-complexe de M, 11 et & la définition de u,, on constate
que okn1tD) c ML (car dimo < dim K, < n) et que pi,|oknnitl) =
q£k7”+1+1)|0(’“”+1+1). En utilisant la condition (ii) du lemme 6, nous obte-
nons 72+ (o) = Guopta(lol) = ia(lol) = 5+ (ja]) = [s]. Puisque s est
arbitraire, (9) en résulte.

Pour n > 1, soit m, la projection canonique de Z dans Z,. Posons
Yo = o 7, ' (E™) et Y, = 7, (|]M? ) pour n > 1. Puisque E™ =
Zy, \ |M27Y, nous avons Z = |J;—,Y,, donc, pour prouver que Z est
de dimension dénombrable, il suffit de montrer que les Y,, sont de dimen-
sion finie. Pour n > 1, Y,, = lim(7m,,,(Y;,), 7}, |m1(Ys)). 1l résulte de (7) que
Tm(Yn) C |M27] pour tout m > n; comme dim |M?2 71| =n — 1, Y, est
donc limite d’une suite projective de compacts de dimensions < n — 1, donc
est de dimension < n — 1. Pour tout n > 1, la famille d’ouverts disjoints

{r Y(E") |0 € Kq(lk)} recouvre Yy, et il résulte de (8) que
n—1 00
diam 7, L (EP) < (Z gfm)Qf(nfl) S R PTG
m=1 m=n

ce qui entraine que dim Yy = 0.

Pour tout n > 1 et tout point z de Z soient o, (z) le plus petit simplexe
de K tel que m,(2) € Cy,,(2), Sn(2) le plus petit simplexe de K, tel que
|sn(2)| contienne |0, (2)|, et F,(2) = )Va. F,(z) est un fermé de X

aEsy(z
vérifiant
(10) diam F,(2) < A, = max{diam V,, | o € 4,,}.
Pour n < m, soit ¢nm = @n © ... 0 @m—1; c’est une projection de

K,, dans K,. Nous avons $,(z) C gnm(sm(2)). En effet, il suffit, par
récurrence, de le vérifier quand m = n + 1. Soit & le plus petit simplexe
de K& tel que qﬁlk”“)(|an+1(z)]) C |7]. Par construction de 7+, 7, (2) =
7 (7,,11(2)) est contenu dans Cz, donc 0, (2) C 7. Mais g, (|sn11(2)|) con-
tient q%k"“)(|an+1(z)|), donc aussi |g| et, a fortiori, |0, (2)], d’ou 'inclusion
sn(2) C qn(sn+1(2)). Puisque ¢y, est une projection, nous avons F,(z) U
Fn(2) CU{Va | @ € gum(sm(2))}; comme g m(sm(2)) est un simplexe de
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K, le diametre de ce dernier ensemble est < 2A4,,, d’ou
(11) d(z,y) <2A4,, quels que soient n < m, x € F,(z) et y € F,,(2).

Il résulte de (4), (10) et (11) que la suite de fermés {F,,(z)} converge
vers un point ¢(z) de X. Si a € A, est tel que o, (m,.(2)) € St(a, Ky,), alors
a € s,(2), donc Fy,(z) C V,, et (11) entraine

(12)  d(e(2),Va) <24, pour tout z € Z et tout a € A,
tels que o, (m,(2)) € St(a, Ky,).

Pour tout n, les ensembles (g, o m,) "1 (St(a, K,,)), o € A, forment un
recouvrement ouvert de Z. Si z, 2’ appartiennent & (o, o 7,) 1 (St(c, K,)),
il résulte de (12) que

d(p(2), 0(2") < d(p(2), Va) + diam Vo + d(p(2'), Va) < 54,,

d’ou la continuité de ¢ puisque, d’apres (4), lim,, o, 4, = 0.

Soient 7 € T(X) et 7/ € T(Z) telles que ¢ : (P(Z),7") — (P(X),T)
soit continue. Nous prolongeons la distance d (resp. d’') de X (resp. Z) en
une distance, encore notée d (resp. d’) sur P(X) (resp. P(Z)) définissant la
topologie 7 (resp. 7).

Soient U un recouvrement 7-ouvert de P(X), N un complexe simplicial
dénombrable localement fini et £ : |N| — X une fonction continue. Quitte
a subdiviser N, nous pouvons I'écrire N = [ J2, N; ou, pour tout i, N; est
un complexe fini de dimension < i tel que |N;| C Int |N;41|. La compacité
de X nous permet de trouver un e > 0 vérifiant

(13)  Tout sous-ensemble G de P(X) de diametre < e tel que GNX # ()
est contenu dans un élément de U.

Pour ¢ > 1, soit O; = {z € P(Z) | d'(z,P:(Z)) < 1/i}. Pour un sous-
ensemble H de P(Z), nous notons conv(H) son enveloppe convexe. Pour
tout ¢ > 1, nous pouvons trouver un nombre §; > 0 vérifiant les deux
conditions suivantes :

(14)  Si H; et Hy sont deux sous-ensembles de Z contenant chacun
au plus ¢ + 1 points, et si diam H; < §; et diam Hy < §;, alors
COnV(Hl U Hz) C O;.

(15) Si H est un sous-ensemble de Z contenant au plus 2i + 2 points et
si diam(¢(H)) < ¢;, alors diam(p(conv(H))) < e/2.

Nous pouvons évidemment supposer e > §; > d;41 pour tout ¢. Puisque
{A,,} tend vers zéro, nous pouvons inductivement construire une suite n; <

ng < ... d’entiers de fagon que A,,, > A,, > ..., que 27" < §;/2 et que
A,, < 6;/6 pour tout i. Soit ¢; : X — |K,,| une application canonique.
Choisissons inductivement une suite I; < Iy < ... d’entiers de fagon que,

pour tout simplexe s de Ni(li), diam(7% (1; 0 &(|s]))) < 27™ pour tout
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m < n; et qu’il existe « € A, tel que ¥;(&(|s])) C St(a, K,,). Cela est
possible car sup{diam |s| | s € N, i(l) } tend vers zéro quand [ tend vers I'infini.
Il résulte de (9) que 7, (Z) contient |K,,|. Nous pouvons donc trouver, pour
tout sommet v de Ni(li), un point 7;(v) de Z tel que m,, (n;(v)) = ¥;(&(v)).
Prolongeant linéairement sur chaque simplexe de Ni(l"), nous obtenons une
fonction continue n; : |N;| — (P(Z), 7). Pour ¢ > 1, prenons une fonction
continue w; : |N| — [0,1] telle que w;(z) = 0 si x € |[N;,—1| (|No| = 0)
et wi(z) =1 si ¢ ¢ Int|N;|. Définissons une fonction continue 7 : |[N| —
(P(Z),7') par

1) = (1= wi(2)(2) +wi(@)mer () pour o € [N\ Tnt [Ny ], i > 1

Soit = € |N;| \ Int |N;_1|, et soient s; et s;+1 des simplexes de Ni(li)
et Ni(li“) respectivement tels que |s;| et |s;+1| contiennent x. Soient H; =
{ni(w) |vesi}et Hir ={ni+1(v) | v € si+1}. Puisque dim N; < i, chacun
des ensembles H; et H;y 1 contient au plus ¢ + 1 éléments. Si v, v’ sont des
sommets de s;, nous avons

d(m z ZQ nd 7Tn 771 ))aﬂ'n(ni(vl)))
= Z 27" dy (mpt (5 0 £(0)), wh (s 0 £(v1)))

D 2 (0 (0), ()

n=n;+1
Uz o0

<(Z2 )2 + Y 2r<22m <y,
n=1 n=n;+1

donc diam H; < ¢;. De méme, diam H;1 < ;41 < ;. D’apres (14),
conv(H; U H;41) C O;. Puisque n(z) appartient a conv(H; U H;;1), cela
montre que 7(|N;| \ Int |N;_1]) est contenu dans O; et, puisque la suite {O;}
est décroissante, il en résulte que n(|N|)\O; C n(|N;—1|) pour tout i. Puisque
|N;—1| est compact et que {O;} est une base de 7’-voisinages du compact
Py(Z), cela entraine que n(|N|) U Py(Z) est 7/-compact.

Soit o € A, tel que ¥; o &(|s;|) C St(a, Kp,). Puisque v; est une ap-
plication canomque, &(x) appartient a V,. Pour tout sommet v de s;, nous
avons, en utilisant (12),

d(p(ni(v)),€(x)) < d(e(n;(v)), Va) + diam Vo < 34,,.

De méme, d(p(niy1(v")),€(x)) < 34,,,, < 34, pour tout sommet v’ de
Si+1. Par suite, si H = H; U H,; 11, alors diam(p(H)) < 64,,, < d;. Prenant
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un sommet v de s; et utilisant (15), nous obtenons

d(&(z), pon(x)) < d(€(x), p(ni(v))) + d(p(n:i(v)), @ o n(z))
< d(§(z), p(ni(v))) + diam(P(conv(H)))
<3A,, +e/2<6;/24+¢€/2 <e,

ce qui, d’apres (13), montre que £ est U-proche de @ on.
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