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|it�R#n�wQne}'~'sBnB}��!x��!m'nFoQ�!~'}�Sbx4��qroQx��!wQx�v'qrs<sBx�tk�4ne�bR#x�}��qrnBo
K � qy�!m diam(K) ≤ c

√
nLK � � m'newQn LK qro��!m'nbqro!xi�!wQx�v'qrs�sBx�t'oQ�%|itk�
����n�oV�!~'}�S��!m'n

ψ2
�R)nem�|
��qrx�~'wHx4�Dprqyt'n
|iwH��~'t's��!qrx�t�|�pyoJx�t��!m'qroJsep�|io!oHx��MR#x�}'qrnBoB�'���<qyoHv'wQx��4nB}��!m�|Y� ‖〈·, θ〉‖ψ2 ≤ CLK��x4wK|iprp

θ
qrt�|�o!~'R'oQne�

U
x��
Sn−1 � qy�!m�z�n
|io!~'wQn σ(U) ≥ 1 − exp(−c√n)

�8�Fx � ne�4nBw � �!m'nBwQnne��qyoQ��qro!xi�!wQx�v'qrs�sex4t4�4ne��R#x�}'qrneo
K � q��!m�~'t'qr��x4wQz�pyS�R)x�~'t'}'nB}�u�nBx�zbne�!wQqys�}'qyoQ�%|it'sBn���wQx4z��!m'n� ~'seprqr}'n
|it�R�|iprp � o!~'s%m��!m�|Y� maxθ∈Sn−1 ‖〈·, θ〉‖ψ2 ≥ c 4

√
nLK

����t�|�}'qy 0nBwQnBt4��}'qywQnBse�!qrx�t � � no!m'x � �!m�|Y��u�xkx�}¡|B�knew!|�u�n
ψ2
��R#nBm�|
��qrx�~'w�x��Apyqrt'n
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�

¤�¥P¦k§©¨�ª'«J¬F­F®#¨'¯�«©§�¥±°J²4³
K ´ ² X�µ4^)_�¶ ²4· ´5^D¸D¹�\]_ Rn º \ ³�» ¶0^)[]¼8½ ² |K| = 1X�_@¸�µ ² _ ³ W ² ^)¾M½�X#¿
¿FX ³J³�»8² ^)W
\]À)\]_HÁ °J²4³ α ∈ [1, 2] Á�Â@^)W ² ¶ ² WB¹£´5^)¼8_@¸ ² ¸�½ ² X#¿
¼8WYX�´8[ ²¾�¼8_@µ ³ \]^)_ f : K → R Ã ³�»8² α Ä'Å�Æ4ÇrÈQÉiÊ�Ë5Ì�Æ�ÍG^)¾ f \Î¿�¸ ²kÏ _ ² ¸Ð´�¹

(1.1) ‖f‖ψα = inf
{
t > 0 : Ñ

K

e|f/t|
α
dx ≤ 2

}
.

U ³ \Î¿�_8^ ³±» X�W�¸ ³ ^Òµ »8² µYZ ³�» X ³ ‖f‖ψα ' sup{q−1/α‖f‖q : q ≥ α} Á�Â@^)W ² ¶ ² WB¹
x ∈ Rn º ² µ4^)_@¿
\Î¸ ² W ³�»8² []\]_ ² X�W�¾�¼8_@µ ³ \]^)_�X�[ fx(y) = 〈y, x〉 Á�Ó ² ¿YXk¹ ³�» X ³ x¸ ²kÏ _ ² ¿ÔX ψα Ä�Õ#È�Æ�ÖYÉk×VÈQÌ�Ë
¾�^)W K º \ ³�» X±µ4^)_@¿ ³ X�_ ³ b > 0 \]¾
(1.2) ‖fx‖ψα ≤ b‖fx‖α,²�Ø ¼8\�¶)X�[ ² _ ³ [�¹0ÃK\]¾ ‖fx‖q ≤ cbq1/α‖fx‖α ¾�^)W ² ¶ ² WB¹ q ≥ α Ã º »8² W ² c > 0 \Î¿�X�_X�´@¿
^)[]¼ ³�² µ4^)_@¿ ³ X�_ ³ ÁMÓ ² ¿�Xk¹ ³�» X ³ K \Î¿bX ψα Ä4Ù�Ì�Õ�Ú º \ ³�» µ4^)_@¿ ³ X�_ ³ b \]¾ (1.2)

» ^)[Î¸8¿¾�^)W ² ¶ ² WB¹ x ÁU ³ \Î¿Ôµ4[ ² X�W ³�» X ³ \]¾ x ¸ ²kÏ _ ² ¿�X ψα Ä%¸M\]W ² µ ³ \]^)_Û¾�^)W K X�_@¸�\]¾ T ∈ SL(n) Ã ³�»8² _
T ∗x ¸ ²kÏ _ ² ¿�X ψα Ä%¸M\]W ² µ ³ \]^)_ÐT º \ ³�»¢³�»8² ¿�X�½ ² µ4^)_@¿ ³ X�_ ³ `<¾�^)W T (K) Á#U ³ ¾�^)[][]^ º ¿ ³�» X ³
T (K) \Î¿�X ψα Ä!´5^D¸D¹�\]¾ K \Î¿�X ψα Ä!´5^D¸D¹0Á@Ü�¹�ÜK^)W ² [QÝy¿�[ ² ½�½�X�TV¿ ²k²�Þ�ß4à Ã@á�â8â ² _@¸M\ ·U
U
U!ãä`iÃ ³�»8² W ²�²4· \Î¿ ³ ¿�X�_LX�´@¿
^)[]¼ ³�² µ4^)_@¿ ³ X�_ ³ C > 0 º \ ³�»Ò³�»8² ¾�^)[][]^ º \]_8ÀÐâ8W
^)â ² W ³ ¹©å² ¶ ² WB¹�µ4^)_�¶ ²4· ´5^D¸D¹ K \Î¿�X ψ1 Ä!´5^D¸D¹ º \ ³�» µ4^)_@¿ ³ X�_ ³ C Á
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æ���� � ���@|ix�~'wQqro
� »8² ¿ ³ ¼@¸D¹�^)¾ ψ2 Ä%¸M\]W ² µ ³ \]^)_@¿�¾�^)WK[]\]_ ² X�W�¾�¼8_@µ ³ \]^)_�X�[Î¿�^)_�µ4^)_�¶ ²4· ´5^D¸M\ ² ¿�\Î¿�½�^#Ä³ \�¶)X ³�² ¸ ´�¹ ³�»8² º ² [][bZ�_8^ º _ â8W
^)´8[ ² ½ ^)¾ ³�»8² \Î¿B^ ³ W
^)â8\ÎµÐµ4^)_@¿ ³ X�_ ³ TV¿ ²k²LÞ�ß	� ãä`iÁ�áµ4^)_�¶ ²4· ´5^D¸D¹ K \]_ Rn \Î¿�¿YX�\Î¸ ³ ^¡´ ² È�
4Ì)×VÆ�Ì���ÈQÉK\]¾<\ ³b» X#¿K¶0^)[]¼8½ ² |K| = 1 Ã8µ ² _ ³ W ²^)¾�½�X#¿�¿�X ³�³�»8² ^)W
\]À)\]_HÃ©X�_@¸ ³�»8² W ²�²4· \Î¿ ³ ¿�X¡µ4^)_@¿ ³ X�_ ³ LK > 0 ¿
¼@µ »�³�» X ³

(1.3) Ñ
K

〈y, θ〉2 dy = L2
K

¾�^)W ² ¶ ² WB¹ θ ∈ Sn−1 Á�
�¶ ² WB¹{µ4^)_�¶ ²4· ´5^D¸D¹ º \ ³�» µ ² _ ³ W ² ^)¾�½�X#¿
¿±X ³¢³�»8² ^)W
\]À)\]_» X#¿�X�[]\]_ ² X�W£\]½�X�À ² º » \Îµ » \Î¿Ô\Î¿
^ ³ W
^)â8\Îµ#Á��Ð^)W ² ^�¶ ² WkÃ ³�» \Î¿Ô\]½�X�À ² \Î¿Ô¼8_8\ Ø ¼ ² ¼8â ³ ^^)W ³�» ^)À)^)_�X�[ ³ WYX�_@¿
¾�^)W
½�X ³ \]^)_@¿�� ³�» \Î¿P¿ » ^ º ¿ ³�» X ³P³�»8² È�
4Ì#×VÆ�Ì���ÈQÉÔÉYÌ#Ë�
�×���Ë@× LK \Î¿ º ² [][¸ ²kÏ _ ² ¸Ð¾�^)W ³�»8² []\]_ ² X�W�µ4[�X#¿�¿b^)¾ K Á� »8² \Î¿
^ ³ W
^)â8\Îµbµ4^)_@¿ ³ X�_ ³ \Î¿Pµ4[]^0¿ ² [�¹�W ² [�X ³�² ¸ ³ ^ ³�»8² ¿
[]\Îµ4\]_8À£â8W
^)´8[ ² ½ º » \Îµ » X#¿BZD¿\]¾ ³�»8² W ²�²4· \Î¿ ³ ¿�X�_�X�´@¿
^)[]¼ ³�² µ4^)_@¿ ³ X�_ ³ c > 0 ¿
¼@µ »�³�» X ³ maxθ∈Sn−1 |K ∩ θ⊥| ≥ c¾�^)W ² ¶ ² WB¹ µ4^)_�¶ ²4· ´5^D¸D¹ K ^)¾£¶0^)[]¼8½ ² 1 \]_ Rn º \ ³�» µ ² _ ³ W ² ^)¾�½�X#¿�¿�X ³�³�»8²^)W
\]À)\]_HÁ©U%_@¸ ²k² ¸AÃ�´�¹ÐÜKW
¼8_8_HÝy¿�â8W
\]_@µ4\]â8[ ² Ã5¾�^)W�X�_�¹Ðµ4^)_�¶ ²4· ´5^D¸D¹ K \]_ Rn X�_@¸,X�_�¹
θ ∈ Sn−1 ³�»8² ¾�¼8_@µ ³ \]^)_ t 7→ |K ∩ (θ⊥+ tθ)| \Î¿K[]^)À#Ä%µ4^)_@µ�Xk¶ ² ^)_�\ ³ ¿K¿
¼8â8â5^)W ³ Ã@X�_@¸³�» \Î¿�\]½�â8[]\ ² ¿ ³�» X ³
(1.4) Ñ

K

〈y, θ〉2 dy ' |K ∩ θ⊥|−2.

� ¿B\]_8À ³�» \Î¿¡W ² [�X ³ \]^)_ ^)_ ² µ�X�_ µ »8² µYZ TV¿ ²k²LÞ�ß	� ãä` ³�» X ³ X�_ X���W
½�X ³ \�¶ ² X�_@¿ º ² W ³ ^³�»8² ¿
[]\Îµ4\]_8À¡â8W
^)´8[ ² ½ \Î¿ ²�Ø ¼8\�¶)X�[ ² _ ³b³ ^ ³�»8² ¾�^)[][]^ º \]_8À�¿ ³ X ³�² ½ ² _ ³ å � »8² W ²�²4· \Î¿ ³ ¿�X�_X�´@¿
^)[]¼ ³�² µ4^)_@¿ ³ X�_ ³ C > 0 ¿
¼@µ » ³�» X ³ LK ≤ C ¾�^)W ² ¶ ² WB¹ µ4^)_�¶ ²4· ´5^D¸D¹ K ^)¾¶0^)[]¼8½ ² 1 º \ ³�» µ ² _ ³ W ² ^)¾�½�X#¿
¿�X ³�³�»8² ^)W
\]À)\]_HÁ� _ ² µ�X�_ ² X#¿
\][�¹ ¿ ²k²�³�» X ³ LK = O(
√
n) ¾�^)W ² ¶ ² WB¹ K Á � _8\]¾�^)W
½ ´5^)¼8_@¸ ² ¸DÄ_ ² ¿�¿±^)¾ LK \Î¿±Z�_8^ º _ ¾�^)W�¿B^)½ ² µ4[�X#¿
¿ ² ¿±^)¾�´5^D¸M\ ² ¿kå�¼8_8\ ³ ´�X�[][Î¿±^)¾Ô¿
â�X#µ ² ¿ º \ ³�»

1 Ä!¼8_@µ4^)_@¸M\ ³ \]^)_�X�[�´�X#¿
\Î¿4Ã��k^)_8^)\Î¸8¿�X�_@¸ ³�»8² \]W¡â5^)[�X�W�¿kÃ ²4³ µ#Á � »8² ´ ² ¿ ³ Z�_8^ º _ À ² _MÄ² WYX�[�¼8â8â ² W ² ¿ ³ \]½�X ³�² \Î¿�¸M¼ ²�³ ^,ÜK^)¼8W
À�X�\]_ Þ�� ãÔTV¿ ²k²
Þ�ß�� ã�¾�^)W ³�»8² _8^ ³ _ ² µ ² ¿
¿YX�W
\][�¹¿B¹D½�½ ²4³ W
\Îµ�µ�X#¿ ² `iå LK ≤ c 4
√
n log n Ã º »8² W ² c > 0 \Î¿�X�_ X�´@¿
^)[]¼ ³�² µ4^)_@¿ ³ X�_ ³ ÁÜK^)¼8W
À�X�\]_HÝy¿�X�W
À)¼8½ ² _ ³ W ² ¸M¼@µ ² ¿ ³�»8² â8W
^)´8[ ² ½ ³ ^ ³�»8² µ4[�X#¿�¿¡^)¾�\Î¿B^ ³ W
^)â8\Îµ�µ4^)_�¶ ²4·´5^D¸M\ ² ¿ K º \ ³�» µ4\]W�µ4¼8½�WYX#¸M\]¼@¿ R(K) ≤ c

√
nLK Ã º »8² W ² c > 0 \Î¿¢X�_{X�´@¿B^)[]¼ ³�²µ4^)_@¿ ³ X�_ ³ Á � »8² ^ ³�»8² W�½�X�\]_�\]_8À)W ² ¸M\ ² _ ³ ^)¾ ³�»8² X�W
À)¼8½ ² _ ³ \Î¿ ³�»8² ¾VX#µ ³Ô³�» X ³�² ¶ ² WB¹µ4^)_�¶ ²4· ´5^D¸D¹ \Î¿�X ψ1 Ä!´5^D¸D¹ º \ ³�» XÐ¼8_8\]¾�^)W
½ µ4^)_@¿ ³ X�_ ³ Á � _ ² µ�X�_ ¿ ²k² ¾�W
^)½ ³�»8²

â8W
^�^)¾ ³�» X ³ ¿ ³ W
^)_8À ² W�\]_8¾�^)W
½�X ³ \]^)_ ^)_ ³�»8²
ψ2 Ä!´ ²k» Xk¶D\]^)¼8W�^)¾�[]\]_ ² X�W�¾�¼8_@µ ³ \]^)_�X�[Î¿^)_ K Ã�µ4^)½¡´8\]_ ² ¸ º \ ³�» � X�[�X�À)WYX�_@¸AÝy¿�½�X �e^)W
\!�k\]_8À�½ ² X#¿B¼8W ²�³�»8² ^)W ² ½ X�_@¸#"�\Î¿B\ ² WkÝy¿

MM∗ Ä ² ¿ ³ \]½�X ³�² Ã º ^)¼8[Î¸�W ² ¿
¼8[ ³ \]_,X�_ O(logn)
² ¿ ³ \]½�X ³�² ¾�^)W LK Á@U%_Ð¾VX#µ ³ Ã@ÜK^)¼8WBÄÀ�X�\]_ Þ%$ ã » X#¿¢W ² µ ² _ ³ [�¹{¿ » ^ º _ ³�» X ³�³�»8² \Î¿
^ ³ W
^)â8\Îµ�µ4^)_@¿ ³ X�_ ³ ^)¾�X ψ2 Ä!´5^D¸D¹ º \ ³�»µ4^)_@¿ ³ X�_ ³ b \Î¿�´5^)¼8_@¸ ² ¸�´�¹ cb log b Á©U%_,¶D\ ² º ^)¾ ³�»8² ¿ ² ^)´@¿ ² WB¶)X ³ \]^)_@¿4Ã'&�Á(�,\][]½�X�_X#¿
Z ² ¸ ³�»8² ¾�^)[][]^ º \]_8À Ø ¼ ² ¿ ³ \]^)_HÁ

Question Á °J²4³ K ´ ² X�_ \Î¿
^ ³ W
^)â8\ÎµÐµ4^)_�¶ ²4· ´5^D¸D¹ \]_ Rn Á�U�¿±\ ³±³ W
¼ ²�³�» X ³½�^0¿ ³ θ ∈ Sn−1 ¸ ²kÏ _ ² X ψ2 Ä%¸M\]W ² µ ³ \]^)_ ¾�^)W K º \ ³�» X*)�À)^�^D¸,+
µ4^)_@¿ ³ X�_ ³ TV¿YXk¹0Ã[]^)À�X�W
\ ³�» ½�\Îµ�\]_ n `.-
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�ó!ø
�iîÎìeð æ����
U%_
¾VX#µ ³ ÃA\ ³ \Î¿Ô_8^ ³ Z�_8^ º _
\]¾ ³�»8² W ²¡²4· \Î¿ ³ ¿�X�_ÛX�´@¿
^)[]¼ ³�² µ4^)_@¿ ³ X�_ ³ C > 0 ¿
¼@µ »³�» X ³�² ¶ ² WB¹ \Î¿
^ ³ W
^)â8\Îµ
µ4^)_�¶ ²4· ´5^D¸D¹ » X#¿�X ³ [ ² X#¿ ³ ^)_ ² ψ2 Ä%¸M\]W ² µ ³ \]^)_ º \ ³�» µ4^)_MÄ¿ ³ X�_ ³ C Á�ÜK^)´8Z)^�¶ X�_@¸��ÔX���X�W
^�¶�TV¿ ²k²LÞ�� ã�X�_@¸ Þ�� ãä` » Xk¶ ² W ² µ ² _ ³ [�¹ â8W
^�¶ ² ¸ ³�» X ³\]¾ K \Î¿£X�_
\Î¿
^ ³ W
^)â8\Îµ 1 Ä!¼8_@µ4^)_@¸M\ ³ \]^)_�X�[�µ4^)_�¶ ²4· ´5^D¸D¹0Ã ³�»8² _ ‖fθ‖ψ2 ≤ c

√
n ‖θ‖∞¾�^)W ² ¶ ² WB¹ θ ∈ Sn−1 Á<U%_Lâ�X�W ³ \Îµ4¼8[�X�WkÃ ³�»8² ¸M\�X�À)^)_�X�[�¸M\]W ² µ ³ \]^)_ \Î¿�X ψ2 Ä%¸M\]W ² µ ³ \]^)_HÁ� ^)_8^)\Î¸8¿b¾�^)W
½ X�_8^ ³�»8² Wbµ4[�X#¿�¿�^)¾<µ4^)_�¶ ²4· ´5^D¸M\ ² ¿�¾�^)W º » \Îµ »�³�»8²�²4· \Î¿ ³�² _@µ ² ^)¾JÀ)^�^D¸

ψ2 Ä%¸M\]W ² µ ³ \]^)_@¿�µ�X�_Ò´ ²�² ¿ ³ X�´8[]\Î¿ »8² ¸ TV¿ ²k²ÐÞ�ß�� ãä`iÁHáÔ¿�¾�^)W ψ2 Ä!´5^D¸M\ ² ¿kÃH\ ³ \Î¿Ôâ8W ² ¿ ² _ ³ [�¹Z�_8^ º _ ³�» X ³�³�»8² ¼8_8\ ³ ´�X�[][Î¿�^)¾ `nq Ã 2 ≤ q ≤ ∞ Ã�X�W ² ψ2 Ä!´5^D¸M\ ² ¿ º \ ³�» X�¼8_8\]¾�^)W
½�[�¹´5^)¼8_@¸ ² ¸,µ4^)_@¿ ³ X�_ ³ C TV¿ ²k²�Þ à ãFX�_@¸ Þ%� ãä`iÁ� »8² X�\]½�^)¾ ³�» \Î¿Fâ�X�â ² WF\Î¿ ³ ^�¿ ³ ¼@¸D¹ ³�»8² ψ2 Ä!´ ²k» Xk¶D\]^)¼8W�^)¾8[]\]_ ² X�WF¾�¼8_@µ ³ \]^)_�X�[Î¿�^)_\Î¿
^ ³ W
^)â8\Îµ�µ4^)_�¶ ²4· ´5^D¸M\ ² ¿ K º \ ³�» R(K) ≤ γ√nLK \]_ ³�² W
½�¿b^)¾ ³�»8² â�X�WYX�½ ²4³�² W
γ > 0 Á�Ó ² µ�X�[][ ³�»8² ¿ ² )�\Î¿
^ ³ W
^)â8\Îµ�´5^D¸M\ ² ¿ º \ ³�» ¿
½�X�[][b¸M\�X�½ ²4³�² W��'Á � ¼8W¡À ² _ ² WYX�[â5^0¿
\ ³ \�¶ ² W ² ¿B¼8[ ³ ¿ÔX�W ² ¿
¼8½�½�X�W
\!� ² ¸�\]_ ³�»8² ¾�^)[][]^ º \]_8À ³�»8² ^)W ² ½ÐÁ

Theorem A Á��<Ök× K Ù�Ö ��Ë�È�
kÌ#×VÆ�Ì���ÈQÉ�ÉiÌ�Ë���Ö���ÙYÌ�Õ#Ú£È�Ë Rn � �"! K È�
bÉiÌ�Ë�×���È�Ë5ÖiÕÈ�Ë (γ
√
nLK)Bn

2
! Ì�Æ 
kÌ�Í�Ö γ > 0 ÃF×$#DÖ4Ë

(1.5) σ(θ ∈ Sn−1 : ‖fθ‖ψ2 ≥ c1γtLK) ≤ exp(−c2
√
n t2/γ)

! Ì�Æ�Ö��#Ö�Æ�Ú t ≥ 1 Ã&%'#MÖ�ÆYÖ c1, c2 > 0 ��ÆYÖ ��Ù�
kÌ#Ç)(M×%Ö�ÉYÌ#Ë�
�×���Ë@× 
 �
U%_ ^ ³�»8² W º ^)W�¸8¿kÃP¾�^)W�X
WYX�_@¸M^)½ ¸M\]W ² µ ³ \]^)_ θ ∈ Sn−1 Ã�X�_ \Î¿B^ ³ W
^)â8\ÎµÐµ4^)_�¶ ²4·´5^D¸D¹ º \ ³�» ¿B½�X�[][J¸M\�X�½ ²4³�² W�¿YX ³ \Î¿ Ï8² ¿

(1.6) ‖〈·, θ〉‖ψ2 ≤ CγLK .* ^ º ² ¶ ² WkÃ ³�»8² µ4^)_@µ ² _ ³ WYX ³ \]^)_ ² ¿ ³ \]½�X ³�² \Î¿�WYX ³�»8² W º ² X�Z Tä^)´@¿ ² WB¶ ²Ò³�»8² √
n ¸ ² Äâ ² _@¸ ² _@µ ² \]_ � »8² ^)W ² ½ á£` ³ ^±´ ² ¸M\]W ² µ ³ [�¹ÐX�â8â8[]\Îµ�X�´8[ ²�³ ^ ³�»8² ¿B[]\Îµ4\]_8À�â8W
^)´8[ ² ½,Á@U ³³ ¼8W
_@¿F^)¼ ³�³�» X ³F³�»8² â5^0¿B\ ³ \�¶ ² W ² ¿
¼8[ ³ ^)¾ � »8² ^)W ² ½Gá \Î¿<^)â ³ \]½�X�[QÁ � _ ² µ�X�_�µ4^)_@¿ ³ W
¼@µ ³X�_
\Î¿
^ ³ W
^)â8\Îµ¡µ4^)_�¶ ²4· ´5^D¸D¹ K º \ ³�» ¿B½�X�[][�¸M\�X�½ ²4³�² WkÃA¾�^)W º » \Îµ » maxθ ‖fθ‖ψ2 '

4
√
nLK Á'+�¼8W
â8W
\Î¿B\]_8À)[�¹ ² _8^)¼8À » Ã ³�»8²�²4· X�½�â8[ ² ½�Xk¹Û´ ² À)\�¶ ² _{´�¹ XÐ´5^D¸D¹ º » ^0¿ ²À ² ^)½ ²4³ W
\Îµ�¸M\Î¿ ³ X�_@µ ²�³ ^ ³�»8² 
�¼@µ4[]\Î¸ ² X�_,´�X�[][J\Î¿b¼8_8\]¾�^)W
½�[�¹�´5^)¼8_@¸ ² ¸AÁ
Theorem B Á-,.#DÖ4Æ�Ö�Ö���È�
�× 
 ��Ë È�
kÌ#×VÆ�Ì���ÈQÉ�ÉYÌ�Ë��#Ö/�ÛÙ�Ì�Õ�Ú
Ì ! Æ�Ö��#Ì#Ç)(M×VÈQÌ�Ë K È�Ë

Rn %PÈä×$#�×$#MÖ ! Ì#Ç�Ç]Ì	%PÈ�Ë10 �5Æ�Ì��8Ö4Æ�×VÈQÖ�
#å
(1.7) c1

√
nBn

2 ⊆ K ⊆ c2

√
nBn

2

��Ë©Õ
(1.8) ‖〈·, en〉‖ψ2 ≥ c3

4
√
n,

%'#DÖ4Æ�Ö c1, c2, c3 > 0 ��ÆYÖ ��Ù�
4Ì#Ç)(M×%Ö¡ÉYÌ#Ë�
�×���Ë@× 
 �
� »8² ^)W ² ½�¿£á X�_@¸ÛÜ X�W ² â8W
^�¶ ² ¸Ò\]_2+ ² µ ³ \]^)_@¿43�X�_@¸ � W ² ¿Bâ ² µ ³ \�¶ ² [�¹0ÁFU%_2+ ² µ�Ä³ \]^)_ à º ² ¸M\Î¿�µ4¼@¿
¿ ³�»8² W ² [�X ³ \]^)_
^)¾ ³�»8² ψ2 Ä!´ ²k» Xk¶D\]^)¼8WÔ^)¾P[]\]_ ² X�WÔ¾�¼8_@µ ³ \]^)_�X�[Î¿ ³ ^�X¸M\�5 ² W ² _ ³�Ø ¼ ² ¿ ³ \]^)_�X�´5^)¼ ³�³�»8² µ4^)_@µ ² _ ³ WYX ³ \]^)_�^)¾F½�X#¿�¿K^)_�\Î¿
^ ³ W
^)â8\Îµ�µ4^)_�¶ ²4· ´5^D¸DÄ\ ² ¿kÁ<á�[ ² ¿BZ ² W Þ�ß ã » X#¿£â8W
^�¶ ² ¸ ³�» X ³ \]¾ K \Î¿�\Î¿
^ ³ W
^)â8\Îµ#Ã ³�»8² _ ³�»8² 
�¼@µ4[]\Î¸ ² X�_L_8^)W
½

f(y) = ‖y‖2 ¿�X ³ \Î¿ Ï8² ¿ ³�»8² ψ2 Ä ² ¿ ³ \]½�X ³�² ‖f‖ψ2 ≤ c‖f‖1 ≤ c
√
nLK Ã º »8² W ² c > 0



æ���� � ���@|ix�~'wQqro
\Î¿�X�_�X�´@¿
^)[]¼ ³�² µ4^)_@¿ ³ X�_ ³ Á � » \Î¿b[ ² X#¸8¿ ³ ^ ³�»8²�³ X�\][ ² ¿ ³ \]½�X ³�²
(1.9) Prob({y ∈ K : ‖y‖2 ≥ c1t

√
nLK}) ≤ 2 exp(−t2)

¾�^)W ² ¶ ² WB¹ t > 0 ÁÜ�^)´8Z)^�¶ X�_@¸2��X���X�W
^�¶ Þ�� ã » Xk¶ ² ^)´ ³ X�\]_ ² ¸ X�¿ ³ W
\]Z�\]_8À
¸M\]½ ² _@¿
\]^)_MÄ%¸ ² â ² _@¸ ² _ ³W ² ¿
¼8[ ³ \]_ ³�»8²�ß Ä!¼8_@µ4^)_@¸M\ ³ \]^)_�X�[�µ�X#¿ ² å � »8² W ²¡²4· \Î¿ ³ ¿�X�_ X�´@¿
^)[]¼ ³�² µ4^)_@¿ ³ X�_ ³ c > 0¿
¼@µ »�³�» X ³ \]¾ K \Î¿�X�_Ð\Î¿B^ ³ W
^)â8\Îµ ß Ä!¼8_@µ4^)_@¸M\ ³ \]^)_�X�[�µ4^)_�¶ ²4· ´5^D¸D¹�\]_ Rn Ã ³�»8² _
(1.10) Prob({y ∈ K : ‖y‖2 ≥ ct

√
n}) ≤ exp(−t√n)

¾�^)W ² ¶ ² WB¹ t ≥ 1 Á � » \Î¿ ² ¿ ³ \]½�X ³�² \Î¿K¿ ³ W
^)_8À ² W ³�» X�_ÛT ß Á��0`�¾�^)WbX�[][ t ≥ 1 ÁMá Ø ¼ ² ¿ ³ \]^)_º » \Îµ » X�W
\Î¿ ² ¿�_�X ³ ¼8WYX�[][�¹ X�_@¸ º X#¿�X#µ ³ ¼�X�[][�¹ ¿ ³ X ³�² ¸ \]_ Þ�� ã�\Î¿ º »8²4³�»8² W�¿
¼@µ » X�_\]_ ²�Ø ¼�X�[]\ ³ ¹�½�Xk¹ » ^)[Î¸�\]_�¾�¼8[][HÀ ² _ ² WYX�[]\ ³ ¹0Á � » \Î¿ Ø ¼ ² ¿ ³ \]^)_Ð\Î¿b¿ ³ ¼@¸M\ ² ¸�\]_ Þ�ß�� ã º »8² W ²²�Ø ¼8\�¶)X�[ ² _ ³ µ4^)_@¸M\ ³ \]^)_@¿ÔX�W ² â8W
^�¶D\Î¸ ² ¸AÁ � »8² W ² ¿
¼8[ ³ ¿�^)¾ Þ�ß�� ã º ² W ² W ² µ ² _ ³ [�¹�¼@¿ ² ¸�\]_Þ�ß�� ã ³ ^ ² ¿ ³ X�´8[]\Î¿ » X�â5^0¿B\ ³ \�¶ ² X�_@¿ º ² W�¾�^)W�X�_8^)_MÄ!¼8_@µ4^)_@¸M\ ³ \]^)_�X�[©µ�X#¿ ² å ³�»8² ¼8_8\ ³ ´�X�[][Î¿^)¾ ³�»8² +Dµ » X ³
³�² _ ³ WYX#µ ² µ4[�X#¿�¿ ² ¿ Snp Ã 1 ≤ p ≤ ∞ Ã@^)¾F½�X ³ W
\Îµ ² ¿�^)_ Rn ^)W Cn Á * ² W ²º ² ¿ » ^ º ³�» X ³ ÃP\]_{À ² _ ² WYX�[QÃ�À)^�^D¸ Xk¶ ² WYX�À ² ψ2 Ä!´ ²k» Xk¶D\]^)¼8W�^)¾�[]\]_ ² X�W±¾�¼8_@µ ³ \]^)_�X�[Î¿\]½�â8[]\ ² ¿�X¢¶ ² WB¹�¿ ³ W
^)_8À�¸M\]½ ² _@¿
\]^)_MÄ%¸ ² â ² _@¸ ² _ ³ µ4^)_@µ ² _ ³ WYX ³ \]^)_HÁ
Theorem C Á��JÖk× K ÙYÖ ��Ë
È�
4Ì#×VÆYÌ���ÈQÉ¡ÉiÌ�Ë���Ö���Ù�Ì�Õ�Ú�È�Ë Rn ��� 
 
�(DÍ�Ö¢×$# �#×

(1.11) Ñ
Sn−1

‖fθ‖ψ2 σ(dθ) ≤ γLK

! Ì�Æ 
4Ì#Í�Ö γ > 0 � , #DÖ4Ë
(1.12) Prob({y ∈ K : ‖y‖2 ≥ c1γt

√
nLK}) ≤ exp(−c2t

√
n)

! Ì�Æ�Ö��#Ö�Æ�Ú t ≥ 1 Ã&%'#MÖ�ÆYÖ c1, c2 > 0 ��ÆYÖ ��Ù�
kÌ#Ç)(M×%Ö�ÉYÌ#Ë�
�×���Ë@× 
 �
Â8^)W ³�»8² â8W
^�^)¾�^)¾ � »8² ^)W ² ½�� º ² ¿ ³ ¼@¸D¹Ð¾�W
^)½ X�_
X#¿B¹D½�â ³ ^ ³ \Îµ�â5^)\]_ ³ ^)¾F¶D\ ² º³�»8² ¾VX�½�\][�¹ ^)¾ Lq Ä%µ ² _ ³ W
^)\Î¸ ´5^D¸M\ ² ¿�^)¾�X�_ \Î¿
^ ³ W
^)â8\Îµ�µ4^)_�¶ ²4· ´5^D¸D¹0Á�U%_{¾VX#µ ³ Ã ³�» \Î¿¿ ³ ¼@¸D¹ º X#¿KX ³�³�»8² ´�X#¿
\Î¿�^)¾H^)¼8W�^)W
\]À)\]_�X�[©â8W
^�^)¾H^)¾ � »8² ^)W ² ½ á¢Á � »8² â5^0¿�¿B\]´8\][]\ ³ ¹�^)¾À)\�¶D\]_8À ³�»8² ¿
\]½�â8[ ² W�â8W
^�^)¾�\]_2+ ² µ ³ \]^)_ 3 º X#¿ÔZ�\]_@¸M[�¹
â5^)\]_ ³�² ¸
^)¼ ³£³ ^ ³�»8² X�¼ ³�» ^)W´�¹	��Á +Dµ »8² µ »�³ ½�X�_ X�_@¸ ÜÔÁ�
�[�X�W ³ X�À8Á � ² ¶ ² W ³�»8² [ ² ¿�¿4Ã ³�»8² â8W
^�^)¾�^)¾ � »8² ^)W ² ½��\]_@¸M\Îµ�X ³�² ¿ ³�» X ³�³�» \Î¿�[]\]_ ² ^)¾ ³�» ^)¼8À »�³�» X#¿�¿
^)½ ² \]_ ³�² W ² ¿ ³ \]_8À�µ4^)_@¿ ²�Ø ¼ ² _@µ ² ¿4Á

 Ì#×��#×VÈQÌ#Ë8Á£Ó ² º ^)W
Z�\]_ Rn Ã º » \Îµ » \Î¿ ²�Ø ¼8\]â8â ² ¸ º \ ³�» X 
�¼@µ4[]\Î¸ ² X�_,¿ ³ W
¼@µ ³ ¼8W ²

〈·, ·〉 Á@Ó ² ¸ ² _8^ ³�² ´�¹ ‖ · ‖2 ³�»8² µ4^)W
W ² ¿Bâ5^)_@¸M\]_8À 
P¼@µ4[]\Î¸ ² X�_Ò_8^)W
½ÐÃAX�_@¸ º W
\ ³�² Bn
2¾�^)W ³�»8² 
�¼@µ4[]\Î¸ ² X�_Ð¼8_8\ ³ ´�X�[][JX�_@¸ Sn−1 ¾�^)W ³�»8² ¼8_8\ ³ ¿
â »8² W ² Á &�^)[]¼8½ ² \Î¿�¸ ² _8^ ³�² ¸´�¹ | · | Á�Ó ² º W
\ ³�² σ ¾�^)W ³�»8² W
^ ³ X ³ \]^)_�X�[][�¹�\]_�¶)X�W
\�X�_ ³ â8W
^)´�X�´8\][]\ ³ ¹¡½ ² X#¿B¼8W ² ^)_ Sn−1

X�_@¸ ωn ¾�^)W ³�»8² ¶0^)[]¼8½ ² ^)¾ Bn
2 Áá ÉiÌ�Ë���Ö�� Ù�Ì�Õ�Ú \Î¿�X{µ4^)½�â�X#µ ³ µ4^)_�¶ ²4· ¿
¼8´@¿ ²4³ K ^)¾ Rn º \ ³�» _8^)_MÄ ² ½�â ³ ¹\]_ ³�² W
\]^)WkÁPÓ ² ¿YXk¹ ³�» X ³ K \Î¿ 
YÚ#Í�Í�Ök×VÆ�ÈQÉÛTä^)W,ÉiÖ�Ë�×VÆ�ÖiÕ8`�\]¾ x ∈ K ⇒ −x ∈ K ÁÓ ² ¿�Xk¹ ³�» X ³ K # � 
¢ÉiÖ�Ë�×VÆ�Ö±Ì ! Í � 
 
 �#×K×$#DÖ�Ì�Æ�È�0�È�ËÛ\]¾�� K〈x, θ〉 dx = 0 ¾�^)W ² ¶ ² WB¹

θ ∈ Sn−1 Á



� î�ù)ì!é����%ò�ù)ïBê]î]øiù)éiö ð�øiù�î�ðeøiê��Qø��#î]ïKï%øYù	��ì�
�ó!ø
�iîÎìeð æ����
� »8² É4È�Æ�É�(DÍ�Æ �0Õ#È"( 
�^)¾ K \Î¿ ³�»8²�Ø ¼�X�_ ³ \ ³ ¹ R(K) = max{‖x‖2 : x ∈ K} Ã8X�_@¸³�»8² �8Ì#Ç �#Æ¡Ù�Ì�Õ�Ú K◦ ^)¾ K \Î¿

(1.13) K◦ := {y ∈ Rn : 〈x, y〉 ≤ 1 ¾�^)W�X�[][ x ∈ K}.°J²4³
V ´ ² X¡¿B¹D½�½ ²4³ W
\Îµ�µ4^)_�¶ ²4· ´5^D¸D¹�\]_ Rn Á � »8² ¾�¼8_@µ ³ \]^)_ ‖x‖V = inf{λ > 0 :

x ∈ λV } \Î¿�X�_8^)W
½ ^)_ Rn Ã8X�_@¸ ³�»8² ¿
â�X#µ ² (Rn, ‖ · ‖V ) º \][][©´ ² ¸ ² _8^ ³�² ¸�´�¹ XV Á� »8² ¸M¼�X�[<¿
â�X#µ ² ^)¾ XV \Î¿ XV ◦ ÁÓ »8² _ ² ¶ ² W º ² º W
\ ³�² a ' b Ã º ² ½ ² X�_ ³�» X ³£³�»8² W ²±²4· \Î¿ ³ X�´@¿
^)[]¼ ³�² µ4^)_@¿ ³ X�_ ³ ¿
c1, c2 > 0 ¿
¼@µ »,³�» X ³ c1a ≤ b ≤ c2a Á � »8² [ ²4³
³�² W�¿ c, c′, C, c1, c2

²4³ µ#Á©¸ ² _8^ ³�² X�´MÄ¿
^)[]¼ ³�² â5^0¿
\ ³ \�¶ ² µ4^)_@¿ ³ X�_ ³ ¿ º » \Îµ » ½�Xk¹±µ » X�_8À ² ¾�W
^)½ []\]_ ²�³ ^�[]\]_ ² Á0Ó ² W ² ¾ ² W ³ ^ ³�»8²´5^�^)ZD¿P^)¾ +Dµ » _ ² \Î¸ ² W Þ�ß	$ ã@X�_@¸ �,\][]½�X�_�� +Dµ »8² µ »�³ ½�X�_ Þ�ß4à ã8¾�^)W�´�X#¿B\Îµ�¾VX#µ ³ ¿�¾�W
^)½ ³�»8²
ÜKW
¼8_8_�� �,\]_8Z)^ º ¿
Z�\ ³�»8² ^)WB¹ X�_@¸ ³�»8² X#¿B¹D½�â ³ ^ ³ \Îµ ³�»8² ^)WB¹ ^)¾ Ï _8\ ³�² Ä%¸M\]½ ² _@¿B\]^)_�X�[_8^)W
½ ² ¸�¿Bâ�X#µ ² ¿kÁDá µ4[�X#¿�¿
\Îµ�X�[5W ² ¾ ² W ² _@µ ² ¾�^)W�\Î¿
^ ³ W
^)â8\Îµ�µ4^)_�¶ ²4· ´5^D¸M\ ² ¿bX�_@¸ ³�»8² ¿
[]\Îµ�Ä\]_8À�â8W
^)´8[ ² ½ \Î¿ ³�»8² â�X�â ² W Þ�ß	� ãJ^)¾ �,\][]½�X�_,X�_@¸ "PX �e^)WkÁ� ®��H§<«��	��
D¬
��
���
D§5¨�� Á � »8² X�¼ ³�» ^)W�\Î¿�\]_@¸ ² ´ ³�² ¸ ³ ^�ÜÔÁ 
£[�X�W ³ X�À8Ã��£Á ° X ³ X��QXX�_@¸ ��Á +Dµ »8² µ »�³ ½�X�_�¾�^)W�¿
¼8À)À ² ¿ ³ \]^)_@¿bX�_@¸�\Î¸ ² X#¿ º » \Îµ » ¿
\]½�â8[]\ Ï8² ¸�X�_@¸�\]½�â8W
^�¶ ² ¸³�»8² ^)W
\]À)\]_�X�[<â8W
^�^)¾ä¿�^)¾�¿B^)½ ² W ² ¿
¼8[ ³ ¿�^)¾ ³�» \Î¿�â�X�â ² WkÁ

�A¥�¦��k«�¨�ª'«���¯ä® ®)«©§���
����P«J¬F¯ 
��!��¯�¨�"#�$�&%�� �Ð¬F¯�%��&
�¨'
�ª�¥¡°J²4³
K ´ ² X�_\Î¿
^ ³ W
^)â8\Îµ�µ4^)_�¶ ²4· ´5^D¸D¹
\]_ Rn ÁJU%_ ³�» \Î¿�¿ ² µ ³ \]^)_ º ² X#¿
¿
¼8½ ² K ⊆ (γ
√
nLK)Bn

2Tä^)_ ² µ�X�_ ² X#¿
\][�¹ µ »8² µYZ ³�» X ³ γ ½¡¼@¿ ³¡²4· µ ²k² ¸ X�_ X�´@¿
^)[]¼ ³�² µ4^)_@¿ ³ X�_ ³ c > 0 `iÁ�U%¾
γ ' 1 º ² ¿YXk¹ ³�» X ³ K \Î¿�)BX�_�\Î¿
^ ³ W
^)â8\ÎµÔµ4^)_�¶ ²4· ´5^D¸D¹ º \ ³�» ¿B½�X�[][©¸M\�X�½ ²4³�² W +YÁ � ¼8WX�\]½ \Î¿ ³ ^±¿ » ^ º ³�» X ³ X�WYX�_@¸M^)½ θ ∈ Sn−1 ¸ ²kÏ _ ² ¿�X ψ2 Ä%¸M\]W ² µ ³ \]^)_ º \ ³�» µ4^)_@¿ ³ X�_ ³
C(γ) Á � »8² â8W ² µ4\Î¿ ² ¿ ³ X ³�² ½ ² _ ³ \Î¿ ³�»8² ¾�^)[][]^ º \]_8À8Á

(*)
+�,.-/+10 3�Á ß�2 �<Ö4× K Ù�Ö ��Ë{È�
4Ì#×VÆYÌ���ÈQÉ�ÉiÌ�Ë���Ö��ÛÙ�Ì�Õ�Ú,È�Ë Rn � � 
 
�(DÍ�Ö�×$# �)×! Ì�Æ 
4Ì#Í�Ö γ > 0 %�Ö # �	�#Ö K ⊆ (γ
√
nLK)Bn

2
� ,.#DÖ4Ë

(2.1) σ(θ ∈ Sn−1 : ‖fθ‖ψ2 ≥ c1γtLK) ≤ exp(−c2

√
n t2/γ)

! Ì�Æ�Ö��#Ö�Æ�Ú t ≥ 1 Ã&%'#MÖ�ÆYÖ c1, c2 > 0 ��ÆYÖ ��Ù�
kÌ#Ç)(M×%Ö�ÉYÌ#Ë�
�×���Ë@× 
 �
� »8² â8W
^�^)¾ º \][][K´ ² ´�X#¿ ² ¸ ^)_ X º ² [][KZ�_8^ º _ µ4^)_@¿ ²�Ø ¼ ² _@µ ² ^)¾ ³�»8² ¿Bâ »8² W
\Îµ�X�[\Î¿
^)â ² W
\]½ ²4³ W
\ÎµÔ\]_ ²�Ø ¼�X�[]\ ³ ¹ÛTV¿ ²k²�Þ�ß4à ãä`iå °J²4³ n ≥ 4 ÁMU%¾ F : Sn−1 → R \Î¿�X ° \]â@¿
µ » \ ³ �¾�¼8_@µ ³ \]^)_ º \ ³�» µ4^)_@¿ ³ X�_ ³ bF Ã ³�»8² _

(2.2) σ(θ ∈ Sn−1 : F (θ) ≥ mF + s) ≤ exp

(
−ns

2

4b2F

)

¾�^)W ² ¶ ² WB¹ s > 0 Ã º »8² W ² mF \Î¿ ³�»8²�°/3 ¶�¹Û½ ² X�_ ^)¾ F T ³�»8² ¼8_8\ Ø ¼ ² m > 0 ¾�^)Wº » \Îµ » σ({F (θ) ≥ m}) ≥ 1/2 X�_@¸ σ({F (θ) ≤ m}) ≥ 1/2 `iÁ
��^)_@¿
\Î¸ ² W ³�»8² ¾�¼8_@µ ³ \]^)_ F (θ) = ‖fθ‖ψ2 ^)_ Sn−1 Á�U%_ ³�»8² _ ²4·�³�³ º ^�µ4[�X�\]½�¿ º ²² ¿ ³ \]½�X ³�²£³�»8² â�X�WYX�½ ²4³�² W�¿ bF X�_@¸ mF Á
465�7
8 0 3�Á)3 2:9 Ö # �	�#Ö bF ≤ c3

√
γ 4
√
nLK Ã %'#DÖ4Æ�Ö c3 > 0 È�
 ��Ë ��Ù�
4Ì#Ç)(M×%ÖÉiÌ�Ë�
�×���Ë�× �



æ �4ç � ���@|ix�~'wQqro
� Æ�Ì�Ì ! Á °J²4³ θ ∈ Sn−1 Á@Â@W
^)½ ³�»8² ¸ ²kÏ _8\ ³ \]^)_,^)¾ ‖ · ‖ψα º ² µ »8² µYZ ³�» X ³

(2.3) ‖fθ‖2ψ2
≤ ‖fθ‖ψ1‖fθ‖∞.

+�\]_@µ ²±² ¶ ² WB¹ θ ∈ Sn−1 ¸ ²kÏ _ ² ¿�X ψ1 Ä%¸M\]W ² µ ³ \]^)_ º \ ³�» µ4^)_@¿ ³ X�_ ³ C X�_@¸ ‖fθ‖∞ ≤
R(K) ≤ γ√nLK Ã º ² À ²4³
(2.4) ‖fθ‖2ψ2

≤ (CLK)(γ
√
nLK).

� »8² _ ³�»8² µ4[�X�\]½ ¾�^)[][]^ º ¿�¾�W
^)½ ³�»8²£³ W
\�X�_8À)[ ² \]_ ²�Ø ¼�X�[]\ ³ ¹�¾�^)W ‖ · ‖ψ2 Á
� »8² _ ²4·�³ [ ² ½�½�X º \][][�X�[][]^ º ¼@¿ ³ ^ ² ¿ ³ \]½�X ³�² mF TQX�¿B\]½�\][�X�WFX�W
À)¼8½ ² _ ³ X�â8â ² X�W�¿\]_ Þ�ß�� ãä`iÁ

� +�060 7 3�Á � 2 �<Ök× K Ù�Ö ��Ë È�
4Ì#×VÆ�Ì���ÈQÉ ÉiÌ�Ë �#Ö��.ÙYÌ�Õ�Ú È�Ë Rn ÉYÌ�Ë�×���È�Ë©ÖYÕ È�Ë
(γ
√
nLK)Bn

2
� ,.#MÖ�Ë

(2.5) Ñ
Sn−1

Ñ
K

exp

( |〈y, θ〉|
c4γLK

)2

dy σ(dθ) ≤ 2,

%'#DÖ4Æ�Ö c4 > 0 È�
 �#Ë ��Ù�
kÌ#Ç (8×%Ö�ÉYÌ�Ë 
i×��#Ë@× �
� Æ�Ì�Ì ! Á�á ¸M\]W ² µ ³ µ4^)½�â8¼ ³ X ³ \]^)_,¿ » ^ º ¿ ³�» X ³ ¾�^)W ² ¶ ² WB¹ p ≥ 1 X�_@¸ y ∈ Rn Ã

(2.6)
( Ñ
Sn−1

|〈y, θ〉|p σ(dθ)
)1/p

'
(

p

p+ n

)1/2

‖y‖2.

°J²4³
c4 > 0 ´ ² X¡µ4^)_@¿ ³ X�_ ³�³ ^±´ ² ¸ ²4³�² W
½�\]_ ² ¸AÁ@Ó ²£» Xk¶ ²

(2.7) Ñ
Sn−1

Ñ
K

exp

( |〈y, θ〉|
c4γLK

)2

dy σ(dθ)

= 1 +
∞∑

k=1

1

k!c2k
4 γ

2kL2k
K

Ñ
K

Ñ
Sn−1

|〈y, θ〉|2k σ(dθ) dy.

� ¿B\]_8À�T�3�Á � ` º ² ¿ ²k²�³�» X ³b³�»8² W
\]À »�³�» X�_@¸Ð¿B\Î¸ ² ^)¾bT�3�Á � `K\Î¿b´5^)¼8_@¸ ² ¸Ð´�¹
(2.8) 1 +

∞∑

k=1

1

k!c2k
4 γ

2kL2k
K

(
2c5k

2k + n

)k Ñ
K

‖y‖2k2 dy,

º »8² W ² c5 > 0 \Î¿�X�_�X�´@¿
^)[]¼ ³�² µ4^)_@¿ ³ X�_ ³ Á +�\]_@µ ² ‖y‖2 ≤ γ√nLK ¾�^)W ² ¶ ² WB¹ y ∈ K Ãº ² À ²4³
(2.9) Ñ

Sn−1

Ñ
K

exp

( |〈y, θ〉|
c4γLK

)2

dy σ(dθ) ≤ 1 +
∞∑

k=1

(
2ec2

5n

c2
4(2k + n)

)k
≤ 2

\]¾ º ² µ » ^�^0¿ ² c4 = 2
√
e c5 Á



� î�ù)ì!é����%ò�ù)ïBê]î]øiù)éiö ð�øiù�î�ðeøiê��Qø��#î]ïKï%øYù	��ì�
�ó!ø
�iîÎìeð æ ��ý
á�_±X�â8â8[]\Îµ�X ³ \]^)_�^)¾(��X�W
Z)^�¶©Ýy¿�\]_ ²�Ø ¼�X�[]\ ³ ¹±¿ » ^ º ¿ ³�» X ³ Ã º \ ³�» â8W
^)´�X�´8\][]\ ³ ¹¡À)W ² X ³ Ä² W ³�» X�_Ð^)W ²�Ø ¼�X�[ ³ ^ 1/2 Ã�X�¶ ² µ ³ ^)W θ ∈ Sn−1 ¿YX ³ \Î¿ Ï8² ¿

(2.10)
1

(c4γLK)2k
Ñ
K

|fθ(y)|2k dy ≤ k! Ñ
K

exp

( |fθ(y)|
c4γLK

)2

dy ≤ 4k!.

+�\]_@µ ² ‖fθ‖ψ2 ' sup{‖fθ‖2k/
√
k : k ∈ N} Ã º ²£» Xk¶ ²

(2.11) σ({θ ∈ Sn−1 : ‖fθ‖ψ2 ≤ c6γLK}) ≥ 1/2

¾�^)W�¿B^)½ ² X�´@¿B^)[]¼ ³�² µ4^)_@¿ ³ X�_ ³ c6 > 0 Á � » \Î¿bâ8W
^�¶ ² ¿�^)¼8W�_ ²4·�³ µ4[�X�\]½,Á
465�7
8 0 3�Á à�2 9 Ö # �	�#Ö mF ≤ c6γLK Ã&%PÈä×$# c6 > 0 ��Ë ��Ù�
4Ì#Ç)(M×%Ö�ÉiÌ�Ë�
�×���Ë�× �
� Æ�Ì�Ì ! Ì ! ,.#DÖiÌ�Æ�Ö4Í�� ��� Á�Ó ²�Ï W�¿ ³ ^)´@¿ ² WB¶ ²�³�» X ³ ‖fθ‖ψ2 ≥ c7‖fθ‖2 = c7LK¾�^)W ² ¶ ² WB¹ θ ∈ Sn−1 Ã5X�_@¸ »8² _@µ ²

(2.12) mF ≥ c7LK ,º »8² W ² c7 > 0 \Î¿FX�_¢X�´@¿B^)[]¼ ³�² µ4^)_@¿ ³ X�_ ³ Á °J²4³ t ≥ 1 ÁkÓ ² X�â8â8[�¹�T�3�Á)3)` º \ ³�» s = tmF ÃX�_@¸�¼@¿
\]_8À�T�3�Á ß 3)`bX�_@¸ ��[�X�\]½�¿ 3�Á)3�X�_@¸ 3�Á à º ² À ²4³
σ(θ ∈ Sn−1 : ‖fθ‖ψ2 ≥ c6γ(1 + t)LK)

≤ σ(θ ∈ Sn−1 : ‖fθ‖ψ2 ≥ (1 + t)mF )

≤ exp

(
−nt

2m2
F

4b2F

)
≤ exp

(
− c2

7nt
2 L2

K

4c2
3γ
√
nL2

K

)

= exp(−c2

√
n t2/γ),

º »8² W ² c2 = c2
7/(4c

2
3) Á +�\]_@µ ² c6(1 + t) ≤ 2c6t Ã ³�»8² W ² ¿
¼8[ ³ ¾�^)[][]^ º ¿¡\]¾ º ²�³ X�Z ²

c1 = 2c6 Á
�A¥ � § 
��/%1���.��
�¥ U%_ ³�» \Î¿£¿ ² µ ³ \]^)_ º ²�²4·D» \]´8\ ³ X�_ ²4· X�½�â8[ ² ^)¾�X�_Ò\Î¿B^ ³ W
^)â8\Îµµ4^)_�¶ ²4· ´5^D¸D¹ K \]_ Rn º » \Îµ »
» X#¿Ô´5^)¼8_@¸ ² ¸
À ² ^)½ ²4³ W
\Îµ�¸M\Î¿ ³ X�_@µ ² ¾�W
^)½ ³�»8² 
�¼MÄµ4[]\Î¸ ² X�_ ¼8_8\ ³ ´�X�[][�´8¼ ³�» X#¿ ³�»8² º ^)W�¿ ³ â5^0¿�¿B\]´8[ ² ψ2 Ä!´ ²k» Xk¶D\]^)¼8WkÁ � _ ² µ�X�_ ´8¼8\][Î¸¿
¼@µ » X�_ ²4· X�½�â8[ ² \]_@¿
\Î¸ ²£³�»8² µ4[�X#¿�¿�^)¾F´5^D¸M\ ² ¿�^)¾�W ² ¶0^)[]¼ ³ \]^)_HÁ
� +�060 7 � Á ß�2 ,.#DÖ4Æ�Ö�Ö��#È�
i× a ' √n ��Ë5Õ b ' 1/

√
n 
�(@É�#�×$# �#×P×$#DÖ 
YÚ#Í�Í�Ök×VÆ�ÈQÉÉiÌ�Ë �#Ö���Ù�Ì�Õ�Ú

(3.1) C = {y = (x, t) : |t| ≤ a, ‖x‖2 ≤ a− b|t|}
# � 
 �#Ì#Ç)(DÍ�Ö 1 ��Ë©Õ 
��#×VÈ�
���Ö�

(3.2) c1 ≤ Ñ

C

〈y, θ〉2 dy ≤ c2

! Ì�Æ�Ö��#Ö�Æ�Ú θ ∈ Sn−1 Ã&%'#DÖ4Æ�Ö c1, c2 > 0 ��ÆYÖ ��Ù�
kÌ#Ç)(M×%Ö�ÉYÌ#Ë�
�×���Ë@× 
 �



æ �kæ � ���@|ix�~'wQqro
� Æ�Ì�Ì ! Á °J²4³ rn−1 ´ ²£³�»8² ¿
^)[]¼ ³ \]^)_,^)¾ ³�»8²�²�Ø ¼�X ³ \]^)_ ωn−1r

n−1 = 1 Ã©X�_@¸Ðµ4^)_MÄ¿
\Î¸ ² W ³�»8² ´5^D¸D¹
(3.3) C1 = {(x, t) : |t| ≤ rn−1, ‖x‖2 ≤ rn−1 − |t|/

√
n}.

+�\]_@µ ² rn−1 '
√
n Ã º ²£² X#¿
\][�¹�µ »8² µYZ ³�» X ³
|C1| = 2ωn−1

rn−1Ñ
0

(
rn−1 −

t√
n

)n−1

dt(3.4)

= 2ωn−1r
n
n−1

√
n

1− (1− 1/
√
n)n

n
' 1.

� »8² W ² ¾�^)W ² Ã º ² ½�Xk¹ Ï _@¸ s > 0 º \ ³�» sn ' 1 ¿B¼@µ »�³�» X ³ C := sC1
» X#¿�¶0^)[]¼8½ ² 1 ÁU ³ \Î¿¢µ4[ ² X�W ³�» X ³ C µ�X�_L´ ² º W
\ ³
³�² _L\]_ ³�»8² ¾�^)W
½ T � Á ß `iÃ º \ ³�» a = srn−1 '

√
nX�_@¸ b = 1/

√
n Áá�[Î¿
^8Ã C \Î¿�¿e¹D½�½ ²4³ W
\Îµ º \ ³�» W ² ¿Bâ ² µ ³P³ ^ ³�»8² µ4^�^)W�¸M\]_�X ³�² ¿
¼8´@¿
â�X#µ ² ¿4Ã�X�_@¸ »8² _@µ ²T � Á)3)` º \][][ » ^)[Î¸�¾�^)W ² ¶ ² WB¹ θ ∈ Sn−1 â8W
^�¶D\Î¸ ² ¸ ³�» X ³

(3.5) c1 ≤ Ñ
C

〈y, ej〉2 dy ≤ c2.

Â@W
^)½ T ß Á à `K\ ³ \Î¿ ² _8^)¼8À »�³ ^�µ »8² µYZ ³�» X ³
(3.6) c3 ≤ |C ∩ e⊥j | ≤ c4

¾�^)W ² ¶ ² WB¹ j = 1, . . . , n Á °J²4³ j ≤ n− 1 Á � »8² _
|C1 ∩ e⊥j | = 2ωn−2

rn−1Ñ
0

(
rn−1 −

t√
n

)n−2

dt

≤ 2ωn−2

( rn−1Ñ
0

(
rn−1 −

t√
n

)n−1

dt

)(n−2)/(n−1)
n−1
√
rn−1

= 2ωn−2

( |C1|
2ωn−1

)(n−2)/(n−1)
n−1
√
rn−1 ≤ c5

n−1
√
rn−1 ' 1.

Â@^)W ³�»8² []^ º ² Wb´5^)¼8_@¸ º ² ^)´@¿ ² WB¶ ²�³�» X ³
|C1 ∩ e⊥j | = 2ωn−2

rn−1Ñ
0

(
rn−1 −

t√
n

)n−2

dt

≥ ωn−2

rn−1ωn−1
2ωn−1

rn−1Ñ
0

(
rn−1 −

t√
n

)n−1

dt =
ωn−2

rn−1ωn−1
' 1.

Â�\]_�X�[][�¹0Ã
(3.7) |C1 ∩ e⊥n | = ωn−1r

n−1
n−1 = 1.

+�\]_@µ ² |C ∩ e⊥j | = sn−1|C1 ∩ e⊥j | ' |C1 ∩ e⊥j | ¾�^)W�X�[][ j ≤ n Ã ³�»8² [ ² ½�½�X
\Î¿â8W
^�¶ ² ¸AÁ



� î�ù)ì!é����%ò�ù)ïBê]î]øiù)éiö ð�øiù�î�ðeøiê��Qø��#î]ïKï%øYù	��ì�
�ó!ø
�iîÎìeð æ ���
+ ³ X�W ³ \]_8À º \ ³�» C Ã º ²�² X#¿B\][�¹�â�X#¿�¿ ³ ^�X )e¿
\]½�\][�X�W��Ô\Î¿
^ ³ W
^)â8\Îµ�´5^D¸D¹0Á
� +�060 7 � Á)3 2 , #DÖ4Æ�ÖÛÖ��#È�
i× a1, R1 '

√
n ��Ë©Õ b1 ' 1/

√
n 
�(@É�# ×$# �#×�×$#DÖ


iÚ�Í¡Í�Ök×VÆiÈQÉ¡ÉYÌ#Ë �#Ö���Ù�Ì�Õ�Ú
(3.8) K = {y = (x, t) : |t| ≤ R1, ‖x‖2 ≤ a1 − b1|t|}
È�
£È�
4Ì#×VÆ�Ì���ÈQÉ �

� ÆYÌ�Ì ! Á ��^)_@¿
\Î¸ ² W ³�»8² ´5^D¸D¹ C ^)¾ ³�»8² â8W ² ¶D\]^)¼@¿�[ ² ½�½�XDÁ�Ó ²�Ï W�¿ ³ ^)´@¿ ² WB¶ ² TV¿ ²k²¢Þ�ß	� Ã²�Ø ¼�X ³ \]^)_{T ß Á��0`K^)_ÐâHÁ �Dß ãä` ³�» X ³
(3.9) L2n

C =
n∏

j=1

Ñ
C

〈y, ej〉2 dy.

Ü ² µ�X�¼@¿ ² ^)¾£T � Á)3)`iÃ ³�» \Î¿�\]½�â8[]\ ² ¿ ³�» X ³ LC ' 1 ÁFÜ�¹ ³�»8² ¿e¹D½�½ ²4³ W
\ ² ¿£^)¾ C ³�»8² W ²²4· \Î¿ ³ ¿�XL¸M\�X�À)^)_�X�[Ô^)â ² WYX ³ ^)W T = diag(u, . . . , u, v) ¿
¼@µ » ³�» X ³ K = T (C) \Î¿\Î¿
^ ³ W
^)â8\Îµ#Á5Â@^)W ² ¶ ² WB¹ θ ∈ Sn−1 º ²£» Xk¶ ²
(3.10) 1 ' L2

C = L2
K = Ñ

K

〈x, θ〉2 dx = Ñ
C

〈x, Tθ〉2 dx ' ‖Tθ‖22.
� » \Î¿¢¿ » ^ º ¿ ³�» X ³ u ' 1 X�_@¸ v ' 1 Á�Â�\]_�X�[][�¹0Ã K µ�X�_{´ ² º W
\ ³
³�² _ \]_ ³�»8² ¾�^)W
½T � Á $ ` º \ ³�» R1 = av Ã a1 = au X�_@¸ b1 = bu/v Á � » \Î¿�µ4^)½�â8[ ²4³�² ¿ ³�»8² â8W
^�^)¾�Á

� +�060 7 � Á � 2 �<Ök× K ÙYÖ¢×$#DÖ¡Ù�Ì�Õ�Ú�È�Ë �JÖ4Í�Í � 3.2 � �"! 0 < s ≤ c1
√
n ÃF×$#DÖ4Ë

(3.11) Prob({(x, t) : |t| ≥ s}) ≥ c2 exp(−c3s),

%'#DÖ4Æ�Ö c1, c2, c3 > 0 ��ÆYÖ ��Ù�
4Ì#Ç)(M×%Ö¡ÉYÌ#Ë�
�×���Ë@× 
 �
� Æ�Ì�Ì ! Á��Ô\]W ² µ ³ µ4^)½�â8¼ ³ X ³ \]^)_�¿ » ^ º ¿ ³�» X ³
Prob({(x, t) : |t| ≥ s}) = 2ωn−1

R1Ñ
s

(a1 − b1t)n−1 dt

= 2ωn−1
an1
nb1

((
1− b1s

a1

)n
−
(

1− b1R1

a1

)n)
.

+�\]_@µ ² ωn−1a
n−1
1 = |K ∩ e⊥n | ' 1 X�_@¸ a1/(nb1) ' 1 Ã º ² ¿ ²k²£³�» X ³

(3.12) 2ωn−1
an1
nb1
≥ c4

¾�^)W�¿
^)½ ² X�´@¿B^)[]¼ ³�² µ4^)_@¿ ³ X�_ ³ c4 > 0 Á�U%¾ s ≤ a1/(2b1) ' n Ã@¼@¿
\]_8À ³�»8² _�¼8½ ² W
\Îµ�X�[\]_ ²�Ø ¼�X�[]\ ³ ¹ 1− x ≥ e−2x ¾�^)W x ∈ [0, 1/2] Ã º ² ^)´ ³ X�\]_
(3.13)

(
1− b1s

a1

)n
≥ exp(−2b1ns/a1) ≥ exp(−c3s).

� _ ³�»8² ^ ³�»8² W » X�_@¸AÃ
(3.14)

(
1− b1R1

a1

)n
≤ exp(−b1R1n/a1) ≤ exp(−c5

√
n).



æ ��þ � ���@|ix�~'wQqro
U%¾ s ≤ c1

√
n ¾�^)W�X±¿B¼8\ ³ X�´8[ ² X�´@¿
^)[]¼ ³�² µ4^)_@¿ ³ X�_ ³ c1 > 0 Ã ³�»8² _

(3.15) exp(−c5

√
n) ≤ 1

2
exp(−c3s).

U ³ ¾�^)[][]^ º ¿ ³�» X ³ \]¾ s ≤ c1
√
n Ã ³�»8² _

(3.16) Prob({(x, t) : |t| ≥ s}) ≥ (c4/2) exp(−c3s).� » \Î¿bÀ)\�¶ ² ¿ ³�»8² W ² ¿
¼8[ ³ Ã º \ ³�» c2 = c4/2 Á
� +�060 7 � Á à�2 �<Ök× K ÙYÖ ��ÉiÌ�Ë �#Ö���Ù�Ì�Õ�Ú�Ì ! ��Ì)Ç (DÍ�Ö 1 È�Ë Rn � �"! q ≥ 1 Ã�×$#DÖ4Ë

(3.17) Prob(y ∈ K : |〈y, θ〉| ≥ α‖fθ‖qs) ≤ e−qs
! Ì�Æ �#Ç�Ç θ ∈ Sn−1 ��Ë5Õ s ≥ 1 Ã&%'#DÖ4Æ�Ö α > 0 È�
 �#Ë ��Ù�
kÌ#Ç (8×%Ö�ÉiÌ�Ë 
i×���Ë�× �

� Æ�Ì�Ì ! Á °J²4³ q ≥ 1 X�_@¸ θ ∈ Sn−1 Á �
X�W
Z)^�¶©Ýy¿�\]_ ²�Ø ¼�X�[]\ ³ ¹Ð¿ » ^ º ¿ ³�» X ³
(3.18) Prob(y ∈ K : |〈y, θ〉| ≥ e3‖fθ‖q) ≤ e−3q.

+�\]_@µ ² y 7→ |〈y, θ〉| \Î¿�XÔ¿ ² ½�\]_8^)W
½ÐÃ)¾�W
^)½ ÜK^)W ² [QÝy¿�[ ² ½�½�X�TV¿ ²k²�Þ�ß4à Ã)á�â8â ² _@¸M\ · U
U
U!ãä`º ² À ²4³
(3.19) Prob(y ∈ K : |〈y, θ〉| ≥ e3‖fθ‖qs)

≤ (1− e−3q)

(
e−3q

1− e−3q

)(s+1)/2

≤ e−qs

¾�^)W ² ¶ ² WB¹ s ≥ 1 Á � » \Î¿bâ8W
^�¶ ² ¿ ³�»8² [ ² ½�½�X º \ ³�» α = e3 Á
� +�0 7 -�� � Á � 2 � »8² ¿�X�½ ² [ ² ½�½�XÒ\Î¿�â8W
^�¶ ² ¸ \]_ Þ�ß�� ã�X#¿�X µ4^)_@¿ ²�Ø ¼ ² _@µ ² ^)¾XÛ½�¼@µ » ½�^)W ² À ² _ ² WYX�[�^)â ³ \]½�X�[ Lq Ä!_8^)W
½ \]_ ²�Ø ¼�X�[]\ ³ ¹ ^)¾ ��X�W
´ ² WB¹ X�_@¸ ÓLW
\]À »�³TV¿ ²k²�Þ ��ãä`�¾�^)W�â5^)[�¹D_8^)½�\�X�[Î¿�^�¶ ² W�µ4^)_�¶ ²4· ´5^D¸M\ ² ¿4Á � »8² ¿B\]½�â8[ ² X�W
À)¼8½ ² _ ³ º » \Îµ » \Î¿â8W ² ¿ ² _ ³�² ¸ »8² W ² º X#¿�Z�\]_@¸M[�¹�µ4^)½�½�¼8_8\Îµ�X ³�² ¸ ³ ^ ³�»8² X�¼ ³�» ^)W�´�¹ ��Á ° X ³ X��VXDÁ°H²4³

K ´ ²¢³�»8² ´5^D¸D¹�¾�W
^)½ °J² ½�½�X � Á)3�Á � »8² _ ²4·�³Ô³ º ^�µ4[�X�\]½�¿Ô¸ ² ¿�µ4W
\]´ ²¢³ º ^
)eµ4^)_ ³ WYX#¸M\Îµ ³ ^)WB¹ +¢â8W
^)â ² W ³ \ ² ¿�^)¾ K Á

465�7
8 0 � Á � 2:9 Ö # �	�#Ö c1
√
nBn

2 ⊆ K ⊆ c2
√
nBn

2 Ã %'#MÖ�ÆYÖ c1, c2 > 0 ��Æ�Ö
��Ù�
kÌ#Ç (8×%Ö�ÉiÌ�Ë 
i×���Ë�× 
 �

� Æ�Ì�Ì ! Á � »8² â8W
^)´8[ ² ½ \Î¿ ³ º ^#Ä%¸M\]½ ² _@¿
\]^)_�X�[QÁKÂ8^)W ² ¶ ² WB¹ y = (x, t) ∈ K º ²» Xk¶ ²
(3.20) ‖y‖22 = ‖x‖22 + t2 ≤ a2

1 +R2
1 ≤ c2

2n,º »8² W ² c2 > 0 \Î¿�X�_ X�´@¿
^)[]¼ ³�² µ4^)_@¿ ³ X�_ ³ Ã�´ ² µ�X�¼@¿ ² a1, R1 '
√
n Á � » \Î¿�¿ » ^ º ¿³�» X ³ K ⊆ c2

√
nBn

2 Á�Â@^)W ³�»8² ^ ³�»8² W¡\]_@µ4[]¼@¿
\]^)_HÃ º ² ^)´@¿ ² WB¶ ²�³�» X ³¡³�»8² \]_8WYX#¸M\]¼@¿^)¾ K \Î¿ ²�Ø ¼�X�[ ³ ^ min{R1, d} Ã º »8² W ² d \Î¿ ³�»8² ¸M\Î¿ ³ X�_@µ ² ¾�W
^)½ (0, 0)
³ ^ ³�»8² []\]_ ²

y = a1 − b1t \]_ R2 ÁMÓ ²£» Xk¶ ²
(3.21) d =

a1√
1 + b21

' √n,

X�_@¸ »8² _@µ ² K ⊇ c1
√
nBn

2 ¾�^)W�¿
^)½ ² X�´@¿
^)[]¼ ³�² µ4^)_@¿ ³ X�_ ³ c1 > 0 Á



� î�ù)ì!é����%ò�ù)ïBê]î]øiù)éiö ð�øiù�î�ðeøiê��Qø��#î]ïKï%øYù	��ì�
�ó!ø
�iîÎìeð æ �4û
465�7
8 0 � Á � 2:9 Ö�# �	�#Ö ‖〈·, en〉‖Lψ2(K) ≥ c 4

√
n Ã %'#DÖ4Æ�Ö c > 0 È�
 ��Ë ��Ù�
4Ì#Ç)(M×%ÖÉiÌ�Ë�
�×���Ë�× �

� Æ�Ì�Ì ! Á °J²4³ q ≥ 1 Á@U%¾ α‖〈·, en〉‖q ≤ c1
√
n Ã °J² ½�½�X#¿ � Á � X�_@¸ � Á à ¿ » ^ º ³�» X ³

(3.22) c2 exp(−c3α‖〈·, en〉‖q)
≤ Prob({y ∈ K : |〈y, en〉| ≥ α‖〈·, en〉‖q}) ≤ e−q.

Â@^)W ³�»8² ¿ ² ¶)X�[]¼ ² ¿�^)¾ q \ ³ ¾�^)[][]^ º ¿ ³�» X ³
(3.23) c3α‖〈·, en〉‖q ≥ q + log c2.

+�\]_@µ ² en ¸ ²kÏ _ ² ¿�X ψ1 Ä%¸M\]W ² µ ³ \]^)_,¾�^)W K Ã º ²£» Xk¶ ²
(3.24) ‖〈·, en〉‖q ≤ c4q‖〈·, en〉‖1 ≤ c5q.
� »8² W ² ¾�^)W ² Ã º ² µ�X�_ Ï _@¸ q∗ ' √n ¿
¼@µ »,³�» X ³ α‖〈·, en〉‖q∗ ≤ c1

√
n Á �Ô^)\]_8À�´�X#µYZ³ ^�T � Á)3 � ` º ² ¿ ²k²�³�» X ³

(3.25) ‖〈·, en〉‖ψ2 ≥ c6
‖〈·, en〉‖q∗√

q∗
≥ c 4
√
n

¾�^)W�¿B^)½ ² X�´@¿B^)[]¼ ³�² µ4^)_@¿ ³ X�_ ³ c > 0 Á°H² ½�½�X � Á)3¢X�_@¸ �K[�X�\]½�¿ � Á � X�_@¸ � Á � X�W ² ¿
¼8½�½�X�W
\!� ² ¸�\]_ ³�»8² _ ²4·�³K³�»8² ^)W ² ½,Á
(*)
+�,.-/+10 � Á $ 2 , #DÖ4Æ�Ö�Ö/�#È�
�× 
 ��Ë�È�
4Ì)×VÆ�Ì���ÈQÉ�ÉiÌ�Ë���Ö���ÙYÌ�Õ�Ú�Ì ! ÆYÖ �#Ì#Ç)(M×VÈQÌ�Ë K È�Ë

Rn %PÈä×$#�×$#MÖ ! Ì#Ç�Ç]Ì	%PÈ�Ë10 �5Æ�Ì��8Ö4Æ�×VÈQÖ�
#å
(3.26) c1

√
nBn

2 ⊆ K ⊆ c2

√
nBn

2

��Ë©Õ
(3.27) ‖〈·, en〉‖ψ2 ≥ c3

4
√
n,

%'#DÖ4Æ�Ö c1, c2, c3 > 0 ��ÆYÖ ��Ù�
4Ì#Ç)(M×%Ö¡ÉYÌ#Ë�
�×���Ë@× 
 �
�J¥
Lq �

® 
D§5¨�ª'«5¯ä¬ ��«J¬F¯�
��#¥±°J²4³
K ´ ² X�µ4^)_�¶ ²4· ´5^D¸D¹±^)¾5¶0^)[]¼8½ ² 1 \]_ Rn X�_@¸[ ²4³ q ≥ 1 Á � »8² Lq Ä�ÉYÖ4Ë�×VÆ�Ì�ÈQÕ�Ù�Ì�Õ�Ú Zq(K) ^)¾ K \Î¿ ³�»8² ¿e¹D½�½ ²4³ W
\Îµ¢µ4^)_�¶ ²4· ´5^D¸D¹º » ^0¿ ² ¿
¼8â8â5^)W ³ ¾�¼8_@µ ³ \]^)_,\Î¿bÀ)\�¶ ² _,´�¹

(4.1) Nq(K,x) := ‖fx‖q =
( Ñ
K

|〈y, x〉|q dy
)1/q

.

U ³ \Î¿ ² X#¿e¹ ³ ^¡µ »8² µYZ ³�» X ³ Zp(K) ⊆ Zq(K) ⊆ Z∞(K) ¾�^)W ² ¶ ² WB¹ 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞ Ãº »8² W ² Z∞(K) = K̂ := co{K,−K} ÁMU%¾ K » X#¿K\ ³ ¿Kµ ² _ ³ W ² ^)¾H½�X#¿
¿�X ³�³�»8² ^)W
\]À)\]_HÃ³�»8² _ Zq(K) ' K̂ ¾�^)WFX�[][ q ≥ n Á � » \Î¿J\Î¿<Xbµ4^)_@¿ ²�Ø ¼ ² _@µ ² ^)¾ ³�»8² ÜKW
¼8_8_�� �Ð\]_8Z)^ º ¿
Z�\\]_ ²�Ø ¼�X�[]\ ³ ¹{Tä¾�^)WÔX¡â8W
^�^)¾�Ã©¿ ²k²�Þ�ß�� ãä`iÁ Lq Ä%µ ² _ ³ W
^)\Î¸,´5^D¸M\ ² ¿ º ² W ² \]_ ³ W
^D¸M¼@µ ² ¸,\]_ Þ�ß 3'ã¼8_@¸ ² W�X±¸M\�5 ² W ² _ ³ _8^)W
½�X�[]\!��X ³ \]^)_HÁ



æ ��� � ���@|ix�~'wQqro
Â8^)W ² ¶ ² WB¹ p, q ≥ 1 º ² ¸ ²kÏ _ ²

Aq(K) = Ñ
Sn−1

Nq(K, θ)σ(dθ),(4.2)

Aq,p(K) =
( Ñ
Sn−1

Np
q (K, θ)σ(dθ)

)1/p
.(4.3)

� »8² _ ²4·�³ â8W
^)â5^0¿
\ ³ \]^)_ ¸ ² ¿
µ4W
\]´ ² ¿ ³�»8² ´ ²k» Xk¶D\]^)¼8W�^)¾ p 7→ Aq,p(K) ¾�^)W�X ÏM·D² ¸¶)X�[]¼ ² ^)¾ q Á
� -�,���,�� 8�� 8 ,�� à Á ß�2 �<Ö4× K ÙYÖ ��ÉYÌ�Ë��#Ö��¡ÙYÌ�Õ�Ú¢Ì ! �#Ì#Ç)(DÍ�Ö 1 È�Ë Rn %PÈä×$#±ÉiÖ4Ë@×VÆ�ÖÌ ! Í ��
 
 �#×�×$#DÖ�Ì�Æ�È�0#È�Ë ��� Ì#Æ¢Ö��#Ö4ÆiÚ p, q ∈ [1, n] %�Ö # �	�#Ö

(4.4) Aq,p(K) ' max

{
Aq(K),

R(Zq(K))
√
p√

n

}
.

�"! p ≥ n Ã�×$#DÖ4Ë Aq,p(K) ' R(Zq(K)) �
� Æ�Ì�Ì ! Á °J²4³ V ´ ² X
¿B¹D½�½ ²4³ W
\Îµ�µ4^)_�¶ ²4· ´5^D¸D¹ \]_ Rn ÃPX�_@¸{[ ²4³ ‖ · ‖ ´ ²�³�»8²_8^)W
½ ^)_ Rn \]_@¸M¼@µ ² ¸�´�¹ V Á@Â@^)W ² ¶ ² WB¹ p ≥ 1 Ã8[ ²4³

(4.5) Mp := Mp(V ) =
( Ñ
Sn−1

‖θ‖p σ(dθ)
)1/p

.

� »8² ´ ²k» Xk¶D\]^)¼8W�^)¾ p 7→Mp
º X#¿�µ4[�X�W
\ Ï8² ¸Ð´�¹ ° \ ³ ¶)X�Z5Ã(�,\][]½�X�_�X�_@¸ +Dµ »8² µ »�³ ½�X�_\]_ Þ�ß)ß ã!å�U%¾ R = max{‖x‖2 : x ∈ V ◦} ³�»8² _

(4.6) Mp ' max

{
M1,

R
√
p√
n

}

¾�^)W¡X�[][ p ∈ [1, n] ÃFX�_@¸ Mp ' R \]¾ p ≥ n ÁFá ¸M\]W ² µ ³ X�â8â8[]\Îµ�X ³ \]^)_ ³ ^ ³�»8² â5^)[�X�W´5^D¸D¹�^)¾ Zq(K) À)\�¶ ² ¿ ³�»8² W ² ¿
¼8[ ³ Á
� -�,���,�� 8�� 8 ,�� à Á)3 2 ,.#DÖ4Æ�Ö¡Ö��#È�
i× c1, c2 > 0 �#Ë5Õ n0 ∈ N %PÈä×$#�×$#DÖ ! Ì)Ç�Ç�Ì	%PÈ�Ë 0

��ÆYÌ��8Ö�Æ4×VÚ�åHÈ ! n ≥ n0 ��Ë©Õ K È�
 ��ËÐÈ�
4Ì#×VÆ�Ì���ÈQÉ�ÉiÌ�Ë �#Ö���Ù�Ì�Õ�Ú�È�Ë Rn ×$#DÖ4ËFÃ ! Ì�Æ£Ö��#Ö4ÆiÚ
2 ≤ q ≤ c1

√
n Ã

(4.7) Iq(K) :=
( Ñ
K

‖y‖q2 dy
)1/q

≤ c2
√
n
Aq(K)√

q
.

Â8^)W ³�»8² â8W
^�^)¾ º ² º \][][H_ ²k² ¸ ³ º ^�¿
\]½�â8[ ² ^)´@¿ ² WB¶)X ³ \]^)_@¿kÁ
465�7
8 0 à Á � 2 �<Ö4× K Ù�Ö ��Ë±È�
4Ì#×VÆYÌ���ÈQÉ�ÉYÌ�Ë��#Ö/��ÙYÌ�Õ�Ú�È�Ë Rn �	� Ì#ÆKÖ��#Ö4ÆiÚ 2 ≤ q ≤ n

%�Ö # �	�#Ö
(4.8) R(Zq(K)) ≤ c3qLK

��Ë©Õ
(4.9) Aq,q(K) '

√
q/n Iq(K) ≥ c4

√
q LK ,

%'#DÖ4Æ�Ö c3, c4 > 0 ��Æ�Ö ��Ù�
4Ì)Ç (M×%Ö¡ÉYÌ�Ë 
i×���Ë�× 
 �



� î�ù)ì!é����%ò�ù)ïBê]î]øiù)éiö ð�øiù�î�ðeøiê��Qø��#î]ïKï%øYù	��ì�
�ó!ø
�iîÎìeð æ ���
� Æ�Ì�Ì ! Á � »8²�Ï W�¿ ³ X#¿�¿ ² W ³ \]^)_Ð¾�^)[][]^ º ¿b¾�W
^)½ ³�»8² ¾VX#µ ³b³�» X ³ K \Î¿bX ψ1 Ä!´5^D¸D¹0Á@Â@^)W³�»8² ¿ ² µ4^)_@¸ º ² ¼@¿ ² T�3�Á � `FX�_@¸¢\]_ ³�² À)WYX ³ \]^)_¡^�¶ ² W K Á � »8² [�X#¿ ³ \]_ ²�Ø ¼�X�[]\ ³ ¹¢\Î¿�X�¸M\]W ² µ ³µ4^)_@¿ ²�Ø ¼ ² _@µ ² ^)¾ *�� [Î¸ ² WkÝy¿�\]_ ²�Ø ¼�X�[]\ ³ ¹©å º ²£» Xk¶ ² Iq(K) ≥ I2(K) =

√
nLK Á

� Æ�Ì�Ì ! Ì ! � Æ�Ì��8Ì�
iÈä×VÈQÌ�Ë�� � �0Á � ´@¿ ² WB¶ ²�³�» X ³ Z2(K) = LKB
n
2 Ã º » \Îµ » \]½�â8[]\ ² ¿

R(Z2(K)) = A2(K) = LK Á5á�[Î¿
^8Ã º »8² _ q → ∞ Ã�´5^ ³�» R(Zq(K)) X�_@¸ Aq(K)³�² _@¸ ³ ^ R(K) Á +�^8Ã@\]¾ º ² ¸ ²kÏ _ ²
(4.10) N(K) := {q ≥ 2 : R(Zq(K))

√
q <
√
nAq(K)},º ² \]½�½ ² ¸M\�X ³�² [�¹�¿ ²k²£³�» X ³ 2 ∈ N(K) X�_@¸ N(K) \Î¿�´5^)¼8_@¸ ² ¸AÁÓ ² ¿ ²4³ q∗ := sup{q ≥ 2 : [2, q] ⊆ N(K)} Á � »8² _ q∗ \Î¿ º ² [][A¸ ²kÏ _ ² ¸ÐX�_@¸ ³�»8²µ4^)_ ³ \]_�¼8\ ³ ¹Ð^)¾ R(Zq(K)) X�_@¸ Aq(K) º \ ³�» W ² ¿
â ² µ ³�³ ^ q ¿ » ^ º ¿ ³�» X ³

(4.11) R(Zq∗(K))
√
q∗ =

√
nAq∗(K).

Â@W
^)½ "�W
^)â5^0¿
\ ³ \]^)_ à Á ß Ã ³�» \Î¿b[�X#¿ ³�²�Ø ¼�X ³ \]^)_,¿ » ^ º ¿ ³�» X ³
(4.12) Aq∗,q∗(K) ' Aq∗(K).

�Ô^)\]_8À�´�X#µYZ ³ ^�T à Á ß)ß `�X�_@¸�¼@¿
\]_8À �K[�X�\]½ à Á � º ² À ²4³
(4.13) q∗ ≥ c1

√
n.

Â�\]_�X�[][�¹0ÃM¿
\]_@µ ² [2, c1
√
n] ⊆ N(K) Ã�¾�^)W ² ¶ ² WB¹ 2 ≤ q ≤ c1

√
n º ²�» Xk¶ ² Aq,q(K) '

Aq(K) X�_@¸ ³�» \Î¿�\]½�â8[]\ ² ¿ ³�» X ³
(4.14) Iq(K) '

√
n/q Aq,q(K) ≤ c2

√
n
Aq(K)√

q

¾�^)W�¿B^)½ ² X�´@¿B^)[]¼ ³�² µ4^)_@¿ ³ X�_ ³ c2 > 0 Á
Ó ² µ�X�_,_8^ º À)\�¶ ² X¡â8W
^�^)¾P^)¾ � »8² ^)W ² ½ � ´�X#¿ ² ¸,^)_ ³�»8² ¾�^)[][]^ º \]_8À�µ4W
\ ³�² W
\]^)_¾�W
^)½ Þ�ß�� ã!Á

� +�060 7 à Á à�2 �JÖk× δ ≥ 1 �#Ë5Õ¡Ç]Ök× 1� φ(n)� n ÙYÖ � �8Ì�
iÈä×VÈ"��Ö�ÉYÌ�Ë 
i×���Ë�× � � Ì�ÆÖ��#Ö4ÆiÚ£È�
kÌ#×VÆ�Ì���ÈQÉ�ÉYÌ�Ë��#Ö/�¡Ù�Ì�Õ�Ú K È�Ë Rn Ã5×$#DÖ ! Ì)Ç�Ç�Ì	%PÈ�Ë 0 
i×��#×%Ö4Í�Ö4Ë�× 
 ��Æ�ÖÔÖ���(DÈ"� �#Ç]Ö4Ë@×�å
TQX0` � Ì�Æ¢Ö���Ö4Æ�Ú t ≥ 1 Ã

(4.15) Prob({y ∈ K : ‖y‖2 ≥ δt
√
nLK}) ≤ exp(−φ(n)t).

Tä´5` � Ì�Æ¢Ö���Ö4Æ�Ú 2 ≤ q ≤ cφ(n) Ã
(4.16) Iq(K) =

( Ñ
K

‖y‖q2 dy
)1/q

≤ c(δ)√nLK ,

%'#DÖ4Æ�Ö c(δ) ' δ �
� Æ�Ì�Ì ! Ì ! , #DÖYÌ�ÆYÖ�Í��FÁ�Ó ² X#¿�¿B¼8½ ²,³�» X ³ K \Î¿�X�_ \Î¿
^ ³ W
^)â8\Îµ
µ4^)_�¶ ²4· ´5^D¸D¹\]_ Rn º » \Îµ » ¿�X ³ \Î¿ Ï8² ¿

(4.17) Ñ
Sn−1

‖fθ‖ψ2 σ(dθ) ≤ γLK



æ ��� � ���@|ix�~'wQqro
¾�^)W�¿B^)½ ² γ > 0 Á +�\]_@µ ² ‖fθ‖q ≤ c3

√
q ‖fθ‖ψ2 ¾�^)W ² ¶ ² WB¹ q ≥ 2 Ã º ² À ²4³

(4.18) Aq(K) = Ñ
Sn−1

‖fθ‖q σ(dθ) ≤ c4γ
√
q LK

¾�^)W ² ¶ ² WB¹ q ≥ 2 Ã º »8² W ² c4 > 0 \Î¿�X�_
X�´@¿B^)[]¼ ³�² µ4^)_@¿ ³ X�_ ³ Á ��^ º Ã "�W
^)â5^0¿B\ ³ \]^)_ à Á)3¿ » ^ º ¿ ³�» X ³
(4.19) Iq(K) ≤ c5γ

√
nLK

¾�^)W ² ¶ ² WB¹ 2 ≤ q ≤ c6
√
n Ã º »8² W ² c5, c6 > 0 X�W ² X�´@¿B^)[]¼ ³�² µ4^)_@¿ ³ X�_ ³ ¿kÁ � »8² _HÃ º ²µ�X�_�X�â8â8[�¹ "PW
^)â5^0¿
\ ³ \]^)_ à Á à º \ ³�» δ ' γ X�_@¸ φ(n) ' √n ³ ^�À ²4³

(4.20) Prob({y ∈ K : ‖y‖2 ≥ c1γt
√
nLK}) ≤ exp(−c2t

√
n)

¾�^)W ² ¶ ² WB¹ t ≥ 1 Ã º »8² W ² c1, c2 > 0 X�W ² X�´@¿B^)[]¼ ³�² µ4^)_@¿ ³ X�_ ³ ¿4Á
������� f ��� h � c

� ý	��
 � ü prnBo
��nBw � ψ2 � ì�ð%êÎî�í�éiê�ì �Bø���ê�ë'ì��©ò'ïBö î �4ì!éiù�ù)ø���í øiù�é�ï%øiù���ì 
�ó!ø
����î�ù�î�ðeøYê �Qø��#î]ï&��øið!î �êÎî]øiù � qrt ú	� nBx�zbn��!wQqrs ü o!v#nBse�!o5x�����~'t'se�!qrx�t�|ip ü t�|ipyS�o!qro ��� ����qrt'}'nBt'oV�!w!|�~'oQo©|it'}����������£qrpy�z�|it��]nB}'o
� � �! v#nBwB��lJm'nex4wVS ü }��0� ü v'v'pÎ� � � �#" qrw$�km!%i~'o!nBw �!" |ioQnBp � ý ���4û � ý	&kþ �� æ'� �¡� ü tk�Q�!qrp�| �#( � " |iprpD|it'}��%� �8nBwQqyo!o!qyt�|)�kq �+* ë'ì�ï�ì�ù�ê �Qéiö�ö�î�í�î�ê � �Qøkó�ö�ì�í �Bø��Kï!øiù	�iì 
�ó!ø
�iîÎìeð �lMw!|it'o
� ü zbnewB�!��|Y�!m�� 
 x�s�� �4û4û � æ�ç�ç�� � � þ���æ �'&kþ�� �4û-, nBwQw!|Y�!~'z � qyR'qr}�� ���4û � æiç4çiþ � � æ�ý ��� �� ��� �A� " |iwV�!m'n �. � � ~#/B}'x�t � 
 ���£nBt'}'nepro!x�t�|it'} ü �10�|�x�w �32 � �Qøkó!é4óeî�ö�î�ð%ê]î]ïbé���� �Qø
é4ï�ë�ê�ø�ê]ë'ì
4 ì!øYíbìeê �5��ø$��ê]ë�ì `np � ó!éYö�ö � ü t't����5wQx�R�|iR�� � �!xb|iv'v)n
|iwB�� þ6� �A� " |iwV�!m'nF|it'} ü � ( x�pr}'x�R'o$�kS � ��
iê �!ì�í�éiö)ð%öyékóeð<î�ùÔê]ë�ì�ïeò�ó%ì�éiù �Kê�ë'ì � é��#öyé4ï�ì�ê��!éYù�ð �eø���í �ü }��)�7�£|i�!m�� ý/�Yþ � æiç�ç�� � � ����&#ý�ýBþ �� û'��
 � � � " x�R#��x���|it'}8�A������0�|)9B|�wQx
� �;: ù�ï!øiù	�iì 
Kó!ø
�iîÎìeð�éYù ��öyø 4 � ï%øYù)ï%é��iì � �Qøkó!ékó�î�ö�î�ê���íbì!é �ð%ò��!ìeð=<�î�ê�ë�ò�ù#ï%øiù �iî�êÎî]øiù)éYö8ó!éYð%î�ð � qrt ú�� nex4z�ne�!wQqrs ü oQv)nese�!oHx��3��~'t'se�!qrx�t�|ip ü t�|ipyS�o!qro � ���-����£qrpyz�|it�|it'} � � 
 s%m'nBs%mk�!zb|�t>�]nB}'o
� � � ��nBse�!~'wQn?0Fxi�!nBoJqrt@��|Y�!m�� ý ��ç�� � 
 v'wQqrt'u�nBw �1" nBwQprqyt �æiç4ç�� � û �'&	� � �� ����
 � � � " x�R#��x���|it'}A�A�-�5��0�|69
|iwQx�� � � é�� 4 ì'�kì �
îÎéYêÎî]øiù�ð�ø ��êB���#î]ï%éYö�ö î�ù0ì!é����%ò�ù)ïeêÎî]øiù#éiö�ð�øiù�éï%øiù���ì 
£ó!ø
���C<@î�ê]ë�ò�ù#ï%øiù �Yî�ê]î]øiù)éiö©ó!éið%î�ð � qrt úD
 �!xks�m�|ioQ�!qysK��t'nFEk~�|�pyqy�!qrnBoP|it'} ü v'v'prqys
|Y�!qrx�t'o ��5wQx�u�wB� �5wQx�R�|iR�� û�� �#" qrw$�km!%i~'o!nBw �!" |ioQnBp � æiç�ç�� � ��&#ý � �� �'� � � " x�~'wQu4|iqrt �G: ù�ê]ë'ì �iî�ð%ê ��îÎó�ò�ê]î]øiù�ø$� ��øiö �Yù)øií�î]éiö ðÔøiù�ëkî 4 ë �iî�íbìeù�ð!îÎøYù)éiöJï!øiù	�iì 
£ðBìeê]ð �qrt ú � nBx�zbn��!wQqrs ü o!v#nBse�!o�x��H�#~'t's��!qrx�t�|�p ü t�|�p�S�o!qyo �7� �1��qrt'}'nBt'oV�!w!|�~'oQo�|it'}C���1������qrprzb|it�]nB}'o
� � � �DnBs��!~'wQn�0Fx��!neo<qytC��|Y�!m�� ýBþ���� � 
 v'wQqrt'u�nBw �!" nBwQprqrt � ý � ��ý � ý�æ �I&)ý ��� �� ���KJ �L: ù¡ê]ë�ìbî�ðeøiê��Qø��7� � ï%øiù�ð!ê�éiù'ê � �Qøkó�ö�ì�í �eø��NMPO©ñ�Q �SR7TP� ó!ø
�iîÎìeð � qrt ú � nBx�z�ne�!wQqrs ü oQv)nese�!o�x����~'t'se�!qrx�t�|ip ü t�|ipyS�oQqro � ���U���V�£qyprz�|it�|it'} � � 
 s�m'nBs%mk�!zb|itW�]ne}'o
� � � �DnBse�!~'wQnX0Fx��!neobqrt��|Y�!m�� ý ��ç�� � 
 v'wQqrt'u�nBw �!" newQprqrt � æ�ç�ç�� � ý�ýBþ6&#ý�æ�ý �� ��� ü �!YH|iwQR)newVS�|it'} � ����wQqru�m4� �7Z î�ð%ê���îÎóeò�êÎî]øiù#éiö�éiù � Lq � ù#ø���í î�ù)ì
[Bò'éiö î�êÎîÎìeð �Bø�� ��øiö �iù#øií�î]éiö�ðø���ì���ï!øiù	�iì 
�ó!ø
�iîÎì�ð�î�ù Rn � ��|Y�!m��#\<nBo
���Dne�Q�
� � � æiç�ç'ý � � æ ����&�æYþ�� �� ý
ç��  � � ~#/B}'x�tb|it'} � ���@|ix�~'wQqro � õ�øYù)ï�ì�ù�ê �Qéiê]î]øiù�ø$�Aí�éið!ðJøiù�ê�ë'ìHñ)ï�ë�éiê]êäìeù�ïBöyéið%ðBì�ð � v'wQnBv'wQqrt4�
�� ý�ý	� ü � � �V��qy�Q�i|)� � ���]���V�£qrpyz�|it�|�t'} � � 
 s%m'nBs�m4�!z�|it �+2 ��ì��Qé 4 ì�ð�ø$�Ôù#ø���í�ð�éiù �^[eò'éið%î �ù)ø���í�ð � ��|Y�!m�� ü t't�� ��ý�æ � ý ����� � � �4ûI&#ý�æiþ �� ý�æ'� � �D�D~�� � |6�¢|it'} � �`_)m�|it'u �`a öyéiðeïeë)b4ìFciñ)éiù'ê�éiöed�î�ù0ì
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