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Sous-normalité jointe non bornée et appliationspar
Olivier Demanze (Lille)Abstrat. T. Trent gave a new haraterization of subnormality for an operator ona Hilbert spae. T. Bînzar and D. P unesu generalized this ondition to ommutingtriples of operators. Here, we give an n-variable unbounded version of the above results.Theorems of this kind have also been obtained by Z. J. Jabªo«ski and J. Stohel.1. Introdution. Le premier à s'intéresser au problème de la sous-normalité et à en donner une ondition néessaire et su�sante est P. R. Hal-mos (voir [8℄). Sa ondition est ensuite améliorée par J. Bram (voir [2℄) : unopérateur S sur un espae de Hilbert H est sous-normal si et seulement si ilvéri�e la ondition de positivité suivante (appelée dans la suite ondition deHalmos�Bram) :

p
∑

i,j=0

〈Sixj , S
jxi〉 ≥ 0pour toute famille �nie (x0, . . . , xp) de veteurs de H. Une version multi-opératorielle est donnée par T. It� (voir [9℄). On peut même obtenir despuissanes identiques dans les produits salaires (voir les artiles de M. Em-bry [6℄ et A. Lubin [11℄ pour le as uni-dimensionnel et multi-dimensionnelrespetivement).Le as non borné est beauoup plus déliat à traiter. On ommene parrappeler la dé�nition d'un opérateur sous-normal dans le as non borné. Sion note par D(S) le domaine de l'opérateur S, on dit que S est sous-normals'il existe un espae de Hilbert K ontenant H et un opérateur normal Ndans K véri�ant

D(S) ⊂ D(N), Sx = Nx, ∀x ∈ D(S).En fait, même si le domaine de dé�nition est invariant, la ondition deHalmos�Bram n'implique pas forément la sous-normalité. Un exemple liéau problème multi-dimensionnel des moments est donné par J. Stohel et2000 Mathematis Subjet Classi�ation: 47B20, 47A57, 47B15.Key words and phrases: unbounded subnormal multi-operator.[227℄



228 O. DemanzeF. H. Szafranie (voir [14℄). Ils donnent aussi des onditions de sous-norma-lité pour des opérateurs non bornés (voir [14℄�[16℄).On rappelle également la dé�nition de la sous-normalité jointe dans eadre : on dit qu'une famille (S1, . . . , Sm) est sous-normale s'il existe unefamille d'opérateurs normaux (N1, . . . , Nm) qui la prolonge et telle que esopérateurs normaux ont les mesures spetrales qui ommutent. Il existe dif-férentes aratérisations de la sous-normalité jointe basées sur l'existene deformes sesquilinéaires véri�ant ertaines onditions de positivité (voir parexemple [20℄, [21℄, [4℄ et surtout [12℄ pour les idées initiales). Le but dee travail est d'étendre, au as non borné et n-opératoriel, les résultats deT. Bînzar et D. P unesu [1℄ sur les triplets d'opérateurs ontinus (voir éga-lement [7℄ pour le as des paires d'opérateurs). Les preuves seront baséessur le alul fontionnel des extensions normales, plus en rapport ave lespreuves initialement données par T. Trent [18℄ que elle de [1℄.2. Sous-normalité jointe. Dans toute la suite on utilisera les no-tations lassiques pour les multi-opérateurs et les multi-indies : si α =
(α1, . . . , αm) ∈ Z

m
+ et si T = (T1, . . . , Tm) est un multi-opérateur, on notepar Tαx l'élément Tα1

1 . . . Tαm
m x. On munit Z

m
+ de la loi produit terme àterme suivante :

α.β = (α1β1, . . . , αmβm), ∀(α, β) ∈ Z
m
+ × Z

m
+ .Dans toute la suite on notera par PH la projetion orthogonale sur H.Définition 2.1. Soit (S1, . . . , Sm) un multi-opérateur dé�ni dans unespae de Hilbert H. On suppose qu'il existe un sous-espae dense D inlusdans ⋂

j D(Sj) véri�ant les onditions suivantes :
Sj(D) ⊂ D, SiSjx = SjSix, ∀x ∈ D, i, j = 1, . . . , m.On dé�nit alors
S[α,β] = S∗α1

1 . . . S∗αm
m S

β1

1 . . . Sβm
m , ∀(α, β) ∈ Z

m
+ × Z

m
+ .Si le multi-opérateur S = (S1, . . . , Sm) est sous-normal (d'extension nor-male N = (N1, . . . , Nm) sur un espae de Hilbert K) et s'il existe D ommei-dessus, on a

〈Sαx, y〉 = 〈Nαx, y〉 = 〈x, N∗αy〉, ∀(x, y) ∈ D ×D.Si on note Sα∗ l'opérateur (Sα)∗, l'expression préédente nous permet derappeler que y ∈ D(Sα∗) et Sα∗y = PHN∗αy pour tout multi-indie positif α.En e�et, par le alul fontionnel de N, on a N∗α = Nα∗. On peut se référerà [17, Fat D℄ pour de tels résultats dans le as d'un opérateur. Cela s'adapteà notre adre sans di�ulté majeure. Ce qui vient d'être prouvé nous permetégalement de véri�er que
D ⊂ D(Sα∗Sβ), ∀(α, β) ∈ Z

m
+ × Z

m
+ .



Sous-normalité jointe 229Définition 2.2. Si (Fα)α∈Zm est une famille d'opérateurs bornés sur unespae de Hilbert H et si S et D sont omme préédemment, on dit que ettefamille est S-positive si pour toute famille �nie (aP,Q
c,d ) de nombres omplexesvéri�ant

∑

c,d≥0

∑

P,Q∈Z
m
+

a
P,Q
c,d λcλdz̄

QzP ≥ 0, ∀λd ∈ C, ∀z ∈ C
m,

on a la positivité suivante :
∑

c,d≥0

∑

P,Q∈Z
m
+

∑

K,L∈Z
m
+

a
P,Q
c,d 〈FK+P−L−QSL+Qfd,L, SK+P fc,K〉 ≥ 0

pour toute famille �nie (fc,K) de D.Pour un multi-opérateur formé d'unitaires, on dira que la famille unitaireest S-positive si les puissanes (positives et négatives) de e multi-opérateurforment une famille S-positive.Théorème 2.3. Soit S = (S1, . . . , Sm) un multi-opérateur non bornédé�ni dans un espae de Hilbert H. Soit D un sous-espae vetoriel denseinlus dans ⋂

j D(Sj) véri�ant les onditions suivantes :
Sj(D) ⊂ D, SiSjx = SjSix, ∀x ∈ D, i, j = 1, . . . , m.Les assertions suivantes sont équivalentes :(i) S|D = (S1|D, . . . , Sm|D) est sous-normal.(ii) Il existe un espae de Hilbert K ⊃ H et une famille ommutatived'opérateurs unitaires (U1, . . . , Um) = U, S-positive, telle que

Sα∗Sβx = Sβ∗PHUβ−αSαx, ∀x ∈ D.(iii) Il existe une famille (Aα)α∈Zm d'opérateurs, bornés sur H, S-posi-tive telle que
Sα∗Sβx = Sβ∗Aβ−αSαx, ∀x ∈ D.Preuve. (i)⇒(ii). On utilise le alul fontionnel pour les opérateurs nonbornés omme dans [18℄. Soit N = (N1, . . . , Nm) une extension normale de S.Soit E sa mesure spetrale assoiée. On obtient alors, pour tout x ∈ D,

Sα∗Sβx = PHNα∗Nβx = PHN∗αNβx,d'après e qui a été rappelé plus haut. Don,
Sα∗Sβx = PH

\̄
zαzβ dE(z̄, z)x

= PH

\
zα

m
∏

j=1

e−2iαj Arg(zj)z̄β
m
∏

j=1

e2iβj Arg(zj) dE(z̄, z)x

= PHN∗β
\m
∏

j=1

(e2i Arg(zj))βj−αj dE(z̄, z)Sαx.



230 O. DemanzeBien évidemment, on pose pour j = 1, . . . , m,

Uj =
\
e2i Arg(zj) dE(z̄, z).Ces opérateurs ommutent et sont unitaires (voir par exemple [5℄ ou [13℄).De plus, si z ∈ D(N∗β) = D(Nβ∗), on a pour tout x ∈ D,

〈Sβx, PHz〉 = 〈Nβx, z〉 = 〈x, N∗βz〉.On en onlut que, dans e as, PHz ∈ D(Sβ∗) et Sβ∗PHz = PHN∗βz. Ceiimplique la relation suivante :
Sα∗Sβx = Sβ∗PHUβ−αSαx, ∀x ∈ D.Il reste à prouver que ette famille est S-positive. On se base égalementsur le alul fontionnel. Soit (aP,Q

c,d ) une famille �nie de nombres omplexesvéri�ant l'inégalité
∑

c,d≥0

∑

P,Q∈Zm
+

a
P,Q
c,d λcλdz̄

QzP ≥ 0, λd ∈ C, z ∈ C
m.

Alors, il faut prouver que
∑

c,d≥0

∑

P,Q∈Z
m
+

∑

K,L∈Z
m
+

a
P,Q
c,d 〈UK+P−L−QSL+Qfd,L, SK+P fc,K〉 ≥ 0.

L'expression de gauhe devient
∑

c,d≥0

∑

P,Q∈Zm
+

∑

K,L∈Zm
+

a
P,Q
c,d 〈U−L−QSL+Qfd,L, U−K−P SK+P fc,K〉.

Cei peut également s'érire
∑

c,d≥0

∑

P,Q∈Z
m
+

∑

K,L∈Z
m
+

a
P,Q
c,d

〈\
e2i(L+Q).Arg(z)zL+Q dE(z̄, z)fd,L,\

e2i(K+P ).Arg(z)zK+P dE(z̄, z)fc,K

〉

=
∑

c,d≥0

∑

P,Q∈Z
m
+

a
P,Q
c,d

〈\
e2iQ.Arg(z)zQ dE(z̄, z)gd,

\
e2iP.Arg(z)zP dE(z̄, z)gc

〉

,

où les éléments (gd)d sont donnés par
gd =

∑

L∈Z
m
+

\
e2iL.Arg(z)zL dE(z̄, z)fd,L, d ≥ 0.La ombinaison des produits salaires devient alors

∑

c,d≥0

〈\
∑

P,Q∈Zm
+

a
P,Q
c,d (e2iArg(z)z)Q(e2i Arg(z)z)

P
dE(z̄, z)gd, gc

〉

.

On peut ensuite utiliser des idées de J. Stohel et F. H. Szafranie [15℄. Onne donne que les étapes prinipales de la démonstration. On note µ la mesurepositive suivante : µ(τ) =
∑

d〈E(τ)gd, gd〉.



Sous-normalité jointe 231Par le théorème de Radon�Nikodym, on montre que les mesures om-plexes (〈E(∗)gc, gd〉)c,d sont absolument ontinues. Don il existe une famillede fontions boréliennes (Fc,d)c,d véri�ant
〈E(τ)gc, gd〉 =

\
τ

Fc,d(z̄, z) dµ(z̄, z).On montre que ∑

Fc,dλcλd ≥ 0, 'est-à-dire que (Fc,d)c,d est de type positif.On pose
Pc,d(z̄, z) =

∑

P,Q∈Z
m
+

a
P,Q
c,d (e2iArg(z)z)Q(e2i Arg(z)z)

P
.

Par notre hypothèse la famille (Pc,d)c,d est également de type positif. Enutilisant le produit de Shur, on obtient la même propriété pour la famille
(Fc,dPc,d)c,d. Et en appliquant ei à la famille (λc = 1), on obtient que

∑

c,d≥0

Fc,d(z̄, z)Pc,d(z̄, z) ≥ 0,ei µ-presque partout. Or, on a
∑

c,d≥0

〈\
∑

P,Q∈Z
m
+

a
P,Q
c,d (e2i Arg(z)z)Q(e2i Arg(z)z)

P
dE(z̄, z)gd, gc

〉

=
\

∑

c,d≥0

Fc,d(z̄, z)Pc,d(z̄, z) dµ(z̄, z) ≥ 0,e qui permet de déduire la S-positivité de la famille d'opérateurs unitaires.(ii)⇒(iii). On pose
Aγ = PHU

γ1

1 . . . Uγm
m |H, γ ∈ Z

m.Cette famille d'opérateurs véri�e lairement les égalités suivantes :
Sα∗Sβx = Sβ∗Aβ−αSαx, ∀x ∈ D.De plus, ette famille est S-positive ar la famille ommutative d'opérateursunitaires (U1, . . . , Um) l'est.(iii)⇒(i). Pour démontrer ette dernière impliation, on va utiliser uneversion multi-opératorielle d'un résultat de J. Stohel et F. H. Szafranie(voir [15℄ et [3℄). Soit une famille �nie (aP,Q

c,d ) de nombres omplexes véri�ant
∑

c,d≥0

∑

P,Q∈Zm
+

a
P,Q
c,d λcλdz̄

QzP ≥ 0, λd ∈ C, z ∈ C
m.

On a la positivité suivante :
∑

c,d≥0

∑

P,Q∈Zm
+

∑

K,L∈Zm
+

a
P,Q
c,d 〈AK+P−L−QSL+Qfd,L, SK+P fc,K〉 ≥ 0

pour toute famille (fc,K) de D. La partie gauhe de ette expression devient



232 O. Demanze(après avoir noté que le veteur AK+P−L−QSL+Qfd,L est dans D(S(K+P )∗))
∑

c,d≥0

∑

P,Q∈Z
m
+

∑

K,L∈Z
m
+

a
P,Q
c,d 〈S(K+P )∗AK+P−L−QSL+Qfd,L, fc,K〉

=
∑

c,d≥0

∑

P,Q∈Z
m
+

∑

K,L∈Z
m
+

a
P,Q
c,d 〈S(L+Q)∗SK+P fd,L, fc,K〉

=
∑

c,d≥0

∑

P,Q∈Zm
+

∑

K,L∈Zm
+

a
P,Q
c,d 〈SK+P fd,L, SL+Qfc,K〉.

Don, par le ritère préédemment ité (voir [3℄), S est un multi-opérateursous-normal.Définition 2.4. Soit S un opérateur dans H non néessairement bornéet soit f un élément de D∞(S). On dit que f est un veteur borné de S s'ilexiste a = a(f) > 0 et c = c(f) > 0 tels que
‖Snf‖ ≤ acn, ∀n ∈ Z+.On dit également que f est un veteur analytique s'il existe t = t(f) > 0 telque

∞
∑

n=1

‖Snf‖

n!
tn < ∞.En�n, on dira que f est un veteur quasi-analytique s'il véri�e

∞
∑

n=1

‖Snf‖−1/n = +∞.On notera respetivement par B(S), A(S) et Q(S) les ensembles desveteurs bornés, analytiques et quasi-analytiques de S. Ces ensembles sonttous stables par S. Pour les deux premiers, 'est évident. Pour Q(S), eladéoule d'une inégalité de Carleman (voir [14℄).Le fait important, ii, est que B(S) et A(S) sont des espaes vetoriels.On rappelle maintenant un résultat de J. Stohel et F. H. Szafranie sur lesopérateurs à domaines quasi-analytiques.Théorème 2.5 (Stohel�Szafranie). Soit S = (S1, . . . , Sm) un multi-opérateur non néessairement borné dé�ni dans un espae de Hilbert H. Soit
D un sous-espae vetoriel dense inlus dans ⋂

j D(Sj) véri�ant
Sj(D) ⊂ D, SiSjx = SjSix, ∀x ∈ D, i, j = 1, . . . , m.Supposons que S véri�e les onditions suivantes :(i) D est engendré par l'ensemble {Sαf : α ∈ Z

n
+, f ∈

⋂

j Q(Sj)}.(ii) S véri�e la positivité de It�, i.e.
∑

〈Sαfβ, Sβfα〉 ≥ 0, ∀(fα) ⊂ D.Alors le multi-opérateur S|D = (S1|D, . . . , Sm|D) est sous-normal.



Sous-normalité jointe 233On peut alors donner le résultat suivant :Théorème 2.6. Soit S = (S1, . . . , Sm) un multi-opérateur non bornédé�ni dans un espae de Hilbert H. Soit D un sous-espae vetoriel denseinlus dans ⋂

j D(Sj) véri�ant
Sj(D) ⊂ D, SiSjx = SjSix, ∀x ∈ D, i, j = 1, . . . , m.On suppose, de plus, que

D ⊂
m
⋂

j=1

Q(Sj).Les assertions suivantes sont équivalentes :(i) S|D = (S1|D, . . . , Sm|D) est sous-normal.(ii) Il existe un espae de Hilbert K ⊃ H et une famille ommutatived'opérateurs unitaires (U1, . . . , Um) telle que
Sα∗Sβx = Sβ∗PHUβ−αSαx, ∀x ∈ D, ∀α.β = 0.(iii) Il existe une famille (Aα)α∈Zm d'opérateurs, bornés sur H, telle que

Sα∗Sβx = Sβ∗Aβ−αSαx, ∀x ∈ D, ∀α.β = 0,
∑

α,β≥0

〈Aβ−αfβ , fα〉 ≥ 0, fα ∈ D.

Preuve. (i)⇒(ii). Il su�t d'utiliser la même preuve que pour le théo-rème 2.3. En e qui onerne l'impliation (ii)⇒(iii), on pose Aγ = PHUγ |H.(iii)⇒(i). La méthode utilisée ii est naturelle et s'apparente à elle uti-lisée dans le Théorème 3.1 de [10℄. Pour tout (α, β) ∈ Z
m × Z

m, on pose
(α, β) = (min(α1, β1), . . . , min(αm, βm)) ∈ Z

m.On peut alors aluler les sommes suivantes (en notant qu'il faut faire at-tention ar la première propriété sur les opérateurs (Aα)α∈Zm n'est valableque lorsque α.β = 0) :
∑

α,β≥0

〈Sβfα, Sαfβ〉 =
∑

α,β≥0

〈Sβ−(α,β)S(α,β)fα, Sα−(α,β)S(α,β)fβ〉

=
∑

α,β≥0

〈S(α−(α,β))∗Sβ−(α,β)S(α,β)fα, S(α,β)fβ〉

=
∑

α,β≥0

〈S(β−(α,β))∗Aα−βSα−(α,β)S(α,β)fα, S(α,β)fβ〉

=
∑

α,β≥0

〈Aα−βSαfα, Sβfβ〉 =
∑

α,β≥0

〈Aα−βgα, gβ〉 ≥ 0,



234 O. Demanzeave gα = Sαfα, pour tout α ∈ Z
m
+ . Par le théorème de J. Stohel etF. H. Szafranie, ité préédemment, on obtient que S|D = (S1|D, . . . , Sm|D)est sous-normal.Remarques 2.7. On sait que l'ensemble des veteurs quasi-analytiquesn'est pas un espae vetoriel. Mais on peut en partiulier appliquer le résul-tat préédent au as où le sous-espae D est l'intersetion des ensemblesanalytiques, e qui est stable par linéarité.On peut restreindre la ondition de positivité aux as où les α, β véri�ent

α.β = 0, ar on utilise la positivité de It� (omme dans [1℄).Comme orollaire du résultat préédent, on obtient dans le as bornéCorollaire 2.8. Soit S = (S1, . . . , Sm) un multi-opérateur borné om-mutatif dé�ni sur un espae de Hilbert H. Les assertions suivantes sont équi-valentes :(i) S = (S1, . . . , Sm) est sous-normal.(ii) Il existe un espae de Hilbert K ⊃ H et une famille ommutatived'opérateurs unitaires (U1, . . . , Um) telle que
S[α,β]x = S∗βPHUβ−αSαx, ∀x ∈ H, ∀α.β = 0.(iii) Il existe une famille (Aα)α∈Zm d'opérateurs, bornés sur H, telle que

S[α,β]x = S∗βAβ−αSαx, ∀x ∈ H, ∀α.β = 0,
∑

α,β≥0

〈Aβ−αfβ , fα〉 ≥ 0, fα ∈ H.Preuve. Il su�t d'utiliser le résultat préédent en notant que, puisquenous avons des opérateurs bornés, tout élément de H est un veteur bornéet don inlus dans l'ensemble des veteurs quasi-analytiques.En partiulier, on obtient le Théorème 1 de T. Bînzar et D. P unesu,pour m = 3. En e�et, par le passage aux adjoints (sur les relations) on peutdiminuer le nombre de onditions :
S[β,α] = (S[α,β])∗.Remarque 2.9. On peut noter également que le Corollaire 2.8 peutêtre relier au Théorème 3.1 et au Corollaire 3.2 de [10℄. En e�et, le fait detravailler sur des sous-ensembles ω et ω̃ omplémentaires de {1, . . . , m} esttraduit dans notre adre par la ondition α.β = 0.3. Remarque sur le problème des moments vetoriel. Ce pro-blème lassique a déjà été traité par plusieurs auteurs. Étant donné unefamille de veteurs (hα)α∈Z

m
+
d'un espae de Hilbert H, peut-on trouver unefamille ommutative d'opérateurs normaux véri�ant hα = Sαh0, ∀α ∈ Z

m
+?Dans toute la suite, on notera par (e1, . . . , em) la base anonique de C
m.



Sous-normalité jointe 235En utilisant des méthodes similaires à elles de [1℄, on peut prouver le Théo-rème 3.1 i-dessous. Il faut noter qu'un résultat de e type ne demandant quedes onditions sur la famille de veteurs de H a été prouvé réemment dans[10℄ (à paraître au moment de la rédation de e travail). Je tiens à remerierle référé de m'avoir signalé e résultat que je ne onnaissais pas lors de larédation de e travail. C'est pourquoi on ne donnera pas de démonstrationdu Théorème 3.1 ii.Théorème 3.1. Soit H un espae de Hilbert et soit (hα)α∈Zm
+
une familled'éléments de H qui engendre l'espae de Hilbert H telle que l'on ait (j =

1, . . . , m) :
∀α ∈ Z

m
+ , ∃t = tα

+∞
∑

n=1

‖hα+nej
‖ tn(n!)−1 < +∞.Les assertions suivantes sont équivalentes :(i) Il existe un opérateur sous-normal S = (S1, . . . , Sm) non néessaire-ment borné véri�ant hα = Sαh0, ∀α ∈ Z

m
+ .(ii) Il existe une suite de veteurs (hα,β)α,β∈Z

m
+

de H véri�ant les pro-priétés suivantes :
• hα,0 = hα, ∀α ∈ Z

m
+ ,

• 〈hα,β, hδ〉 = 〈hα, hδ+β〉, ∀α, δ, β ∈ Z
m
+ ,

•
∥

∥

∥

∑

α,β≥0

cα,βhα,β

∥

∥

∥

2
≤

∑

α,β,α′,β′≥0

cα,βcα′,β′〈hα+β′ , hβ+α′〉.

En partiulier, on obtenait une généralisation au as des multi-opérateursquelonques du résultat de [1℄, où le as des triplets d'opérateurs est étu-dié. Des onditions expliites pour un tel résultat ont déjà été obtenues parZ. J. Jabªo«ski et J. Stohel (voir le Théorème 6.1 et la Proposition 6.3 de [10℄).En utilisant les méthodes du Théorème 3.1, on peut donner une versionopératorielle de e théorème. De tels types de résultats ont été obtenus parF.-H. Vasilesu (voir Théorème 3.7 de [19℄). On obtient alors une généralisa-tion d'un théorème de [1℄. Pour énoner le résultat suivant, on a besoin dequelques notations. Si T est un opérateur non néessairement borné dans H,on note par D∞(T ) l'intersetion des domaines des itérés de T. De plusl'ensemble Vect(A) (A ⊂ H) représente l'espae vetoriel engendré par lesveteurs de A. Pour e résultat également, Z. J. Jabªo«ski et J. Stohel ontobtenu un ritère expliite plus général (voir par exemple le Théorème 5.5ou Théorème 5.6 de [10℄).Théorème 3.2. Soit H un espae de Hilbert et soit (Tα)α∈Z
m
+
une familled'opérateurs non néessairement bornés dans H. On suppose qu'il existe unsous-espae invariant D dense véri�ant D ⊂ D∞(Tα)∩D∞(T ∗

α) (pour tout α)



236 O. Demanzeet tel que Vect(Tα(D))α soit dense dans H. On suppose de plus que pour tout
x ∈ Vect(Tα(D))α, il existe tx 6= 0 tel que ∑+∞

n=1 ‖Tα+nej
x‖ tnx(n!)−1 < +∞.Alors les assertions suivantes sont équivalentes :(i) Il existe un opérateur sous-normal S = (S1, . . . , Sm) non néessaire-ment borné véri�ant Tα = SαT0, ∀α ∈ Z

m
+ .(ii) Il existe une suite d'opérateurs (Tα,β)α,β∈Z

m
+

dé�ni sur un domaineontenant D véri�ant les propriétés suivantes :
• Tα,0 = Tα, ∀α ∈ Z

m
+ ,

• T ∗
δ Tα,βx = T ∗

δ+βTαx, ∀x ∈ D, ∀α, δ, β ∈ Z
m
+ ,

•
∥

∥

∥

∑

α,β≥0

Tβ,αxα,β

∥

∥

∥

2
≤

∑

α,β,α′,β′≥0

〈Tα′+βxα,β, Tβ′+αxα′,β′〉.

En partiulier, on obtenait une généralisation, au as des multi-opéra-teurs quelonques, d'un résultat de T. Bînzar et D. P unesu. Ce résultatétait déjà obtenu par Z. J. Jabªo«ski et J. Stohel (voir la Proposition 9.1de [10℄).Remeriements. L'auteur voudrait remerier le référé de lui avoir si-gnalé un artile à paraître (au moment de la rédation de e travail, [10℄),dont il n'avait pas onnaissane, dans lequel Z. J. Jabªo«ski et J. Stoheldonnent des ritères expliites et plus généraux que eux énonés dans ladernière setion.
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