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Sous-normalité jointe non bornée et applications
par

OLIVIER DEMANZE (Lille)

Abstract. T. Trent gave a new characterization of subnormality for an operator on
a Hilbert space. T. Binzar and D. Piunescu generalized this condition to commuting
triples of operators. Here, we give an n-variable unbounded version of the above results.
Theorems of this kind have also been obtained by Z. J. Jabtonski and J. Stochel.

1. Introduction. Le premier & s’intéresser au probléme de la sous-
normalité et & en donner une condition nécessaire et suffisante est P. R. Hal-
mos (voir [8]). Sa condition est ensuite améliorée par J. Bram (voir [2]) : un
opérateur S sur un espace de Hilbert H est sous-normal si et seulement si il
vérifie la condition de positivité suivante (appelée dans la suite condition de
Halmos—Bram) :

P
Z <SZ$]', S]$Z> > 0
i,j=0
pour toute famille finie (xo,...,2,) de vecteurs de H. Une version multi-

opératorielle est donnée par T. It6 (voir [9]). On peut méme obtenir des
puissances identiques dans les produits scalaires (voir les articles de M. Em-
bry [6] et A. Lubin [11] pour le cas uni-dimensionnel et multi-dimensionnel
respectivement).

Le cas non borné est beaucoup plus délicat & traiter. On commence par
rappeler la définition d’un opérateur sous-normal dans le cas non borné. Si
on note par D(S) le domaine de l'opérateur S, on dit que S est sous-normal
s’ill existe un espace de Hilbert IC contenant H et un opérateur normal N
dans K vérifiant

D(S) c D(N), Sx= Nz, VzeD).

En fait, méme si le domaine de définition est invariant, la condition de
Halmos—Bram n’implique pas forcément la sous-normalité. Un exemple lié
au probléme multi-dimensionnel des moments est donné par J. Stochel et

2000 Mathematics Subject Classification: 47TB20, 47A57, 47B15.
Key words and phrases: unbounded subnormal multi-operator.

[227]



228 O. Demanze

F. H. Szafraniec (voir [14]). Ils donnent aussi des conditions de sous-norma-
lité pour des opérateurs non bornés (voir [14]-[16]).

On rappelle également la définition de la sous-normalité jointe dans ce
cadre : on dit qu’une famille (S1,...,Sy,) est sous-normale §’il existe une
famille d’opérateurs normaux (Ni,..., N,,) qui la prolonge et telle que ces
opérateurs normaux ont les mesures spectrales qui commutent. Il existe dif-
férentes caractérisations de la sous-normalité jointe basées sur l'existence de
formes sesquilinéaires vérifiant certaines conditions de positivité (voir par
exemple [20], [21], [4] et surtout [12] pour les idées initiales). Le but de
ce travail est d’étendre, au cas non borné et n-opératoriel, les résultats de
T. Binzar et D. Piunescu [1] sur les triplets d’opérateurs continus (voir éga-
lement [7] pour le cas des paires d’opérateurs). Les preuves seront basées
sur le calcul fonctionnel des extensions normales, plus en rapport avec les
preuves initialement données par T. Trent [18] que celle de [1].

2. Sous-normalité jointe. Dans toute la suite on utilisera les no-
tations classiques pour les multi-opérateurs et les multi-indices : si a =
(a1,...,00) € ZT et si T = (T1,...,T5,) est un multi-opérateur, on note
par T% I'élément 77" ... T%mz. On munit Z7 de la loi produit terme a
terme suivante :

a.f = (a1B1,...,amBm), V(o p) €] x L.
Dans toute la suite on notera par Py la projection orthogonale sur H.

DEFINITION 2.1. Soit (S1,...,Sy) un multi-opérateur défini dans un
espace de Hilbert H. On suppose qu'’il existe un sous-espace dense D inclus
dans (); D(S;) vérifiant les conditions suivantes :

S](D) c D, SlSJQZ‘ = SjSZ'ZE, VeeD, i,j=1,...,m.
On définit alors
Slefl = grew | gramgh | GO (a, ) € ZT x LT

Si le multi-opérateur S = (S1,...,Sy) est sous-normal (d’extension nor-
male N = (Ny,..., Ny,) sur un espace de Hilbert K) et s’il existe D comme
ci-dessus, on a

(S%,y) = (N%,y) = (&, N**y), V(x,y) € D xD.

Si on note S** 'opérateur (S)*, Pexpression précédente nous permet de
rappeler que y € D(S¥*) et S*y = Py N**y pour tout multi-indice positif a.
En effet, par le calcul fonctionnel de IV, on a N*® = N**. On peut se référer
a [17, Fact D] pour de tels résultats dans le cas d’un opérateur. Cela s’adapte
a notre cadre sans difficulté majeure. Ce qui vient d’étre prouvé nous permet
également de vérifier que

D C D(§*S?),  V(a,B) € 2T x 2.
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DEFINITION 2.2. Si (Fjy)aezm est une famille d’opérateurs bornés sur un
espace de Hilbert H et si S et D sont comme precedemment on dit que cette
famille est S-positive si pour toute famille finie (a d ) de nombres complexes
vérifiant

>N alPReaz?2P >0, vaec, vzecm,
c,d>0 P, QEZm
on a la positivité suivante :

S S Y P Firo -8 T an, S5 fak) 2 0

¢,d>0 P,QEZT K,LEL

pour toute famille finie (f. x) de D.

Pour un multi-opérateur formé d’unitaires, on dira que la famille unitaire
est S-positive si les puissances (positives et négatives) de ce multi-opérateur
forment une famille S-positive.

THEOREME 2.3. Soit S = (S1,...,Sm) un multi-opérateur non borné
défini dans un espace de Hilbert H. Soit D un sous-espace vectoriel dense
inclus dans (; D(S;) vérifiant les conditions suivantes :

S](D) c D, SZ'S]'.%:S]'SZ'.I', VeeD, i,j=1,...,m
Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) S|p = (Silp,-..,Sm|p) est sous-normal.
(ii) Il existe un espace de Hilbert K O H et une famille commutative
d’opérateurs unitaires (U, ...,Uy,) = U, S-positive, telle que

S8y — §P* Py UP~*S%: VY € D.

(iii) Il existe une famille (Ay)aczm d’opérateurs, bornés sur H, S-posi-
tive telle que

S*SPyx = S Ay ,S%, Vx€D.

Preuve. (i)=-(ii). On utilise le calcul fonctionnel pour les opérateurs non
bornés comme dans [18]. Soit N = (Ny, ..., N,,) une extension normale de S.
Soit F sa mesure spectrale associée. On obtient alors, pour tout x € D,

5By = Py N“* NPy = Py N**NPz,
d’aprés ce qui a été rappelé plus haut. Donc,

S S8y = Py S 728 dE(z, 2)x

m
_ PHSZQ H e —2iaj Arg(z;) ,6’ H 622’[3] Arg(z;) dE(Z Z)

J 7=1

=1
m

= PN P T (2480005 dB(z, ) S
7j=1
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Bien évidemment, on pose pour j =1,...,m,
U; = e?*e=) dE(z, 2).
Ces opérateurs commutent et sont unitaires (voir par exemple [5] ou [13]).
De plus, si z € D(N*P) = D(N?*), on a pour tout x € D,
(8Px, Pyz) = (NP, 2) = (x, N*z).

On en conclut que, dans ce cas, Pz € D(S%) et S#*Pyz = PyyN*Pz. Ceci
implique la relation suivante :

S G5By = §8 Py UP~*S8%:,  Vz e D.
Il reste & prouver que cette famille est S-positive. On se base également

sur le calcul fonctionnel. Soit (a f) une famille finie de nombres complexes
vérifiant 1'inégalité

Z Z ’Q)\)\dzz >0, Me€C, zeC™.
¢,d>0 P,QELT

Alors, il faut prouver que

Z Z Z UK+P L-QgL+Qy, | §K+Pf 1y >,

¢,d>0 P,QELT K,LELTY

L’expression de gauche devient

Z Z Z U L-Qgl+Qy, | y-K-PgK+Pf

¢,d>0 P,QELT K,LELT

Ceci peut également s’écrire

Z Z Z <S 20(L+Q)- Are(2) ,L4Q 4Bz, 2) fu 1,

¢,d>0 PQELT K,LELT
Se2z‘(K+P).Arg(Z)zK+P dE(z, Z)fc,K>

= Z Z af’dQ< S e2iQ- Arg(2) ,Q dE(z, z)gd,Se%P' Arg(z) , P dE(z, z)gc>,

¢,d>0 P,QEL™
ou les éléments (g4)q sont donnés par
gq = Z 862”" Arg(z) , L dE(Z,2)farn, d>0.
Lezt
La combinaison des produits scalaires devient alors
- —— P
Z <S Z aff(em Arg(z)z)Q(e% Arg(z)z) dE(Z, Z)gd, gc>‘
¢d>0  PQEZT

On peut ensuite utiliser des idées de J. Stochel et F. H. Szafraniec [15]. On
ne donne que les étapes principales de la démonstration. On note u la mesure

positive suivante : p(7) = > (E(T)3dd, 9d)-
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Par le théoréme de Radon—Nikodym, on montre que les mesures com-
plexes ((E(*)ge, gd))e,d sont absolument continues. Donc il existe une famille
de fonctions boréliennes (F, q).,q vérifiant

(E(T)ges 9a) =\ Fra(Z,2) du(Z, 2).
On montre que ) Fc’dxc)\d > 0, c’est-a-dire que (F, q).q est de type positif.
On pose
. —— P
Peg(z,2) = Y al(e¥Arel))Q(e2iAne(a)z)
PQeZT
Par notre hypothése la famille (P.q).q est également de type positif. En

utilisant le produit de Schur, on obtient la méme propriété pour la famille
(Fe.aP:.d)ca- Et en appliquant ceci a la famille (A. = 1), on obtient que

Z Fc,d(za Z)Pc,d(ga Z) > 07
c,d>0
ceci u-presque partout. Or, on a

: P
Z < S Z af§(621 Arg(z)z)Q(622 Arg(z)z) dE(Z, Z)gd, gc>
cd>0 ' PQeLT

=\ F.a(z,2)Pea(z 2) du(z,2) > 0,
¢,d>0
ce qui permet de déduire la S-positivité de la famille d’opérateurs unitaires.
(ii)=-(iii). On pose
A, =PyU . Uy, ~EZ™.
Cette famille d’opérateurs vérifie clairement les égalités suivantes :
S*SPy = S Ay \S%,  Vax €D.

De plus, cette famille est S-positive car la famille commutative d’opérateurs
unitaires (Uy, ..., Uy,,) lest.

(iii)=-(i). Pour démontrer cette derniére implication, on va utiliser une
version multi-opératorielle d’un résultat de J. Stochel et F. H. Szafraniec
(voir [15] et [3]). Soit une famille finie (aff) de nombres complexes vérifiant

Z Z af,’dQXcAd?QZP >0, MNeC, zeC™
¢,d>0 P,QeZY

On a la positivité suivante :

Z Z Z a§§<AK+P—L—QSL+Qfd,LaSK+Pfc,K>ZO

¢,d>0 P,QEZT K,LELT

pour toute famille (f. x) de D. La partie gauche de cette expression devient
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(aprés avoir noté que le vecteur A p_r oS @ fy 1 est dans D(SE+P)*))

DY af:’dQ(S(K+P)*AK+P7L7QSL+Qfd,L7fc,K>

¢,d>0 P,QEZT K,LELT

= Z Z Z af,aQw(LJrQ)*SKJFPfd,L,fc,K>

¢,d>0 PQELT K,LELT

= Z Z Z SK+Pf L ,SL+ch K>

¢,d>0 P,QELT K,LELT

Donc, par le critére précédemment cité (voir [3]), S est un multi-opérateur
sous-normal. =

DEFINITION 2.4. Soit S un opérateur dans H non nécessairement borné
et soit f un élément de D*°(S). On dit que f est un vecteur borné de S s’il
existe a = a(f) > 0 et ¢ =c(f) > 0 tels que
IS"fll <ac™, VneZ;.

On dit également que f est un vecteur analytique s’il existe t = ¢(f) > 0 tel

que
I ”fll
Z

Enfin, on dira que f est un vecteur quasi—analytique s’il vérifie

o0
D OUS™ I = oo
n=1
On notera respectivement par B(S), A(S) et Q(S) les ensembles des
vecteurs bornés, analytiques et quasi-analytiques de S. Ces ensembles sont
tous stables par S. Pour les deux premiers, c’est évident. Pour Q(S5), cela
découle d’une inégalité de Carleman (voir [14]).
Le fait important, ici, est que B(S) et A(S) sont des espaces vectoriels.
On rappelle maintenant un résultat de J. Stochel et F. H. Szafraniec sur les
opérateurs & domaines quasi-analytiques.

THEOREME 2.5 (Stochel-Szafraniec). Soit S = (Si,...,Sm) un multi-
opérateur non nécessairement borné défini dans un espace de Hilbert H. Soit
D un sous-espace vectoriel dense inclus dans (); D(S;) vérifiant

S](D) C D, SZSJSC = S’jSix, VeeD, i,j=1,...,m
Supposons que S vérifie les conditions suivantes :
(i) D est engendré par lensemble {S*f : a € Z1, f € ; Q(S))}-
(ii) S vérifie la positivité de It6, i.e.
> (S9f5.8 fa) >0, Y(fa) CD.

Alors le multi-opérateur S|p = (Si|p, ..., Sm|p) est sous-normal.
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On peut alors donner le résultat suivant :

THEOREME 2.6. Soit S = (S1,...,Sm) un multi-opérateur non borné
définit dans un espace de Hilbert H. Soit D un sous-espace vectoriel dense
inclus dans (; D(S;) vérifiant

S;(D)c D, S5;Sjx=25;Sx, VreD,ij=1,...,m.
On suppose, de plus, que
m
DcC () QS)).
j=1
Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) Slp = (Silp,---,Sm|p) est sous-normal.

(ii) Il existe un espace de Hilbert I O H et une famille commutative
d’opérateurs unitaires (U, ...,Uy,) telle que

S By = §P* P UB~S%:, Yz e D, Va.8 = 0.
(i) 1l existe une famille (Ay)aczm d’opérateurs, bornés sur H, telle que
S§*SPy = S Ay oS, Vx €D, Va.f =0,
Y (Apafs fa) >0,  fa€D.

a,820
Preuve. (i)=-(ii). Il suffit d’utiliser la méme preuve que pour le théo-
réme 2.3. En ce qui concerne I'implication (ii)=-(iii), on pose A, = Py U"|x.
(iii)=-(i). La méthode utilisée ici est naturelle et s’apparente & celle uti-
lisée dans le Théoréme 3.1 de [10]. Pour tout (o, 3) € Z™ x Z™, on pose

(o, 8) = (min(aq, B1), . .., min(am, b)) € Z™.

On peut alors calculer les sommes suivantes (en notant qu’il faut faire at-
tention car la premiére propriété sur les opérateurs (Ay)qaezm n’est valable
que lorsque .3 =0) :

Z (SP fo, S f5) = Z (§P-(eB)glat) g ga—(a) glad) f4)
a,3>0 a,3>0
_ Z <S(a—(%))*gﬁ—(ﬂ)5(ﬂ)fmS(M)fﬂ.)
a,3>0
_ Z <S(ﬁ—(a_ﬁ))*Aa_ﬁSa—(%)S(Of_ﬁ)fa’ S(M)f@
a,3>0

= Z <Aa—ﬁ5afa’8ﬁf,@> = Z <Aa—,8.gomgﬁ> > 07

a,620 a,520
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avec go = S%fn, pour tout o € Z7T'. Par le théoréme de J. Stochel et
F. H. Szafraniec, cité précédemment, on obtient que S|p = (S1|p, ..., Sm|p)
est sous-normal.

REMARQUES 2.7. On sait que I’ensemble des vecteurs quasi-analytiques
n’est pas un espace vectoriel. Mais on peut en particulier appliquer le résul-
tat précédent au cas ol le sous-espace D est l'intersection des ensembles
analytiques, ce qui est stable par linéarité.

On peut restreindre la condition de positivité aux cas ot les «, 3 vérifient
a.f3 =0, car on utilise la positivité de Itd6 (comme dans [1]).

Comme corollaire du résultat précédent, on obtient dans le cas borné

COROLLAIRE 2.8. Soit S = (S1,...,Sm) un multi-opérateur borné com-
mutatif défini sur un espace de Hilbert H. Les assertions suivantes sont équi-
valentes :

(i) S=(S1,...,Sm) est sous-normal.
(i1) Il existe un espace de Hilbert KK O H et une famille commutative
d’opérateurs unitaires (U, ..., Uy) telle que

Sy = SO P U S, Vo € H, Va3 =0.
(iii) 1l existe une famille (Ay)aczm d’opérateurs, bornés sur H, telle que

S[a:,@];[; = S*/BAIg_aSC“{L’, VYV € H, vaﬂ = O?
S (Apafs fa) 20, fo€H

a,3>0
Preuve. 11 suffit d’utiliser le résultat précédent en notant que, puisque
nous avons des opérateurs bornés, tout élément de H est un vecteur borné
et donc inclus dans ’ensemble des vecteurs quasi-analytiques. m

En particulier, on obtient le Théoréme 1 de T. Binzar et D. Paunescu,
pour m = 3. En effet, par le passage aux adjoints (sur les relations) on peut
diminuer le nombre de conditions :

sloal — (gleBlyx,

REMARQUE 2.9. On peut noter également que le Corollaire 2.8 peut
étre relier au Théoréme 3.1 et au Corollaire 3.2 de [10]. En effet, le fait de
travailler sur des sous-ensembles w et @ complémentaires de {1,...,m} est
traduit dans notre cadre par la condition a.8 = 0.

3. Remarque sur le probléme des moments vectoriel. Ce pro-
bléme classique a déja été traité par plusieurs auteurs. Etant donné une
famille de vecteurs (ha)anT d’un espace de Hilbert H, peut-on trouver une
famille commutative d’opérateurs normaux vérifiant h, = S%hg, Va € Z'?
Dans toute la suite, on notera par (ei,...,e,) la base canonique de C™.
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En utilisant des méthodes similaires a celles de [1], on peut prouver le Théo-
réme 3.1 ci-dessous. 1l faut noter qu'un résultat de ce type ne demandant que
des conditions sur la famille de vecteurs de H a été prouvé récemment dans
[10] (& paraitre au moment de la rédaction de ce travail). Je tiens a remercier
le référé de m’avoir signalé ce résultat que je ne connaissais pas lors de la
rédaction de ce travail. C’est pourquoi on ne donnera pas de démonstration
du Théoréme 3.1 ici.

THEOREME 3.1. Soit H un espace de Hilbert et soit (ha)anT une famille
d’éléments de H qui engendre l’espace de Hilbert H telle que l'on ait (j =
1,...,m):

“+o0o
Vo e ZI', 3t =t, Z 1 Patne, |l t"(n!) ™! < 4o0.
n=1

Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Il existe un opérateur sous-normal S = (S1,...,Sm) non nécessaire-
ment borné vérifiant ho, = S%ho, Yoo € Z]'.

(ii) 10 existe une suite de vecteurs (ha,g)a,gezrp de H vérifiant les pro-
priétés suivantes :
® hao = ha, Yo € 217,
o (hapg, hs) = (ha, hsip), Yo,0,8 € 2T,

2
Z CaﬂhaﬁH < Z Ca,ﬁca’,ﬁ’ma—&-ﬁ’v hﬁ+a’>'
Oé,ﬁzo a7ﬁ’a/7ﬁ/20

En particulier, on obtenait une généralisation au cas des multi-opérateurs
quelconques du résultat de [1], o le cas des triplets d’opérateurs est étu-
dié. Des conditions explicites pour un tel résultat ont déja été obtenues par
Z.J. Jabtonski et J. Stochel (voir le Théoréme 6.1 et la Proposition 6.3 de [10]).

En utilisant les méthodes du Théoréme 3.1, on peut donner une version
opératorielle de ce théoréme. De tels types de résultats ont été obtenus par
F.-H. Vasilescu (voir Théoréme 3.7 de [19]). On obtient alors une généralisa-
tion d’un théoréme de [1]. Pour énoncer le résultat suivant, on a besoin de
quelques notations. Si T" est un opérateur non nécessairement borné dans H,
on note par D*°(T) lintersection des domaines des itérés de T. De plus
I’ensemble Vect(A) (A C H) représente 1'espace vectoriel engendré par les
vecteurs de A. Pour ce résultat également, Z. J. Jabloriski et J. Stochel ont
obtenu un critére explicite plus général (voir par exemple le Théoréme 5.5
ou Théoréme 5.6 de [10]).

THEOREME 3.2. Soit H un espace de Hilbert et soit (Ta)anT une famille
d’opérateurs non nécessairement bornés dans H. On suppose qu’il existe un
sous-espace invariant D dense vérifiant D C D*°(T,)ND>®(T}) (pour tout o)
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et tel que Vect (T, (D)) soit dense dans H. On suppose de plus que pour tout
x € Vect(To(D))a, il existe t, # 0 tel que 3% [ Togne, @] t2(n!) ™' < 4o0.
Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) 1l existe un opérateur sous-normal S = (S1,...,Sy) non nécessaire-
ment borné vérifiant T, = STy, Vo € 7.

(i1) 1l existe une suite d’opérateurs (Ta,ﬁ)a,BGZT défini sur un domaine
contenant D vérifiant les propriétés suivantes :
b Ta,O = Ta: Va € Zm:
o 3T, pgr = T§‘+6Tam, Ve €D, Va,d,8 € 2",

2
‘ > Tﬂ,a%ﬁH < Y (Twip%as Tyatarp)-
a?ﬁzo a7ﬂ7al76120

En particulier, on obtenait une généralisation, au cas des multi-opéra-
teurs quelconques, d’un résultat de T. Binzar et D. Piunescu. Ce résultat
était déja obtenu par Z. J. Jabtonski et J. Stochel (voir la Proposition 9.1
de [10]).

Remerciements. L’auteur voudrait remercier le référé de lui avoir si-
gnalé un article a paraitre (au moment de la rédaction de ce travail, [10]),
dont il n’avait pas connaissance, dans lequel Z. J. Jablonski et J. Stochel
donnent des critéres explicites et plus généraux que ceux énoncés dans la
derniére section.
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