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f1, . . . , fkn
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(f1 ◦ A∗1) · · · (fkn ◦ A∗kn)
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�.� «{�"¢N�.¢N��«{� £ �=�"��������� «c�=�"�c�%«[���V�
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��±7� F ��¢ ÃtÅ[Æ2µNª��N��«c�)�c�V¦I�_���=�$�����N�
«A�.¢&±7�V�
®.�V¢:«A���.�h�]�T�$���{���.¢ B(L2(R))
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®.�V¢:«A�
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�
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¯N¥ �P�{«[�c�5�.��]�¾«{� £�£ � F �PÐ&¯=�"¢&��¯N� �N�
�.¥=�"¥N� £ �t�§¦ 
�� �  N� £�F ���=�$�
�V���V�
®.� F ��¢���N��Å�����	GÁf�A¶<� � F �V¦)���N���� N� £�F �=�%���
���%«c�N� F �
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�
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���V�
�{�]��� F �
��� F �V���Ë�V¦Ë«A�.¢:�
¯ £ ���w�.����¢:�]�T�"¢:«A�YÃ �Iµ
�Gµ<Å�	$Æ<��� £ ���"�
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���"¥��.¯I���t�{¶
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Π
¥�� ���N� £ �$�
����«A� �.���.�]���N�.®.�%©

¢=� £ �N�
���P�{«[�����.¢:����¢z�¤�
�V�=�"�c�"¥ £ �Ê��¢N N¢N�t���A© F �����V¢:�
���.¢=� £ À�� £ ¥��V�]� �
�=�%«A� H ¶ � ¢N�.¢I©
«A�.���Ê¯I�T�$���t±7���"¢=� £ �.®.¯N��.���z�N�
�.¥=�"¥N� £ �t�§¦¾�¤���%�]¯N�
�����Ë� ×[Ø��%Ø��Aµ��4¶ �.¶}� �w¯N¢:«[�����.¢
% : Π → [0, 1]

���$�����
�³¦G��¢N®
B � J %(1) = 1

µ
B ��� J %(

∑∞
n=1 Pn) =

∑∞
n=1 %(Pn)

�w�.���"¢&¦ �
�{Ð&¯N�V¢:«A� {Pn} �.���¯I��¯=� £�£ ¦ �.�]©
���N�.®.�.¢=� £ �N�
���P�{«[�����.¢:�Vµ.ª��N�V�
�}���N���
�V�
���{���.¢Ê���N� £ �V�³���=�"¢ F �
� F �L«A�.¢&±7�V�
®.�{�
��¢5���N���]���
�.¢N®��.���V�c�$���.�����.��� £ �.®%¦7¶

� �§¦G�N��«{� £�B �������.�]�T�"¢&��� J �AÒN�"��� £ ��.���Ë�P�T�$���Ê��� �%�°�w� £�£ ��ª��V¶,¿,�A�
ϕ

¥��¡�¤¯N¢N�t�
±7�{«[���.����¢ H ¶:»��V N¢N�

%
¥&¦
%(P ) = 〈Pϕ,ϕ〉H = ‖Pϕ‖2.

Í�¯:«c�Ç�]�T�$���{��"�
�Ë«{� £�£ � F ��ÛGÙ � B �.� !����VØ Ü"Ù�×[Ø��%Ø��A× J µ��"¢ F �"�
�Y��¢Ç�¨�
�V¢:�]�Ë¥=�%�
��«¤�w�.�
Ð&¯=�"¢&��¯N� ���{«c�=�"¢N��«V�V¶�Ï��%����«A�����=�$�~�N¯N�
�Y�P�T�$���{���=�V±7�����N�¤�w�.�
�

%(P ) = trPT
µ

ª��N�V�
�
T

�������N�~�N�
���P�{«[�����.¢ �.¢&���¤���N��.¢N�A© F �����V¢:�
���.¢=� £ �
�=�%«A�®.�V¢N�V�c�$��� F ¥&¦¨���N�
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ϕ
µ

Tψ = 〈ψ,ϕ〉H, ψ ∈ H.�L�N��«A� £ �V¥N�c�$��� F  £ ���%�
�.¢Ê���N�V�.�
�V� Ã  %Æ=���V¦I�����=�$�����N���c�"���_�������
¯N���w�.���A±7�V�]¦Ê�]�T�$���
%
µN�4¶ �.¶Nª}� �=�V±7�

%(P ) = trPT, P ∈ Π,ª��N�V�
�
T
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Π
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�.��� £�£ ¥��.¯N¢ F � F �.���V�c�$���.�����.¢ H µI®.�t±7�V¢¨¥&¦
���N���w�.�
�¯ £ �

%(B) = trBT, B ∈ B(H).�L�N���5�AÒ����V¢:�
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�

�.¢N�.µ¬�"¢ F ���N���w�.�
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�
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 �"¢ F�§�N�
�.¥=�"¥N� £ �t�§¦ �.���V�c�$���.� 
 ��¢&���V��«c�=�"¢N®.���"¥ £ ¦7¶��_�N���]�A���.�_� £�£ �N�
�.¥=�"¥N� £ �t�§¦ �.���V�c�$���.���
�.¢ H ª�� £�£ ¥�� F �V¢N�%��� F ¥&¦ P ¶

¿,�A�
z 7→ V (z)

¥��¨�¨�N�
���P�{«[���t±7��¯N¢N�t�T�"�]¦ �
�V�N�
�{�
�V¢&�T�$�����.¢ �.�L���N�5®.�
�.¯N� R2 µ
�c�$�����]�³¦G��¢N®¤���N��Ì´�A¦ £�� Í��V®&� £ «A�.���¯I�T�$�����.¢¨�
� £ �$�����.¢

V (z)V (z′) = e(i/2)∆(z,z′)V (z + z′),ª��N�V�
�
z, z′ ∈ R2, z = (x, y), z′ = (x′, y′)

µ��"¢ F
∆(z, z′) = xy′ − yx′.

��¦
D

ª_�¤�]�=� £�£�F �V¢N�%�������N�¤�.���V�c�$���.�~�.¢ R2 «A�.�
�
�{�
���.¢ F ��¢N®��������N�Y�]Â.�Aª �w�.�
�
∆

µN�4¶ �.¶
〈z,Dz′〉 = ∆(z, z′)

�w�.��� £�£ z, z′ ∈ R2,ª��N�V�
� 〈 · , · 〉 ��� ���N����¯:« £ � F ���"¢ ��¢N¢N�V���N�
� F ¯:«[���¢ R2 ¶,Ìz�¤Â�¢N��ªÑ�w�
�.� Ã���Æ����=�$�
���N�Y�Y�"�

T 7→ T̂ B ª��N�V�
�
T
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�.� L1
µ<���N�5�]�A��.�L¢�¯:« £ ���"��.���V�c�$���.����.¢ H J®.�t±7�V¢¨¥&¦
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f
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�

‖f‖2 =

(
1

2π

�
R2

|f(z)|2 dz
)1/2
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T̂
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�$���.�

T
¶
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f

�.¢ R2 �������"� F ��� ¥��
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¥N�t���c�"�]¦ «A�.�¤� £ �AÒ ¢�¯N�¥��V���

c1, . . . , cn
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z1, . . . , zn ∈ R2 µ
n∑

j,k=1

cjckf(zj − zk)e(i/2)∆(zj ,zk) ≥ 0.

����¯=�"¢&��¯N� ���G«c�N¢N�V�VÁf�����N�V�.�
�V� 
 �P�T�$���{�����=�$�
f = T̂

�w�.����«A�V�]�T�"��¢¡�N�
�.¥=�"¥N� £ �t�§¦�.���V�c�$���.�
T

�����"¢ F �.¢ £ ¦z���
f

���
∆

©2���7�]�t���t±7�A© F �V N¢N�t���.µ�«A�.¢&����¢�¯N�.¯:�¡�$�����N�Y�.�
��®.��¢
�"¢ F f(0) = 1 B «A�§¶�Ã���Æ J ¶
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��������������� Ô � � �N�
�.¥=�"¥N� £ �t�§¦¨�.���V�c�$���.�
T

�����c�"� F ����¥���� �%ÛG×c×TÖ��"Ý����
T̂ (z) = e−

1
2
〈qz,z〉+i〈z,z0〉,ª��N�V�
�

z0 ∈ R2 �"¢ F q
���¨�Ç¢N�.¢N¢N�V®&�$���t±7� �
� £ �³©§� F �P�.��¢&�)�.���V�c�$���.�)�.¢ R2 ¶L�L�N�

�.���V�c�$���.�
q

����«{� £�£ � F ���N��� �%ÛG×c×TÖ��"Ý �cÜ !��"Ù[Ö��"Ý ���¡Ü ���[Ù��%Ø Ü"Ù[¶
� ¢N�{«A�{�
�c�"�]¦ �"¢ F �]¯��¤«A���V¢&� «A�.¢ F �t�����.¢ �w�.�

q
���Y¥������N�Ê«A��±.�"�
�³�"¢:«A�Ê�.���V�c�$���.�

�w�.���Ê«A�V�]�T�"��¢  �"¯:���
�³�"¢¨�N�
�.¥=�"¥N� £ �t�§¦��.���V�c�$���.�����L®.�t±7�V¢¨¥&¦Ë���N� ��¢N�{Ð&¯=� £ �t�§¦
B Ô�¶�Å J 〈qz, z〉+ 〈qz′, z′〉 ≥ ∆(z, z′)�w�.��� £�£ z, z′ ∈ R2 B �
�V��Ã���µI�,¶=Ô �.Ô�Æ J ¶:¿<�A�

q = [ q11 q12
q21 q22 ]

¥��°���N���
�V�N�
�{�
�V¢&�T�$�����.¢)�.�
q��¢����N��«{�"¢N�.¢N��«{� £ ¥=�%�]�����.� R2 ¶

	 
�
�
� Å����²×���� � �VØDÙ[Ö�� � �%ØDÙTÖ��
[qjk]j,k=1,2

Öw×ÊØ ��� � �%ØDÙ[Ö���Ü � ��� �"ÛI×c×cÖ��%Ý
�TÜ !��"ÙTÖ��%Ý � �ÊÜ ���AÙ �%Ø Ü"Ù Ö � �"ÝhÕËÜ"Ý � �¤Ö �

q11 ≥ 0
�%Ý�Õ

det [qjk] ≥ 1/4.
� Ù�Ü�Ü ���

q
�����  �"¯:���]�³�"¢ «A��±.�"�
�³�"¢:«A�Ê�.���V�c�$���.�°�����"¢ F �.¢ £ ¦)��� B Ô�¶�Å J �N� £�F �°�w�.�

z = (x, y)
µ
z′ = (x′, y′)

µI���=�$�����Aµ
(q11x+ q12y)x+ (q21x+ q22y)y + (q11x

′ + q12y
′)x′ + (q21x

′ + q22y
′)y′

≥ xy′ − x′y�w�.��� £�£ x, y, x′, y′ ∈ R µNª��N��«c�¨���L�{Ð&¯N�t±.� £ �V¢&�����¡���N�����7�
�t���t±G�t�§¦��.� ���N���Ë�$���
�tÒ



q11
1
2(q12 + q21) 0 1

2

1
2(q12 + q21) q22

1
2 0

0 1
2 q11

1
2(q12 + q21)

−1
2 0 1

2(q12 + q21) q22



,

�.���{Ð&¯N�t±.� £ �V¢&� £ ¦7µ��w�.�
a = (q12 + q21)/2

�"¢ F b = q11q22,

q11 ≥ 0,

b− a2 ≥ 0,

b− 1

4
− a2 ≥ 0,

(
b− 1

4
− a2

)2

≥ 0,
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q11 ≥ 0, det [qjk] ≥ 1/4.
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�.¶ � �N�
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T
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Q ◦ µ µ�ª��N�V�
�
Q

���¨� ®.�
�.¯N¢ F �]�T�$���z�"¢ F
µ ∈ M(R2)

µ¬ª�� £�£ ¥���«{� £�£ � F
	 Û"�%×cÖ � � � �%×c×cÖ�� ��� �=Ù�Ü&Ú��&Ú[Ö��jÖrØ � Ü ���[Ù��%Ø Ü"Ù[×c¶,¿<�A� M(R2)
F �V¢N�%���¡���N���]�A���.�_� £�£ �}�.�
� £ �N�
�.¥=�"¥N� £ �t�§¦ �����%�
¯N�
�{���.¢ R2 ¶ ��¦

δa B a ∈ R2 J ª}�
�
�=� £�£NF �V¢N�%���_���N�_�N�
�.¥=�"¥N� £ �t�§¦Ê�����%�]¯N�
�L�.¢ R2 «A�.¢:«A�V¢&���c�$��� F �$�

a
¶ É �.���"¢&¦

T ∈ P�"¢ F µ ∈M(R2)
ª}� �N¯I�

T ◦ µ =
�
R2

V (Dz)TV ∗(Dz)µ(dz),

ª��N�V�
�����N����¢&���V®.�c� £ ���<�T�"Â.�V¢~��¢����N��ª_���"Â �
�V¢:�]�.¶ É �
�.� ÃtÅ� %Æ�ª}��Â�¢N��ª ���=�$�
T̂ ◦ µ =

T̂ µ̂
µIª��N�V�
�

µ̂ F �V¢N�%���{�����N��« £ �%���
��«{� £ «c�=�"�c�%«[���V�
���]����«��w¯N¢:«[�����.¢)�.�
µ.É �.�����N�)�c�"Â.�)�.��«A�.��� £ �A���V¢N�{����ª}��«A� £�£ �{«[�Y¥�� £ ��ª �]�.�¤���������.�]�T�"¢&�Y�
�{�
¯ £ �c��N�
��±7� F ��¢ ÃtÅ� %Æ2¶

��� ����� ��������� Å B ÃtÅ� :µ � �
�.���7�
�t�����.¢ Å%¶�Å[Æ J ��� � ��� !��

B � J (T ◦ µ) ◦ ν = T ◦ (µ ? ν).
B ��� J�� �VØ T ∈ P �"ÝhÕ

µ ∈ M(R2)
��� ���AÝ

T ◦ µ Öw× � �=Ù�Ü������VØDÖ4Ü"Ý´Ö � �"ÝhÕ)Ü"Ý ���
Ö �
T

Öw× � �=Ù�Ü������VØDÖ4Ü"Ý �"Ý�Õ
µ = δa

�AÜ"Ù � � �[ÙAØ��"ÖwÝ !����VØ Ü"Ù
a ∈ R2.
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Ø ��� � �"×�� � ���AÝ
kn+1/kn → r ≥ 1

µ
A1n = A2n = · · · = Ann

µ
Tkn = T

µ �cÜ"Ý:×cÖw×[ØD×
Ü � � ��� � �"ÛI×c×cÖ��%Ý �=ÙcÜ&Ú �&Ú[Ö��pÖrØ �5Ü ���[Ù��%Ø Ü"Ù[×��

� ���N�
��±7�����N�{�]�����N�V�.�
�V�Y�,ª_��¢N�V� F �
�.�����D�%«[�c� �w�
�.�����N�����N�V�.�]¦��.�
σ
©2���7�]�t���t±7�A©

F �V N¢N�t���´�w¯N¢:«[�����.¢:�)�.¢ £ �G«{� £�£ ¦Ä«A�.���=�%«[�)®.�
�.¯N�:�A¶���� Â.�V�V�Ä���N�z�=�"���V���%�¨�
� £ �³©«A�.¢&�T�"��¢N� F �%�����7���]��¥ £ �.µ�ª_���N�
�{�
�V¢&�°���N�~�Y�"��¢)���.��¢&�c�°�.�����N�������N�V�.�]¦¨¥�� £ ��ª�¶ É �.�
�Ê���.�
� F �A�T�"� £ � F �%«V«A�.¯N¢&�����N� �
��� F �V�����L�
�V�w�V�
�
� F ����ÃtÅ.Å.µ<Å�Ô$Æ2¶

� ¢5ª��=�$���w� £�£ ��ª��Lª}���%���
¯N�������=�$�
G

����� £ �G«{� £�£ ¦�«A�.�¤�=�%«[��®.�
�.¯N�,¶
	�
���������������  �~¿<�A�

I
¥��~���N�®.�
�.¯N� �.��«A�.��� £ �AÒ)¢�¯N�¥��V���

z
ª��t��� |z| = 1

¶
� �}�.�
� £ �w¯N¢:«[�����.¢

σ : G×G→ I
����«{� £�£ � F � �Û � ØDÖ � �jÖ��AÙ���

σ(e, g1) = σ(g2, e) = 1,

σ(g1, g2)σ(g1g2, g3) = σ(g2, g3)σ(g1, g2g3)�w�.��� £�£ g1, g2, g3 ∈ G
µ
e

¥��V��¢N®¡���N��®.�
�.¯N�¨¯N¢N�t�{¶
	 
�
�
�  � � ���	�cÛGÝ �VØDÖ4Ü"Ý

σ
#%Ö�!��AÝzÚ �¤Ø ���	�AÜ"Ù �Û � �

B �G¶pÔ J σ(z1, z2) = e(i/2)∆(z1,z2), z1, z2 ∈ R2,Öw× � �Û��pØDÖ � �pÖ��AÙÜ"Ý Ø � � !����VØ Ü"Ù #"ÙcÜ"Û � R2 �



� � ô �_vNöG`$?$X"bT`$g]n
� Ù�Ü�Ü ����¿<�A�

e = (0, 0)
µ
z1 = (x1, y1)

µ
z2 = (x2, y2)

µ
z3 = (x3, y3)

¶:�L�N�V¢
σ(e, z1) = σ(z2, e) = e(i/2)∆(e,z1) = e(i/2)∆(z2,e) = 1�"¢ F

σ(z1, z2)σ(z1 + z2, z3) = e(i/2)[∆(z1,z2)+∆(z1+z2,z3)]

= e(i/2)(x1y2−x2y1+x1y3+x2y3−x3y1−x3y2)

= e(i/2)[∆(z2,z3)+∆(z1,z2+z3)] = σ(z2, z3)σ(z1, z2 + z3),ª��N��«c���N�
��±7�{�����N��« £ �"���)¶
	�
��������������� � �~¿<�A� U(H) F �V¢N�%�������N�¤®.�
�.¯N�´�.�L� £�£ ¯N¢N�t�T�"�]¦ �.���V�c�$���.�����.¢

H ª��t��� ���N�5ª_���"Â´���.��� £ �.®%¦7¶ � �}�.�
� £ �Y�"�
U : g 7→ Ug

�w�
�.�
G

��¢&��� U(H)�c�$�����]�³¦G��¢N®
Ue = I, Ug1Ug2 = σ(g1, g2)Ug1g2 , g1, g2 ∈ G,����«{� £�£ � F �

σ � �Û � ØDÖ � �pÖ��[Ù�Ù ���=Ù �A× �[Ý=Ø��%ØDÖ4Ü"Ý�.�����N� ®.�
�.¯N�
G

��¢ H ¶
	�
����������������� � � «A�.¢&����¢�¯N�.¯:���w¯N¢:«[�����.¢

s : G×G→ C ����«{� £�£ � F �"¢ �7Õ7Õ%ÖrØDÖ�! �
�Û��pØDÖ � �pÖ��AÙ���

B Å J s(g1, e) = s(e, g1) = 0,
B Ô J s(g1g2, g3) + s(g1, g2) = s(g1, g2g3) + s(g2, g3),
B � J s(g1, g2) + s(g−1

1 , g−1
2 ) = 0�w�.��� £�£ g1, g2, g3 ∈ G.

	 
�
�
� � � � ��� � � �
s
#%Ö�! �AÝ´Ú �¤Ø ���	�AÜ"Ù �Û � �

B �G¶ � J s(z1, z2) = 1
2∆(z1, z2), z1, z2 ∈ R2,Öw× �"Ý �&Õ7Õ"ÖrØDÖ�!�� �Û��pØDÖ � �pÖ��AÙ �AÜ"Ù�Ø ��� !����VØ Ü"Ù #%Ù�Ü"Û � R2.

� Ù�Ü�Ü ���~¹}�.¢ F �t�����.¢:� B Å J µ B Ô J �"¢ F�B � J �w� £�£ ��ª �w�
�.� «{� £ «A¯ £ �$�����.¢:�)�]����� £ �"�Ë���
���N�7�
����¢����N���N�
�A±G���.¯:� £ �V���Ë�G¶I�L�N��«A�.¢&����¢�¯N�t�§¦��.�

s
���L�.¥&±G���.¯:�A¶

	�
��������������� � �~¿<�A�
σ

¥��¤�Ë�¯ £ ����� £ ���V�V¶ � «A�.��� £ �AÒ�©4±.� £ ¯N� F �w¯N¢:«[�����.¢
ϕ

�.¢
G

���¨«{� £�£ � F σ � �NÜ"×cÖrØDÖ�!�� � Õ�����Ý:ÖrØ��z���~�w�.�)�"¢&¦3«A�.��� £ �AÒº¢�¯N�Ê¥��V���
c1, . . . , cn

�"¢ F
g1, . . . , gn ∈ G

µ
∑

j,k

cjckϕ(gjg
−1
k )σ(gj, gk) ≥ 0.

Ï��%�������=�$���w�.�
T ∈ P ���N���w¯N¢:«[�����.¢

T̂
���
σ
©2���7�
�t���t±7�A© F �V N¢N�t����w�.�

σ(z1, z2) =

e(i/2)∆(z1,z2).
	�
����������������� � � ���
��� £ � (U, σ, x)

µ%ª��N�V�
�
(U, σ)

�����
σ
©2�¯ £ ����� £ ���V���
�V�N�
�{�
�V¢I©

�T�$�����.¢�.�
G

��¢ H �"¢ F x �����L¯N¢N�t��±7�{«[���.����¢ H µ�����«{� £�£ � F � ���%���pÖ��
σ � �ÊÛ �pØDÖ � �jÖ��AÙ�Ù ��� �Ù �A× �[Ý=Ø��%ØDÖ4Ü"Ý �������N�~�]�A� {Ugx : g ∈ G} �
�=�"¢:� H. �L�N���w¯N¢:«[�����.¢
ϕ(g) = 〈Ugx, x〉���_���N�V¢�«{� £�£ � F ���N� �����%Ù ���VØ��AÙTÖw×[ØDÖ��	�cÛGÝ �VØDÖ4Ü"Ý B � � �����VØ��%ØDÖ4Ü"Ý ! � �jÛ"� J �.�

(U, σ, x).
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ϕ
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σ
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σ
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ϕ
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©2�¯ £ ����� £ ���V�Ç�
�V�N�
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ϕ
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s
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G×G ¶ � «A�.¢&����¢�¯N�.¯:�

�w¯N¢:«[�����.¢
ψ : G → C ���Y«{� £�£ � F �TÜ"Ý�Õ%ÖrØDÖ4Ü"Ý � ��� �

s � �NÜ"×TÖrØDÖ�! � � Õ�����ÝNÖrØ�����°���N���Y�"�
(g, h) 7→ ψ(h−1g) + is(h−1g)
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�V�N�
�{�
�V¢&�T�$�����.¢
(U, σ, x)
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���P����«��w¯N¢:«[�����.¢)���L¢N�.¢N¢N�V®&�$���t±7�.¶
	�
��������������� Å.Å�� � �
�{Ð&¯N�V¢:«A�
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�V�N�
�A©

�
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σ
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µ
n=1, 2, . . . }�.�h«[¦I« £ ��« σnk ©2�¯ £ ����� £ ���V���
�V�N�
�{�
�V¢&�T�$�����.¢:������«{� £�£ � F ÛGÝ:Ö �AÜ"Ù � � �~ÖwÝ ��ÝNÖrØ��A×TÖ�� ���������w�.�

�"¢&¦
g ∈ G µ

lim
n→∞

sup
1≤k≤kn

(1− |ϕnk(g)|) = 0,

ª��N�V�
�
ϕnk

���_���N��«c�=�"�c�%«[���V�
���P����«��w¯N¢:«[�����.¢)�.�
(U (n,k), σnk, xnk)

¶
�_�N�_«A�.¢&±7� £ ¯I�����.¢ Fkn

k=1(U (n,k), σnk, xnk)
�.�N���N�_«[¦I« £ ��« σnk ©2�¯ £ ����� £ ���V���
�V�N�
�A©
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(U (n,k), σnk, xnk)
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 � B ÃtÅ�ÔGµ=�L�N�V�.�
�V�  N¶�Å[Æ J � � �VØ {(U (n,k), σnk, xnk) : k = 1, . . . , kn,
n = 1, 2, . . . } Ú�� �5ÛGÝ:Ö �AÜ"Ù � ���¨ÖwÝ ��Ý:ÖrØ��[×TÖ�� ��� ��� �Ö�����Ü � ���%� �jÖ�� �ÊÛ �pØDÖ � �jÖ��AÙÊÙ�� ��Ù � �× �[Ý=Ø��%ØDÖ4Ü"Ý:×ËÜ � � �tÜ���� ��� � �TÜ � �����VØ°×����TÜ"ÝhÕ �cÜ%ÛGÝ:Ø���Ú � � #%Ù�Ü"Û �

G
ÖwÝ���Ö���Ú��[ÙAØ�×�� �%���A×

Hnk
� � � Ø ����×�� 	 Û"�AÝ ���Ü � �cÜ"Ý"!%Ü��jÛNØDÖ4Ü"ÝN×

(U (n), σn, xn) =
kn
F
k=1

(U (n,k), σnk, xnk)

�TÜ"Ý�!��AÙ$#%�A×�Ø Ü � ����� �pÖ�� �Û � ØDÖ � �jÖ��AÙ)Ù ���=Ù �A× �[Ý=Ø��%ØDÖ4Ü"Ý
(U, σ, x)

Ü �
G

ÖwÝ ���°Ö���Ú �AÙ[Ø
×�� �%��� H ��ÖrØ � ÖwÝ:Ý �[Ù �=ÙcÜ{Õ%Û"�VØ 〈 ·, · 〉 µ�Ø ���AÝ3Ø ���)× �VØ

G′ = {g : 〈Ugx, x〉 6= 0}Öw× �"Ý¼Ü � �AÝ¾×TÛ=Ú$#%Ù�Ü%Û �ºÜ �
G
� �hÛIÙ[Ø ���AÙ ��Ü"Ù �&µ�Ø ���AÙ � � �%Öw×[ØD× � Ù ����� � !����pÛ"�cÕ �&Õ7Õ"ÖrØDÖ�!��

�Û��pØDÖ � �pÖ��AÙ
s

Ü"Ý
G′ × G′

�%Ý�Õ � �cÜ"ÝhÕ"ÖrØDÖ4Ü"Ý �������
s � �NÜ"×TÖrØDÖ�!�� � Õ%� ��Ý:ÖrØ�� �cÛGÝ �VØDÖ4Ü"Ý

ψÜ"Ý
G

×cÛ"���5Ø ���%Ø �AÜ"Ù �"Ý"�
g, h ∈ G′ µ

〈Ughx, x〉{〈Ugx, x〉〈Uhx, x〉}−1σ(g, h) = exp{ψ(gh)−ψ(g)−ψ(h)+ is(g, h)}.
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� � Ø ������%���pÖ�� �Û � ØDÖ � �jÖ��AÙzÙ�� ��Ù �A×��AÝ:Ø��.ØDÖ4Ü"Ý

(U, σ, x)
Öw× � �"ÝhÜ"ÝNÖ�� ��� µØ ���AÝ � � � �"Ý

���GÜ�Ü"× �
(s, ψ)

×TÛ"���ËØ � �%Ø
〈Ugx, x〉 = expψ(g)

�"ÝhÕ
σ(g, h) = exp is(g, h)

�AÜ"Ù �����
g, h ∈ G′ �

��� 
����
 
  B ÃtÅ.Å.µ��L�N�V�.�
�V�¤�  N¶ ��"¢ F ��¶ �$Æ J � � �VØ G Ú�� � ��Ü���������� �cÜ�� �����VØ
�&Ú�� �jÖ��"Ý3× ���cÜ%Ý�Õ �cÜ%ÛGÝ:Ø���Ú � � #%Ù�Ü%Û � ��� ����� �TÜ"Ý�Õ%ÖrØDÖ4Ü"Ý � ��� �

s � �NÜ"×cÖrØDÖ�!�� � Õ�����Ý:ÖrØ�� �cÜ%Ý �ØDÖwÝ:Û:Ü"ÛG× �cÛGÝ �AØDÖ4Ü%Ý
ψ

Ü"Ý
G

×��%ØDÖw×�� �A×�Ø ��� ��� !������ �&ÖwÝ ���7ÖwÝ �AÜ%Ù �Û�� �
ψ(g) =

�
Γ−{1}

[(g, γ)− 1− im(g, γ)] dF (γ)

− 1

2

∑

j,k

qjkθj(g)θk(g) + ia(g)

��ÖrØ �5Ø � � � �%ÛG×c×TÖ��"Ý ���"Ù[Ø
B �G¶� J −1

2

∑

j,k

qjkθj(g)θk(g),

� ���AÙ �
θ1, θ2, . . .

Öw× ��×�� 	 Û"�AÝ � �YÜ � �TÜ"Ý:ØDÖwÝ:Û:Ü"ÛI× �IÜ ��Ü ��Ü%Ù�� �&Öw× �×YÜ �
G

ÖwÝ:Ø Ü)Ø ���
�TÜ � � � � � � � �%Ý �7µ �AÜ"Ù �ÖwÝ�# �¡Ú �"×TÖw×�Ü ��Ø ����×$����� � T(G)

Ü � �GÜ���Ü ��Ü"Ù � �7Öw× �× �cÙ�Ü �
GÖwÝ=Ø Ü C µI×cÛ"��� Ø � �%Ø �"Ý"�

θ ∈ T(G)
���"ÝËÚ � ��ÙTÖrØ4Ø��AÝ �"×

θ(g) =
∑∞

i=1 αiθi(g); [qjk]j,kÖw× � �NÜ"×cÖrØDÖ�!�� � Õ�����Ý:ÖrØ�� � �.ØDÙTÖ�� �%Ý�Õ
a

Öw× �YÙ � ��� � ! � �jÛ"�TÕ �TÜ"Ý:ØDÖwÝ:Û:Ü"ÛI× �cÛGÝ �AØDÖ4Ü%Ý ×cÛ"���
Ø ���.Ø

a(g) = −a(−g)
�	� Ü"Ù �cÜ�! �AÙGµ

s(g1, g2) = − 1

2i

∑

j,k

qjk[θj(g1)θk(g2)− θj(g2)θk(g1)].

Ï��%��� ���=�$���w�.�
G = R2 ���%«c�¨�N�.�¤�.���.�
�N�N���]���.�

G
��¢&��� C �=�%�L���N� �w�.�
�

θ(x, y) = ax+ by
�w�.���]�.���

a, b ∈ C,�
�¤�%���¥=�%�
�����w�.� T(G)
ª}��«{�"¢��T�"Â.�

θ1(x, y) = x
�"¢ F θ2(x, y) = y.¹��.¢:�
�{Ð&¯N�V¢&� £ ¦7µ:���N� ��"¯:�
�
�³�"¢¨�=�"�]� B �G¶� J �=�%�L���N���w�.�
�

B �G¶ � J −1

2

2∑

j,k=1

qjkθj(x, y)θk(x, y) = −1

2
[q11x

2 + (q12 + q21)xy + q22y
2].

� ¢ ª��=�$���w� £�£ ��ª�� ª}���
�=� £�£ �.¢ £ ¦ ¥���«A�.¢:«A�V�
¢N� F ª��t���
σ

�"¢ F s
�%� F �V N¢N� F ¥&¦

B �G¶pÔ J �"¢ F B �G¶ � J ¶ � ¢5���N����«{�%�]�
s

�=�%�_���N���w�.�
�
s((x1, y1), (x2, y2)) = − 1

2i
[q11(x1x2 − x2x1) + q12(x1y2 − x2y1)B �G¶ � J

+ q21(x2y1 − x1y2) + q22(y1y2 − y2y1)]

= − 1

2i
(x1y2 − x2y1)(q12 − q21).

Ï���ªÓª}���"�
����¢�����7�
�t�����.¢¨�����]�T�"�]���N�
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�V�Y�A¶
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T ∈ D ¶:�L�N�V¢

T = lim
n→∞

( kn
F
r=1
UAknTkn

)
◦ δcn , T̂ (z) = lim

n→∞
ei〈cn,z〉

kn∏

k=1

T̂kn(Aknz),

�
�
T̂ 2(z) = lim

n→∞
ei〈2cn,z〉

kn∏

k=1

T̂ 2
kn(Aknz).

��¦ � �
�.���7�
�t�����.¢  Nµ
ν̂kn = T̂ 2

kn, ν̂ = T̂ 2,�w�.���]�.�¤� �N�
�.¥=�"¥N� £ �t�§¦������%�
¯N�
�{�
νkn, ν ∈ M(R2)

¶IÌz���=�V±7�

ν̂(z) = lim
n→∞

ei〈2cn,z〉
kn∏

k=1

ν̂kn(Aknz),

�"¢ F ¥��{«{�"¯:�
�
ν̂kn ◦ Akn

µ
k = 1, . . . , kn

µ
n = 1, 2, . . .

µ��"�
�Y���N��«c�=�"�c�%«[���V�
���]����«
�w¯N¢:«[�����.¢:�L�.�,���N���N�
�.¥=�"¥N� £ �t�§¦Ë�¤���%�]¯N�
�{�

A∗knνkn
�w�.�
����¢N®¡��¯N¢N���w�.�
� £ ¦Y��¢N N¢N�t���{�
�t©

�Y� £ �"�
�c�V¦7µ=¥&¦Ë���N��« £ �%���
��«{� £<£ ���¤�t�L���N�V�.�
�V�¤�
ν

���L��¢N N¢N�t��� £ ¦ F �t±G���
��¥ £ �.¶ � �.�
�V��±7�V�Vµ
ν

¦G��� £�F �L���N��¿��A±�¦ ��� �N��¢:«c�N��¢��w�.�
�¯ £ � �
ν̂(z) = exp

{
i〈m′, z〉 − 1

2
〈q′z, z〉+

�
R2−{0}

[
ei〈u,z〉 − 1− i〈u, z〉

1 + ‖u‖2
]
M ′(du)

}
,

ª��N�V�
�
m′ ∈ R2 µ

q′
�����L¢N�.¢N¢N�V®&�$���t±7�}�.���V�c�$���.���.¢ R2 µ"�"¢ F M ′ ��� ¿��A±�¦hÁf�������%�
¯N�
�.¶

À��V¢:«A�
T̂ (z) = exp

{
i〈m, z〉 − 1

2
〈qz, z〉B �G¶ � J

+
�

R2−{0}

[
ei〈u,z〉 − 1− i〈u, z〉

1 + ‖u‖2
]
M(du)

}
,

ª��N�V�
�
m = m′/2

µ
q = q′/2

µ
M ′ = M/2

¶
¿,�A��¢N��ª

µ
¥�� � �.�����]�.¢,Áf�������%�]¯N�
����¢¨�w�.�
�¯ £ � B �G¶ � J µN�4¶ �.¶

µ̂(z) = exp

{
i〈m, z〉+

�
R2−{0}

[
ei〈u,z〉 − 1− i〈u, z〉

1 + ‖u‖2
]
M(du)

}
.

É �.�L���N� �����%�
¯N�
�
µ

®.�t±7�V¢¨¥&¦
µ(E) = µ(−E), E ∈ B(R2),ª_� �=�V±7�

µ̂(z) = µ̂(−z) = µ̂(z)
µ:�
�¡ª}���.¥I�T�"��¢

e−
1
2
〈qz,z〉|µ̂(z)|2 = e−

1
2
〈qz,z〉µ̂(z)µ̂(z) = T̂ (z)µ̂(z)B �G¶ � J

= lim
n→∞

ei〈cn,z〉
kn∏

k=1

T̂kn(Aknz)µ̂(z).
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µ
������¢N N¢N�t��� £ ¦ F �t±G���
��¥ £ �.µ7�N¯I�
����¢N®

µ̂kn(z) = ei〈cn/kn,z〉[µ̂(z)]1/kn
ª_�}�.¥I�T�"��¢

�w�
�.� B �G¶ � J
|µ̂(z)|2e 1

2
〈qz,z〉 = lim

n→∞

kn∏

k=1

[T̂kn(Aknz)µ̂kn(z)].

� �����N�5�Y�$���
��«A�{�
Akn

�"�
��� F �������]��¥ £ �.µ����N�Ë�Y�"�
z 7→ ∏kn

k=1 T̂kn(Aknz)
�������N�

«c�=�"�c�%«[���V�
���]����«��w¯N¢:«[�����.¢)�.���
�.��� �N�
�.¥=�"¥N� £ �t�§¦��.���V�c�$���.�
Tn

µ:�]�¡���N���w¯N¢:«[�����.¢

ϕn(z) = e〈cn,z〉
kn∏

k=1

Tkn(Aknz)µ̂(z) = ei〈cn,z〉µ̂(z)T̂n(z),

¥��V��¢N®´���N���N�
� F ¯:«[�5�.�°���N�«c�=�"�c�%«[���V�
���]����«�w¯N¢:«[�����.¢º�.���z�N�
�.¥=�"¥N� £ �t�§¦¸�����%�
¯N�
�
�"¢ F ���N��«c�=�"�c�%«[���V�
���]����«��w¯N¢:«[�����.¢��.�h�°�N�
�.¥=�"¥N� £ �t�§¦Ê�.���V�c�$���.�Vµ&�������N��«c�=�"�c�%«[���V�
���P����«
�w¯N¢:«[�����.¢��.�h�]�.�¤�_�N�
�.¥=�"¥N� £ �t�§¦¡�.���V�c�$���.�V¶G¹}�.¢:�]�{Ð&¯N�V¢&� £ ¦7µ7�t�����

σ
©2���7�
�t���t±7�A© F �V N¢N�t���.µ

ª��N�V�
�
σ

����®.�t±7�V¢5¥&¦ B �G¶pÔ J µN�"¢ F �N�V¢:«A���t�_�������N� «c�=�"�c�%«[���V�
���]����«��w¯N¢:«[�����.¢5�.� �
�.���
«[¦I« £ ��« σn ©2�Ê¯ £ ����� £ ���V��
�V�N�
�{�
�V¢&�T�$�����.¢¾�.� R2 ª��t���

σn = σ
¶��L�N� £ �����t�Ê�w¯N¢:«[�����.¢

z 7→ |µ̂(z)|2e− 1
2
〈qz,z〉 ���¨� £ �]� σ

©2���7�
�t���t±7�A© F �V N¢N�t���.µ°�]� �t�¨���Ë���N�z«c�=�"�c�%«[���V�
���P����«
�w¯N¢:«[�����.¢3�.���]�.��� «[¦I« £ ��« σ ©2�¯ £ ����� £ ���V�Ë�
�V�N�
�{�
�V¢&�T�$�����.¢Ä�.� R2 ¶ � �.�
�V��±7�V�Vµ}�t�5���
���7�
�t���t±7�A© F �V N¢N�t���.µh�
��¥&¦5�L�N�V�.�
�V� �~ª}� �.¥I�T�"��¢
B �G¶ � J |µ̂(z)|2e−(i/2)〈qz,z〉 = eψ(z),
ª��N�V�
�

ψ
�����Ê«A�.¢ F �t�����.¢=� £�£ ¦ s ©2���7�
�t���t±7�A© F �V N¢N�t���~�w¯N¢:«[�����.¢,¶ � �.�
�V��±7�V�Vµ

|µ̂(z)|2 = µ̂(z)µ̂(−z) = exp

{ �
R2−{0}

[
ei〈u,z〉 − 1− i〈u, z〉

1 + ‖u‖2
]
M(du)

+
�

R2−{0}

[
ei〈−u,z〉 − 1− i〈−u, z〉

1 + ‖u‖2
]
M(du)

}

= exp

{ �
R2−{0}

[
ei〈u,z〉 − 1− i〈u, z〉

1 + ‖u‖2
]
M(du)

+
�

R2−{0}

[
ei〈u,z〉 − 1− i〈u, z〉

1 + ‖u‖2
]
M(du)

}
,

ª��N�V�
�
M(E) = M(−E)

¶ � ¯I�
����¢N®
M1 = M +M

ª_��®.�A�

|µ̂(z)|2 = exp

{ �
R2−{0}

[
ei〈u,z〉 − 1− i〈u, z〉

1 + ‖u‖2
]
M1(du)

}
B �G¶�Å�	 J

= exp

{ �
R2−{0}

[cos〈u, z〉 − 1]M1(du)

}
.
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ψ(z) =

�
R2−{0}

[cos〈u, z〉 − 1]M1(du)− 1

2
〈qz, z〉.

Í���¢:«A�
ψ

���
s
© «A�.¢ F �t�����.¢=� £�£ ¦´���7�
�t���t±7�A© F �V N¢N�t���.µ��t�c� ��"¯:�
�
�³�"¢ �=�"�]�~�=�%�����N�¤�w�.�
�

®.�t±7�V¢¨¥&¦ B �G¶ � J ¶=�L�N� B «A�.�¤� £ �AÒ J �Y�$���
�tÒ
[qjk]

���L���7�
�t���t±7�A© F �V N¢N�t���.µ=����¯:�
q11, q22 ≥ 0, q12 = q21, det [qjk] ≥ 0.

� ¯I�
[q∗jk] =

[
q11 (q12 + q21)/2

(q12 + q21)/2 q22

]
.

�L�N���L������
��� £ �Ë�$���
�tÒYª��t���
det [q∗jk] = q∗11q

∗
22 − q∗12q

∗
21 = q11q22 − q12q21 − 1

4(q12 − q21)2B �G¶�Å.Å J
= det [qjk]− 1

4(q12 − q21)2 ≥ −1
4(q12 − q21)2,�
��¢:«A�

det [qjk] ≥ 0.Ï���ª �T�"Â���¢N®Ë��¢&���5�%«V«A�.¯N¢&�°���N�«A�.¢N¢N�{«[�����.¢ ¥��A�§ª}�V�V¢
σ

�"¢ F ∆ ®.�t±7�V¢¥&¦��w�.�]©
�¯ £ �"� B �G¶ � J �"¢ F´B �G¶ � J µIª_� ®.�A�����N� �{Ð&¯=� £ �t�§¦

− 1

2i
(x1y2 − x2y1)(q12 − q21) =

1

2
(x1y2 − x2y1),

�"¢ F ����¯:�
q12 − q21 = i.

¹}�.¢:�
�{Ð&¯N�V¢&� £ ¦7µ=�w�
�.����¢N�{Ð&¯=� £ �t�§¦ B �G¶�Å.Å J ª_� �.¥I�T�"��¢
det [q∗jk] ≥ 1/4.É �
�.� ¿<�V���Y��ÅÊ�t���w� £�£ ��ª������=�$�
[q∗jk]

���°���N���Y�$���
�tÒ��.�_�  �"¯:���]�³�"¢´«A��±.�"�
�³�"¢:«A�
�.���V�c�$���.�VµI�]�����N�  �"¯:���
�³�"¢Y�=�"�]���.�h���N��«c�=�"�c�%«[���V�
���]����«°�w¯N¢:«[�����.¢Y�.�

T
����¢N�.¢��V�V�
�N¶

� Û�� �AÖ��[Ý ��� �&�L�N�����w� £�£ ��ª����w�
�.� ÃtÅ� .ÆNª��N�V�
���t�������
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An
����¥�� �¯ £ ����� £ �{���.�����N� � F �V¢&���t�§¦��.���V�c�$���.�V¶

� Ù�Ü�Ü ��Ü � � ���cÜ"Ù�� ��� ��� ��� �[×T×cÖrØ �%¶ ¿<�A�
T = lim

n→∞

( kn
F
k=1
UAknTkn

)
◦ δcn ,

ª��N�V�
�
A1n = A2n = · · · = Aknn

µ
Tkn = S

�"¢ F kn+1/kn → r ≥ 1.
� ¯I�
����¢N®

ν̂(z) = Ŝ2(z) = T̂ 2
kn

�"¢ F µ̂(z) = limn→∞
∏kn
k=1 ν̂(Aknz)ei〈cn,z〉

ª}�
�=�V±7�

µ̂(z) = T̂ 2(z)
µ&�"¢ F µ �����"¢Y�.���V�c�$���.�}�]�V�����]�T�"¥ £ ���N�
�.¥=�"¥N� £ �t�§¦¤�����%�]¯N�
� B �
�V�Ã � µ � Æ<�w�.���Ê���.�
� F �A�T�"� £ � F)F �{�
«A�
���I�����.¢��.���
¯:«c�¨�����%�
¯N�
�{� J ¶��¦Ç�_�N�V�.�
�V� Å%µ
T

�=�%�¢N�.¢��V�V�
�  �"¯:���]�³�"¢ �=�"�]�{µ��"¢ F �w�
�.� ¹}�.�
� £�£ �"�]¦¼ÅË�t�
�w� £�£ ��ª��°���=�$� ���N���  �"¯:���]�³�"¢z�=�"�]�������w¯ £�£ �.¢ R2 ¶,Ï���ª�¥&¦ Ã � µ,�L�N�V�.�
�V� Å%¶�Å[Æ2µ¬ª}�
«A�.¢:« £ ¯ F �����=�$�

µ
�"¢ F ����¯:�

T
�¯:�]��¥��  �"¯:���
�³�"¢,¶

� Û�� �AÖ��[Ý ���%¶=�L�N���������N�
��±7� F �%���_�N�V�.�
�V� �G¶ �¡��¢ ÃtÅ� %Æ��w�.�
s = 1

µ
kn = n

�"¢ F
A1n = A2n = · · · = Ann =

[
1/
√
n 0

0 1/
√
n

]
.
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