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�I�0�\���� �¡G¢>£>¤&�!¥�¡����§¦#¨ª©�«o¨d¬6­�®�¯§°H¨@±³²´° a
µ·¶ ¨d¬B°H¨@±ª©*° a ± `&bV¸ ­ ¹&¯ ]_º «o«»° µ�¼

º
`P½�¾ «K« ¸À¿U`8ºy¶�½�`&ayÁÂ¿ ° ¿ « a�ÃAÁ ©*° a ± `&bV¸ ­�Ä�¯Å°H¨@± ½�¾ « a «oÆ�« a «o¨@Ç\« º ¬ ¶�È «o¨ ½�¾ « a « ¶ ¨ eÇ ` ¨d¨d«�Ç ½�¶·` ¨ º´Ã « ½YÉ «o«o¨ ºy`&µ·bV½�¶·` ¨ º�` Æ Ã °$Ç�Ê É ° a ± ºy½�` Ç ¾ ° º�½�¶ Ç§± ¶·Ë « a «o¨ ½�¶ ° µ «�Ì b ° ½�¶·` ¨ º
]_ÍDÎ ²�Ï º�e�É�¶�½�¾�a °H¨@± `&ÐÑ½ « a
ÐÒ¶ ¨I° µU½�¶·Ð «´°H¨@± ÈÀ¶Óº Ç `8ºy¶�½YÁ0ºy`&µ·bV½�¶·` ¨ º~` Æ ½�¾ «´² ¶·a
¶ Ç ¾dµ « ½
¿da
`&Ãdµ « Ð Æ `&a�º « ÐÒ¶·µ·¶ ¨d«!° a*º «�Ç ` ¨@± `&a ±V« a « µ·µ·¶·¿V½�¶ Ç�«�Ì b ° ½�¶·` ¨ º�¶ ¨.¨ ` ¨ ¼ ± ¶�È « a ¬&«o¨@Ç\«gÆ `&a
Ð° a « ¶ ¨ È « º�½�¶ ¬A° ½ «�±JÔ*¦#¨ ½�¾ « ¿da « º «o¨ ½.¿ ° ¿ « aÕÉ «�° a « ¶ ¨ ½ « a « ºy½ «�± ¶ ¨×Öd¨@± ¶ ¨d¬
Ç ` ¨d¨d«�Ç ¼
½�¶·` ¨ ºwÃ « ½YÉ «o«o¨ Î�`&ÃU`&µ « È�ºy¿ °$Ç\« º
`&µ·bV½�¶·` ¨ º§` Æ ½�¾ « º « ÐÒ¶·µ·¶ ¨d«!° a ² ¶·a
¶ Ç ¾dµ « ½Ò¿da
`&Ãdµ « Ð°H¨@± º
`&µ·bV½�¶·` ¨ ºw` Æ ÍDÎ ²�Ï ºØÉ�¶�½�¾Xa °H¨@± `&ÐÙ½ « a
ÐÒ¶ ¨I° µ�½�¶·Ð « ¶ ¨ ½�¾ «ÚÇ�° º « É�¾ «o¨ ½�¾ «Æ `&ayÉ ° a ±F± a
¶�ÈÀ¶ ¨d¬ ¿da
` Ç\« º�ºØ¶Óº °K± ¶·ËUb@º
¶·` ¨F¬&«o¨d« a ° ½ «�± ÃAÁ ° b ¨ ¶ Æ `&a
ÐÒµ�Á « µ·µ·¶·¿V½�¶ Ç�± ¶�¼
È « a ¬&«o¨@Ç\«ÒÆ `&a
ÐÛ`&¿ « a ° ½�`&a�É�¶�½�¾ÜÐ «!° ºybda ° Ãdµ «ÒÇ ` «oÝQÇ ¶ «o¨ ½�º Ô:Þ×«.« ÐQ¿d¾ ° ºy¶·ß « ½�¾ ° ½à¶�½
¶Óº ¨ `$½ ° º « ÐÒ¶·Ð ° ay½�¶ ¨d¬A° µ «à¬&«o¨d« a ° µ·µ�Á Ô

^S`wÃ « ÐÒ`&a « ¿da «�Ç ¶Óº «&á µ « ½Db@º Ö ¸ ° ÃU`&b ¨@±V«�±â± `&Ð ° ¶ ¨ ] ¨ ` ¨ ¼ « ÐÒ¿V½YÁ á `&¿ «o¨:á@Ç ` ¨ ¼¨d«�Ç ½ «�± º « ½{e D ¶ ¨ Rd °H¨@±âÇ ` ¨ ºy¶ ±V« aD½�¾ «Õ± ¶·Ë « a «o¨ ½�¶ ° µS`&¿ « a ° ½�`&a A ` Æ ½�¾ «àÆ `&a
Ð
]yã Ô ã!e A =

1

2

d∑

i,j=1

Dj(a
ij(x)Di) +

d∑

i=1

bi(x)Di

É�¾ « a « a : D → Rd ⊗ Rd °H¨@± b : D → Rd ° a « Ð «!° ºybda ° Ãdµ «àÆ b ¨@Ç ½�¶·` ¨ º�ºyb Ç ¾Ú½�¾ ° ½Æ `&a�ºy`&Ð « 0 < λ ≤ Λ á

]yã Ô�ä e λ|ξ|2 ≤
d∑

i,j=1

aij(x)ξiξj ≤ Λ|ξ|2, aij(x) = aji(x), |b(x)| ≤ Λ

Æ `&a x ∈ D °H¨@±
ξ ∈ Rd Ô Í�Á§¿dbV½
½�¶ ¨d¬ aij = δij

á
bi = 0 `&bV½�ºy¶ ±V« D É «ÅÇ�°H¨0°H¨@± ÉD¶·µ·µ
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å � � � x��y�{x\r��
° º�ºybdÐ « ½�¾ ° ½ a, b ° a «à±V«oÖd¨d«�±K°H¨@± º ° ½�¶Óº Æ Á,]yã Ô�ä e�¶ ¨K° µ·µ Rd Ô��G« ½ p(·, ·, ·) ±V«o¨ `$½ «Õ°
É «!°HÊàÆ b ¨@±@° Ð «o¨ ½ ° µ@ºy`&µ·bV½�¶·` ¨§Æ `&a A °H¨@± µ « ½ X = {(X,Px); x ∈ Rd} Ã «g°��
° a Ê `!È¿da
` Ç\« º�º Æ `&agÉD¾d¶ Ç ¾ p ¶Óº ° ½�a °H¨ º
¶�½�¶·` ¨K±V«o¨ º
¶�½YÁ Æ b ¨@Ç ½�¶·` ¨:á ½�¾ ° ½�¶Óº á

Px(X0 = x) = 1, Px(Xt ∈ Γ ) =
�

Γ

p(t, x, y) dy, t ≥ 0,

Æ `&a °H¨ ÁEÍ�`&a « µ Γ ⊂ Rd ]_º «o«»­ ã
	 ¯ e Ô�� a
`&Ð ­ ã

 á ^g¾ « `&a « Ð�� Ô�¹$¯ ¶�½ Æ `&µ·µ·`!É�ºQ½�¾ ° ½Æ `&a «!°$Ç ¾Eº�½ ° ay½�¶ ¨d¬ ¿U`&¶ ¨ ½ x ∈ Rd ½�¾ «KÇ�°H¨ ` ¨ ¶ Ç�° µ�¿da
` Ç\« º�º X °$± ÐÒ¶�½�º ° b ¨ ¶ Ì b «±V«�Ç `&ÐÒ¿U`8º
¶�½�¶·` ¨ ` Æ ½�¾ «ÕÆ `&a
Ð
]yã Ô �8e Xt −X0 = Mt + At, t ≥ 0, Px ¼ °ÀÔ º Ô ,
É�¾ « a « M ¶Óº °.Ç ` ¨ ½�¶ ¨ bd`&b@ºgÐ ° ay½�¶ ¨d¬A° µ «à°$±d± ¶�½�¶�È «´Æ b ¨@Ç ½�¶·` ¨I° µ�] ¶ ¨ ½�¾ « ºy½�a
¶ Ç ½�º «o¨ º « e
` Æ X °H¨@±

A ¶Óº °,Ç ` ¨ ½�¶ ¨ bd`&b@º °$±d± ¶�½�¶�È «�Æ b ¨@Ç ½�¶·` ¨I° µ§] ¶ ¨ ½�¾ « º�½�a
¶ Ç ½0º «o¨ º « e§` Æ X
` Æ ß « a
` Ì b °$± a ° ½�¶ Ç È ° a
¶ ° ½�¶·` ¨:Ô�� `&a « `!È « a á ½�¾ «»Ç `$¼3È ° a
¶ ° ½�¶·` ¨ ¿da
` Ç\« º
ºP` Æ M =
(M1, . . . ,Md) ¶Óº ¬ ¶�È «o¨ ÃAÁ
]yã Ô�¹ e 〈M i,M j〉t =

t�

0

aij(Xs) ds, t ≥ 0.

Î�bd¿d¿U`8º « ½�¾ ° ½ D ¶ÓºSa «o¬ bdµ ° a Æ `&a A Ô�� `&a ¬ ¶�È «o¨ ϕ : ∂D→ R °H¨@± f : D×R×Rd
→ R Ç ` ¨ ºy¶ ±V« aD½�¾ « º « ÐÒ¶·µ·¶ ¨d«!° a ² ¶·a
¶ Ç ¾dµ « ½�¿da
`&Ãdµ « Ð
]yã Ô�� e Au = −Fu, u|∂D = ϕ,

É�¾ « a «
Fu(x) = f(x, u(x), (σ∇u)(x)), x ∈ D,°H¨@±

σ ¶ÓºD½�¾ « ºyÁÀÐÒÐ « ½�a
¶ Ç º Ì b ° a « a
`�`$½Å` Æ a Ô�¦#¨ ½�¾d¶Óº�¿ ° ¿ « a�É « º
¾d`!É³½�¾ ° ½�b ¨@±V« a
º
`&Ð «0¨I° ½�bda ° µ ° º
º
bdÐÒ¿V½�¶·` ¨ ºÒ` ¨ ϕ °H¨@±

f ½�¾ « a «Ú« ¸À¶Óºy½�º ° ÃU`&b ¨@±V«�±ÂÇ ` ¨ ½�¶ ¨ bd`&b@º
º
`&µ·bV½�¶·` ¨ u ` Æ ]yã Ô�� e�¶ ¨ ½�¾ « Î�`&ÃU`&µ « ÈÜº
¿ °$Ç\« W 1

2

°H¨@±ÜÆ `&a «!°$Ç ¾ x ∈ D ½�¾ « a «Ò° µÓº
`« ¸À¶Óºy½�º ° b ¨ ¶ Ì b « º
`&µ·bV½�¶·` ¨ (Y x, Zx) ` Æ ½�¾ « ÍDÎ ²�Ï

Y x
t = ϕ(Xτ ) +

τ�

t∧τ
f(Xs, Y

x
s , Z

x
s ) ds]yã Ô 	8e

−
τ�

t∧τ
〈Zxs , σ−1(Xs) dMs〉, t ≥ 0, Px ¼ °ÀÔ º Ô·á

É�¾ « a «
]yã Ô�� e τ = inf{t ≥ 0 : |Xt| /∈ D}.� `&a « `!È « a áIÆ `&a «!°$Ç ¾ x ∈ D É « ¾ ° È «
]yã Ô}Ä e (Y x

t , Z
x
t ) = (u(Xt∧τ ), (σ∇u)(Xt∧τ)), t ≥ 0, Px ¼ °ÀÔ º Ô� a
`&Ð ]yã Ô}Ä eà¶�½ Æ `&µ·µ·`!É�ºØ¶ ¨ ¿ ° ay½�¶ Ç bdµ ° a.½�¾ ° ½ Y x

0 = u(x) Px ¼ °ÀÔ º Ô�Æ `&a x ∈ D
°H¨@±

Zx0 = (σ∇u)(x) Px ¼ °ÀÔ º ÔVÆ `&a °ÀÔ�«&Ô x ∈ D á ÉD¾d¶ Ç ¾�ÁÀ¶ « µ ± º ° ºy½�` Ç ¾ ° ºy½�¶ Ç a « ¿da « º «o¨ ½ ° ¼½�¶·` ¨ ` Æ u °H¨@± ¶�½�º ¬ a °$± ¶ «o¨ ½ Ô



� ð����Jï*èmø��Dï�ë�ì�í�õ�í�ø&ëMè���ë�õ�õ í 	$éÓí·î�
��
��ï ý
� `&a.a «o¬ bdµ ° a a ] ¶ Ô�«&Ô ¶ Æ A ¶Óº °â¨ ` ¨ ¼ ± ¶�È « a ¬&«o¨@Ç\«ÚÆ `&a
Ð `&¿ « a ° ½�`&a °H¨@± X ¶Óº °H¨¦ ½���¿da
` Ç\« º�º�b ¨@±V« a Px e á:° a « ¿da « º «o¨ ½ ° ½�¶·` ¨ º
¶·ÐÒ¶·µ ° a�½�`,]yã Ô}Ä egÉ ° º�¿da
`!È «�± ¶ ¨Ü²´° ay¼µ·¶ ¨d¬0°H¨@±�©*° a ± `&bV¸ ­ ¹$¯ b ¨@±V« a ° º�ºybdÐQ¿V½�¶·` ¨ º�` ¨ ϕ °H¨@±

f ºy¶·ÐÒ¶·µ ° a�½�`Ò½�¾d`8º « ¶ ¨ ½�¾ «
¿da « º «o¨ ½.¿ ° ¿ « a á�°H¨@± ¶ ¨X©>«o¨d¬�­�®�¯ b ¨@±V« aØÐÒ`&a « a « º�½�a
¶ Ç ½�¶�È «Ú° º
º
bdÐÒ¿V½�¶·` ¨ º Ô �G« ½Øb@º° µÓº
`ØÐ «o¨ ½�¶·` ¨ ½�¾ ° ½�½�¾ «��g° b Ç ¾AÁQ¿da
`&Ãdµ « Ð Æ `&a�½�¾ « º « ÐÒ¶·µ·¶ ¨d«!° a~¿ ° a ° ÃU`&µ·¶ Ç�«�Ì b ° ½�¶·` ¨
Dtu+ Au = Fu ÉD¶�½�¾ A ¬ ¶�È «o¨ ÃAÁ,]yã Ô ã!e�¶Óºg¶ ¨ È « ºy½�¶ ¬A° ½ «�± ¶ ¨ Í ° µ·µ�Á áI©*° a ± `&bV¸ °H¨@±
ÎA½�`&¶ Ç�°X­ ã ¯Má�� `&ß Ê `8º
ß ­ ã&ã ¯~°H¨@± ÎA½�`&¶ Ç�°F­ ã ��¯Má�°H¨@± ½�¾ « ÐÒ¶�¸ «�± ÃU`&b ¨@±@° ayÁ×¿da
`&Ãdµ « Ð
¶ ¨ �G«��
° Á ­ ��¯MÔ �G« ½Åb@º�ºy½�a « º�º á ¾d`!É « È « a á ½�¾ ° ½�¶ ¨�­ ã ¯*° a « ¿da « º «o¨ ½ ° ½�¶·` ¨ ` Æ ½�¾ «ØÆ `&a
Ð
]yã Ô}Ä e�¶Óº�`&ÃV½ ° ¶ ¨d«�±§Æ `&a Ì b ° º
¶�¼ « È « ayÁÒºy½ ° ay½�¶ ¨d¬ ¿U`&¶ ¨ ½ x ∈ D á ÉD¾ « a «!° º�¶ ¨�­ ��á ã ��¯ ` ¨ µ�ÁÆ `&a °ÀÔ�«&Ô x ∈ D Ô� º Æ `&a�¿da
`�` Æ º á É « É�`&bdµ ± µ·¶ Ê&« ½�`´¿U`&¶ ¨ ½�`&bV½�` ¨ µ�Áw` ¨d«�° ºy¿ «�Ç ½ Ô�� `&b ¬ ¾dµ�Á§ºy¿ «!°HÊ ¼
¶ ¨d¬dá ½�¾ « Ð ° ¶ ¨F± ¶ ÝÒÇ bdµ�½YÁ×¶ ¨ ¿da
`!ÈÀ¶ ¨d¬ ]yã Ô�� e���]yã Ô}Ä e Æ `&a « È « ayÁE] °H¨@±×¨ `$½ Ì b ° º
¶�¼�`&a° µ·ÐÒ`8ºy½ « È « ayÁ@egºy½ ° ay½�¶ ¨d¬ ¿U`&¶ ¨ ½Å¶Óºg½�¾ ° ½�É « ¾ ° È « ½�`�ºy¾d`!É Px ¼M¶ ¨ ½ «o¬ a ° Ãd¶·µ·¶�½YÁK` Æ ½�¾ «Ì b °$± a ° ½�¶ Ç È ° a
¶ ° ½�¶·` ¨ ` Æ ½�¾ « Ð ° ay½�¶ ¨d¬A° µ « ¿ ° ay½Õ` Æ ]yã Ô 	8eÒ] `&a�½�¾ « Ð ° ay½�¶ ¨d¬A° µ « ¿ ° ay½
` Æ u(X·∧τ ) ¶ ¨ ¶�½�º ±V«�Ç `&ÐÒ¿U`8º
¶�½�¶·` ¨ ` Æ ½�¾ «ÚÆ `&a
Ð ]yã Ô �8e
e Ô � a
`&Ð ]yã Ô�¹ e á ]yã Ô 	8eØ¶�½Ò¶Óº
½�¾ « a «oÆ `&a «ÒÇ µ «!° aÅ½�¾ ° ½Å½�`�½�¾ « a «�Ì bd¶·a « Ð «o¨ ½�½�¾ ° ½�½�¾ « ºy`&µ·bV½�¶·` ¨ u ` Æ ]yã Ô�� e�Ã « µ·` ¨d¬ º
½�`Ø½�¾ « º
¿ °$Ç\« C([0,∞);Rd)∩W 1

2

°ØÇ ` ¨@± ¶�½�¶·` ¨ ` ¨ ½�¾ « ¶ ¨ ½ «o¬ a ° Ãd¶·µ·¶�½YÁ�` Æ ∇u Ðwb@º�½
Ã «P°$±d±V«�±JÔ ^g¾ « a «oÆ `&a « ¶ ¨ ½�¾ « ¿da « º «o¨ ½0¿ ° ¿ « a�É «
Ç ` ¨ ºy¶ ±V« a Æ `&a «!°$Ç ¾ x ∈ D

°
Î�`&ÃU`&µ « ÈXº
¿ °$Ç\« Wα(x) ÉD¶�½�¾FÉ « ¶ ¬ ¾A½ á ½�¾ « É « ¶ ¬ ¾A½§Ã « ¶ ¨d¬ ½�¾ « α ¼��Åa «o«o¨XÆ b ¨@Ç ½�¶·` ¨Æ `&a A ¶ ¨ D ÉD¶�½�¾Eºybd¶�½ ° Ãdµ�Á Ç ¾d`8º «o¨ α ≥ 0 ]_º «o« Î «�Ç ½�¶·` ¨Bä e Ô�� ºy¶ ¨d¬ ºy½�` Ç ¾ ° ºy½�¶ ÇÇ�° µ Ç bdµ·b@º�É «
±V« a
¶�È «,° ºy`&ay½Ú` Æ��Y«o¨d« a ¬ Á « º�½�¶·Ð ° ½ « º��
¶ ¨ ½�¾ « ºy¿ °$Ç\« Wα(x)

Ô ^~¾ «Ç a
b Ç ¶ ° µ Æ_°$Ç ½�¶Óº�½�¾ ° ½�½�¾ « º «�« º�½�¶·Ð ° ½ « º ± ` ¨ `$½�¶ ¨ È8`&µ�È «�°H¨ Áwa «o¬ bdµ ° a
¶�½YÁ ° º�º
bdÐÒ¿V½�¶·` ¨ º° ÃU`&bV½ a °H¨@±»° µ·µ·`!ÉÑ` ¨d« ½�`
¿da
`!È «Ú« ¸À¶Óº�½ «o¨@Ç\« ` ÆÅ° b ¨ ¶ Ì b «ÚÇ ` ¨ ½�¶ ¨ bd`&b@ºÒºy`&µ·bV½�¶·` ¨
u ∈ W 1

2 ` Æ ]yã Ô�� eÅº
b Ç ¾Ü½�¾ ° ½ u ∈ Wα(x)
Æ `&a « È « ayÁ x ∈ D Ô ^g¾d¶Óº�¶Óº «o¨ `&b ¬ ¾ Æ `&a

`&bda´¿dbda
¿U`8º « º á Ã «�Ç�° b@º «§Æ a
`&Ð ½�¾ «Ò±V«oÖd¨ ¶�½�¶·` ¨ ` Æ Wα(x) ¶�½ Æ `&µ·µ·`!É�º�¶ ¨ ¿ ° ay½�¶ Ç bdµ ° a
½�¾ ° ½ Ex  τ0 |∇u(Xt)|2 dt < ∞ ¶ Æ u ∈ Wα(x)

Ô � º Æ_° a ° ºÅÉ «wÊ�¨ `!É á ½�¾ « ¶ ±V«!° ` Æ
b@º
¶ ¨d¬ ½�¾ « º
¿ °$Ç\« º Wα(x)

Æ `&a�¶ ¨ È « º�½�¶ ¬A° ½�¶·` ¨ ` Æ ½�¾ « ¿da
`&Ãdµ « Ð ]yã Ô�� e�¶Óº ¨d« É Ô�! `$½�¶ Ç\«&á
¾d`!É « È « a á ½�¾ ° ½ °H¨ ¶ ±V«!° º
¶·ÐÒ¶·µ ° ag¶ ¨ º
¿d¶·a
¶�½�¾ ° º ° ¿d¿ «!° a «�± ¶ ¨×­ ã&ã ¯MÔ

Notation. Ω = C([0,∞);Rd) ¶ÓºJ½�¾ « º
¿ °$Ç\« ` ÆÀÇ ` ¨ ½�¶ ¨ bd`&b@º Rd ¼3È ° µ·b «�±àÆ b ¨@Ç ¼
½�¶·` ¨ ºg` ¨ [0,∞)

«�Ì bd¶·¿d¿ «�± É�¶�½�¾�½�¾ « ½�`&¿U`&µ·` ¬ Á0` Æ b ¨ ¶ Æ `&a
Ð Ç ` ¨ È « a ¬&«o¨@Ç\« ` ¨âÇ `&Ð§¼
¿ °$Ç ½Kº « ½�º Ô X ¶Óº�½�¾ «PÇ�°H¨ ` ¨ ¶ Ç�° µà¿da
` Ç\« º
ºÚ` ¨ Ω

á
Xτ
t = Xt∧τ

á
t ≥ 0

Ô Í�Á Ex] a « º
¿ Ô Enx e>É «�±V«o¨ `$½ «�« ¸À¿ «�Ç ½ ° ½�¶·` ¨ É�¶�½�¾Òa « º
¿ «�Ç ½�½�` Px ] a « ºy¿ Ô Pnx )
á ÃAÁ L[Y |Px]

] a « º
¿ Ô L[Y |Pnx ] e�½�¾ « µ ° É�` Æ ½�¾ « ¿da
` Ç\« º�º Y b ¨@±V« a Px ] a « º
¿ Ô Pnx e áU°H¨@± ÃAÁ � ⇒ �Ç ` ¨ È « a ¬&«o¨@Ç\« ¶ ¨ µ ° É Ô
Di = ∂/∂xi ¶ÓºÅ½�¾ « ¿ ° ay½�¶ ° µ ±V« a
¶�È ° ½�¶�È « ¶ ¨ ½�¾ «§± ¶Óº�½�a
¶·ÃdbV½�¶·` ¨ º «o¨ º «&áG°H¨@± ∇ =

(D1, . . . ,Dd)
Ô Í�Á C(G) É «Ø±V«o¨ `$½ « ½�¾ « º « ½Å` Æ�° µ·µ Ç ` ¨ ½�¶ ¨ bd`&b@º Æ b ¨@Ç ½�¶·` ¨ º�` ¨ G á°H¨@± ÃAÁ Ck,β(D) ] a « º
¿ Ô Ck,β(D) e�½�¾ « ºy¿ °$Ç\« ` Æ:Æ b ¨@Ç ½�¶·` ¨ º�ÉD¾d`8º « k ½�¾�`&a ±V« a�¿ ° ay¼

½�¶ ° µ ±V« a
¶�È ° ½�¶�È « º ° a « b ¨ ¶ Æ `&a
ÐÒµ�Á#"%$&µ ±V« a Ç ` ¨ ½�¶ ¨ bd`&b@ºâ] a « º
¿ Ô µ·` Ç�° µ·µ�Á&"'$&µ ±V« a Ç ` ¨ ¼
½�¶ ¨ bd`&b@ºme�ÉD¶�½�¾ « ¸À¿U` ¨d«o¨ ½ β ¶ ¨ D Ô � bday½�¾ « a
ÐÒ`&a «&á Lp ] a « º
¿ Ô L∞ eD¶Óº�½�¾ « Í °H¨I°$Ç ¾º
¿ °$Ç\« ` Æ Ð «!° º
bda ° Ãdµ «ÒÆ b ¨@Ç ½�¶·` ¨ ºà` ¨ D ½�¾ ° ½ ° a « p ¼M¶ ¨ ½ «o¬ a ° Ãdµ « ] a « ºy¿ ÔG« º�º «o¨ ½�¶ ° µ·µ�Á
ÃU`&b ¨@±V«�± e�( W 1

2 ¶ÓºÒ½�¾ « b@ºyb ° µàÎ�`&ÃU`&µ « ÈEºy¿ °$Ç\« ` Æà° µ·µ « µ « Ð «o¨ ½�º u ` Æ L2 ¾ ° ÈÀ¶ ¨d¬±V« a
¶�È ° ½�¶�È « º Diu ¶ ¨ L2
á�°H¨@±

W̊ 1
2 ¶Óº´½�¾ «�Ç µ·`8ºybda « ` Æ ½�¾ « ºy¿ °$Ç\« ` Æ ¶ ¨dÖd¨ ¶�½ « µ�Á ± ¶ Æ ¼



� � � � x��y�{x\r��
Æ�« a «o¨ ½�¶ ° Ãdµ «§Æ b ¨@Ç ½�¶·` ¨ º�É�¶�½�¾ Ç `&ÐÒ¿ °$Ç ½´º
bd¿d¿U`&ay½�ºÅµ�ÁÀ¶ ¨d¬ ¶ ¨ D É�¶�½�¾
a « ºy¿ «�Ç ½�½�`�½�¾ «
W 1

2 ¼ ¨ `&a
Ð ‖ · ‖W 1
2

Ô Í�Á ‖ · ‖p É «Å±V«o¨ `$½ « ½�¾ «Å¨ `&a
Ð ¶ ¨ Lp ( (·, ·)2
±V«o¨ `$½ « º�½�¾ « º Ç�° ¼

µ ° a�¿da
` ± b Ç ½Å¶ ¨ L2 ÉD¾ « a «!° º (·, ·) ¶ÓºD½�¾ « b@ºyb ° µ�º Ç�° µ ° a�¿da
` ± b Ç ½Å¶ ¨ Rd ( |D| ¶ÓºD½�¾ «�G« Ã « º ¬ b « Ð «!° ºybda « ` Æ D Ô ^~¾ «§° ÃdÃda « ÈÀ¶ ° ½�¶·` ¨ �y°ÀÔ�«&Ô �ØÐ «!°H¨ º �y° µ·ÐQ`8º�½ « È « ayÁ�ÉD¾ « a «
É�¶�½�¾Úa « º
¿ «�Ç ½�½�`w½�¾ « �G« Ã « º ¬ b « Ð «!° º
bda « � Ô

�J���Ú�>¥��:£��À���	�
���I�>¢
���> H¥�¡U H¥��	�o�!¥����V���	�$� �G« ½ {Ft}t≥0
±V«o¨ `$½ « ½�¾ « ÐÒ¶�¼¨ ¶·Ð.bdÐ Ç `&ÐÒ¿dµ « ½ «�±K°$± ÐÒ¶Óº�ºy¶·Ãdµ «àÖ µ�½�a ° ½�¶·` ¨�Æ `&a X Ô

Definition.
�G« ½ ϕ : ∂D → R °H¨@±

f : D × R × Rd → R Ã « Ð «!° º
bV¼
a ° Ãdµ «
Æ b ¨@Ç ½�¶·` ¨ º °H¨@± µ « ½ x ∈ D

Ô�Þ×« º ° Á»½�¾ ° ½ ° ¿ ° ¶·a�� (Y x
t , Z

x
t ); t ≥ 0 ��` Æ

{Ft}t≥0 ¼M¿da
` ¬ a « º
º
¶�È « µ�Á0Ð «!° º
bda ° Ãdµ « ¿da
` Ç\« º
º « ºg¶Óº ° ºy`&µ·bV½�¶·` ¨ ` Æ ½�¾ « ÍgÎ ²�Ï (ϕ, f)° º�ºy` Ç ¶ ° ½ «�± ÉD¶�½�¾ (X,Px) ¶ Æ Y x ¶Óº Ç ` ¨ ½�¶ ¨ bd`&b@º á  τ0 |Zxt |2 dt < ∞ Px ¼ °ÀÔ º Ôg°H¨@±]yã Ô 	8e�¶Óº~º ° ½�¶Óº Öd«�± É�¶�½�¾�½�¾ « Ð ° ay½�¶ ¨d¬A° µ «à°$±d± ¶�½�¶�È «´Æ b ¨@Ç ½�¶·` ¨I° µ M ` Æ ½�¾ «�±V«�Ç `&ÐÒ¿U`$¼
º
¶�½�¶·` ¨ ]yã Ô �8e Ô¦#¨ Æ_°$Ç ½0É « É�¶·µ·µ Ç ` ¨ º
¶ ±V« aÚº
`&µ·bV½�¶·` ¨ º�É�¶�½�¾ Ã « ½
½ « aÚ¶ ¨ ½ «o¬ a ° Ãd¶·µ·¶�½YÁ ¿da
`&¿ « ay½�¶ « º á¨I° Ð « µ�ÁÜºy`&µ·bV½�¶·` ¨ ºà¶ ¨ ½�¾ «ÒÇ µ ° º�º H1+d

α;x ` Æ~° µ·µ {Ft}t≥0 ¼M¿da
` ¬ a « º
º
¶�È « µ�ÁPÐ «!° º
bda ° Ãdµ «
¿da
` Ç\« º�º « º ξ É�¶�½�¾0È ° µ·b « ºD¶ ¨ R1+d ¾ ° ÈÀ¶ ¨d¬�°.Öd¨ ¶�½ «Õ¨ `&a
Ð

|||ξ|||2α;x = Ex

τ�

0

eαt|ξt|2 dt
Æ `&a�ºy`&Ð « α ≥ 0

Ô
Þ,« ÉD¶·µ·µ ° º�ºybdÐ « ½�¾ ° ½ D ¶Óº ° ÃU`&b ¨@±V«�±Ò± `&Ð ° ¶ ¨ ¶ ¨ Rd É�¾d¶ Ç ¾§¶Óº�������� �"!#� Æ `&a A á

½�¾ ° ½à¶Óº á Px(τ = 0) = 1
á
x ∈ ∂D á É�¾ « a « τ = inf{t > 0 : |Xt| /∈ D}

ÔUÞ×« ÉD¶·µ·µ¨d«o«�± ½�¾ «àÆ `&µ·µ·`!É�¶ ¨d¬�° º�º
bdÐÒ¿V½�¶·` ¨ ºD` ¨ ϕ °H¨@±
f $

] ¶�e ϕ : ∂D → R ¶Óº Ç ` ¨ ½�¶ ¨ bd`&b@º °H¨@±
Ç�°H¨ Ã «.« ¸�½ «o¨@±V«�± ÃAÁ Ç ` ¨ ½�¶ ¨ bd¶�½YÁ�½�` D
ºy`§½�¾ ° ½g½�¾ «Õ« ¸�½ «o¨@±V«�±ÚÆ b ¨@Ç ½�¶·` ¨ ]_ºy½�¶·µ·µ ±V«o¨ `$½ «�± ÃAÁ ϕ e�Ã « µ·` ¨d¬ ºD½�` W 1

2 (] ¶·¶�e f : D × R × Rd → R º ° ½�¶Óº Öd« º´½�¾ « �g° a ° ½�¾&%o` ± `&ayÁ Ç ` ¨@± ¶�½�¶·` ¨:á ½�¾ ° ½Õ¶Óº á
f(x, ·, ·) ¶Óº Ç ` ¨ ½�¶ ¨ bd`&b@º Æ `&a °ÀÔ�«&Ô x ∈ D °H¨@±

f(·, y, z) ¶Óº�Ð «!° º
bda ° Ãdµ «.Æ `&a«!°$Ç ¾ (y, z) ∈ R× Rd (
] ¶·¶·¶�e (y1− y2) · (f(x, y1, z)− f(x, y2, z)) ≤ µ|y1− y2|2

Æ `&a�º
`&Ð « µ ∈ R ]�½�¾ «
ÐÒ` ¨ `$½�` ¨ ¶ Ç ¶�½YÁ Ç ` ¨@± ¶�½�¶·` ¨ e�(

] ¶�È@e |f(x, y, z1)− f(x, y, z2)| ≤ L|z1 − z2|
Æ `&a�ºy`&Ð « L ≥ 0 (

]�È@e |f(x, y, 0)| ≤ g(x) + K|y| Æ `&a´ºy`&Ð « K ≥ 0
°H¨@±
¨ ` ¨ ¼ ¨d«o¬A° ½�¶�È « g ∈ LpÉD¶�½�¾ p > 2 ∨ d ¶ Æ 2µ+ L2 ≤ 0

áI°H¨@±
g ∈ L∞ ¶ ¨ ½�¾ «à¬&«o¨d« a ° µ Ç�° º «&Ô� `&a µ,L É « É�¶·µ·µ ° º
º
bdÐ « ½�¾ ° ½

]�ÈÀ¶ ′ e 2µ+ L2 ≤ 0 ¶ Æ b 6= 0 ] ¨ ` ¨ ¼#ºyÁÀÐÒÐ « ½�a
¶ ÇàÇ�° º « e á `&a
]�ÈÀ¶ ′′ e supa∈A(λ,Λ) supx∈D E

(a)
x eατ < ∞ Æ `&aÒºy`&Ð « α > 2µ + L2 ¶ Æ b = 0

]_ºyÁÀÐÒÐ « ½�a
¶ ÇâÇ�° º « e Ô " « a « E(a)
x

±V«o¨ `$½ « º « ¸À¿ «�Ç ½ ° ½�¶·` ¨ ÉD¶�½�¾ a « ºy¿ «�Ç ½�½�`
½�¾ « Ð «!° º
bda « P (a)

x
Ç `&a
a « º
¿U` ¨@± ¶ ¨d¬ ½�`â`&¿ « a ° ½�`&a0]yã Ô ã!eÅÉ�¶�½�¾ b = 0

°H¨@±
A(λ,Λ) ¶Óº>½�¾ « º « ½�` ÆU° µ·µÀÐ «!° º
bda ° Ãdµ « a : D → Rd⊗Rd º ° ½�¶Óº Æ ÁÀ¶ ¨d¬ ]yã Ô�ä e Ô
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��ï ÿ
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	 ä�Ô ã��§Î�¶ ¨@Ç\« ½�¾ « a «à« ¸À¶Óºy½�º c = c(λ,Λ, d) º
b Ç ¾Ú½�¾ ° ½

] ä�Ô ã!e p(t, x, y) ≤ c

td/2
exp

(
−|y − x|

2

ct

)

Æ `&a ° µ·µ t > 0
°H¨@±

x, y ∈ Rd ]_º «o«&á�«&Ô�¬dÔ·á�­ ã
	 á Î «�Ç ½�¶·` ¨B¦�Ô ã ¯ e á ½�¾ « ¿da
`�` Æ ` ÆQ­ � á© a
`&¿U`8º
¶�½�¶·` ¨ ã Ô ã Ä�¯ º
¾d`!É�º�½�¾ ° ½Å½�¾ « a « ¶Óº C > 0
±V« ¿ «o¨@± ¶ ¨d¬ ` ¨ µ�Áâ` ¨ λ,Λ, d º
b Ç ¾

½�¾ ° ½ supa∈A(λ,Λ) supx∈D Exe
ατ < ∞ Æ `&a °H¨ Á α < α0 ≡ C|D|−2/d Ô ^~¾ « a «oÆ `&a «

]�ÈÀ¶ ′′ e�¶ÓºDº ° ½�¶Óº Öd«�± ¶ Æ 2µ+ L2 < α0
Ô


��������������
����� ä�Ô�ä �����§] ¶�e���] ¶�ÈUe !#� ��� !��! ���" �$# !�%&# Exeατ < ∞ á('*) � ��� α =
2µ+ L2 á � ) �+%,� ) �.-0/2143 (ϕ, f)

) !5� !6�87�95�:�;95% �.�<9�� �=�! >95%? �%,� ) ���A@&!�B � H1+d
α;x CD �E9�9F� C Î «o«&á@«&Ô�¬dÔ·á ½�¾ « ¿da
`�` Æ ` Æg­ ¹dáI© a
`&¿U`8ºy¶�½�¶·` ¨ � Ô�ä!¯MÔ

^~¾ « a « Ð ° ¶ ¨@±V« aØ` Æ ½�¾d¶ÓºØº «�Ç ½�¶·` ¨ ¶Óº ±V« È8`$½ «�± ½�`Kº
`&Ð «�° ¿da
¶·`&a
¶ « º�½�¶·Ð ° ½ « ºÕ` ¨
º
`&µ·bV½�¶·` ¨ ºD` Æ ]yã Ô 	8e Ô ^~¾ « º «´« ºy½�¶·Ð ° ½ « º~É�¶·µ·µGÃ «´¨d«o«�±V«�± ¶ ¨ ½�¾ «´¨d« ¸�½D½YÉ~`Òº «�Ç ½�¶·` ¨ º Ô


��������������
����� ä�Ô �2��GH�I� �=7 �~] ¶�e���] ¶�ÈUe !5%�#H� ) !�� ‖f(·, 0, 0)‖α;x <∞ �+9#�(�+9�7 �
α ≥ 0 C ��� (Y x, Zx) ∈ H1+d

0;x  �� !J�+9�� �=�! >95%K9L�M� ) �M-0/2143 (ϕ, f) � �NB ) � ) !��
] ä�Ô�ä e Ex sup

0≤t≤τ
eαt|Y x

t |2 <∞,

� ) �+% (Y x, Zx) ∈ H1+d
α;x !5%�#4�+9#� !5%2O δ, ε > 0

á

(2.3) Ex

{
eα(t∧τ)|Y x

t∧τ |2 +

τ�

t∧τ
eαs((α− α1)|Y x

s |2 + ε(1 + ε)−1|Zxs |2) ds
}

≤ Ex
{
eατ |ϕ(Xτ )|2 + δ−1

τ�

t∧τ
eαs|f(Xs, 0, 0)|2 ds

}

�+9#� !�� � t ≥ 0
áP'*) � ��� α1 = δ + 2µ+ (1 + ε)L2 CD �E9�9F� C Î «o«&á@«&Ô�¬dÔ·á ½�¾ « ¿da
`�` Æ ` Æg­ ¹dá � `&a
`&µ·µ ° ayÁ ¹dÔ�¹dÔ ã ¯MÔ� `&a ¬ ¶�È «o¨ x ∈ D µ « ½ Lα(x)

±V«o¨ `$½ « ½�¾ « º
¿ °$Ç\« ` Æ*Æ b ¨@Ç ½�¶·` ¨ º�¾ ° ÈÀ¶ ¨d¬Ú°ÒÖd¨ ¶�½ «¨ `&a
Ð
‖u‖2α;x = Ex

τ�

0

eαt|u(Xt)|2 dt = |||u(X)|||2α;x

°H¨@± µ « ½ Wα(x)
±V«o¨ `$½ « ½�¾ « º
¿ °$Ç\« ` Æ�° µ·µ « µ « Ð «o¨ ½�ºD` Æ Lα(x) ¾ ° ÈÀ¶ ¨d¬Q¬&«o¨d« a ° µ·¶·ß «�±±V« a
¶�È ° ½�¶�È « º Diu ¶ ¨ Lα(x)

°H¨@±Ú«�Ì bd¶·¿d¿ «�± É�¶�½�¾0½�¾ «à¨ `&a
Ð
‖u‖2Wα(x) = ‖u‖2α;x + ‖∇u‖2α;x .! `$½�¶ Ç\« ½�¾ ° ½´ÃAÁ � bdÃd¶ ¨ ¶>Q�ºÅ½�¾ « `&a « Ð á ‖u‖2α;x =  ∞0 Ttu

2(x) dt = Uαu
2(x)

á ÉD¾ « a «
{Tt, t ≥ 0} ¶Óº´½�¾ « º « ÐQ¶ ¬ a
`&bd¿,` Æ ¿U`8º
¶�½�¶�È « µ·¶ ¨d«!° aÕ`&¿ « a ° ½�`&a�ºÕ` ¨ L∞ ±V«oÖd¨d«�± ÃAÁ
Ttf(x) = Ex

�
{t<τ}eαtf(Xt)

°H¨@±
Uα ¶Óºà½�¾ « ¿U`$½ «o¨ ½�¶ ° µ�`&¿ « a ° ½�`&a Æ `&a {Tt} Ô Í�Á] ä�Ô ã!eØ½�¾ « a « ¶Óº C = C(λ,Λ, d) º
b Ç ¾�½�¾ ° ½ Ttf(x) ≤ CeαtPt(

�
Df)(x)

á ÉD¾ « a «
{Pt, t ≥ 0} ¶Óº�½�¾ « ½�a °H¨ º
¶�½�¶·` ¨ º « ÐÒ¶ ¬ a
`&bd¿
` Æ�° º�½ °H¨@±@° a ± d ¼ ± ¶·Ð «o¨ º
¶·` ¨I° µ Þ ¶ «o¨d« a



û � � � x��y�{x\r��

¿da
` Ç\« º�º Ô " «o¨@Ç\«&á ÃAÁ ­ � á ^g¾ « `&a « Ð � Ô ã

 ¯MáGÆ `&a «!°$Ç ¾ t > 0
á
Tt ¶Óº ° µÓºy` ° ÃU`&b ¨@±V«�±`&¿ « a ° ½�`&a Æ a
`&Ð L1 ½�` L∞ Ô ^g¾ « a «oÆ `&a «&á ¶ Æ supx∈D Uα1(x) < ∞ á ½�¾ «o¨ ½�¾ « a « ¶Óº °

Ð «!° º
bda ° Ãdµ «Õ±V«o¨ º
¶�½YÁ Uα(·, ·) ºyb Ç ¾Ú½�¾ ° ½
‖u‖2α;x =

�

D

|u(y)|2Uα(x, y) dy

]_º «o«&á:«&Ô�¬dÔ·á ½�¾ « ¿da
`�` Æ ` Æ � `&a
`&µ·µ ° ayÁ
½�`â^g¾ « `&a « Ð � Ô ã Ä ¶ ¨ ­ � ¯ e Ô ^~¾�b@º Lα(x) ¶Óº�¶ ¨Æ_°$Ç ½ °H¨ L2 ¼#º
¿ °$Ç\« É�¶�½�¾§½�¾ « É « ¶ ¬ ¾A½ Uα(x, ·) Ô ^g¾ «�Æ b ¨@Ç ½�¶·` ¨ Uα É�¶·µ·µIÃ «�Ç�° µ·µ «�± ½�¾ «
α ¼�� � � �+% � � %&B<�! >95% Æ `&a A ¶ ¨ D Ôd¦#¨ ½�¾ «´Ç�° º « ÉD¾ « a « α = 0 ½�¾ « α ¼��Åa «o«o¨ÚÆ b ¨@Ç ½�¶·` ¨
a «�± b Ç\« º§½�`Ü½�¾ « b@ºyb ° µ��Åa «o«o¨ÂÆ b ¨@Ç ½�¶·` ¨ É�¾d¶ Ç ¾�É « ÉD¶·µ·µ ±V«o¨ `$½ « ÃAÁ GD Ô ! `$½�¶ Ç\«° µÓº
`
½�¾ ° ½w¶ Æ b = 0 ½�¾ «o¨ ½�¾ « `&¿ « a ° ½�`&a�º Tt ° a « ºyÁÀÐÒÐ « ½�a
¶ Ç$á*°H¨@±�Ç ` ¨ º «�Ì b «o¨ ½�µ�Á
Uα(x, y) = Uα(y, x)

á
x, y ∈ D Ô

Î�bd¿d¿U`8º « u ¶Óº ° º
`&µ·bV½�¶·` ¨ ` Æ ]yã Ô�� eSº
b Ç ¾Õ½�¾ ° ½ (Y,Z) = (u(Xτ ), (σ∇u)(Xτ)) ∈
H1+d

0,x ¶Óº ° ºy`&µ·bV½�¶·` ¨ ` Æ ]yã Ô 	8eàº ° ½�¶Óº Æ ÁÀ¶ ¨d¬ ] ä�Ô�ä e Ô ^~¾ «o¨FÆ a
`&Ð ] ä�Ô �8e�É�¶�½�¾ t = 0 ¶�½Æ `&µ·µ·`!É�ºg½�¾ ° ½
(2.4) |u(x)|2 + (α− α1)‖u‖2α;x + ε(1 + ε)−1‖σ∇u‖2α;x

≤ Exeατ |ϕ(Xτ )|2 + δ−1‖f(·, 0, 0)‖2α;x.

� ` ¨ º
¶ ±V« a ¨ `!É»½�¾ « ¿da
`&Ãdµ « Ð ]yã Ô�� e>ÉD¶�½�¾ f(x, y, z) = F (x)
á ½�¾ ° ½�¶Óº á ½�¾ « µ·¶ ¨d«!° a

¿da
`&Ãdµ « Ð Ô Î�bd¿d¿U`8º « u ¶Óº ° º
`&µ·bV½�¶·` ¨ ` Æ ¶�½àº
b Ç ¾�½�¾ ° ½�]yã Ô}Ä e�¶Óº ° º
`&µ·bV½�¶·` ¨ ½�`,]yã Ô 	8e
¶ ¨ ½�¾ « º
¿ °$Ç\« H1+d

0,x

Ô Í�Á ¦ ½��2Q�º Æ `&a
Ð.bdµ °ÀádÆ `&a °H¨ Á n ∈ N É « ¾ ° È «

|Y x
0 |2 +

τ∧n�

0

|Zxs |2 ds+ 2

τ∧n�

0

〈Y x
s Z

x
s , σ

−1(Xs) dMs〉

= |Y x
τ∧n|2 + 2

τ∧n�

0

F (Xs)Y
x
s ds.

^ °HÊ ¶ ¨d¬Ò« ¸À¿ «�Ç ½ ° ½�¶·` ¨ º °H¨@± µ « ½
½�¶ ¨d¬ n→∞ ¬ ¶�È « º

Ex

{
|Y x

0 |2 +

τ�

0

|Zxt |2 ds
}
≤ Ex

{
|Y x
τ |2 + 2

τ�

0

F (Xt)Y
x
t dt

}
,

°H¨@± º
`
] ä�Ô�� e |u(x)|2 + ‖∇u‖20;x ≤ Ex|ϕ(Xτ )|2 + ‖F‖20;x + ‖u‖20;x.

Í�Á,]yã Ô 	8e á

] ä�Ô 	8e |u(x)| ≤ Ex|ϕ(Xτ )|+Ex

τ�

0

|F (Xt)| dt.
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� ÃAÈÀ¶·`&b@ºyµ�Á ‖u‖20;x ≤ ‖u‖2∞Exτ
á ºy` Æ a
`&Ð ] ä�Ô�� e á ] ä�Ô 	8e�É « º «o« ½�¾ ° ½

‖∇u‖20;x ≤ (1 + 2Exτ)‖ϕ‖2∞ + ‖F‖20;x] ä�Ô�� e
+ 2Exτ sup

x∈D

(
Ex

τ�

0

|F (Xt)| dt
)2
.

�J����¥ ��� �d  �	�:£��V��¥�¡�� �$�§¦ ½S¶Óº:É « µ·µ Ê�¨ `!É ¨ ½�¾ ° ½>¶ ¨ØÇ�° º « d > 1
Æ `&a °H¨ Á ϕ ∈W 1

2°H¨@±
F ∈ L2 ½�¾ « ¿da
`&Ãdµ « Ð

]�� Ô ã!e Au = −F, u|∂D = ϕ

¾ ° º ° b ¨ ¶ Ì b « É «!°HÊ º
`&µ·bV½�¶·` ¨ ¶ ¨ W 1
2

á ½�¾ ° ½�¶Óº á ½�¾ « a «g« ¸À¶Óºy½�º ° b ¨ ¶ Ì b « u ∈W 1
2 º
b Ç ¾½�¾ ° ½ u − ϕ ∈ W̊ 1

2

°H¨@±
(a∇u,∇η)2 − 2(∇u, ηb)2 = 2(F, η)2

Æ `&a ° µ·µ η ∈ W̊ 1
2]_º «o«&áU«&Ô�¬dÔ·á*­ �Àá ^g¾ « `&a « Ð ÄÀÔ � ¯ e Ô�¦#ÆYá ¶ ¨P°$±d± ¶�½�¶·` ¨:á ϕ º ° ½�¶Óº Öd« º§] ¶�e °H¨@± F ∈ Lp É�¶�½�¾

p > d/2 ½�¾ «o¨ u ¶Óº Ç ` ¨ ½�¶ ¨ bd`&b@ºà` ¨ D ] ­ ��á ^g¾ « `&a « Ð ÄÀÔ �Vã ¯ e ÔS¦#¨ ½�¾ «ÒÇ�° º « ÉD¾ « a «
d = 1 ½�¾ « ¿da
`&Ãdµ « Ð ]�� Ô ã!e~¾ ° º °H¨Ú« È «o¨ ÐQ`&a « a «o¬ bdµ ° aDÉ «!°HÊ º
`&µ·bV½�¶·` ¨KÆ `&a F ∈ LpÉ�¶�½�¾ p = 1 ]�½�¾ « ºybdÃ@ºy½�¶�½�bV½�¶·` ¨ v = au′/2 a «�± b Ç\« º Au = −F ½�`Ú½�¾ « `&a ± ¶ ¨I° ayÁ
µ·¶ ¨d«!° a ± ¶·Ë « a «o¨ ½�¶ ° µ «�Ì b ° ½�¶·` ¨ v′+2ba−1v = −F á ºy`�` ¨d«�Ç�°H¨Ø«!° º
¶·µ�Á´ÉDa
¶�½ «�± `!É ¨.°H¨« ¸À¿dµ·¶ Ç ¶�½ Æ `&a
Ð.bdµ °ÕÆ `&a�½�¾ « º
`&µ·bV½�¶·` ¨ e Ô � bda�¿dbda
¿U`8º « ¶Óº�½�`wºy¾d`!ÉB½�¾ ° ½�½�¾ «�Ç ` ¨@± ¶�½�¶·` ¨
F ∈ Lp

Ç�°H¨ Ã « a « ¿dµ °$Ç\«�± ÃAÁ
]�� Ô�ä e sup

x∈D
‖F‖0;x <∞

°H¨@±Já ÉD¾ ° ½�¶Óº�ÐÒ`&a « ¶·ÐÒ¿U`&ay½ °H¨ ½ á ½�¾ ° ½�b ¨@±V« aà]�� Ô�ä e�½�¾ « ¿ ° ¶·a (u(Xτ ), (σ∇u)(Xτ))
¶Óº ° º
`&µ·bV½�¶·` ¨ ` Æ ½�¾ « ÍDÎ ²�Ï (ϕ,F )

Ô ^S`w¿da
`!È « ½�¾d¶Óº á É « É�¶·µ·µ ¨d«o«�± ºy`&Ð «à° bV¸À¶·µ·¶ ° ayÁ
a « º
bdµ�½�º Ô


��������������
����� � Ô ã������ ϕ ∈ C(∂D) !5%�# F � !��! ���" �+�.]�� Ô�ä e � ) �+% u : D → R
# �>"*% �$#��$O

u(x) = Ex

{
ϕ(Xτ ) +

τ�

0

F (Xt) dt
}
, x ∈ D,

 �� BI95%��! �%&��9#� � CD �E9�9F� C Î�¶ ¨@Ç\« D ¶ÓºØa «o¬ bdµ ° a á Px(τ = τ) = 1
Æ `&a x ∈ D

Ô " «o¨@Ç\«&á ÃAÁFºy½ °H¨ ¼±@° a ±ª° a ¬ bdÐ «o¨ ½�º á D 3 x 7→ Exϕ(Xτ ) ¶Óº Ç ` ¨ ½�¶ ¨ bd`&b@º�]_º «o«&á�«&Ô�¬dÔ·á ½�¾ « ¿da
`�` Æ
` ÆØ­ � á ^g¾ « `&a « Ð ã Ô�ä � ¯ e Ô ^g¾ « a «oÆ `&a « É « ` ¨ µ�Á ¨d«o«�± ½�`
º
¾d`!ÉÑ½�¾ ° ½w¶ Æ {xn} ⊂ D

á
x ∈ ∂D

°H¨@±
xn → x ½�¾ «o¨ Exn  τ0 F (Xt) dt → Ex  τ0 F (Xt) dt = 0

á�°H¨@±FÆ `&a
½�¾d¶Óºw¿dbda
¿U`8º « ¶�½Òº
b ÝÒÇ\« º.½�`Üº
¾d`!ÉÑ½�¾ ° ½ Exnτ → 0

á Ã «�Ç�° b@º « ÃAÁ�Î Ç ¾AÉ ° a
ß6Q�ºw¶ ¨ ¼«�Ì b ° µ·¶�½YÁ |Exn  τ0 F (Xt) dt| ≤ ‖F‖0,x(Exnτ)1/2 Ô Í�Á ­ � áS© a
`&¿U`8º
¶�½�¶·` ¨ ã Ô ã ®�¯Má�Æ `&a«!°$Ç ¾ t > 0 ½�¾ «�Æ b ¨@Ç ½�¶·` ¨ x 7→ Px(τ > t) ¶ÓºQbd¿d¿ « a0º « ÐÒ¶ Ç ` ¨ ½�¶ ¨ bd`&b@º0¶ ¨ Rd á
º
` lim supn→∞ Pxn(τ > t) ≤ Px(τ > t) = 0

Ô � ¨ ½�¾ « `$½�¾ « a0¾ °H¨@±Já º
¶ ¨@Ç\«
Px(τ > t) ≤ e−α0t/2 supx∈D Exe

α0τ/2
Æ `&a t ≥ 0

á ¶�½ Æ `&µ·µ·`!É�º Æ a
`&Ð �g« Ð ° a Ê
ä�Ô ã
½�¾ ° ½Ò½�¾ «ÚÆ b ¨@Ç ½�¶·` ¨ º t 7→ Px(τ > t)

° a « ÃU`&b ¨@±V«�± ÃAÁ °H¨ ¶ ¨ ½ «o¬ a ° Ãdµ «KÆ b ¨@Ç ½�¶·` ¨



� � � � x��y�{x\r��

b ¨ ¶ Æ `&a
ÐÒµ�ÁÚ¶ ¨ x ∈ D Ô ^g¾ « a «oÆ `&a «.° ¿d¿dµ�ÁÀ¶ ¨d¬ �U° ½�`&b
Q�ºDµ « ÐÒÐ °.¬ ¶�È « º
lim sup
n→∞

Exnτ = lim sup
n→∞

∞�

0

Pxn(τ > t) dt ≤
∞�

0

lim sup
n→∞

Pxn(τ > t) dt = 0,

°H¨@± ½�¾ « ¿da
`�` Æ ¶Óº Ç `&ÐQ¿dµ « ½ «&Ô
�8��� �4� � Ô�ä ��� �<� x ∈ D C ��� un → u  �% L2 !�%&# {un}  �� �I9#� %�# �I#  �% L0(x)

� ) �+% u ∈ L0(x) !5%�# ‖u‖0;x ≤ lim supn→∞ ‖un‖0;x C ��� á  �% !�#�#� ��! >95% á {un}  �� !� !#�NB ) O�� ��� � �+%&B �. �% L0(x) � ) �:% un → u  �% L0(x) CD �E9�9F� C �G« ½ {Vm} Ã «Å° º «�Ì b «o¨@Ç\« ` Æ `&¿ «o¨ º « ½�º�º
b Ç ¾§½�¾ ° ½ x /∈ V m ⊂ Vm+1 ⊂
V m+1 ⊂ D

Æ `&a m ∈ N °H¨@± ⋃∞
m=1 Vm = D

Ô�¦ ½�¶Óº Ê�¨ `!É ¨ ½�¾ ° ½ GD(x, ·) ¶ÓºÇ ` ¨ ½�¶ ¨ bd`&b@ºK` ¨ D \ {x} ]_º «o« ­ ã ¹&¯ e Ô ^~¾ « a «oÆ `&a « GD(x, ·) ¶ÓºÚÃU`&b ¨@±V«�± ` ¨ Vm
á

°H¨@±PÇ ` ¨ º «�Ì b «o¨ ½�µ�Á ‖ � Vm(un − u)‖20;x =  Vm |un(y) − u(y)|2GD(x, y) dy → 0
á

½�¾ ° ½.¶Óº á�� Vmun → �
Vmu ¶ ¨ L0(x)

Ô � ¨ ½�¾ « `$½�¾ « aØ¾ °H¨@±Já {un} ¶ÓºÕÃU`&b ¨@±V«�± ¶ ¨
L0(x)

°H¨@± ½�¾ « a «oÆ `&a « É «!°HÊ µ�Áwa « µ ° ½�¶�È « µ�Á Ç `&ÐÒ¿ °$Ç ½ Ô Î�bd¿d¿U`8º « un(k) → v É «!°HÊ µ�Á§¶ ¨
L0(x)

Æ `&a*º
`&Ð « º
bdÃ@º «�Ì b «o¨@Ç\« {n(k)} Ô ^~¾ «o¨0� Vmun(k) →
�
Vmv É «!°HÊ µ�Á.¶ ¨ L0(x)° º�É « µ·µ Ô�¦ ½ Æ `&µ·µ·`!É�º�½�¾ ° ½ ‖ � Vmu‖0;x = ‖ � Vmv‖0;x

Ô Î�¶ ¨@Ç\«X� Vmu2 ↑ �
D\{x}u2°H¨@±��

Vmv
2 ↑ � D\{x}v2 ¿U`&¶ ¨ ½YÉD¶Óº «&á b@ºy¶ ¨d¬ ½�¾ « ÐÒ` ¨ `$½�` ¨d«§Ç ` ¨ È « a ¬&«o¨@Ç\« ½�¾ « `&a « Ð

ÁÀ¶ « µ ± º ‖u‖0;x = ‖v‖0,x
Ô �:« ½ (·, ·)0;x

±V«o¨ `$½ « ½�¾ « º Ç�° µ ° ag¿da
` ± b Ç ½�¶ ¨ L0(x)
Ô Î�¶ ¨@Ç\«

(un(k), v)0;x → (v, v)0;x
á ¶�½ Æ `&µ·µ·`!É�º~½�¾ ° ½ |(un(k), v)0;x| → (v, v)0;x

á ¾ «o¨@Ç\«
‖v‖20;x = lim sup

k→∞
|(un(k), v)0;x| ≤ lim sup

k→∞
‖un(k)‖0;x · ‖v‖0;x

≤ lim sup
n→∞

‖un‖0;x · ‖v‖0;x,

É�¾d¶ Ç ¾�¿da
`!È « º�½�¾ «ÅÖ a�º�½ ° º
º « ay½�¶·` ¨:Ô ^~¾ « º «�Ç ` ¨@± ` ¨d«�Æ `&µ·µ·`!É�º Æ a
`&Ð ½�¾ «ÅÆ_°$Ç ½�½�¾ ° ½~¶ Æ
un → v ¶ ¨ L0(x) ½�¾ «o¨ ‖ � Vm(u− v)‖0;x = 0

Æ `&a m ∈ N Ô
� `&a n ∈ N µ « ½ an : Rd → Rd ⊗ Rd °H¨@± bn : Rd → Rd Ã « Ð «!° º
bda ° Ãdµ «Æ b ¨@Ç ½�¶·` ¨ º�º ° ½�¶Óº Æ ÁÀ¶ ¨d¬ ]yã Ô�ä e °H¨@± µ « ½ ϕn ∈W 1

2

°H¨@±
Fn ∈ L2

Ô Î « ½
]�� Ô �8e An =

1

2

d∑

i,j=1

Dj(a
ij
n (x)Di) +

d∑

i=1

bin(x)Di

°H¨@± µ « ½ un ∈W 1
2 Ã «Õ° É «!°HÊ º
`&µ·bV½�¶·` ¨ ` Æ ½�¾ « ¿da
`&Ãdµ « Ð

]�� Ô�¹ e Anun = −Fn, un|∂D = ϕn.¦#¨ ½�¾ « a « ºy½g` Æ ½�¾d¶Óºgº «�Ç ½�¶·` ¨ É « ÉD¶·µ·µ ° º�ºybdÐ « ½�¾ ° ½ aijn → aij
°H¨@±

bin → bi
°ÀÔ�«&Ô

Æ `&a i, j = 1, . . . , d
Ô

^~¾ «âÆ `&µ·µ·`!É�¶ ¨d¬ ¿da
`&¿U`8ºy¶�½�¶·` ¨ ¶ÓºÒb ¨@± `&bdÃV½ «�± µ�Á Ê�¨ `!É ¨:Ô�Þ×« ¿da
`!ÈÀ¶ ±V«Ü° ¿da
`�` ÆYá
Ã «�Ç�° b@º « É «àÇ `&bdµ ±Ú¨ `$½ Öd¨@±â°H¨�° ¿d¿da
`&¿da
¶ ° ½ « a «oÆ�« a «o¨@Ç\«&Ô


��������������
����� � Ô �2� ��� ϕn → ϕ  �% W 1
2 !�%&# Fn → F  �% L2 � ) �+% un → u

 �% W 1
2

áP'*) � � � u  �� ! � %N �� � � ' � !	� �<9�� �2�! >95% 9L�M� ) ��@ �E9 � �"�:7 ]�� Ô ã!e Ô



� ð����Jï*èmø��Dï�ë�ì�í�õ�í�ø&ëMè���ë�õ�õ í 	$éÓí·î�
��
��ï �

D �E9�9F� C � ¶·a�º�½�É « º
¾d`!É ½�¾ ° ½D½�¾ « a « ¶Óº C = C(λ,Λ) º
b Ç ¾Ú½�¾ ° ½
]�� Ô�� e ‖u‖2 ≤ C‖F‖2Æ `&a>º
`&Ð « C = C(λ,Λ)

ÔoÞ×«�Ç�°H¨ØÇ\« ay½ ° ¶ ¨ µ�Á ° º�ºybdÐ « ½�¾ ° ½ F ¶ÓºSÃU`&b ¨@±V«�±Já�Æ `&a>¶ Æ {fk}¶Óº ° º «�Ì b «o¨@Ç\« ` Æ ÃU`&b ¨@±V«�±�Æ b ¨@Ç ½�¶·` ¨ ºgºyb Ç ¾Q½�¾ ° ½ fk → F ¶ ¨ L2
°H¨@±

uk ¶Óº ° É «!°HÊº
`&µ·bV½�¶·` ¨ ` Æ ]�� Ô ã!eDÉ�¶�½�¾ F a « ¿dµ °$Ç\«�± ÃAÁ fk á k ∈ N á ½�¾ «o¨ ‖u‖2 = limk→∞ ‖uk‖2ÃAÁ ­ ��á � `&a
`&µ·µ ° ayÁ ÄÀÔ��!¯MÔ �:« ½ Â =
∑d

i,j=1Dj

(
1
2a

ij(x)Di − bj(x)
) Ã « ½�¾ «wÆ `&a
Ð ° µ°$± � `&¶ ¨ ½.` Æ A Ô Í�Á ­ ��á ^~¾ « `&a « Ð ÄÀÔ 	 ¯ ½�¾ « a «Q« ¸À¶Óº�½�º ° b ¨ ¶ Ì b « É «!°HÊ º
`&µ·bV½�¶·` ¨ v ∈

W̊ 1
2 ` Æ ½�¾ « ¿da
`&Ãdµ « Ð Âv = −1

á
v|∂D = 0

Ô Î�¶ ¨@Ç\«&á ÃAÁ ­ ��á ^g¾ « `&a « Ð ÄÀÔ ã �!¯Má u, v° a « ÃU`&b ¨@±V«�±Já ¶�½ Æ `&µ·µ·`!É�º�½�¾ ° ½ uv ∈ W̊ 1
2

ág°H¨@± ¾ «o¨@Ç\« −2−1(a∇u,∇(uv))2 +
(∇u, uvb)2 = −(F, uv)2

Ô ^g¾ « a «oÆ `&a «
(a∇u, v∇u)2 + (a∇u, u∇v)2 − 2(∇u, uvb)2 = 2(F, uv)2.

� ¨ ½�¾ « `$½�¾ « a�¾ °H¨@±Já −2−1(a∇v,∇u2)2 + (vb,∇u2)2 = −(u2, 1)2
áJ°H¨@±
Ç ` ¨ º « ¼Ì b «o¨ ½�µ�Á

‖u‖22 = (a∇u, u∇v)2 − 2(∇u, uvb)2.

Í�Á�½�¾ «Õ° ÃU`!È «&á
]�� Ô 	8e ‖u‖22 + (a∇u, v∇u)2 = 2(F, uv)2,°H¨@± ºy` ‖u‖2 ≤ ‖v‖∞‖F‖2 á ÉD¾d¶ Ç ¾Â¿da
`!È « º�]�� Ô�� e á Ã «�Ç�° b@º «KÆ a
`&Ð ­ ��á ^g¾ « `&a « ÐÄÀÔ ã
	 ¯ ¶�½ Æ `&µ·µ·`!É�º~½�¾ ° ½ v ¶ÓºgÃU`&b ¨@±V«�± ÃAÁ °wÇ ` ¨ ºy½ °H¨ ½ ±V« ¿ «o¨@± ¶ ¨d¬ ` ¨ µ�Á0` ¨ λ,Λ Ô! `!É á ÉDa
¶�½ « wn = un − ϕn − u+ ϕ

Ô Î�¶ ¨@Ç\« wn ∈ W̊ 1
2

á
λ‖∇wn‖22 ≤ (an∇wn,∇wn)2

= (an∇un,∇wn)2 − (an∇ϕn,∇wn)2

+ ((a− an)∇(u− ϕ),∇wn)2 − (a∇u,∇wn)2 + (a∇ϕ,∇wn)2

= 2(Fn − F,wn)2 + ((a− an)∇u,∇wn)2 + (an∇(ϕ− ϕn),∇wn)2

+ 2(∇wn, wnbn)2 + 2(∇(ϕn − ϕ), wnb)2 + 2(∇u,wn(bn − b))2.
� a
`&Ð ½�¾d¶Óº °H¨@± ]�� Ô�� e�½�¾ « ¿da
`&¿U`8º
¶�½�¶·` ¨KÆ `&µ·µ·`!É�º Ô

�:« ½ Xn = {(X,Pnx ); x ∈ Rd} Ã «w° �
° a Ê `!ÈK¿da
` Ç\« º�º Ç `&a
a « º
¿U` ¨@± ¶ ¨d¬ ½�`�½�¾ «
`&¿ « a ° ½�`&a An °H¨@± µ « ½ Mn ±V«o¨ `$½ « ½�¾ « Ð ° ay½�¶ ¨d¬A° µ «Ø°$±d± ¶�½�¶�È «ØÆ b ¨@Ç ½�¶·` ¨I° µ>` Æ Xn ` Æ
½�¾ «Õ±V«�Ç `&ÐÒ¿U`8º
¶�½�¶·` ¨ ` Æ X ` Æ ½�¾ «àÆ `&a
Ð ]yã Ô �8e Ô

�8��� �4� � Ô�¹ � L[(X,Mn) |Pnx ] ⇒ L[(X,M) |Px]  �% C([0,∞);R2d) �+9#�
� !�B ) x ∈ D CD �E9�9F� C Î�¶ ¨@Ç\« Pnx ⇒ Px ¶ ¨ C([0,∞);Rd) ]_º «o«&á~«&Ô�¬dÔ·áà­ ã
	 ¯ e á ¶�½âº
b ÝÒÇ\« º�½�`
a « ¿ «!° ½ á É�¶�½�¾âº
`&Ð « `&ÃAÈÀ¶·`&b@º Ç ¾ °H¨d¬&« º á ½�¾ « ¿da
`�` Æ ` Æ~­ ã&ã á��G« ÐÒÐ ° � Ô�ä!¯MÔ¦#¨ ½�¾ « ¿da
`�` Æ ` Æ ½�¾ «´Æ `&µ·µ·`!ÉD¶ ¨d¬ µ « ÐÒÐ ° É «�Ç `&Ð.Ãd¶ ¨d« ¶ ±V«!° º Æ a
`&ÐÑ½�¾ « ¿da
`�` Æ ºg` Æ­ � á ^~¾ « `&a « Ð � Ô ã ¯>°H¨@±×­ ã �Àá��:« ÐQÐ ° ã&ã Ô ã Ô�ä!¯MÔ



�
æ � � � x��y�{x\r��
�8��� �4� � Ô�� ��� �<� x ∈ D C

� ) � ��� ���� ��$�!� ! � ��� � �+%�B � 9L� � ����� �"!#�K#�957 !5 �%2�
{Dm} � �NB ) � ) !�� {x} ⊂ Dm ⊂ Dm ⊂ D �+9#� m ∈ N á ⋃∞m=1Dm = D !�%&#
τm = inf{t ≥ 0 : |Xt| /∈ Dm}  �� BI95%��! �%&��9#� � !6� ω �+9#� Px � !�� 7�95�:��!�� � ω ∈ Ω C

D �E9�9F� C Î « ½ ε0 =
± ¶Óºy½ (x, ∂D)

Ô�� `&a ε ∈ (0, ε0) µ « ½ Dε = {y ∈ D :
± ¶Óºy½ (y, ∂D)

> ε} °H¨@± µ « ½ Eε ±V«o¨ `$½ « ½�¾ «âÇ ` ¨d¨d«�Ç ½ «�±ÂÇ `&ÐÒ¿U` ¨d«o¨ ½Ò` Æ Dε
Ç ` ¨ ½ ° ¶ ¨ ¶ ¨d¬ x Ô�¦#¨

½�¾ « ¿da
`�` Æ ` Æ�­ � á ^g¾ « `&a « Ð � Ô ã ¯ ¶�½à¶Óº´º
¾d`!É ¨ ½�¾ ° ½´½�¾ « º « ½�º Eε ° a « a «o¬ bdµ ° a °H¨@±⋃
0<ε<ε0

Eε = D
á º
`Q¶�½�¶Óº Ç µ «!° a�½�¾ ° ½�½�¾ « µ « ÐÒÐ ° É�¶·µ·µGÃ « ¿da
`!È «�± ` ¨@Ç\« É « º
¾d`!É

½�¾ ° ½ « ¸ Ç\« ¿V½ Æ `&a ° ½ØÐQ`8º�½ Ç `&b ¨ ½ ° Ãdµ�ÁFÐ °H¨ Á ε Q�º Æ a
`&Ð (0, ε0)
á
σε = inf{t ≥ 0 :

|Xt| /∈ Eε} ¶Óº Ç ` ¨ ½�¶ ¨ bd`&b@º Æ `&a Px ¼ ° µ·ÐÒ`8ºy½ ° µ·µ ω ¶ ¨ Ω Ô �:« ½ σ+
ε = inf{t ≥ 0 :

|Xt| /∈ Eε}
Ô Î�¶ ¨@Ç\« σ+

ε = limδ↓ε σδ
°H¨@±

ε 7→ Ex exp(−σε) ¶Óº °Ú¨ ` ¨ ¼ ¨d«o¬A° ½�¶�È «¨ ` ¨ ¼M¶ ¨@Ç a «!° º
¶ ¨d¬�Æ b ¨@Ç ½�¶·` ¨:á
Ex exp(−σ+

ε ) = lim
δ↓ε

Ex exp(−σδ) = Ex exp(−σε)
Æ `&a ° µ·µdÃdbV½ °�Ç `&b ¨ ½ ° Ãdµ «�¨ bdÐ.Ã « a*` Æ ε Q�º Ô Î�¶ ¨@Ç\« σ+

ε ≥ σε ½�¾d¶Óº�ºy¾d`!É�º�½�¾ ° ½ σ+
ε = σεÆ `&a ° µ·µdÃdbV½ °�Ç `&b ¨ ½ ° Ãdµ «D¨ bdÐwÃ « a�` Æ ε Q�º á É�¾d¶ Ç ¾§¶Óº�½�¾ «D±V« º
¶·a «�±§Ç ` ¨@Ç µ·b@º
¶·` ¨ Ã «�Ç�° b@º «

σε ¶Óºgµ·`!É « aDº « ÐÒ¶ Ç ` ¨ ½�¶ ¨ bd`&b@º °H¨@± σ+
ε ¶Óºgbd¿d¿ « a�º « ÐÒ¶ Ç ` ¨ ½�¶ ¨ bd`&b@º Ô

�8��� �4� � Ô 	2��� 9#� �� ��#�+% x ∈ D � �<� {Dm} ��� � ) � � � � � �:%�B � 9F�J# 957 !5 �%N� 9L�
���:7 7 !�� Ô�� !5%&# � �<� {τm} � ��� ) ��� ��� � �+%�B � 9F� � ) � B$9#� ���+�A@295%�#5 �% ���:� 9$@�@� �%	� �! �7 �+� C
GH�I� �=7 � Fn, F : D → R !5%�# Gn = (G1

n, . . . , G
d
n), G = (G1, . . . , Gd) : Rd → R

!#� � 7 � !5� � ��! � � ��� � %�B<�! >95%2� � �NB ) � ) !�� Fn → F !5%�# Gin → Gi
á
i = 1, . . . , d,

 �% L2 C
� ) �+% �+9�� !5%NO m,N ∈ N !5%�# δ > 0

á

L
[(
X(·∧N∧τm)∨δ,

(·∧N∧τm)∨δ�

δ

Fn(Xt) dt,

(·∧N∧τm)∨δ�

δ

〈Gn(Xt), dM
n
t 〉
) ∣∣∣Pnx

]

⇒ L
[(
X(·∧N∧τm)∨δ,

(·∧N∧τm)∨δ�

δ

F (Xt) dt,

(·∧N∧τm)∨δ�

δ

〈G(Xt), dMt〉
) ∣∣∣Px

]

 �% C([0,∞);Rd+2) !5� n→∞ C
D �E9�9F� C Í�Á �G« ÐÒÐ ° º � Ô�¹Q°H¨@± � Ô���á
L[((N ∧ τm) ∨ δ,X(·∧N∧τm)∨δ,M

n) |Pnx ]

⇒ L[((N ∧ τm) ∨ δ,X(·∧N∧τm)∨δ,M) |Px]

¶ ¨ R×C([0,∞);R2d)
° º n→∞ Ô � ¨ ½�¾ « `$½�¾ « a*¾ °H¨@±Já ÃAÁ0] ä�Ô ã!e á&Æ `&a °H¨ Á h ∈ L1

á

Enx

(N∧τm)∨δ�

δ

|h(Xt)| dt ≤ C(λ,Λ)

N∨δ�

δ

t−d/2 dt
�

Dm

|h(y)| dy

≤ C(λ,Λ, d,N, δ)‖h‖1,
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°H¨@± º
¶·ÐÒ¶·µ ° a « ºy½�¶·Ð ° ½ « ºÒ¾d`&µ ± ¶ Æ É « a « ¿dµ °$Ç\« Enx ÃAÁ Ex Ô ^~¾ « a «oÆ `&a « ½�¾ « µ « ÐQÐ °Æ `&µ·µ·`!É�ºDÃAÁ�½�¾ « º ° Ð « Ð « ½�¾d` ±â° ºD¶ ¨ ½�¾ « ¿da
`�` Æ ` Æg­ ã ä�á ^~¾ « `&a « Ð ã ¯MÔ
Þ,«Õ° a «à¨ `!É�a «!°$± Á�½�`§¿da
`!È « `&bdaDÐ ° ¶ ¨ a « º
bdµ�½�` ¨ ½�¾ «à² ¶·a
¶ Ç ¾dµ « ½�¿da
`&Ãdµ « Ð Æ `&a

µ·¶ ¨d«!° a «�Ì b ° ½�¶·` ¨ º Ô
Theorem � Ô�� . ��� ϕ � !��! ���" �+�Ú] ¶�e !5%�# F ∈ L2 � !��! ���" �+�0]�� Ô�ä e � ) �:% � ) � ���

���� ��$�!� ! �=%2 �� � � ' � !	� �+9�� �=�! >95% u ∈W 1
2 ∩C(D) 9F�;� ) �*@ �I9 � � �+7 ]�� Ô ã!e C � 9#���$9 ��� � á

�+9#� � !�B ) x ∈ D � ) ��@&!5 ��]yã Ô}Ä e  �� ! �<9�� �2�! >95% á  �% H1+d
0;x

á 9F�J� ) �J-;/=1 3 (ϕ,F )

!5�$�+9�B+ !����I# '  �� ) (X,Px) C
D �E9�9F� C Þ×«ÅÖ a�º�½D¿da
`!È « ½�¾ « ½�¾ « `&a « Ð b ¨@±V« a�½�¾ «à°$±d± ¶�½�¶·` ¨I° µ ° º�ºybdÐQ¿V½�¶·` ¨ ½�¾ ° ½

F ¶Óº.ÃU`&b ¨@±V«�±JÔ �G« ½ j(x) = c exp(−1/(1 − |x|2)) ¶ Æ |x| < 1
°H¨@±

j(x) = 0 ¶ Æ
|x| ≥ 1

á ÉD¾ « a « c ¶Óº Ç ¾d`8º «o¨ ºy`Q½�¾ ° ½  Rd j(x) dx = 1
áU°H¨@± µ « ½ jn(x) = ndj(nx)

Ô
Î « ½
]�� Ô�� e aijn = aij ∗ jn, bin = bi ∗ jn, ϕn = ϕ ∗ jn, Fn = F ∗ jn
]�É «�Ö a�ºy½ « ¸�½ «o¨@± ϕ ½�` °DÇ ` ¨ ½�¶ ¨ bd`&b@º Æ b ¨@Ç ½�¶·` ¨ ` ¨ Rd °H¨@± F ½�`�Ã « ß « a
`�`&bV½�º
¶ ±V« D e°H¨@± µ « ½ un ∈ C2(D)∩C(D) Ã «~° ] b ¨ ¶ Ì b « e>ºy`&µ·bV½�¶·` ¨ ½�`�½�¾ « ¿da
`&Ãdµ « Ð ]�� Ô�¹ e Ô ^~¾ «o¨Æ `&a °H¨ Á n,m,N ∈ N á

un(Xt∧N∧τm) = un(XN∧τm) +

N∧τm�

t∧N∧τm
Fn(Xs) ds]�� Ô}Ä e

−
N∧τm�

t∧N∧τm
〈∇un(Xs), dM

n
s 〉, t ≥ 0, Pnx ¼ °ÀÔ º Ô

Í�Á © a
`&¿U`8º
¶�½�¶·` ¨ � Ô � á un → u ¶ ¨ W 1
2

á É�¾ « a « u ∈W 1
2 ¶Óº ° b ¨ ¶ Ì b « º
`&µ·bV½�¶·` ¨ ` Æ ½�¾ «¿da
`&Ãdµ « Ð ]�� Ô ã!e Ô � ¨ ½�¾ « `$½�¾ « a�¾ °H¨@±Já ÃAÁ�] ä�Ô 	8e á {un} ¶Óº>ÃU`&b ¨@±V«�± ` ¨ D °H¨@± ¾ «o¨@Ç\«&á

ÃAÁ ²Å« �Å¶·`&a ¬ ¶>Q�º Ç ` ¨ ½�¶ ¨ bd¶�½YÁ.½�¾ « `&a « Ð ]_º «o«Õ­ �Àá ^g¾ « `&a « Ð ÄÀÔ�ä�¹$¯ e á8«�Ì bd¶ Ç ` ¨ ½�¶ ¨ bd`&b@º�¶ ¨«!°$Ç ¾ Ç `&ÐÒ¿ °$Ç ½�º
bdÃ@º « ½�` Æ D Ô ^g¾ « a «oÆ `&a « ½�¾ « a « ¶Óº ° ÃU`&b ¨@±V«�±�Ç ` ¨ ½�¶ ¨ bd`&b@º.] ` ¨ D e
È « a�º
¶·` ¨ ` Æ u ]_ºy½�¶·µ·µ ±V«o¨ `$½ «�± ÃAÁ u e´º
b Ç ¾F½�¾ ° ½ un → u b ¨ ¶ Æ `&a
ÐÒµ�Á,` ¨XÇ `&ÐQ¿ °$Ç ½
º
bdÃ@º « ½�º~` Æ D Ô � º °ØÇ ` ¨ º «�Ì b «o¨@Ç\«&á ÃAÁ �G« ÐÒÐ ° � Ô 	 °H¨@± ½�¾ «�Ç ` ¨ ½�¶ ¨ bd`&b@º~Ð ° ¿d¿d¶ ¨d¬
½�¾ « `&a « Ð ]_º «o«�­�ä�á ^g¾ « `&a « Ð ��Ô��!¯ e á

L
[(
un(X(·∧N∧τm)∨δ),

(·∧N∧τm)∨δ�

δ

Fn(Xt) dt,

(·∧N∧τm)∨δ�

δ

〈∇un(Xt), dM
n
t 〉
) ∣∣∣Pnx

]

⇒ L
[(
u(X(·∧N∧τm)∨δ),

(·∧N∧τm)∨δ�

δ

F (Xt) dt,

(·∧N∧τm)∨δ�

δ

〈∇u(Xt), dMt〉
) ∣∣∣Px

]

¶ ¨ C([0,∞);R3)
Ô Í�Á
½�¾ «�° ÃU`!È «0°H¨@± ]�� Ô}Ä e á b@º
¶ ¨d¬ ` ¨@Ç\«�°H¬A° ¶ ¨ ½�¾ «�Ç ` ¨ ½�¶ ¨ bd`&b@º

Ð ° ¿d¿d¶ ¨d¬ ½�¾ « `&a « Ð á É «´¬&« ½



��å � � � x��y�{x\r��

u(X(t∧N∧τm)∨δ) = u(X(N∧τm)∨δ) +

(N∧τm)∨δ�

(t∧N∧τm)∨δ
F (Xs) ds

−
(N∧τm)∨δ�

(t∧N∧τm)∨δ
〈∇u(Xs), dMs〉, t ≥ 0, Px ¼ °ÀÔ º Ô

�G« ½
½�¶ ¨d¬ δ ↓ 0
°H¨@± ½�¾ «o¨ N ↑ ∞ É « º «o« ½�¾ ° ½

u(Xt∧τm) = u(Xτm) +

τm�

t∧τm
F (Xs) ds−

τm�

t∧τm
〈∇u(Xs), dMs〉 Px ¼ °ÀÔ º Ô

Æ `&a t ≥ 0
Ô Î�¶ ¨@Ç\« τm ↑ τ Px ¼ °ÀÔ º Ôà°H¨@± F ¶ÓºÜÃU`&b ¨@±V«�±Já  τmt∧τm F (Xs) ds →

 τt∧τ F (Xs) ds Px ¼ °ÀÔ º Ô�� bday½�¾ « a
ÐÒ`&a «&á ÃAÁQ] ä�Ô�� e °H¨@± ÃU`&b ¨@±V«�±V¨d« º�º�` Æ {un} á {∇un}¶ÓºÒÃU`&b ¨@±V«�± ¶ ¨ L0(x)
Æ `&a «!°$Ç ¾ x ∈ D

Ô � a
`&Ð ½�¾d¶Óº °H¨@± �G« ÐÒÐ ° � Ô�ä É «KÇ ` ¨ ¼Ç µ·b ±V« ½�¾ ° ½ ∇u ∈ L0(x)
Æ `&a x ∈ D

á ¾ «o¨@Ç\« ½�¾ ° ½  τmt∧τm〈∇u(Xs), dMs〉 →
 τt∧τ 〈∇u(Xs), dMs〉 Px ¼ °ÀÔ º Ô � ¶ ¨I° µ·µ�Á á ÃAÁ © a
`&¿U`8º
¶�½�¶·` ¨ � Ô ã á u ¶Óº Ç ` ¨ ½�¶ ¨ bd`&b@º0¶ ¨
D
°H¨@±

u = ϕ ` ¨ ∂D Ô " «o¨@Ç\« u(Xt∧τm) → u(Xt∧τ )
°H¨@±

u(Xτm) → ϕ(Xτ )
Px ¼ °ÀÔ º Ô ^g¾�b@º á@Æ `&a «!°$Ç ¾ x ∈ D á

u(Xt∧τ ) = ϕ(Xτ ) +

τ�

t∧τ
F (Xs) ds−

τ�

t∧τ
〈∇u(Xs), dMs〉 Px ¼ °ÀÔ º Ô

Æ `&a «!°$Ç ¾ t ≥ 0
Ô Î�¶ ¨@Ç\« ½�¾ « ¿da
` Ç\« º
º « ºw` ¨ ½�¾ « µ «oÆ ½ °H¨@± a
¶ ¬ ¾A½
¼M¾ °H¨@± º
¶ ±V« ` Æ ½�¾ «° ÃU`!È «à«�Ì b ° µ·¶�½YÁ ° a «ÕÇ ` ¨ ½�¶ ¨ bd`&b@º á ½�¾d¶ÓºD¿da
`!È « ºg½�¾ « ¿da
`&¿U`8ºy¶�½�¶·` ¨�Æ `&aDÃU`&b ¨@±V«�± F Ô

^S`´¿da
`!È « ½�¾ «g¬&«o¨d« a ° µ Ç�° º «&á É « º « ½ Fn = (−n)∨F ∧n Ô Í�ÁÕÉ�¾ ° ½*¾ ° º ° µ·a «!°$± Á
Ã «o«o¨ ¿da
`!È «�±Já ½�¾ « ¿ ° ¶·a (un(Xτ ), (σ∇un)(Xτ ))

á É�¾ « a « un ∈ W 1
2 ∩ C(D) ¶Óº °

º
`&µ·bV½�¶·` ¨ ` Æ ½�¾ « ¿da
`&Ãdµ « Ð Aun = −Fn, un|∂D = ϕ
á ºy`&µ�È « º�½�¾ « ÍDÎ ²�Ï (ϕ,Fn)

Ô
¦#¨ ¿ ° ay½�¶ Ç bdµ ° a á

un(Xt∧τm) = ϕ(Xτ ) +

τ�

t∧τm
Fn(Xs) ds]�� Ô}® e

−
τ�

t∧τm
〈∇un(Xs), dMs〉, t ≥ 0, Px ¼ °ÀÔ º Ô

� µ «!° a
µ�Á |Fn − F | → 0
°H¨@± |Fn − F | ≤ F

Ô ^~¾ « a «oÆ `&a «&á ºy¶ ¨@Ç\« F º ° ½�¶Óº Öd« ºÒ]�� Ô�ä e á
½�¾ « �G« Ã « º ¬ b «Ø± `&ÐÒ¶ ¨I° ½ «�±âÇ ` ¨ È « a ¬&«o¨@Ç\« ½�¾ « `&a « Ð º
¾d`!É�ºg½�¾ ° ½
]�� Ô ã

8e lim

n→∞
‖Fn − F‖20;x = lim

n→∞

�

D

|Fn − F |2(y)GD(x, y) dy = 0

Æ `&a x ∈ D Ô Î�¶·ÐÒ¶·µ ° a
µ�Á á º
¶ ¨@Ç\« F ∈ L2
á É « ¾ ° È « Fn → F ¶ ¨ L2

á8°H¨@±ÒÇ ` ¨ º «�Ì b «o¨ ½�µ�Á á
ÃAÁ © a
`&¿U`8ºy¶�½�¶·` ¨ � Ô � á un → u ¶ ¨ W 1

2

á É�¾ « a « u ¶Óº ° b ¨ ¶ Ì b « º
`&µ·bV½�¶·` ¨ ` Æ ]�� Ô ã!e Ô� `&a « `!È « a áIÆ `&a «!°$Ç ¾ x ∈ D á
]�� Ô ã&ã!e ∇un →∇u ¶ ¨ L0(x).
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ý
¦#¨@±V«o«�±JáIÆ a
`&Ð ] ä�Ô�� e�¶�½ Æ `&µ·µ·`!É�º~½�¾ ° ½ Æ `&a °H¨ Á n,m ∈ N á

‖∇(un − um)‖20;x ≤ ‖Fn − Fm‖20;x + 2(Exτ) sup
x∈D

( τ�

0

|Fn − Fm|(Xt) dt
)2
.

Í�ÁK]�� Ô ã

8e á limn,m→∞ ‖Fn−Fm‖20;x = 0
Ô � ½�½�¾ « º ° Ð « ½�¶·Ð «&á º
¶ ¨@Ç\« |Fn−Fm| ≤

|F | °H¨@± |Fn − Fm| = 0 ¶ Æ |F | ≤ N °H¨@±
n,m ≥ N áVÆ `&a °H¨ Á n,m ≥ N É « ¾ ° È «

(3.12) sup
x∈D

Ex

τ�

0

|Fn − Fm|(Xt) dt ≤ sup
x∈D

Ex

τ�

0

�
{|F |>N}|F |(Xt) dt

≤ sup
x∈D

(
Ex

τ�

0

�
{|F |>N}(Xt) dt ·Ex

τ�

0

|F (Xt)|2 dt
)1/2

≤ N−1 sup
x∈D
‖F‖20;x.

^g¾ « a «oÆ `&a « {∇un} ¶Óº ° �~° b Ç ¾AÁ�º «�Ì b «o¨@Ç\« ¶ ¨ L0(x)
Ô � ¨ ½�¾ « `$½�¾ « a�¾ °H¨@±Já�Æ `&a °H¨ Á

Vm
±V«oÖd¨d«�± ¶ ¨ ½�¾ « ¿da
`�` Æ ` Æ �G« ÐÒÐ ° � Ô�ä É « ¾ ° È «
lim sup
n→∞

‖ � Vm∇(un − u)‖20;x

≤ sup
y∈Vm

GD(x, y) · lim sup
n→∞

�

Vm

|∇(un − u)|2(y) dy = 0,

º
`�]�� Ô ã&ã!e Æ `&µ·µ·`!É�º Ô>Þ,«�¨ `!É `&Ã@º « ayÈ « ½�¾ ° ½wÃAÁ ²Å« �Å¶·`&a ¬ ¶>Q�º Ç ` ¨ ½�¶ ¨ bd¶�½YÁ,½�¾ « `&a « Ð
]_º «o«K­ ��á ^g¾ « `&a « Ð ÄÀÔ�ä�¹$¯ e á:Æ `&a °H¨ Á Ç `&ÐÒ¿ °$Ç ½àº
bdÃ@º « ½ K ` Æ D °H¨@±,°H¨ Á x, y ∈ K°H¨@±

N ∈ N É « ¾ ° È «
sup
n≤N
|un(x)− un(y)| ≤ C1 sup

n≤N
(‖un‖2 + λ−1‖Fn‖d)|x− y|α

É�¾ « a « C1 = C1(λ,Λ, d,
± ¶Óº�½ (K, ∂D))

°H¨@±
α = α(λ,Λ, d) > 0

Ô � `&a « `!È « a á
sup
n>N
|un(x)− un(y)|

≤ |uN (x)− uN (y)|+ sup
n>N

(|un(x)− uN (x)|+ |un(y)− uN (y)|)

≤ |uN (x)− uN (y)|+ 2 sup
n>N

sup
x∈K

Ex

τ�

0

|Fn − FN |(Xt) dt.

� ¨I° µ�ÁVºy¶Óº�º
¶·ÐÒ¶·µ ° a�½�`à½�¾ ° ½�¶ ¨ ½�¾ « ¿da
`�` Æ ` Æ ]�� Ô ã ä e�ºy¾d`!É�º�½�¾ ° ½�½�¾ « º «�Ç ` ¨@± ½ « a
Ð ` ¨
½�¾ « a
¶ ¬ ¾A½
¼M¾ °H¨@± º
¶ ±V« ` Æ ½�¾ « µ ° ºy½*¶ ¨d«�Ì b ° µ·¶�½YÁw¶Óº�ÃU`&b ¨@±V«�± ÃAÁ 2N−1 supx∈K ‖F‖20;x

Ô
Î�¶ ¨@Ç\« ‖un‖2 ≤ C2(‖ϕ‖W 1

2
+ ‖F‖2)

Æ `&a�º
`&Ð « C2
¨ `$½ ±V« ¿ «o¨@± ¶ ¨d¬ ` ¨ n ]_º «o«­ �Àá�� `&a
`&µ·µ ° ayÁ ÄÀÔ��!¯ `&a�½�¾ « ¿da
`�` Æ ` ÆU© a
`&¿U`8º
¶�½�¶·` ¨ � Ô �8e á ¿dbV½
½�¶ ¨d¬ ½�` ¬&« ½�¾ « a*½�¾ «�° ÃU`!È «



� � � � � x��y�{x\r��
« ºy½�¶·Ð ° ½ « ºgÁÀ¶ « µ ± º

sup
n∈N
|un(x)− un(y)| ≤ 2C1(C2(‖ϕ‖W 1

2
+ ‖F‖2) + λ−1N |D|d)|x− y|α

+ 2N−1 sup
x∈K
‖F‖20;x.

^g¾d¶ÓºÅ¿da
`!È « º�½�¾ ° ½ {un} ¶Óº «�Ì bd¶ Ç ` ¨ ½�¶ ¨ bd`&b@ºà¶ ¨ K Ô Í�ÁX] ä�Ô 	8e °H¨@± ]�� Ô�ä e�¶�½´¶Óº ° µÓº
`ÃU`&b ¨@±V«�± ` ¨â°H¨ Á Ç `&ÐÒ¿ °$Ç ½�ºybdÃ@º « ½D` Æ D á@°H¨@± ¾ «o¨@Ç\«&á ÃAÁQ½�¾ « � º Ç `&µ·¶ � � a
ß « µ��.½�¾ « ¼
`&a « Ð áGÇ ` ¨ È « a ¬&« ºà½�` u b ¨ ¶ Æ `&a
ÐQµ�Á
` ¨F°H¨ ÁPº
b Ç ¾×ºybdÃ@º « ½ Ô � ºy¶ ¨d¬ ½�¾d¶Óº °H¨@± ]�� Ô ã

8e á
]�� Ô ã&ã!e á�°H¨@± µ « ½
½�¶ ¨d¬ n→∞ ¶ ¨ ]�� Ô}® e ¬ ¶�È « º

u(Xt∧τm) = ϕ(Xτ ) +

τ�

t∧τm
F (Xs) ds−

τ�

t∧τm
〈∇u(Xt), dMs〉, t ≥ 0,

Px ¼ °ÀÔ º Ô " «o¨@Ç\«&á µ « ½
½�¶ ¨d¬ m→∞ É « `&ÃV½ ° ¶ ¨ ]�� Ô}® e á Ã «�Ç�° b@º « τm ↑ τ Px ¼ °ÀÔ º Ô@°H¨@± u¶Óº Ç ` ¨ ½�¶ ¨ bd`&b@º�` ¨ D Ô ^~¾d¶Óºg¿da
`!È « ºg½�¾ « ½�¾ « `&a « Ð Ô
�G��� �	�×¥��_¥ ��� �d ��
	�� � �I�>¢�
���	�� �$�w¦#¨ ½�¾d¶ÓºDº «�Ç ½�¶·` ¨ É « ¿da
`!È « `&bdaDÐ ° ¶ ¨

½�¾ « `&a « Ð ` ¨ÂÇ ` ¨d¨d«�Ç ½�¶·` ¨ ºQÃ « ½YÉ «o«o¨ É «!°HÊ º
`&µ·bV½�¶·` ¨ ºÒ` Æ ½�¾ « ¿da
`&Ãdµ « Ð ]yã Ô�� e °H¨@±
º
`&µ·bV½�¶·` ¨ º�` Æ ÍDÎ ²�Ï ºD` Æ ½�¾ «ÕÆ `&a
ÐÙ]yã Ô 	8e Ô@Þ×« Ã «o¬ ¶ ¨ É�¶�½�¾Ka « ºybdµ�½�º�` ¨ b ¨ ¶ Ì b «o¨d« º
º á« ¸À¶Óºy½ «o¨@Ç\«.°H¨@± a «o¬ bdµ ° a
¶�½YÁÚ` Æ ºy`&µ·bV½�¶·` ¨ º�` Æ ]yã Ô�� e Ô

Í «oÆ `&a « ¿da
`!ÈÀ¶ ¨d¬ ½�¾ «
Ö a�ºy½0½�¾ « `&a « Ð É « `&Ã@º « ayÈ « ½�¾ ° ½Ú¶ Æ supxExe
ατ < ∞

½�¾ «o¨ Uα1 ¶Óº ° ÃU`&b ¨@±V«�± É «!°HÊ ºy`&µ·bV½�¶·` ¨ ` Æ ½�¾ « ¿da
`&Ãdµ « Ð (α + A)Uα1 = −1
á

Uα1|∂D = 0
Ô ^g¾d¶Óº Æ `&µ·µ·`!É�º Æ a
`&Ð ½�¾ «KÆ_°$Ç ½�½�¾ ° ½ Æ `&aQÃU`&b ¨@±V«�± f ½�¾ «KÆ b ¨@Ç ½�¶·` ¨

GDf ¶Óº ° É «!°HÊ ºy`&µ·bV½�¶·` ¨ ` Æ ½�¾ « ¿da
`&Ãdµ « Ð AGDf = −f á GDf |∂D = 0
°H¨@±

GD(αUα1) = Uα1−GD1
á Ã «�Ç�° b@º « b@º
¶ ¨d¬ ½�¾ « ��° a Ê `!Èà¿da
`&¿ « ay½YÁ °H¨@± ¶ ¨ ½ «o¬ a ° ½�¶·` ¨

ÃAÁ0¿ ° ay½�º ¬ ¶�È « º
Ex

τ�

0

α
(
EXt

τ�

0

eαs ds
)
dt = Ex

τ�

0

Ex((eατ − 1) | Ft)αe−αt dt

= Ex(eατ − 1).

Theorem
¹dÔ ã . GH�I� � 7 � � ) !�� ϕ ∈ W 1

2 !5%�# f � !��! ���" �+��] ¶·¶�e���]�ÈUe C ��� �+ �� ) � �
µ + L2 ≤ 0

á 9#� b = 0 !5%�# supx∈D Exe
ατ < ∞ �+9�� �<957 � α ≥ 2µ + L2 á � ) �+%

� ) ��@ �I9 � � �+7 ]yã Ô�� e B !5%N%�9�� ) ! ���.7J9#��� � ) !5%K95% � ' � !	� �+9�� �=�! >95%? �% W 1
2 CD �E9�9F� C Î�bd¿d¿U`8º « ½�¾ ° ½ u1, u2 ∈ W 1

2

° a « É «!°HÊ º
`&µ·bV½�¶·` ¨ º�` Æ ]yã Ô�� e Ô ^g¾ «o¨ u =

u1 − u2 ∈ W̊ 1
2

°H¨@±
u º
`&µ�È « ºÅ½�¾ « ¿da
`&Ãdµ « Ð ]�� Ô ã!e�ÉD¶�½�¾ F = Fu1 − Fu2

á
ϕ = 0

Ô
�G« ½ {Fn} Ã «�° º «�Ì b «o¨@Ç\« ` Æ ÃU`&b ¨@±V«�± Ð «!° º
bda ° Ãdµ «�Æ b ¨@Ç ½�¶·` ¨ ºgº
b Ç ¾Q½�¾ ° ½ Fn → F

¶ ¨ L2
á�°H¨@±BÆ `&a n ∈ N µ « ½ wn ∈ W̊ 1

2 Ã «×° É «!°HÊ º
`&µ·bV½�¶·` ¨ ` Æ ½�¾ « ¿da
`&Ãdµ « Ð
Awn = −Fn

á
wn|∂D = 0

Ô � º�ºybdÐ « ½�¾ ° ½ b = 0
Ô � º´¶ ¨ ½�¾ « ¿da
`�` Æ ` Æ ]�� Ô 	8eÅ` ¨d«Ç�°H¨ º
¾d`!É ½�¾ ° ½

‖wn‖22 + α(wn, wnUα1)2 + (a∇wn, Uα1∇wn)2 = 2(Fn, wnUα1)2.
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Í�Á © a
`&¿U`8º
¶�½�¶·` ¨ � Ô � á wn → u ¶ ¨ W 1
2

á º
`Òµ « ½
½�¶ ¨d¬ n→∞ É « `&ÃV½ ° ¶ ¨
] ¹dÔ ã!e ‖u‖22 + α(u, uUα1)2 + (a∇u,Uα1∇u)2 = 2(F, uUα1)2.
� ¨ ½�¾ « `$½�¾ « aD¾ °H¨@±Já ÃAÁ,] ¶·¶·¶�e á ] ¶�È@e á

2(F, uUα1)2 ≤ 2µ(u, uUα1)2 + 2L(|u| · |σ∇u|, Uα1)2

≤ 2µ(u, uUα1)2 + (a∇u,Uα1∇u)2 + L2(u, uUα1)2.

" «o¨@Ç\« ‖u‖22 + α(u, uUα1)2 ≤ (2µ+ L2)(u, uUα1)2
áU°H¨@± ½�¾ « ½�¾ « `&a « Ð Æ `&µ·µ·`!É�º Ô� ` ¨ º
¶ ±V« a ¨ `!É�½�¾ «§Ç�° º « b 6= 0

Ô �:« ½ Â Ã « ½�¾ «wÆ `&a
Ð ° µ °$± � `&¶ ¨ ½à` Æ A °H¨@± µ « ½
ĜD1(x) =  DG(y, x) dy

á
x ∈ D Ô Î�¶ ¨@Ç\« ĜD1 ∈ W̊ 1

2 ¶Óº ° É «!°HÊ º
`&µ·bV½�¶·` ¨ ` Æ ½�¾ «
¿da
`&Ãdµ « Ð ÂĜD1 = −1

á
ĜD1|∂D = 0

áJ°H¨I° µ�ÁVº
¶Óº´ºy¶·ÐÒ¶·µ ° a�½�`�½�¾ ° ½�¶ ¨ ½�¾ « ¿da
`�` Æ ` Æ
] ¹dÔ ã!e~º
¾d`!É�º~½�¾ ° ½
] ¹dÔ�ä e ‖u‖22 + (a∇u, ĜD1∇u)2 = 2(F, uĜD1)2.

" «o¨@Ç\« ‖u‖22 ≤ (2µ+ L2)(u, uĜD1)2
áU°H¨@± ½�¾ « ¿da
`�` Æ ¶Óº Ç `&ÐÒ¿dµ « ½ «&Ô

Theorem
¹dÔ�ä

. G �$� � 7 �K] ¶�e���]�ÈUe !5%�#×]�ÈÀ¶ ′ e 9#�â]�ÈÀ¶ ′′ e C � ) �+% � ) � ��� ���5 ��:�!� !
] � %N �� � �He �+9�� �=�! >95% u ∈ W 1

2 ∩ C(D) 9F� � ) � @ �E9 � �"�+7 ]yã Ô�� e Ô � 9#���I9 �#� � á u ∈
Wα∨0(x) �+9#� � !�B ) x ∈ D !5%&# supx∈D ‖Fu‖α∨0;x < ∞ '  �� ) α = 0  �% � ) �
" �$�:�;B !5� � !5%�# !5%NO α � !��! ����IO� �% � BI9�%&#5 ��! >9�%P]�ÈÀ¶ ′′ eM �%,� ) ��� �$BI95%�# 95% � CD �E9�9F� C Í�Á �D« Ð ° a ÊÚä�Ô ãÅÉ « Ð ° Á °H¨@± ÉD¶·µ·µ ° º�ºybdÐ « ½�¾ ° ½ α > 0

Ô ^~¾da
`&b ¬ ¾d`&bV½
½�¾ « ¿da
`�` Æ γ = α ¶ Æ b = 0

°H¨@±
2µ + L2 > 0

áG°H¨@±
γ = α0/q

′ ¶ Æ 2µ + L2 ≤ 0
á

É�¾ « a « α0 ¶Óº�½�¾ «àÇ ` ¨ ºy½ °H¨ ½ Æ a
`&Ð �D« Ð ° a Ê0ä�Ô ã °H¨@± q′ ¶Óº~½�¾ « "'$&µ ±V« a Ç ` ¨�� b ¬A° ½ « ` Æ
º
`&Ð « q ∈ (1, p/(2 ∨ d))

Ô � `&a « `!È « a á É « É�a
¶�½ « α1 = δ + 2µ+ (1 + ε)L2 á É�¾ « a «
δ, ε > 0

° a «ÕÇ ¾d`8º «o¨ º
`w½�¾ ° ½ α1 < γ
á
δ + εL2 < α0/2

°H¨@±
εL2‖GD1‖∞ < 1

Ô
^~¾ « ¿da
`�` Æ É�¶·µ·µ:Ã «à± ¶�ÈÀ¶ ±V«�± ¶ ¨ ½�` � º�½ « ¿@º Ô
/���� @�� C Þ,«.Ö a�ºy½à¿da
`!È « ½�¾ ° ½ Æ `&a °H¨ ÁÜº Ì b ° a « ¼M¶ ¨ ½ «o¬ a ° Ãdµ « w : D → Rd º
b Ç ¾

½�¾ ° ½ supx∈D ‖w‖Wγ(x) <∞ ½�¾ « ¿da
`&Ãdµ « Ð
] ¹dÔ �8e Av = −F̃v, v|∂D = ϕ,

É�¾ « a « F̃v(x) = f̃(x, v(x))
á
f̃(x, y) = f(x, y, w(x))

á
x ∈ D á y ∈ R á ¶Óº~b ¨ ¶ Ì b « µ�Á

º
`&µ�È ° Ãdµ « ¶ ¨ W 1
2

Ô � `&a�½�¾d¶ÓºÕ¿dbda
¿U`8º «&áSÆ `&a n ∈ N É «Q±V«oÖd¨d« an, bn ÃAÁÂ]�� Ô�� e á>°H¨@±
hn = (h1

n, . . . , h
d
n) : D → Rd °H¨@± fn : D × R→ R ÃAÁ

hin(x) = (−n) ∨ wi(x) ∧ n, i = 1, . . . , d, fn(x, y) = f(x, y, hn(x)).
�G« ½ {(X,Pnx );x ∈ Rd} Ã «§°Q± ¶·Ë�b@º
¶·` ¨ÜÇ `&a
a « º
¿U` ¨@± ¶ ¨d¬ ½�` An ±V«oÖd¨d«�± ÃAÁX]�� Ô �8e Ô
Í�Á ­ ¹@á ^~¾ « `&a « Ð � Ô�¹$¯ ]_º «o«�° µÓºy` ­�ÄVá ^~¾ « `&a « Ð � Ô ã ¯ e áSÆ `&a «!°$Ç ¾ x ∈ D ½�¾ « a « ¶Óº °
b ¨ ¶ Ì b « º
`&µ·bV½�¶·` ¨ (Y x,n, Zx,n) ` Æ ½�¾ « ÍDÎ ²ÅÏ (ϕ, f̃)

° º�º
` Ç ¶ ° ½ «�± É�¶�½�¾ (X,Pnx )
áH°H¨@±

ÐÒ`&a « `!È « a á ÃAÁ ­ ¹dá �G« ÐÒÐ ° 	 Ô�ä!¯Má Y x,n = vn(Xτ ) Pnx ¼ °ÀÔ º Ô·á ÉD¾ « a « vn(x) = Y x,n
0Æ `&a x ∈ D ÔVÞ×« É�¶·µ·µGºy¾d`!É ½�¾ ° ½ vn ¶Óº ° b ¨ ¶ Ì b « ºy`&µ·bV½�¶·` ¨ ` Æ ½�¾ « ¿da
`&Ãdµ « Ð

] ¹dÔ�¹ e Anvn = −F̃n, vn|∂D = ϕ



� û � � � x��y�{x\r��

¶ ¨ W 1
2

á É�¾ « a « F̃n : D → R á F̃n(x) = fn(x, vn(x))
Ô Î�¶ ¨@Ç\« α1 < γ

á ÃAÁ ] ä�Ô�¹ e° ¿d¿dµ·¶ «�± ½�` vn É « ¾ ° È «
] ¹dÔ�� e |vn(x)|2 ≤ ‖ϕ‖2∞Enx eγτ + 2δ−1(‖g‖2γ;x + L2‖w‖2γ;x).

¦#Æ
2µ+L2 > 0 ½�¾ «o¨ ‖g‖2γ;x ≤ Uγ(x)‖g‖∞

á&°H¨@± ¶ Æ 2µ+L2 ≤ 0 ½�¾ «o¨ ÃAÁ "'$&µ ±V« a<Q�º
¶ ¨d«�Ì b ° µ·¶�½YÁ á

‖g‖2γ;x ≤ (Uγq′(x))1/q′
( �

D

(GD(x, y))(p/2q)′ dy
)1/(p/2q)′q

‖g‖2p,

É�¾ « a « (p/2q)′ ¶Óºg½�¾ « "'$&µ ±V« a Ç ` ¨�� b ¬A° ½ « ½�` p/2q Ô Í�Á ­ ã
� á � `&a
`&µ·µ ° ayÁ � Ô ã Ô�ä!¯�°H¨@±­ �Àá ^~¾ « `&a « Ð ÄÀÔ ã
	 ¯ ] Æ `&a d = 1 º «o« a « Ð ° a Ê º ° ½Ò½�¾ « Ã «o¬ ¶ ¨d¨ ¶ ¨d¬ ` Æ Î «�Ç ½�¶·` ¨ �8e á
supx∈D ‖GD(x, ·)‖r < ∞

Æ `&a °H¨ Á r > 1 ÉD¾d`8º « "'$&µ ±V« a Ç ` ¨�� b ¬A° ½ « ¶Óº ¬ a «!° ½ « a
½�¾ °H¨ (2∨d)/2

Ô " «o¨@Ç\«&á ¶ ¨ ÃU`$½�¾ Ç�° º « º á supx∈D ‖g‖2γ;x <∞
Ô � a
`&Ð6½�¾d¶Óº °H¨@± ] ¹dÔ�� e

É « º «o« ½�¾ ° ½ vn ∈ L2
á ¾ «o¨@Ç\« F̃n ∈ L2

Ô Î « ½ ¨ `!É ϕk = ϕ∗ jk
°H¨@±

F̃n,k = ((−k)∨
F̃n ∧ k) ∗ jk

Æ `&a k ∈ N á ÉD¾ « a « jk ¶Óº ±V«oÖd¨d«�±,° ºÅ¶ ¨ ½�¾ « ¿da
`�` Æ ` Æ ^g¾ « `&a « Ð � Ô���Ô
Î�¶ ¨@Ç\« D ¶Óº�a «o¬ bdµ ° a á ϕk ∈ Cβ(D) = C0,β(D)

°H¨@±
F̃n,k

° a « ÃU`&b ¨@±V«�±Q°H¨@± Ã « µ·` ¨d¬
½�` Cβ(D)

á ¶�½ Æ `&µ·µ·`!É�º Æ a
`&Ð ­ ��á ^g¾ « `&a « Ð 	 Ô ã&ã ¯ ½�¾ ° ½Å½�¾ « a « ¶Óº ° b ¨ ¶ Ì b « ºy`&µ·bV½�¶·` ¨
vn,k ∈ C2,β(D) ∩ C(D) ` Æ ½�¾ « ¿da
`&Ãdµ « Ð Anvn,k = −F̃n,k

á
vn,k|∂D = ϕk

Ô Í�Á¦ ½��2Q�º Æ `&a
Ð.bdµ °Àá (Y n,k
t , Zn,kt ) = (vn,k(X

τ
t ), (σn∇vn,k)(Xτ

t ))
á
t ≥ 0

á ¶Óº ° ºy`&µ·bV½�¶·` ¨
` Æ ½�¾ « ÍDÎ ²�Ï (ϕk, F̃n,k)

° º
º
` Ç ¶ ° ½ «�± É�¶�½�¾ (X,Pnx )
Ô ^g¾ « a «oÆ `&a «

Y n,k
t = ϕk(Xτ ) +

τ�

t∧τ
F̃n,k(Xs) ds] ¹dÔ 	8e

−
τ�

t∧τ
〈Zn,ks , σ−1

n (Xs)dM
n
s 〉, t ≥ 0, Pnx ¼ °ÀÔ º Ô

� ÃAÈÀ¶·`&b@ºyµ�Á ϕk → ϕ b ¨ ¶ Æ `&a
ÐÒµ�ÁÚ` ¨ D °H¨@±
F̃n,k → F̃n ¶ ¨ L2

° º k →∞ Ô " «o¨@Ç\«&á
ÃAÁ © a
`&¿U`8º
¶�½�¶·` ¨ � Ô � á vn,k → ṽn ¶ ¨ W 1

2

á É�¾ « a « ṽn ∈W 1
2 ¶Óº ° b ¨ ¶ Ì b « º
`&µ·bV½�¶·` ¨ ` Æ

½�¾ « ¿da
`&Ãdµ « Ð Anṽn = −F̃n
á
ṽn|∂D = ϕ

Ô � ¨ ½�¾ « `$½�¾ « a�¾ °H¨@±Já ÃAÁ,] ä�Ô 	8e�É « ¾ ° È «
|vn,k(x)| ≤ ‖ϕ‖∞ + ‖g1/2 ∗ jk‖0;x +K‖vn‖∞ + Ln,

º
¶ ¨@Ç\« ‖ϕk‖∞ ≤ ‖ϕ‖∞ °H¨@± |F̃n,k| ≤ |F̃n| ∗ jk Ô'� ` ¨ º «�Ì b «o¨ ½�µ�Á á {vn,k}k∈N ¶Óº
ÃU`&b ¨@±V«�± ¶ ¨ D Ô � º
¶ ¨d¬ ½�¾ «�° ÃU`!È « ¿da
`&¿ « ay½�¶ « º�` Æ {ϕk}k∈N á {F̃n,k}k∈N á {vn,k}k∈N°H¨@± ½�¾ «ØÆ_°$Ç ½�½�¾ ° ½ F̃n ∈ L0(x)

Æ `&a x ∈ D áJ° º�¶ ¨ ½�¾ « ¿da
`�` Æ ` Æ ]�� Ô}® e~É «Ø±V«�± b Ç\«Æ a
`&Ð ] ¹dÔ 	8e�½�¾ ° ½D½�¾ « a « ¶Óº °wÇ ` ¨ ½�¶ ¨ bd`&b@ºDÈ « a�º
¶·` ¨ vn ` Æ ṽn ºyb Ç ¾â½�¾ ° ½
vn(Xt) = ϕ(Xτ ) +

τ�

t∧τ
F̃n(Xs) ds−

τ�

t∧τ
〈∇vn(Xs), dM

n
s 〉, t ≥ 0,

Pnx ¼ °ÀÔ º Ô � ½g½�¾ « º ° Ð « ½�¶·Ð «&á
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Y x,n
t = ϕ(Xτ ) +

τ�

t∧τ
F̃n(Xs) ds−

τ�

t∧τ
〈Zx,ns , σ−1

n (Xs)dM
n
s 〉, t ≥ 0,

Pnx ¼ °ÀÔ º ÔU© bV½
½�¶ ¨d¬

ξt = Y x,n
t − vn(Xt), Nt =

t�

0

〈Zx,ns − (σn∇vn)(Xs), σ
−1
n (Xs)dM

n
s 〉

É « ¾ ° È « ξt = Nt∧τ −Nτ , t ≥ 0
áI°H¨@± ¾ «o¨@Ç\«

ξt = ξt∧τ = Enx (ξt∧τ | Ft∧τ ) = Enx (−Nτ | Ft∧τ ) +Nt∧τ = 0.

^g¾ « a «oÆ `&a « vn(Xτ
t ) = Y x,n

t

á
t ≥ 0, Pnx

°ÀÔ º Ô·áU°H¨@±âÇ ` ¨ º «�Ì b «o¨ ½�µ�Á vn(x) = vn(Xτ
0 )

= Y x,n
0 = vn(x)

Ô
� a
`&Ð É�¾ ° ½�¾ ° º ° µ·a «!°$± ÁÒÃ «o«o¨ ¿da
`!È «�± ¶�½ Æ `&µ·µ·`!É�º*½�¾ ° ½ vn ¶Óº ° b ¨ ¶ Ì b «&á ¶ ¨ W 1

2

á
É «!°HÊ º
`&µ·bV½�¶·` ¨ ` Æ ½�¾ « ¿da
`&Ãdµ « Ð ] ¹dÔ�¹ e á�°H¨@± ÐÒ`&a « `!È « a á (vn(Xτ ), (σn∇vn)(Xτ ))

¶Óº ° ºy`&µ·bV½�¶·` ¨ ` Æ ½�¾ « ÍDÎ ²ÅÏ (ϕ, f̃)
° º
º
` Ç ¶ ° ½ «�± É�¶�½�¾ (X,Pnx )

Ô Í�ÁÚ½�¾ «.±V«oÖd¨ ¶�½�¶·` ¨
` Æ*° É «!°HÊ ºy`&µ·bV½�¶·` ¨:á vn − ϕ ∈ W̊ 1

2

°H¨@±
(an∇(vn − ϕ),∇η)2 = 2(F̃n, η)2 − (an∇ϕ,∇η)2 + 2(∇(vn − ϕ), ηbn)2

+ 2(∇ϕ, ηbn)2Æ `&a °H¨ Á η ∈ W̊ 1
2

Ô@© bV½
½�¶ ¨d¬ η = vn − ϕ É « `&ÃV½ ° ¶ ¨
(an∇(vn − ϕ),∇(vn − ϕ))2

≤ 2(F̃n − F̃ϕ, vn − ϕ)2 + 2(F̃ϕ, vn − ϕ)2 + Λ‖∇ϕ‖2 · ‖∇(vn − ϕ)‖2
+ 2Λ‖∇(vn − ϕ)‖2 · ‖vn − ϕ‖2 + 2Λ‖∇ϕ‖2 · ‖vn − ϕ‖2

≤ 2µ‖vn − ϕ‖22 + 2(‖g‖2 +K‖ϕ‖2 + L‖w‖2) · ‖vn − ϕ‖2
+ λ−1Λ2‖∇ϕ‖22 + 4λ−1Λ2‖vn − ϕ‖22 + 2−1λ‖∇(vn − ϕ)‖22
+ 2Λ‖∇ϕ‖2 · ‖vn − ϕ‖2,°H¨@± ¾ «o¨@Ç\« ‖∇(vn − ϕ)‖2 ≤ C(‖g‖2 + ‖ϕ‖W 1

2
+ ‖w‖2 + ‖vn − ϕ‖2)

Æ `&aÅº
`&Ð «
C = C(λ,Λ, µ,K,L)

Ô � a
`&Ð�½�¾d¶Óº °H¨@± ] ¹dÔ�� eJÉ « º «o« ½�¾ ° ½ {vn−ϕ}n∈N ¶ÓºSÃU`&b ¨@±V«�±¶ ¨ W̊ 1
2

á�°H¨@± ½�¾ « a «oÆ `&a «&á ÃAÁ �D« µ·µ·¶ Ç ¾
Q�ºQ½�¾ « `&a « Ð ]_º «o«&á�«&Ô�¬dÔ·áÅ­ �Àá ^g¾ « `&a « Ð ��Ô�ä&ä!¯ e á
¿da «�Ç `&ÐÒ¿ °$Ç ½à¶ ¨ L2

Ô Î�bd¿d¿U`8º « ½�¾ ° ½ Æ `&a´º
`&Ð « ºybdÃ@º «�Ì b «o¨@Ç\« ]_ºy½�¶·µ·µ ±V«o¨ `$½ «�± ÃAÁ n e
vn → v ¶ ¨ L2

Ô ^~¾ «o¨ F̃vn → F̃v ¶ ¨ L2 ÃAÁ ­ 	 á ^g¾ « `&a « Ð ä�Ô ã ¯MÔ � a
`&Ð ½�¾d¶Óº °H¨@±© a
`&¿U`8º
¶�½�¶·` ¨ � Ô �.É «àÇ ` ¨@Ç µ·b ±V« ½�¾ ° ½ v ¶Óº ° É «!°HÊ º
`&µ·bV½�¶·` ¨ ` Æ ] ¹dÔ �8e Ô
/���� @�� C ^g¾ « a «0« ¸À¶Óº�½�º ° È « a�ºy¶·` ¨ u ` Æ v º
b Ç ¾X½�¾ ° ½ u ¶Óº Ç ` ¨ ½�¶ ¨ bd`&b@º§` ¨ D á

supx∈D ‖u‖Wγ(x) < ∞
°H¨@±FÆ `&a «!°$Ç ¾ x ∈ D ½�¾ « ¿ ° ¶·aÚ]yã Ô}Ä eà¶Óº ° º
`&µ·bV½�¶·` ¨:á ¶ ¨

H1+d
γ;x

á ` Æ ½�¾ « ÍDÎ ²ÅÏ (ϕ, f̃)
° º
º
` Ç ¶ ° ½ «�± É�¶�½�¾ (X,Px)

Ô>¦#¨@±V«o«�±Já ÃAÁ �G« ÐÒÐ ° � Ô�ä°H¨@± ] ¹dÔ�� e á supx∈D ‖v‖0;x <∞
Ô " «o¨@Ç\« supx∈D ‖F̃v‖0;x <∞

áU°H¨@± º
` á ÃAÁÚ^g¾ « ¼
`&a « Ð � Ô���á ½�¾ « a « ¶Óº ° b ¨ ¶ Ì b « º
`&µ·bV½�¶·` ¨ u ∈W 1

2 ∩C(D) ` Æ ]�� Ô ã!e*É�¶�½�¾ F a « ¿dµ °$Ç\«�±
ÃAÁ F̃v Ô Î�¶ ¨@Ç\« ½�¾ « ¿da
`&Ãdµ « Ð ]�� Ô ã!eà¶ÓºØb ¨ ¶ Ì b « µ�ÁXº
`&µ�È ° Ãdµ « ¶ ¨ W 1

2

á ¶�½ Æ `&µ·µ·`!É�ºÕ½�¾ ° ½



� � � � � x��y�{x\r��

u = v
°ÀÔ�«&Ô � `&a « `!È « a á�°H¬A° ¶ ¨ ÃAÁÚ^g¾ « `&a « Ð � Ô���á ½�¾ « ¿ ° ¶·a.]yã Ô}Ä egºy`&µ�È « ºD½�¾ « ÍDÎ ²�Ï

(ϕ, f̃) ¶ ¨ H1+d
0;x

Ô Î�¶ ¨@Ç\« ] ä�Ô�ä e>¶Óº�º ° ½�¶Óº Öd«�±Ò°H¨@± supx∈D ‖f̃(·, 0)‖γ;x <∞
á ¶�½ Æ `&µ·µ·`!É�ºÆ a
`&Ð © a
`&¿U`8º
¶�½�¶·` ¨»ä�Ô �0½�¾ ° ½ u ¶ÓºÕ¶ ¨,Æ_°$Ç ½ ° º
`&µ·bV½�¶·` ¨ ` Æ~Ç µ ° º�º H1+d

γ;x
Æ `&a « È « ayÁ x°H¨@± ¶�½�º ¨ `&a
ÐQº~¶ ¨ H1+d

γ;x
° a « ÃU`&b ¨@±V«�± b ¨ ¶ Æ `&a
ÐÒµ�Á0¶ ¨ x ∈ D Ô

/���� @�� Ô ^~¾ « a « ¶Óº ° É «!°HÊ ºy`&µ·bV½�¶·` ¨ u ∈ W 1
2 ` Æ ]yã Ô�� e Ô ^>`Ò¿da
`!È « ½�¾d¶Óº áU±V«o¨ `$½ «

ÃAÁ V ½�¾ « ºy¿ °$Ç\« W 1
2

«�Ì bd¶·¿d¿ «�± É�¶�½�¾Ú½�¾ «´¨ `&a
Ð
‖u‖2V =

{ ‖u‖22 + (α− α1)(u, uUα1)2 + (a∇u,Uα1∇u)2 ¶ Æ b = 0
á

‖u‖22 + (a∇u, ĜD1∇u)2 ¶ Æ b 6= 0
á

°H¨@± µ « ½ Vγ = {u∈ V : supx∈D ‖u‖Wγ(x) <∞}
Ô$²Å«oÖd¨d« ½�¾ « Ð ° ¿d¿d¶ ¨d¬ Φ : Vγ→ V

ÃAÁwµ « ½
½�¶ ¨d¬ Φ(w̃) Ã « ½�¾ « º
`&µ·bV½�¶·` ¨ ` Æ ] ¹dÔ �8e�É�¶�½�¾ w = σ∇w̃ Ô Í�Á.É�¾ ° ½�¾ ° º ° µ·a «!°$± Á
Ã «o«o¨ ¿da
`!È «�±Já Φ ¶Óº.É « µ·µ ±V«oÖd¨d«�± °H¨@± ¶ ¨»Æ_°$Ç ½ Φ : Vγ → Vγ

Ô Î « ½ Φ(wi) = vi
á

i = 1, 2
á
v = v1 − v2

á
w = w1 − w2

°H¨@±
F = f(·, v1, σ∇w1)− f(·, v2, σ∇w2)

Ô
¦#Æ
b = 0 ½�¾ «o¨Ü° º�¶ ¨ ½�¾ « ¿da
`�` Æ ` Æ ^g¾ « `&a « Ð ¹dÔ ãàÉ « º
¾d`!Éª½�¾ ° ½§] ¹dÔ ã!eg¾d`&µ ± º�ÉD¶�½�¾

v ¶ ¨ ¿dµ °$Ç\« ` Æ u Ô � ¨ ½�¾ « `$½�¾ « aD¾ °H¨@±Já
2(F, vUα1)2 = 2(f(·, v1, σ∇w1)− f(·, v2, σ∇w1), vUα1)2

+ 2(f(·, v2, σ∇w1)− f(·, v2, σ∇w2), vUα1)2

≤ 2µ(v, vUα1)2 + 2L(|σ∇w|, |vUα1|)2

≤ (2µ+ (1 + ε)L2)(v, vUα1)2 + (1 + ε)−1(a∇w,Uα1∇w)2,

½�¾ « µ ° º�½Ø¶ ¨d«�Ì b ° µ·¶�½YÁ×Ã « ¶ ¨d¬
°âÇ ` ¨ º «�Ì b «o¨@Ç\« ` Æg°H¨×« µ « Ð «o¨ ½ ° ayÁ,¶ ¨d«�Ì b ° µ·¶�½YÁ 2ab ≤
ηa2 + η−1b2 É�¶�½�¾ η = (1 + ε)L

Ô " «o¨@Ç\«
‖v‖22 + α(v, vUα1)2 + (a∇v, Uα1∇v)2

≤ (2µ+ (1 + ε)L2)(v, vUα1)2 + (1 + ε)−1(a∇w,Uα1∇w)2.¦#Æ
b 6= 0 ½�¾ «o¨ ] ¹dÔ�ä e~¾d`&µ ± º~É�¶�½�¾ v ¶ ¨ ¿dµ °$Ç\« ` Æ u °H¨@±Já ºy¶ ¨@Ç\« 2µ ≤ −L2 á É « ¾ ° È «

(F, vĜD1)2 ≤ εL2‖ĜD1‖∞‖v‖22 + (1 + ε)−1(a∇w, ĜD1∇w)2.

^g¾�b@º á ¶ ¨ ÃU`$½�¾ Ç�° º « º Φ ¶Óº Ç ` ¨ ½�a °$Ç ½�¶�È «&Ô Î « ½ u0 = 0
á
un = Φ(un−1)

á
n ∈ N Ô

^g¾ «o¨ {un} ¶Óº ° �~° b Ç ¾AÁKº «�Ì b «o¨@Ç\« ¶ ¨ V °H¨@± ¾ «o¨@Ç\« ÃU`&b ¨@±V«�± ¶ ¨ L2
Ô�¦#¨KÆ_°$Ç ½ á ¶�½

¶ÓºgÃU`&b ¨@±V«�± ¶ ¨ W 1
2

Ô@¦#¨@±V«o«�±Já É « ¾ ° È «
λ‖∇(un − ϕ)‖22 ≤ (a∇(un − ϕ),∇(un − ϕ))2

= −(a∇ϕ,∇(un − ϕ))2 + 2(∇un, (un − ϕ)b)2

+ 2(f(·, un, σ∇un−1), un − ϕ)2

≤ 4−1λ‖∇(un − ϕ)‖22 + λ−1Λ2‖∇ϕ‖22
+ 2−1λ‖∇(un − ϕ)‖22 + 2−1λ‖∇ϕ‖22 + 4λ−1Λ2‖un − ϕ‖22
+ 2(g +K|un|+ L|σ∇un−1|, |un − ϕ|)2.
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" «o¨@Ç\« ‖∇un‖22 ≤ C1 + C2‖∇un−1‖2
Æ `&aKºy`&Ð « C1, C2

±V« ¿ «o¨@± ¶ ¨d¬ ` ¨ µ�ÁB` ¨
λ,Λ,K,L, ‖g‖2

°H¨@±
supn≥0 ‖un‖2

á ÉD¾d¶ Ç ¾ ¶·ÐQ¿dµ·¶ « º0ÃU`&b ¨@±V«�±V¨d« º�ºâ` Æ {un} ¶ ¨
W 1

2

Ô ^g¾ « a «oÆ `&a « {un} ¶Óº�É «!°HÊ µ�Á§a « µ ° ½�¶�È « µ�Á Ç `&ÐÒ¿ °$Ç ½�¶ ¨ W 1
2

Ô Î�¶ ¨@Ç\« É «gÊ�¨ `!É ½�¾ ° ½
{un} ¶Óº �g° b Ç ¾AÁ0¶ ¨ V ° º~É « µ·µ á ¶�½ Ç ` ¨ È « a ¬&« º�¶ ¨ V ½�`Qºy`&Ð « ũ Ô

/���� @�� C ũ ∈ Vγ Ô ^>`â¿da
`!È « ½�¾d¶Óº áSÆ `&a Ö ¸ «�± x ∈ D É «Q±V«o¨ `$½ « ÃAÁ V(x) ½�¾ «
º
¿ °$Ç\« Wγ(x)

«�Ì bd¶·¿d¿ «�± ÉD¶�½�¾ °Ø¨ `&a
Ð ‖ · ‖V(x)
«�Ì bd¶�È ° µ «o¨ ½D½�` ‖ · ‖Wγ(x)

áV±V«oÖd¨d«�±
ÃAÁ

‖u‖2V(x) = (γ − α1)‖u‖2γ;x + ‖σ∇u‖2γ;x.²Å«oÖd¨d« {un} ° º�¶ ¨ ÎA½ « ¿ � Ô Í�ÁPÎA½ « ¿ ä�á Φ : V(x) → V(x)
°H¨@±
Æ `&a «!°$Ç ¾ n ∈ N

½�¾ « ¿ ° ¶·a (wn+1(Xτ
· ), (σ∇wn+1)(Xτ

· ))
á É�¾ « a « wn = un − un−1

á ¶Óº ° ºy`&µ·bV½�¶·` ¨:á
¶ ¨ H1+d

γ;x
á ` Æ ½�¾ « ÍDÎ ²�Ï (0, Fn+1 − Fn) É�¶�½�¾ Fn = f(·, un, σ∇un−1)

Ô Í�Á ¦ ½��2Q�ºÆ `&a
Ð.bdµ °Àá

0 = eγτ |wn+1(Xτ )|2 = |wn+1(X0)|2 + γ

τ�

0

eγs|wn+1(Xs)|2 ds

+

τ�

0

eγswn+1(Xs) d(wn+1(Xs)) +

τ�

0

eγs d〈wn+1(X·)〉s.

" «o¨@Ç\«

Ex

τ�

0

eγt{γ|wn+1(Xt)|2 + (a∇wn+1,∇wn+1)(Xt)} dt

≤ 2Ex

τ�

0

eγt(Fn+1 − Fn) · wn+1(Xt) dt.

Þ×« ¾ ° È «
2(Fn+1 − Fn) · wn+1 = 2(f(·, un+1, σ∇un)− f(·, un, σ∇un−1)) · wn+1

= 2(f(·, un+1, σ∇un)− f(·, un, σ∇un)) · wn+1

+ 2(f(·, un, σ∇un)− f(·, un, σ∇un−1)) · wn+1

≤ 2µ|wn+1|2 + 2L|σ∇wn| · |wn+1|
≤ (2µ+ (1 + ε)L2)|wn+1|2 + (1 + ε)−1(a∇wn,∇wn).

Í�Á�½�¾ «Õ° ÃU`!È «&á

Ex

τ�

0

eγt{(γ − 2µ− (1 + ε)L2)|wn+1(Xt)|2 + (a∇wn+1,∇wn+1)(Xt)} dt

≤ (1 + ε)−1Ex

τ�

0

eγt(a∇wn,∇wn)(Xt) dt,

É�¾d¶ Ç ¾âºy¾d`!É�º�½�¾ ° ½ ‖wn+1‖2V(x) ≤ (1 + ε)−1‖wn‖2V(x)

Ô " «o¨@Ç\« {un} ¶Óº ° �g° b Ç ¾AÁ
º «�Ì b «o¨@Ç\« ¶ ¨ V(x)

°H¨@± ½�¾ « a «oÆ `&a «§Ç ` ¨ È « a ¬&« ºÅ½�`�º
`&Ð « u Ô�¦#¨ ¿ ° ay½�¶ Ç bdµ ° a á un → u



åmæ � � � x��y�{x\r��

¶ ¨ L0(x)
Ô � ¨ ½�¾ « `$½�¾ « aÅ¾ °H¨@±Já ºy¶ ¨@Ç\« un → ũ ¶ ¨ V á un → ũ ¶ ¨ L2

áJ°H¨@± ¾ «o¨@Ç\«
u = ũ

°ÀÔ�«&Ô ÃAÁ �G« ÐÒÐ ° � Ô�ä�Ô � ` ¨ º «�Ì b «o¨ ½�µ�Á á un → ũ ¶ ¨ V(x)
°H¨@±

‖u1 − ũ‖V(x) ≤ q(1− q)−1‖u1 − u0‖V(x) É�¶�½�¾ q = (1 + ε)−1/2 Ô
" «o¨@Ç\« ‖ũ‖V(x) ≤ (1− q)−1‖u1‖V(x)

áI°H¨@± º
` u ∈ Vγ º
¶ ¨@Ç\« u1 ∈ Vγ
Ô

/���� @�� C Í�Á ÎA½ « ¿ ¹dá
Φ(ũ) ¶Óº�É « µ·µ ±V«oÖd¨d«�±JÔ ^g¾ « a «oÆ `&a « ũ ¶Óº °×Ö ¸ «�± ¿U`&¶ ¨ ½

` Æ Φ á Ã «�Ç�° b@º « ‖ũ − Φ(ũ)‖V ≤ ‖ũ − un‖V + ‖Φ(un−1) − Φ(ũ)‖V
Æ `&a n ∈ N Ô� ` ¨ º «�Ì b «o¨ ½�µ�Á á ũ ∈ W 1

2 ¶Óº ° É «!°HÊ ºy`&µ·bV½�¶·` ¨ ` Æ ]�� Ô�ä e Ô Î�¶ ¨@Ç\« Fũ ∈ Vγ ¶�½ Æ `&µ·µ·`!É�ºÆ a
`&Ð ^~¾ « `&a « ÐQº � Ô��w°H¨@±�¹dÔ ã�½�¾ ° ½ ũ ¾ ° º ° È « a�º
¶·` ¨ u ∈ C(D)
á ÉD¾d¶ Ç ¾ Ç `&ÐÒ¿dµ « ½ « º

½�¾ « ¿da
`�` ÆYÔ
� a
`&Ð ½�¾ «�° ÃU`!È « ¿da
`�` Æ ¶�½�¶Óº « ÈÀ¶ ±V«o¨ ½�½�¾ ° ½�¶ Æ a ∈ C1,β(D)

Æ `&a�ºy`&Ð « β ∈ (0, 1)
½�¾ «o¨ ¶ ¨,Ç�° º « b = 0

Ç ` ¨@± ¶�½�¶·` ¨ ]�ÈÀ¶ ′′ e�Ð ° Á�Ã « a « ¿dµ °$Ç\«�± ÃAÁ supx∈D Exe
ατ < ∞

] ¶ ¨ ÎA½ « ¿ ãØÉ «w¨d«o«�±P¨ `$½ ° ¿d¿da
`!¸À¶·Ð ° ½ « a ÃAÁ {an} e ÔJÞ,«Ò± ` ¨ `$½ Ê�¨ `!É�É�¾ « ½�¾ « a
]�ÈÀ¶ ′′ eQÐ ° ÁEÃ « a « ¿dµ °$Ç\«�± ÃAÁ ½�¾ « µ ° ½
½ « a Ç ` ¨@± ¶�½�¶·` ¨ ¶ ¨ ½�¾ «,Ç�° º « ` Æ.° a
Ãd¶�½�a ° ayÁ a
º ° ½�¶Óº Æ ÁÀ¶ ¨d¬ ]yã Ô�ä e Ô

Theorem
¹dÔ � . G �$� � 7 �w] ¶�e���]�ÈÀ¶�e !5%�# # �>" % � α !5�. �% � ) �I9����+7 ¹dÔ�ä C ��� u ∈

W 1
2 ∩ C(D)  �� ! �+9�� �=�! >95% 9L��]yã Ô�� e?� ) �+%K�+9#� � !�B ) x ∈ D � ) �J@&!5 �Ü]yã Ô}Ä e  ��

!�� %N �� � � á  �% � ) � B �"!5�I� H1+d
α∨0;x

á �+9 � �=�! >9�% 9F��� ) ��-0/21 3 (ϕ, f) !5�I�<9�B: !6���I# '  �� )
(X,Px) CD �E9�9F� C ^g¾d¶Óº Æ `&µ·µ·`!É�º Æ a
`&Ð ^g¾ « `&a « ÐQº � Ô��§°H¨@±Ú¹dÔ�ä�Ô
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