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Fonctions maximales centrées de Hardy—Littlewood
sur les groupes de Heisenberg

par

HONG-QUAN L1 (Shanghai)

Abstract. By getting uniformly asymptotic estimates for the Poisson kernel on
Heisenberg groups Hapt1, we prove that there exists a constant A > 0, independent of
n € N*, such that for all f € L'(Han1), we have | M f| 11,00 < An||f||1, where M denotes
the centered Hardy—Littlewood maximal function defined by the Carnot—Carathéodory
distance or by the Koranyi norm.

1. Introduction. Sur R" (n € N*), notons M la fonction maximale
standard de Hardy—Littlewood, c’est-a-dire

1
Mf(x) =sup 7=—— dy, x€R" felLl (R").
f() r>13 |B(3377“)‘B(§”)‘f(y) Y f 1 ( )

Dans [8], Stein et Stromberg ont obtenu le résultat suivant :

THEOREME 1.1 (Stein—Stromberg). Il existe une constante A > 0, indé-
pendante de n, telle que

(1.1)  [{z; Mf(z) > A} < AnX7Y|fll, VYA >0, f e LYRM).
On rappelle qu’'une estimation de type
(1.2) IMfllp < Apllfllp,  YfeLP (1 <p<+o0),

(ou la constante ne dépend pas de n) a aussi été obtenue dans [8].

Le but de cette note est d’obtenir une estimation de type (1.1) dans
le cadre des groupes de Heisenberg. Avant de donner notre résultat, nous
rappelons quelques définitions et notations.

Rappelons (voir par exemple [4]) que le groupe de Heisenberg de dimen-
sion réelle 2n + 1 (n € N*), Hy,41 = C™ x R, est un groupe de Lie stratifié
pour la loi (z,t) - (2/,t") = (2 + 2/, t +t' + 23(z, 7)), avec z = (21,..., zn),

n

2= (21,..,2,) €CM 25 =35 tay; (25,95 €R), (2,2) =370 25 - 2.
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Dans la suite, on note o = (0,0) Uorigine de Hay,y1; g = (2,¢) € C" x R
désignera un point de Hy,11; et on note ||z]|?> = Py |j]1>. On rappelle
que la mesure de Haar sur Ha, 41, dg, est celle de Lebesgue.

Le sous-Laplacien sur Hy,, 11 sécrit A = Z?Zl(X? + sz), ou X; et Y;
(1 < 7 < n) sont les champs de vecteurs, invariants & gauche sur Hay, 1,
définis par

0 0 0

X;= 2 oy 2 vy, =2 9p. 2
I 0w Mg YT by
Il y a deux distances standard sur Hsg,4;1 : distance de Carnot—Ca-
rathéodory doc (associée a {Xy,...,Xy,, Y1,...,Y,}, voir par exemple [9])

et celle définie par la norme de Koranyi dk liée a la solution fondamentale
de A (c’est-a-dire la fonction de Green, voir par exemple [3]). De plus, on a

doc(991,992) = dec(g1, 92), di(g91,992) = dx(91,92), V9,91,92 € Hapy1.
Par convention, on note dk(g) = dk(g,0) et dcc(g) = dec(g,0). Rap-

pelons que (voir par exemple [3])

(1.3) di(z,t) = (|| z||* + t2)1/4, V(z,t) € Hyp1 = C" X R.

1 sa fonction

Notons p(p) = (2 — sin2p)/(2sin? @) : |—m, 7] — Ret u~
réciproque. On a d3(0,t) = |t| et pour z # 0 (voir [1])
(1.4) dgc(zt) = (0/sin)?[[|*  avec § = u™"(t/]|2|).

Dans la suite, on note Bk (g,7) (9 € Hapt1, 7 > 0) la boule ouverte
de centre g et de rayon r définie par la norme de Kordnyi, et Bcc(g, )
celle définie par la distance de Carnot—Carathéodory. Si E est un ensemble
mesurable, alors on note |F| son volume et xg sa fonction caractéristique.
Pour f € L{ (Hay41), on définit les deux fonctions maximales centrées de
Hardy-Littlewood Mk f et Mccf respectivement par

MKf(g)=SI>113|BK(9J‘)!‘1 S |f(g")|dg’, Vg € Hopt1,
" Bk (g,7)

Mec f(g) = sup [Boc(g, )| S 1f(g)dg's Vg € Hapya.
>0 Bccel(g,r)
On a alors

THEOREME 1.2. Il existe une constante L > 0 telle que pour tout n € N*,
1M fllpiee < Inllfll,  Vf € L (Hzn4),
avec M = My ou bien M = Mcc.

On rappelle qu’une estimation de type (1.2) a été obtenue par J. Zien-
kiewicz [10].

L’idée principale de la démonstration du théoreme 1.2 est d’utiliser “the
Hopf-Dunford—Schwartz maximal ergodic theorem” (voir [2, pp. 690-691])
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comme dans [8]. Cependant, on utilisera le noyau de Poisson au lieu du
noyau de la chaleur utilisé dans [8].

Cette note est organisée de la fagon suivante : Pour mieux comprendre
notre méthode, on donnera dans la section 2 une nouvelle démonstration du
théoreme 1.1 en utilisant la formule explicite du noyau de Poisson sur R”. On
étudiera les estimations uniformément asymptotiques du noyau de Poisson
sur Hy, 41 dans la section 3. La démonstration du théoréme 1.2 sera donnée
dans la section 4 pour M = My et dans la section 5 pour M = Mcc.

NoOTATIONS. Pour deux fonctions f et g, on dit que f = O(g) s’il existe
une constante ¢ > 0 telle que | f| < ¢c|g|; que f = o(g) si lim f/g = 0; et que
f ~ g ¢’ existe une constante A > 1 telle que A7l f < g < Af.

2. Une nouvelle démonstration du théoréme 1.1. Afin de mieux
comprendre I'idée de la démonstration pour le cas des groupes de Heisenberg,
on va montrer le théoreme 1.1 en utilisant le noyau de Poisson.

Considérons le semi-groupe de Poisson sur R", etV=4 f=fxP (t>0),
ou

n 1

-1
n t
P, = |=|B(o,1)|B
B(n/2,1/2) étant la fonction de Beta d’indices n/2 et 1/2. Comme
P(z)>0, YxeR" |Pli1=1 Vt>0,

par “the HopffDunfordechwartz maximal ergodic theorem”, on a

Hx sup — § trf()dt>)\}’§2|]f]h, VA >0, f € L'(R™).
s>0 S 0

Pour prouver le théoreme 1.1, il nous reste a montrer qu’il existe une con-
stante A > 0 telle que pour tout n € N*, on a

Mf(z) < Ansup - g “W=Ag(x)dt, Ve e€R", 0< fe LY(RM).

s>0 S 0
Pour go € R", notons Ly, 'opérateur de translation a gauche défini
par go, c’est-a-dire Ly, f(g) = f(go + g); on remarque que Ly M = MLy, et
que Lgoe_tv —4 = ety _ALQO. Par la structure de dilatation sur R"”, il suffit
de trouver un s(n) > 0 tel que pour tout = # o, on a
s(n)

B(0, 1) XBo1)(x) < An — | Pi(x)dt
s(n) 5

_ s(n)
n n 1 b An t
= |=|B(o,1)|B| =, = .
[2 |B(o, 1) (27 2)} s(n) (S) (t2 4 |x|2)(n+1)/2 dt
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Il nous reste & vérifier que pour un certain A > 0 et un certain s(n) > 0,

_ s(n)
n 1\]1" 1 ¢
1 1<24 -, =
(2 ) <2 I:B<2,2>] s(n) §) (t2+1)(n+1)/2 dt

_ 1 L1 1 — e "7t (452
B(n/2,1/2) s(n) n—1
En distinguant les trois cas s(n) < n~1/2, s(n) ~ n=Y2 et s(n) > n~Y2,
par le développement de Taylor d’ordre 1 autour de 'origine pour In(1 + a)
et e (Ja|] < 1), on voit facilement que pour maximiser

1 _n=1y 2
1L n(1+52(n))
S(n)[ € 2 ]7

~1/2

on doit choisir s(n) ~n et on aura

L[l o e—"T’lln(l—&-sQ(n))] ~ n1/2.

s(n)
Par le fait que B(n/2,1/2) ~ n~'/2, on peut choisir A > 0 assez grand tel
que (2.1) soit satisfaite. m

3. Estimations uniformément asymptotiques du noyau de Pois-
son sur Hl, ;. Soient py, = pgn) (h > 0) le noyau de la chaleur (c’est-a-dire
le noyau intégral de e"?) sur Hy, .1 et P, = P,(Ln) le noyau de Poisson (c’est-

a-dire le noyau intégral de e="V~=4). Par convention, on note py,(g) = pp(g, 0)
et p(g) = p1(g). De la méme facon, on note Py(g) = Py(g,0) et P(g) = Pi(g).
Par [5], [4] ou [6], on a l'expression explicite de p; comme suit :

B 1 A 2 A

Notons @ = 2n + 2 la dimension homogene de Ha, 1. Rappelons que
Pi(z,t) = h"9P(z/h,t/h?), Yh >0, (z,t) € C" xR.

On a les estimations uniformément asymptotiques de P, donc celles de Py,
comme suit :

PROPOSITION 3.1. Soit U > 1. Lorsque n — +00, pour dg(z,t) > Uy/n,

on a
. 3/2
_ (sing I'n+3/2) (n+5/2 1 1\ _o
P(z,t)-( 5 > 533 B 5 53 di*  (2,1)

X (1 +0 <d%<(”zt)>> (1+0(n~Y2)),

ot 0 < ¢ < /2 est déterminé par e™*® = di*(z,t)(||2]|* — alt]).
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Preuve. Rappelons que

+o00
1
—V=4 _ —3/2 —1/(4h) ,hA .
e 72\/% é h e e'"“dh;

on insere (3.1) dans la formule précédente, et par le théoréme de Fubini, on
obtient

1 1
Pt = 5 Sty
+oo

1 A"
x | [ | A2 exp <4h (A — ||z]|*A coth X — 1)) dh} <SinhA> d.
R 0

Par le changement de variable

1+ [|z]*Acoth A — atA
B 4h ’

on voit que

+oo
1
| porore exp<4h (st — || 2] A coth X — 1)> dh

B
|

S ,7n+1/2€—'y d’}/

1+ 22\ coth/\ zt)\} —n—3/2 480
0

n+3/2
F —_
11 - ||2)\coth>\ m} ("+2>’

donc
_ I'(n+3/2) n ) g
Pt == é(smhA) 1+ ||z[*Acoth X — atX) X
I'(n+3/2) n ) Cun
h\— n=3/2 1\
on+3/2 é(sth L+ |[2]|*A coth A — 2[t|A) A\
Posons

FAIZIL 1, A) = [l2]*A coth A — o],

On sait bien que Rf(||z||, [t|, \) > 0 pour tout 0 < I\ < 7/2. En fait, pour
tout 0 < 0 < 7/2 et tout ¢« € R, on a (voir [1, p. 645])

6
Rl 18], 20) = cos 0z + [t0 > 0,
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et

R{LI=N (2], ¢ +28) — f([I=]], [, 20) }
. h2
= ||2|12 zm—LZ (tcotht — 6O cot @) > 0.
sinh® ¢ + sin“ 0
Notons

= L " 2 _ —n—3/2
F(\) = <sinh)\> (L+]|z||*Acoth A —2|t|\) .

Alors on voit facilement que F' est analytique sur
N={AeC;0 <3\ <m/2},
et continue sur 2. De plus,

Clim [PV = 0.
AEN, | A]|—+o00

Par le théoréme fondamental de Cauchy, on a donc

VF)ax= P\ +wp)dr =W

R R
avec
0<¢<m/2, e =di’(2,0)(|l2]° —altl).
Or,
A 9 .
Azl 1k, N = Y (||z]|* cosh A — 2|¢t| sinh \)
Ao . .
= Soh X di(z,t)(cosh A cos ¢ — 2sinh A sin ¢)
_ A
= b di (z,t) cosh(\ — 1¢),
et donc
g (e (14 -2 2 ) cosh A B
) \sinh(A +19) sinh(A +2¢) ©7
_ sinh(\ + 2¢) 3/2 sinh(\ + 19) ) —n—3/2
_Hi< p— ) P + di (z,t) cosh A d\.

Par conséquent, pour terminer la preuve de la proposition 3.1, il nous reste
a montrer

LEMME 3.2. Soit U > 1. Lorsque n — 400, pour dg(z,t) > Uy/n, on a

C(sing\*? /n+5/2 11
= (50 e ()

X di 97 (2, 1) (1 + O(n—m)) <1 + ()(d%((?:’t))).
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Preuve. Posons

1 . 3/2 ;. —n—3/2
Wi = | (”Dh(A + “b)) (Smh(A +9) L 2 (2,1) cosh A) dx,
1

A + Z¢ By + Z¢)
sinh(A 4 16) \*/? (sinh(A +16) “n-3/2
) At Y h '
W2 |>\S>1 < )\+Z(Z§ ) )\+Z¢ +dK(Z,t) cosh \ d\

On a alors W = W; + Ws. On commence par estimer W5. On constate

d’abord que

sinh(A + 29)
A+

‘ <coshA, VO<o¢<m/2 |A>1.

Done, pour n — 400 avec dk(z,t) > n'/2, on a

Wal < | [(dk(z,t) — 1) cosh |73/ (cosh A)*/? d
A[>1
—+00
< 2(d(2,t) —1)7"732 | (cosh )™ sinh A dA
1

= 2(d¥(z,t) — 1) 3/2 % (cosh1)!™™

_ d}—(Q—1(27 t)ef(n+3/2) 1n(17d1;2(z,t))0(n72)

= d 9 (1) (1 +0 (d%{(?;t)»o(n%.

Il nous reste a étudier Wy. On constate d’abord que pour —1 < A <1 et
0<¢<m/2 0na

(b ) (1) R o,

A1 )
et si de plus n/d%(z,t) < 1, alors
sinh(A +19) o —n=3/2
<)\—|-7ng5 + dK(Z, t) cosh A

= (d¥(z,t) cosh \) 7" 3/2

3 1 sinh(A + 1)
Xexp(—(n+2> In <1+d%((z,t)cosh)\ A+ ))

= d: 97 (2, 1) (cosh \) "3/ [1 + O(d%((nz,t))] .
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On peut donc écrire

L\ 3)2
W= () a0 e

X il(cosh A) 32 {1 +0 <d%<("zt)ﬂ [1 4+ O(\)] dA

Par conséquent, pour terminer la preuve du lemme 3.2, il faut montrer que

(3.2) § (cosh \)~"3/2 [1 +0 <df<(”zt)ﬂ [1+O(\)]dX

B :B(n+5/2 _171>(1+O(n1/2))<1+O<d%<(z,t))>'

2 22

En fait, d’une part, on remarque d’abord que
+o0 +oo

1
[ (coshn)—n=3/2 d)\:2[ |- }(coshx)*H/? d\
—1 0 1
puis, par le fait que
+00 +o0
| (cosh )™ 32dX\ = | (coshA)™"5/2d(sinh )
0 0
1 _(n+5/2 11 ,
=-B -2,z . 6-
5 ( 5 2,2) (voir [7, pp. 6-7]),
“+oo “+oo

| (coshA)™=2dx < | (coshA)™"~%?sinh A d\

1 1

1
= (cosh1)7"1/2,
n+1/2

et que
I'((n+5/2)/2—-1/2)

B<n+5/2 5 1) =) = r s

2 272
9\ —1/2
= f(n +5/ > (14 0(1)) lorsque n — o0

(voir [7, p. 6 et p. 12]), on a

1
2 11
[ (cosh \) 32 dx = B(” +25/ -5 2) [1+0(n™?), n— +oo.

-1
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D’autre part,
1 1
| [Al(cosh A)™"73/2 dx = 2| A(cosh A) ™"~/ d
-1 0
+oo
<2 | (coshA)™""32sinh A dA
0
2

T a2
On obtient donc (3.2). =

4. Preuve du théoréme 1.2 pour M = Mgk. En répétant la méthode
utilisée dans la section 2, il suffit de montrer qu’il existe une constante L > 0
telle que pour tout n € N*, avec un s(n) > 0 bien choisi, on a pour tout

(z,t) # o,

s(n)
1
— Pr(
" ) P
1 s(n)
EEOR R <h i)

0

(4.1) ‘BK(071>‘_1XBK(0,1)(

—

Choisissons U > 1 et s(n) = (Uy/n)~L. Pour 0 < dk(z,t) < 1, on constate
d’abord que

s(n)

K (z,t)/(Uv/n)

| n (h h2>dh>U\f | n p<h h2>dh
0 0
puis, par la proposition 3.1, que
1 s(n) 0 .
— <P
s(n) (S) " (h hQ)dh
di (2,t)/U/m
>Rz, t)Uyvn | hdh(1+0(1/U%)(1+O0(n~Y/?),
0
avec
. 3/2
oy (sing\T T (n+3/2) (n+5/2 11\ g

Si U est choisi assez grand, lorsque n — 400 on aura, pour tout 0 <
dK(Z,t) <1,
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1S(Sn)th L dh
s(n) h’ h?
0
_ (sin¢ 3/2F(n+3/2)B n+5/2 11\ 1
=\¢ 97N +3/2 2 22 ) 4U/n’
Puisque % > % pour tout 0 < ¢ < /2 et

5/2 11
pour montrer (4.1), il nous reste & montrer qu’il existe une constante C' > 0
telle que

I'(n+3/2)

(42) qant3/2

|Bk(o,1)| > C, Vn e N

En fait, on voit d’abord que
1
|Bk(0,1)] = | dzdt = 2|8*" 1 {21 /1 — i dr,
(2,t)EC XR, ||2||*+]t|2<1 0
ot [S?"~1| désigne la surface de la sphére unitaire dans R?", puis que (voir
(7. p. 8])

3
Bx(o,1)| = 27 s> g 2 2).
Belon] =218 5 (5.5

Comme [S?"~1| = 27" /"(n) et
B(” 3) 32 I'(n+3/2) 35

F(n) ~ n>e n — 400,

22
on obtient donc (4.2). m

5. Preuve du théoréme 1.2 pour M = Mcc. On voit facilement
d’apres la section 4 que pour montrer le théoreme 1.2 pour M = Mcc, il
suffit d’établir les deux lemmes suivants :

LEMME 5.1. On a dkg(z,t) < dcc(z,t) pour tout (z,t) € Hopyg.

LEMME 5.2. Il existe une constante ¢ > 0 telle que

‘BCC(Oa 1)’ > C’BK(Ov 1)‘7 Vn € N*.

Preuve du lemme 5.1. Puisque d(g) = d(g~!) avec d = dx ou bien
d = dgc, on peut supposer dans la suite ¢ > 0.

Comme d%(0,t) = |t| < 7|t| = dic(0,t), il nous reste & montrer que
pourt>0et z#0,ona

0 4
dkte) = 1"+ 1 < (g ) D,
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avec 0 < 0 < 7 satisfaisant
20 —sin20  t
2sin?0  ||z]]2
Autrement dit, il faut montrer que

. 2 4
1+<9 sm&cos@) S( 0 >7 V0 <0<

sin? 6 sin 6

Posons
g(0) = 0% —sin® 0 — (§ —sinfcosh)?, 0<60 <.

Il nous reste & montrer que g(6) > 0 pour tout 0 < 6 < «. En fait, on a
g(0) =0et
g'(0) = 46% — 4sin 0 cos ) — 2(0 — sinf cos §)2sin? § = 46(6? — sin® ) > 0.
Ceci acheve la preuve du lemme. m

REMARQUE. De la méme fagon, on peut montrer que

doc(z,t) < Vmdk(z,t), V(z,t) € Hop.

Prewve du lemme 5.2. Pour z#0, rappelons que dcc(z,t)=(60/sin )| z||

avec —7 < 6 < 7 déterminé par

20 — sin 20 t
0) = = .
Ho) 2sin% 0 l|12]1?

|Boc(o,1)| = ) dzdt
(0/sin0)]|z||<1, —r<O<m, t=p(0)||2]|2
= 2u6(I2ID))12]1* dz,
0<|lz]|<1

ou 0 < 6p(]|z||) < 7 est défini par

sin 0o (|l 2|1)
——en o = Izl
0o (]l z])
Donc
20,(]|2[|) — sin 260(]|=[])
Beclo. = | G ——
0<|lzll<1 0
Rappelons que
Bk(o,1)|= | 2y/1—]z]*d=
0<|lzlI<1

I1 nous reste a montrer que

20 —sin26 sin 6\ 4\ ~1/?
o, T <1_< 0 )) >0,
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dont la preuve est facile en utilisant le développement de Taylor d’ordre 3
autour de l'origine pour sin¢. =
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