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Sur les occurrences des mots dans les nombres premiers
par

GAUTIER HANNA (Nancy)

1. Introduction. Mauduit et Rivat [I4] ont démontré une conjecture
vieille de 40 ans due a Gelfond [7]. Elle stipulait en particulier que la moitié
des nombres premiers avaient un nombre de 1 pair dans 1’écriture en base 2.
Cette question est reliée a I'étude des fonctions définies sur les chiffres en
base ¢ (ici la fonction sa(n), la somme des chiffres en base 2) et des sous-
suites de suites automatiques [2] (la suite de Thue—Morse). La recherche d’un
théoréme des nombres premiers pour des fonctions définies sur les chiffres,
voire I’étude des sous-suites de suites automatiques, est un probléme ardu.
La méthode développée dans [14] a permis ces derniéres années des progrés
significatifs dans ce domaine [5] 6, [13], [15].

Parallélement, Kalai [1T] s’est intéressé au probléme suivant. Etant donné
S un sous-ensemble de {1,...,n}, u(n) la fonction de Mdbius, et §2,, I'espace
de tous les z = (x1,...,x,) de {0,1}", a-t-on pour tout A > 0,

() = g 3 a4 20 4+ 20 ) ()T = O(n ) 7

x€ENn

Bourgain [3] a répondu positivement, montrant notamment un principe
d’aléa de Mobius pour toutes les fonctions linéaires sur Z/27Z. Suite a ce
travail, Kalai [I2] a demandé d’étudier le cas des polynoémes de plus haut
degré, notamment le cas de la suite de Rudin-Shapiro [I8, 19]. Etudier la
suite de Rudin—Shapiro est naturel puisqu’il s’agit du cas le plus simple de
polynéme de degré plus grand que 1. Si

(1) n= Zei(n)qi

i>0
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16 G. Hanna

est 'écriture de n en base g, en utilisant avec ¢ = 2, on pose

a(n) = €&(n)eira(n);
i>0

alors (a(n) mod 2),>¢ désigne la suite de Rudin—Shapiro. Tao (voir [12])
a esquissé une preuve d'un principe d’aléa de Mobius dans ce cas parti-
culier, et Mauduit et Rivat [I5] ont donné une formule asymptotique avec un
terme d’erreur explicite et ont également obtenu un théoréme des nombres
premiers dans ce cas. Ils ont formulé deux conditions suffisantes sur une
suite (f(n))nen de module 1 pour estimer de maniére non triviale la somme
Y nen A(n) f(n), out A désigne la fonction de von Mangoldt. Pour notre part,
nous allons altérer légérement une de ces conditions.

Notons U le cercle unité, f une troncation de la fonction f (nous
donnerons la définition précise dans la partie |3)) et e(z) = exp(2irx).

DEFINITION 1.1 (Faible propriété de petite propagation). On dit quune
application f : N — U a la faible propriété de petite propagation si, unifor-
mément pour (), k,p) € N? avec p < A, le nombre d’entiers [ satisfaisant
0 <1< g tels qu'il existe (kyi, k2) € {0,...,¢" — 1}? avec

(2)  fUg" + k1 + ko) FIg® + k1) # FUTP (g™ + by + ko) O+ (I + k)

est O(g*PT1o8P) la constante ne dépendant que de g et f.

DEFINITION 1.2 (Propriété de Fourier). On dit qu’une application f :
N — U a la propriété de Fourier s'il existe une fonction ~ croissante avec
lim)_, 50 7(A) = 00 et une constante absolue ¢ > 0 telles que pour tous entiers
positifs A, k avec k < cA et tout réel ¢, on ait

1

— K —nt)| < a7

| > fame(=nt)] <q
0<n<q

Nous avons alors le

THEOREME 1.3. Soit f une application vérifiant les définitions[L.]] et[L.2]
Alors [ vérifie, uniformément en ¥ € R,

3 |> A m)e(vn)

n<x

< e1(g)(log )@ g~ (21008 )/ (80 log 4)])/20+10g(7(2] (log )/ (80 log ) |)/20)

avec

c1(g) = max(7(q) logg, log!? Q)1/4(10g q)27202(q)7

1 1
esfq) = 4+ =21 + 7 max(w(g), 2).
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Ces énoncés différent de [I5] par une altération dans définition de
O(q*~?) en O(q*~P*H1°8P) et par l'altération des constantes c1(q) et c2(q).

REMARQUE 1.4. La démonstration du théoréme [I.3] repose sur I’estima-
tion de sommes de type I et de type II et en application du [14] lemme 1|. En
particulier les techniques utilisées permettent d’avoir I'estimation avec [
la fonction de Mobius a la place de A en utilisant [10} (13.40)].

Dans [I5], Mauduit et Rivat utilisent leur théoréme avec f(n) = e(aa(n))
et (a(n))nen une suite de Rudin-Shapiro généralisée ; ils traitent les deux cas
suivants :

(4) Bs(n) = en)ers(n),

>0

(5) ba(n) =Y a(n)eri(n) ... era(n).

1>0
Notons que la suite Ss(n) a été introduite par Allouche et Liardet [I]. Le
théoreme [I.3]implique que ces suites sont uniformément distribuées et ont un
théoréme des nombres premiers (pour les énoncés exacts, voir les corollaires
53).

Dans cet article nous généralisons les résultats de [15] a

a(n) = a(|n/q" ™)) + Z h(a(n), e1(n), ..., ap-1(n)),
0<I<Ty (n)—

ol h est une fonction & 3 variables, 8 est un entier > 2 et

Ty(n) = [logn/logq|

est la taille de n en base g. La forme de ces suites, que nous nommons
B-récursives, généralise et , mais également le cas des suites digitales,
parfois nommées bloc-additives, qu'on peut trouver dans [4]. La recherche
d’un principe d’aléa de Md6bius pour les suites bloc-additives a été traitée
par Miillner [I6]. Du fait de leur forme, les suites [-récursives permet-
tent de mieux répondre que les fonctions digitales & la question de Kalai
(théoréme [3.5)).

Le lecteur trouvera dans la partie [2| une introduction aux suites S-récur-
sives et aux différentes notations qui seront utilisées dans ’article. Dans la
partie [3] nous développons plus précisément les conséquences du théoréme
principal (théoréme . La condition de faible propagation obtenue et
I’explication de l’altération de la condition initiale sont situées dans la par-
tie 4l Comme nous altérons les définitions de [15], nous sommes obligés de
reprendre partiellement cet article. C’est ce qui est fait dans la partie[6] Pour
terminer 1’étude des suites S-récursives, la condition de Fourier est vérifiée
dans la partie ol Pour ce faire, nous sommes amenés & controler la norme
infinie d’une matrice reliée & la suite S-récursive. Nous donnons la formule
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exacte de la norme infinie de cette matrice (proposition |5.6)) en exhibant un
graphe. La partie [7] est dévolue a la collecte de résultats.

2. Notations et définitions. Soit ¢ un entier supérieur ou égal & 2.
On note A lalphabet A := {0,...,¢ — 1}. On note X I'ensemble des mots
sur A, X* I'ensemble des mots finis, 2 I'ensemble des mots de taille k£, X
I'ensemble des mots de taille au plus k, et € le mot de taille 0. Ainsi Xy = {¢},
Y1 =H0,...,q—1}, ¥f ={¢,0,...,q — 1}, etc. Soient w,w’ € X. On note
w-w' leur concaténation et |w| la taille de w (on omettra parfois le symbole -,
toutefois sans risque de confusion). Pour un entier & > 0, on note o le
préfixe de w de taille £, et w;, son suffixe de taille k. On a par convention
@’ = wy = €. Ainsi, pour tout entier k entre 0 et |w|, on a la décomposition
w =w*=F ., . On note €(w) la i-iéme lettre de w, lu de droite a gauche,
donc w = €|, (w) - ... - €o(w).

On définit 'application ¢ : X* — N par

Pour r € A, on utilisera la notation # pour l'entier ¢(r). Pour un entier x
compris entre 0 et ¢ — 1, on note & = ¢~ () la lettre correspondante. Par
exemple, pour w = 280163, on a |w| = 6, W? = 28, w; = 163, et pour la base
q=11,

Ow) =25 11° + 8% 111+ 0% 11% + 1% 112 + 6 % 111 4+ 3 % 11° = 439420.

Enfin, pour w’ € X* nous notons 1, : X* — {0, 1} la fonction

1) = {

1 siw=d,
0 sinon.

Nous introduisons maintenant I’objet central de I’étude de cet article.

DEFINITION 2.1. Soient (a(n))nen une suite a valeurs dans Z et S un
entier supérieur ou égal & 2. On dit que (a(n)),en est S-récursive sil existe
une application g : X3 — N telle que pour tout n > 1 et pour tout w
dans Xg, on ait

(6) a(d’n + pw)) = al¢” 'n + e@*171)) + g(w),
et telle que si w! # 0,
(7) a(p(w)) = a(e@“™1) + g(w).

Nous dirons que g est la fonction de propagation de a.
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Comme w est un élément de Xg, si w! = 0 il existe @ dans Z’g_l tel que
B2
~ i -1
pw) = @) = aw)g <q’ "
i=0
Ainsi la notion de S-récursivité n’impose de contrainte que pour les entiers
au moins égaux a ¢~ 1,
Citons ici trois exemples de suites S-récursives :

(E1) Suites de Rudin—Shapiro généralisées. Les suites de type Rudin—
Shapiro, constituées des généralisations proposées par Queffélec [17],
Grant, Shallit et Stoll [§], ou encore Allouche et Liardet [I], sont
[B-récursives.

(E2) Suites bloc-additives. Les suites digitales, parfois nommées bloc-ad-
ditives [2] 4], définies par

a(n) = Zg(ei+5_1(n) .o €(n))

i>0
avec g(0-...-0) = 0 et satisfaisant (I)), sont S-récursives.
(E3) Suites bloc-additives finies. On peut se passer de la condition
g(0-...-0) =0 et prendre la suite
Ty(n)—r
a(n)= Y glepa(n)-...-e(n)),
i=0

ce qui est fondamental si on veut compter les blocs de chiffres en
écriture finie (par exemple la suite bloc-additive qui compte le nom-
bre de 01 vaudra 2 pour 101, ce qui est contraire a 'intuition). Cette
suite est également [S-récursive.

L’objet de la proposition suivante est de faire le lien entre la définition [2.1]
et les trois exemples précités :

PROPOSITION 2.2. Soient B > 2 un entier et (a(n))pen une suite (-
récursive. Soit n un entier; nous constdérons sa décomposition en base q,

N
n= Zei(n)qi =p(en(n) ... e1(n) - eo(n)),
1=0
ott N =Ty(n). Alors, sin>q¢°t ona N>p—1et
a(n) = a(p(en(n) - en-1(n) - ... - en—g42(n)))

N—B+1

+ Y glarsan) - ana(n) - a(n)).
=0

Remarquons que |ex(n) - en—1(n) ... - en—gt2(n)| =B —1 et en(n) # 0.
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Démonstration. Le cas N = 8 — 1 étant immeédiat, nous pouvons désor-
mais supposer N > 3 — 1. Nous allons montrer par récurrence sur r que pour
tout entier r compris entre 0 et N — 3,

N
() o> eln)d)
=0 N
= a<q,3*1 Z Gi(n)qifﬁfr + <p(65,1+r(n) R 6r+1(n)))
i=p+r
+> glars-1(n)-...-an)).

=0

Pour r = 0, par @ on a

a(i ei(n)qi> = a(qﬁ ifi(n)qi_ﬁ + ¢(eg1(n) ... €e1(n) - eg(n)))

=0 =

N
= (" Y @m)g ™ + (s (n) - aln)
i=p

+g(eg—1(n) - ... eo(n)).
Supposons I’hypothése de récurrence satisfaite pour un certain r <
N — 8 — 1 et montrons pour r + 1. Comme S +r+1< N,
N

Z e(n)g= Pl > 1.

i=L+r+1
Alors, en utilisant puis @ pour r > 0 on obtient

a(ZN: ei(n)qi> = a(qﬁf1 i e(n)g= P + o(eg_14r(n) - ... er+1(n)))

=0 i=p+r

+ Zg(ﬁlw—l(”) +a(n))
1=0

N
_ a<qﬁ—1 Z q(n)qi—ﬁ—r—l
i=p+r+1

@ (eaar(n) - co-1er(n) <. eia()) )
r+1

+ Zg(ﬁlJrﬁ—l(”) +oa(n)),
1=0

ce qui conclut la récurrence.
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En appliquant ar =N — (8, on obtient
a(n) = a(qﬁ_leN(n) + cp(eN_l(n) o eN_5+1(n)))

N-p
+ Z g(e4p-1(n) - ... e(n))
=0
= a(ap(eN(n) . GN_1(n) tollt €N,/3+1(n)))

N-B
+ 3 glerpa(n) ... a(n)),
=0

et on conclut par , parce que N désigne l'indice du dernier terme non nul
dans la décomposition de n, ce qui veut dire ex(n) # 0, et enfin

6N(n) . eN_l(n) et 6N75+1(n) S Eg. ]
REMARQUE 2.3. Avec 'écriture de la proposition précédente, il suffit
pour avoir les exemples de (E1) de prendre la fonction g correspondante. Par
exemple pour retrouver a(n) = ) ;g €ir5(n)ei(n) = Bs(n) (suite d’Allouche

et Liardet), on pose

— —

g(w) = Z egwl — . 1T—  e(w).

( e yoo1 es—1(w)=is_1 e1(w)=i1
115000085 —-1)€10,...,q—1}°7

Quant a 'exemple (E2), il suffit de prendre

3. Résultats principaux. Pour cette partie nous rappelons que 7(n)
désigne le nombre de diviseurs de n, et w(n) le nombre de facteurs premiers
dans la décomposition de n (ainsi w(22 x 3) = 2). Les deux notations w
pour désigner un mot et la suite arithmétique w(n) ne se recoupent pas
dans l’article, et nous pouvons utiliser conjointement ces deux notations
sans risque de confusion. De plus nous notons w(z;a,m) == #{p < x:p =
a mod m}.

Il nous est nécessaire par la suite de définir des fonctions tronquées et
de travailler sur le cercle unité U. En effet, notre article repose sur les résul-
tats de [I5] qui utilisent des sommes d’exponentielles, et ou le principe de
troncation est essentiel.

DEFINITION 3.1. Smt (a(n))nen une suite B-récursive, et soit A un entier
naturel. On définit (e (n))pen, la suite tronquée en \, par
(

™ (n) = a(n mod ¢*),
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ot n mod ¢* désigne le reste de la division euclidienne de n par ¢*. Soit «
un nombre réel. On définit les applications f: N — Uet fM) : N — U par

f(n) = e(aa(m) et FO(n) = e(aa®(n).
On dit qu’elles sont associées aux suites (a(n))nen et (e (n))pen.

Les définitions [I.1] et [I.2] ainsi que le théoréme [I.3] prennent ici un sens
rigoureux. Tout comme Mauduit et Rivat, nous déduisons de ce théoréme
trois corollaires, dont les preuves sont identiques a [I5], Corollaries 1-3] :

COROLLAIRE 3.2. Soit b : N — N telle que pour tout « irrationnel, la
fonction f(n) = e(ab(n)) vérifie les définitions[1.1] et[L.2] Alors pour tout en-

tier relatif a et tout entier naturel m premier avec a, la suite (ab(p))pep(a,m)
est uniformément distribuce si et seulement si . est irrationnel.

COROLLAIRE 3.3. Soient b : N — N et m et m’ des entiers plus grands
que 1, tels que pour tout 1 < j' < m/, la fonction f(n) = e(%,b(n)) vérifie
les définitions et . Alors, pour tous a et a' telles que a soit premier
avec m, on a, lorsque x tend vers l’infin,

#{p<x:pePla,m), b(p) =a modm'} = (1+ 0(1))W

COROLLAIRE 3.4. Soient b : N — N et m et m’ des entiers plus grands
que 1, tels que pour tout 1 < j' < m/, la fonction f(n) = e(%,b(n)) vérifie
les définitions et . Alors, pour tous a et a' tels que a soit premier
avec m, la suite (Up){peP(a,m):b(p)=a’ modm’} €5t uniformément distribuée si
et seulement si ¥ est irrationnel.

La particularité des suites S-récursives permet de plus d’avoir le résultat
suivant, qui répond partiellement & la question de Kalai (nous généralisons
directement en base g arbitraire) :

THEOREME 3.5. Soient k> 1 et

Ty(n)—k
(I(TL) = Z P(ei-i-k(n)a s 761'(7’1))7
i=0
ot €g(n), .. ., €q,(n)(n) sont les chiffres de n en base q, et P € Z[Xy, ..., Xo]
est un polynome de degré d < k + 1 de la forme
P(Xg, ..., Xo0) = Xp XoP1(Xy, ..., Xo) + Po(Xg, - . ., Xo),

avec Py, Py € Z[ Xy, ..., Xo] tels que Uéquation Pi(1, Xy_1,...,X1,1) =1
ait une solution (Xp_1,...,X1) € {0,1,...,q — 1}*=1 et il n'y ait pas de
monodme non nul divisible par XXy dans Py. Alors

(10) lim % > p(n)(-1)"™ =o.

n<N
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On remarque que P(Xg,...,Xo) = Hf:o X; ainsi que P(Xg,...,Xop)
= Hfzo(l — X;) vérifient les conditions du théoréme, contrairement a
P(Xk,...,X0) = X + Xo. Plus généralement, notons que les méthodes
développées dans le présent article ne permettent pas de traiter le cas ou
le polynome est bilinéaire en Xo, Xy, ni le cas a(n) = e, (n)—2(n)e2(n), ot
I'indice dépend également de n.

4. Petite propagation. Ici, et désormais, nous fixons ¢ et 3 des entiers
supérieurs ou égaux a 2. Le but de cette partie est de démontrer que les
fonctions associées aux suites [-récursives vérifient la faible propriété de
petite propagation. L’idée principale consiste & exploiter la proposition [2.2
pour dire que sous certaines conditions, il n’y a pas de différence entre f(n)

et fX(n).

PROPOSITION 4.1. Soient (a(n))nen une suite S-récursive et f sa fonc-
tion associée. Alors [ a la faible propriété de petite propagation.

Nous allons tout d’abord démontrer un résultat intermédiaire :

PROPOSITION 4.2. Soient (a(n)),en une suite S-récursive et f sa fonc-
tion associée. Soient (\,k,p) € N> avec p < X et k > 1. Soient | > ¢ et
k1 < ¢~ des entiers. Supposons qu’il existe un entier m tel que 0 < m <
p— B+ 2 avec €x1m(l1q" + k1) # q — 1 et que, si on note i le plus petit de
ces m, il existe un entier j vérifiant i+ —2 < j < p et €445(1¢" + k1) # 0.
Alors pour tout entier ko < ¢,

FUq" + ky + k) Flg= + k1) = fEP(1g5 + ky + k) fEHA (Ig5 + ky).

Démonstration. On note ny = 1¢" + k1, n} = nq mod ¢"°, Ny = T,(n1)
et N| = T,(n}), autrement dit N; (respectivement N7) est I’emplacement
du dernier chiffre non nul de ny (respectivement n}).

On remarque que pour tout 0 < k < k + p, €x(n1) = €x(n}). Comme il
existe un entier j tel que f —2 < j < p et €445(n1) # 0 (car ¢ > 0), on
obtient Ny > N > k+j>k+—-2>—2.Donc N; > N > [—1,et la
proposition s’applique, si bien que
(11) a(n1) = a(p(en; (m) - eny—1(n1) - ... - eny—pra(n1)))

N1—p+1
+ > glagp-i(n) ... ara(n) - a(n)),
1=0

et on a une formule similaire pour n} (avec N au lieu de Np). On pose a
présent no = ny + ko, n = ng mod ¢, et Ny = Ty(ng), Ny = Ty(nh) leurs
tailles respectives. Alors pour tout k& > i,

(12) €xtk(n1) = €nyr(n2).
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En effet, il ne peut y avoir de différence dans les chiffres d’indices supérieurs
ou égaux a k de ny et no que dans le cas d’une propagation sur les chiffres
de n1. Or, si on veut une propagation jusqu’au chiffre k 4+ r, il faut que les
chiffres compris entre x et kK +r — 1 de n; soient tous égaux & ¢ — 1. Ainsi,
par hypothése, une propagation éventuelle s’arréte a x + 1.

Comme Ny, N{ > k+j > k+i+—2> k+i,ona N] = Njet N = Ny,
et finalement on a une formule similaire & pour ngy et nb.

En rassemblant ces différentes formes, on obtient

(13)  f(na)f(n2)f(n})f(ny)

= e(a(a(g@(eNl(nl) cen—1(n1) - ... en—pra(ny)))
—a(p(en, (n2) - en,—1(n2) - ... - en,—g42(n2)))
- a(‘P(EN{(n/l) ) GN{—I(nll) JEEEI 5N{—B+2(n/l)))
+ a(ﬂp(ﬁN{ (n3) - GN{—I(n/Q) el 6N{-5+2(”’2)))
Ni—B+1

+ Z l9(errp—1(n1) - ..~ epa(m) - e(nm))

I=N|—3+2
— g(el+571(n2) oo ay1(ne) fl(nQ))])>

Cependant, comme N{ > k+j>k+i+F—2,ona N —+2>k+1,
et donc, pour tout Ny — 8+ 2 < I < Ny, par , €1(n1) = €(ng); par
conséquent, la somme en [ & droite de est nulle. En appliquant le méme
raisonnement pour les autres composants de celle-ci, on trouve

f(n) f(n2) f(n}) f(ny) = 1,

ce qui est bien le résultat voulu. =

Démonstration de la proposition . Pour commencer, on remarque que
silgt 4+ 2(¢" —1) < ¢" on a

FUG" + ky + ko) F(Ig" + k1) = FEP (17 + kg + ko) fEH) (Ig= + Ky ).

En effet, comme k1, ko € {0,...,q¢" — 1}, on a toujours I¢® + k1 + ko < ¢" 17
et donc 1g" + k1 + ko = 1¢" + k1 + k2 mod ¢~ 7.

Soit maintenant [ > ¢”. La proposition [4.2]donne des conditions & vérifier
pour que (2)) ne soit pas réalisée. On peut donc écrire que 1’ensemble

{0<1<q:30 <ki ks <q":
FUG™ + ky + ko) g™ + k1) # FETP(1g" + ky + ko) fH0) (Ig7 + Ky )}
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est inclus dans 'union AU B U C avec
A={"<l<q¢ :30<k <q¢ :V0<i<p—PB+2, eari(lg®+k1) =q—1},
B:={¢"<l<q¢ :30<ki <q¢":30<i<p—PF+2:eerillg"+k1) # q—1,
Vm < i, €xym(lq"+k1) = q—1, Vi+B-2 < j < p, €xtj(lg"+k1) = 0},

Ci=A{l:1g"+2(¢"—1) > ¢"*, Ig" < ¢""*}.
Cependant lg" < ¢"T? implique I < ¢, et (¢” —2)¢" +2(q" — 1) = ¢"TF — 2
< ¢"*? implique [ > ¢” — 1. On en déduit que C = {¢” — 1,¢"}.

Il nous reste donc & évaluer les cardinaux de A et B. Pour ce faire on
remarque que, quel que soit k1 < ¢%, €,4i(l¢"+k1) = €;(1), ce qui nous donne

A={¢ <l<q:
<k <q¢g":VO<i<p—PF+2 eti(l¢" + k1) =q—1}
={F<l<q :V0<i<p—B+2 ¢()=q—1},
donc

AP
q q — _
#A= qr—h+2 = ¢ - ).

On peut d’autre part écrire B = Uf;oﬁ 1B, avec
Bi={¢"<l<¢q :30<k <q:eerillg"+k)#q—1,
Vm < i, €eym(l¢"+ k1) =q—1,Vi+ B —2<j <p, €x+;(1¢" + k1) = 0}.
Mais comme tous les B; sont en bijection entre eux, on a
#B = (p — B+ 2)#Do.

Enfin,

AP
. q q
#Bo=#{¢" <l<q*:VB-2<j<p, G =0} = gt

=)
En mettant les trois estimations ensemble, on trouve
#{0<1<q*:30< ki ko <q":
P + by ko) FQ™ + k) # LT (Ug" + by + ko) FF0 (17 + k) }
<P =D+ (p - B+2)" N 1) +2 < (g,

Comme ¢” est une constante ne dépendant que de ¢, la fonction est bien de
faible petite propagation. =

REMARQUE 4.3. Dans [I5], Mauduit et Rivat regardent le cas parti-
culier de la suite Rudin—Shapiro. Pour cette suite, la décomposition de la
proposition n ci-dessus se fait automatiquement car
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(A) a(k) =0 pour tout 0 < k < g;
(B) gla-b) #0<=a=0b=1.
Ainsi on peut écrire, en notant N = T, (n) et Ny = T,(n mod ¢*),
N-1

a(n) —a™(n) = a(en(n)) — alen, (n)) + Y gleira(n) - €i(n))

i=N)
N-—1
Z g(eir1(n) - €(n))
i=A

car on sait qu’alors, pour tout Ny <i<A\, €;(n)=0, et donc g(€;+1(n) - €;(n))
= 0, en vertu de . Ceci permet alors de dire, en reprenant les notations
de la démonstration de la proposition que

(14)  a(m) —a(nz) - a(nll) + a(ny)

2

-1

—Z geir1(n) - ei(n1)) = > gleir1(na2) - €i(n2)),

7

Il
>

et pour s’assurer de la nulhte de ([14), il suffit de s’assurer que €;(n1) = €;(n2)
dés que i dépasse A. Sion suppose uniquement I’existence d’un chiffre d’indice
m < A, €n(n1) # q— 1, alors cette condition est vérifiée (car la propagation
ne pourra se faire au dela du m, et on a effectivement A > m).

Dans le cas général, ce raisonnement ne tient plus, et nous sommes obligés
d’introduire une fenétre de sécurité. Il s’agit de la condition sur j dans la
proposition [£.2] Cette condition dans la preuve de la proposition [I.1] entraine
la création de ’ensemble B (I’ensemble A est la contraposée de la condition
sur m, et ’ensemble C, lui, est un ensemble exceptionnel). Enfin, c’est cet
ensemble B qui donne la majoration en ¢'°%”.

Il convient désormais de considérer que les fonctions associées aux suites
[B-récursives vérifient l’équation

Z fn ’ )

n<q

(15)

avec v(IN) — oo de maniére croissante. La partie suivante sert & introduire
des notions qui permettent ce genre de controle.

5. Généalogie des fonctions. Nous commencgons par une définition
générale.

DEFINITION 5.1. Soient f : N — U une application et w un mot. On
pose

(16) fu(n) = f(gdIn + p(w)).
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Le lemme suivant permet de donner une formule de récurrence pour f,(n)
si f est associée & une suite [S-récursive.

LEMME 5.2. On a
frw(n) si|w| < B -1,
Mot )= {37 oty sib =51
Démonstration. Par I’équation ,
folan+7) = f(@(gn + ) + (W) = F(¢“I'n + ¢¥Ir + p(w))
= f(@™“In + ¢(7 - w)).
Rappelons que f(n) = e(aa(n)); on conclut en utilisant sl |lwl<p—1
(donc |7 - w| < B), et en utilisant (6]) ainsi que si Jw| = —1 (donc
7w = B). m
DEFINITION 5.3. On munit X* de l'ordre < suivant : Si |w| < |w'|, alors
w = W' Siles deux tailles sont égales, on compare les deux mots par leur

ordre lexicographique lu de gauche & droite @ Si 1 désigne la fonction qui
énumeére X*, alors on définit ¢ : N — X* par ¢ =~ L.

Le but de cette partie est d’exploiter la structure des suites S-récursives
afin de montrer qu’elles satisfont la définition Pour ce faire, nous ex-
ploitons le lemme

DEFINITION 5.4. On définit le vecteur V;, de taille (¢° — 1)/(¢ — 1) par
Valll := fouy(n),  0<1<(¢” =1)/(g—1) 1.
On dira que V,, est le n-iéme vecteur généalogique de f.
Par le lemme il existe une matrice M;(a,t) telle que
Vintie((qn + Dt) = Mi(a, t)Vie(gnt),

et donc si on note S(N,t):=>_ _ ~ Vpe(nt), on peut alors écrire

n<q

SN = > > Vanwe((gn + 1))

0<n<gN-10<I<q

= Z Z Mi(a, t)Vye(qnt) = M(a, t)S(N — 1,qt),

0<n<gN—-10<I<q

ol on a posé¢ M(a,t) =3 5o, Mi(a,t). En itérant 3 fois et en écrivant

M(ot):= J[ M(a.q"),
0<k<p

(*) Ainsi 00 < 01 < 10 = 000.
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on déduit S(N,t) = M(a, t)S(N — B,¢°t). On dit que M(a, t) est la matrice
généalogique de f. En continuant le raisonnement ci-dessus, on obtient

0<n<q
[N/B]-1
< I M, d™ )l > [Vae(@® ™ nt)]|o
i=0 n<glmodp
\N/Bl-1
< I 1M(a,q"t)]oeq™ ™%,
=0

ou N mod [ désigne le reste de la division euclidienne de N par .

La proposition suivante est destinée a faire le lien entre la matrice généalo-
gique et l'estimation ([15]).

PROPOSITION 5.5. Pour tout entier kK > 0, on a

1 Lv/B]-1 ’
‘ Z f(g"n)e )‘ < m H HM(a,q’ t)”oo-

0<n<qgV =0

Démonstration. Pour tout entier kK > 3,

’qun nt‘—‘Zfﬁl nt)‘

n<gN n<gV

En effet, une récurrence montre que, pour tout 0 <r <k —f+1, a(¢"n) =
a(¢" "n) + rg(O .+0) ot 0-...-0 est de taille 5. Plus précisément, si
a(q¢"n) = a(¢" "n) —|— rg(0-...-0), alors

a(@®n)=a(@ "n+e0-...-0)+rg(0-...-0)
al@" "4 @0-...-0) + (r+1)g(0-...-0)
=a(g" ")+ (r+1)g(0-...-0).

En particulier a(¢®n) = a(¢®'n) + (k — B + 1)g(0 - ... - 0). De plus, si
Kk < B, alors f(¢"n) est la (¢" — 1)/(q 1) ieme coordonnee de V;,. Nous
concluons la preuve par ’équation ([17) en observant que N — N mod /3

= BIN/B]. =

D’aprés la proposition [5.9}, il est désormais important d’avoir un controle
sur la norme infinie de la matrice M (v, t). C’est 'objet du résultat qui suit.
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PROPOSITION 5.6.

(18) Hﬁ(a,t)Hoo

= sup ’Z (k+Q<P ))—i—a(Z g(%w\*m‘k.ﬁm)))”

H
VEXE weXg_ 1 keXy m<|y|

Démonstration. Soit G le graphe suivant :
Je
/ AN
focr
A// l | \\L

fa-vo - fog-1 o fa-n@-1

¢ | |

S * N
C fo-o \"_’)f(q—no---oQ = Jo=1)a-1) + fa-1)a-1) :)

Alors G représente la maniére dont peut évoluer en k étapes (k arbitraire)
un mot 7 donné selon le lemme [5.2] Décrivons-le.

D’abord, G est un graphe descendant qui a /3 lignes. A chaque fléche cor-
respond une altération de 'argument. Chaque élément donne ¢ descendants,

B_1 . N .
et donc le graphe a qq_l sommets. Si on se trouve sur la derniére ligne, avec

—1
un mot 7, un descendant 4/ de ~ sera donné par 7/ = " - 71=1. On se
proméne sur le graphe en respectant les régles suivantes :

(i) On suit le sens des fleches.

(i) Si a la k-iéme étape, on passe d’un mot v & un mot +/, avec la
taille de y strictement plus petite que 8 — 1, on ajoute qk_lylt a
I’argument.

(iii) Si a la k-iéme étape, on passe d’un mot v & un mot v/, avec la taille
de v égale & 8 — 1, on ajoute qk_lvlt + ag(VI -) a Pargument.

Désormais, nous appelons encodage d’'un chemin la valeur e(z), ou z est
I’argument total du chemin lorsque ce dernier est soumis aux régles ci-dessus.

Soit & présent Encg(7y,w) la somme des encodages concernant tous les
chemins possibles en k étapes reliant v & w.
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EXEMPLE 5.7. Le graphe suivant correspond au cas ¢ =2, =3 :

fo / f€ \ fi
mfA
~_ W

Dans ce graphe, il y a deux maniéres d’aller du mot ¢ au mot 00 en trois
étapes : en faisant le chemin

C foo D

e—>0—00—00
0 0 0
et en faisant le chemin

e —1— 01— 00.
1 0 0

Ceci nous donne donc
Encs(e,00) = e(ag(000)) + e(t + ag(001)).

Continuons la démonstration de la proposition 5.6. Comme M;(«,t) est
la matrice de passage de V,, & V4, sommer sur [ (c’est-a-dire regarder
M (e, t)) revient alors & déterminer tous les chemins & une étape possible.
Et comme M(a,t) = [licp M (e, q't), on voit que M(a,t)[i,j] correspond a
la somme des encodages concernant tous les chemins possibles en § étapes
reliant ¢(i) & ¢(j).

Nous avons donc
(19) IM (@ Dlloe = sup D [Enes(6(i), 6(7))]
J

Cependant ¢(7) et ¢(j) parcourent ’ensemble des mots de taille au plus 5—1.
Ainsi se transforme en

(20) [M(c;t)[oo = sup > [Bncs(v,w)l.
1€Y1 wesy

Cependant, par le lemme [5.2], pour tout -, un descendant de + & la S-iéme
génération est forcément de taille § — 1. En effet, la taille du mot va en
croissant, strictement si la taille est strictement plus petite que 8 — 1, et
devient constante dés que cette taille est atteinte. Or cette taille est atteinte,
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au pire, au bout de la § — 1-iéme étape. Donc se transforme en

(21) IM(,t)loo = sup > [Encs(y,w)].
VEXE 1 weXs_y

11 reste donc a comprendre Encg(y,w).

Soit v € X5 ;. On pose R € Y3 _1_|, et S € X}, Les mots R et S
interviendront dans le processus pour aller de v & w et seront déterminés
ultérieurement. Arriver & un mot de taille 5 — 1 se fait en § — 1 — || étapes,
c’est-a-dire par '’adjonction de R. Nous avons donc, en suivant (ii), le chemin
suivant :

(22) 7————>R1 Y>> R - y—— R

eo(R)t ei—1(R)g 1t

— Rigo1 -7 = r1(R)gP 1R - .

Il nous reste § — (8 — 1 — |y]) = |y| + 1 étapes a parcourir. C’est-a-dire
a concaténer S. Cependant comme on a atteint un mot de taille 5 — 1, la
fonction de propagation g s’adjoint a 'argument (il s’agit de la régle (iii)).
Nous avons donc, en suivant (iii), la chaine suivante (on ajoute & ’argument
ce qui est en bas de la fléche) :

(23) R-~ S RATIT S

co(S)g Blt+ag(s, Ry
\R y|=i

Iva—z 1

S, -R- Si1-R- e

ei(S)qitIBlt+ag(S,,, Ry

B '
Spy - -

GM(S)ql“/\ “”t—i—ag(sm .Ri.,ym'ﬂfl’v\)
R- 1 — 1
S-R- | == —g. R| R| .

De la derniére ligne on conclut que S - R = w - k, avec k un mot de taille 1.
Il suit donc que

\va i

Siy1- R =S R-ANT =S R|R|+i+1 Lyt

~|v|—i
"= R ()i T

—w- kg (4D 7
Comme 0 < ¢ < |y], on a

(24) {S;uy - R-A

10 <0 < Iy} = {wppopyei kT 0 < Py}
—{wops kT 0<i < )
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En réunissant (22)) et (23), et en utilisant , nous déduisons qu’'un
encodage suivant le chemin S - R est égal a

\ ol
e@(%l R)q' + ¢" Z q>+az Sy - By ))
= (tw(S R) +a§|: Syl R-le'wfm))
m=0
1l

= e(tap(w k) 4+« Z I Wi Wm))

= (Ul +ap) +a Y 9@ k- T™):
m<ly|
En utilisant et le fait que k prend toutes les valeurs de X1, on obtient

bien . n

Nous utilisons a présent cette estimation pour obtenir un controle uni-
forme en ¢ de la norme infinie de M(a,t).

COROLLAIRE 5.8. Soient wi,ws € Xg_1 tels que Wigg ) = W25 g

mais wi # wo et k1, ko € X1 tels que k1 # ko. Alors

(25) | M(o 1)
<f- 8<sin mlla(g(ws - k1) — g(wi - k2)

—g(w2 - k1) + g(ws - kz))”z>2
1 )

Tout d’abord, présentons un lemme trigonométrique, dont on peut retrou-
ver la démonstration dans [I5]. Nous rappelons que ||z||z représente la dis-
tance du réel x au plus proche entier.

LEMME 5.9. Soient z,2', &, des nombres réels. Alors
) 2
(26) le(z + o) +e(x)] +|e(2’ +€) +e(a’)| < 4 S(Sin ””540‘”Z> .

Démonstration du corollaire . En majorant trivialement (18]), dans les
cas ol w # wi,ws et k # ki, ko, nous obtenons

HM(a,t)Hoo = sup <q5—4

veXi_q
20|20 ety aptewn)) +a( X gl k7))
=12 j=1.2 m<|y|

(?) Les mots w1 et wo différent de eg_o, par exemple wi = 10000000 et w2 = 00000000.
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On pose alors

T = t(l;:1+qcp(w1))+a Z g(ﬂ\wl\—m'klﬁm),

m<|y|
o = t(fCQ_l%l)‘l-Oé Z (g(ﬂ|w1|fm'k2'7m)_g(ﬂ‘wl‘fm'kl'ﬁm)),
(27) / X m<|y|
x :t(k1+q<p(w2))+a Z g(&\wz\—m'kl'ﬁm),
m<|y|
§= t(];?_]%l)—i_a Z (g(ﬂlml—m'k‘?'ﬁm)_g(ﬂ\w2\—m'k1'7m))a
m<|y
si bien que
(28) M (0, t)]|oc = SUp (¢° —4+e(x) +e(a/ +2)|+|e(a) +e(2' +£)|).
YEXE
Or
(29) g— o/ = a( Z (g(ﬂ|w2|fm . k‘2 . Wm) _ g(ﬂ\wz\fm . kl . im))
m<|y|

= (9w, g ke ) = g, k7))

1<]|

Et comme w; = Wy pour tout 1 < m < |wi], le seul terme non
—wil-m — =E|wi|-m

nul dans est m =0, d’ou
80)  &—a =afg(wr k1) —glwr-ka) — g(wa - k1) + glwa - ka)),

ce qui conclut notre preuve. m

6. Démonstration du théoréme Nous suivons de preés la preuve
trés technique du résultat de Mauduit et Rivat dans [I5]. Nous ne présentons
ici que les éléments modifiés. Nous conseillons donc au lecteur de suivre notre
raisonnement en ayant [I5] sous les yeux.

Classiquement, Mauduit et Rivat utilisent d’abord une identité de Vau-
ghan pour ramener ’estimation de la somme impliquant la fonction de von
Mangoldt a I’évaluation de sommes de type I (S1(9)) et de type II (Sii(19)).
Chacune de ces sommes est ensuite séparée en deux parties. Dans la premiére
partie, on a remplacé la fonction basée sur les chiffres qui intervient par une
version tronquée de cette fonction. La troncature permet d’obtenir des fonc-
tions périodiques et d’utiliser I’analyse de Fourier pour évaluer ces premiéres
sommes. Ces estimations ne sont pas altérées par nos modifications. Dans la
seconde partie en revanche, on estime la contribution de ’erreur commise lors
du remplacement des fonctions par leurs versions tronquées. Pour cette se-
conde partie, Mauduit et Rivat utilisent les propriétés de petite propagation
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des fonctions qu'’ils considérent. Nous avons introduit a la définition [1.1| une
propriété alternative plus faible qui sera vérifiée par les fonctions que nous
considérons. L’affaiblissement de cette propriété aménera des modifications
dans les estimations de ces secondes sommes.

Pour cette partie, nous notons y ~ ¢* pour ¢* 1 <y < ¢*.

6.1. Sommes de type I. Soient M et N des entiers, avec 1 < M < N
et M < (MN)'/3. Nous notons p et v les entiers tels que T,(M) +1 = y et
Ty(N)+1 = v. Soit f une application vérifiant les définitions et Soit
v eRet I(M,N) C [0, MN] un intervalle. Nous cherchons a estimer

Sr(9) = Z ) Z f(mn)e(ﬁmn)‘.

M/q<m<M n:mn€el(M,N)

Comme expliqué précédemment, la somme S7(6) est séparée en deux par-
ties, nommées S ; (¢) et S} ,(9") (voir [15] équations (30), (31) et (35)]). Dans
la premiére somfrle, la fonction f est remplacée par sa fonction tronquée, la
seconde somme prend en compte 'erreur engendrée par cette substitution.
L’estimation de la premiére somme reste inchangée et on a donc comme
Mauduit et Rivat

(31)  5i60) < " (log ") (S[,(0') + S{o(0")
< ¢ (log ") (u(log q)*/ 2”2 151 (@),

ol p; est un entier vérifiant 1 < p; < pu+ v — Kk avec Kk un entier tel que
1 <k < (u+v)/3, paramétres que 'on optimisera ultérieurement.
Pour estimer S} ,(¢'), on a comme Mauduit et Rivat

1/loggq 1/2
(32) a0« 3 o(E T )

1<d<M WEW,s,

oll ki est choisi de sorte que M?2/d? ~ ¢"t, W, = {u + vg" : (u,v) € Wy}
et W, désigne l'ensemble des paires d’entiers (u,v) € {0,...,¢" — 1} X
{0,...,¢"T"=% — 1} pour lesquelles

Flu+vg") fvg) # fETPD) (w+ vg®) (501 (vgr).

Il n’est pas étonnnant de voir apparaitre ici une somme sur W, puisque cette
partie de la somme mesure I'erreur commise en remplacant une fonction par
sa troncature. C’est dans I’estimation du cardinal de WK qu'un changement
apparait. En utilisant la définition [1.1], nous obtenons

(33) card W, < ghtv—ritlogp

alors que Mauduit et Rivat avaient card WK < ghtvere,
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Finalement en combinant (31)-(33)) avec le choix p1 = y((1+v)/3), nous
obtenons

(34) S1(9) < (log q)*2(u + v)2qt =7 (wtw)/3)/2+log(v((u+1)/3))/2
ce qui, en utilisant le fait que v(A) < A\/2 [15], équation (26)], donne
S1(9) < (log q)*?(u + v)2Hosagutv=((u+1)/3)/2,

6.2. Sommes de type II. Nous reprenons les notations introduites
pour les sommes de type I; nous supposons de plus

ilp+v)<p<v<i(u+v).

Nous introduisons a,, € C et b, € C avec |ap,], |bn| < 1. Les sommes de type
II sont définies par

St(9) == Z Z ambn f(mn)e(Imn).

M/q<m<M N/q<n<N

Dés le début de 'estimation de cette somme dans [15], une premiére
troncation est introduite. On est alors amené & majorer le nombre de paires
(m,n) € {¢"* %, ..., ¢" =1} x {¢"71,...,¢" — 1} telles qu’il existe k < g***
avec f(mn 4 k)f(mn) # fE+20) (mn 4 k) f(#+20) (mn) ot p < p/7 est un
paramétre que 1’on choisira ultérieurement. Avec la faible propriété de petite
propagation, nous déduisons que ce nombre est un O((log q)g#+t*—,*lo8r) au
lieu de O(g"*t~*) dans [I5, Lemme 8]. Ceci conduit a la majoration

(35)  Su(9)]! < g2 Zone g Bt ST ST s ),

1<r<gr 1<s<q?r

ou S4(r, s) est une somme faisant intervenir la fonction doublement tronquée

flr)(n) = f)(n) f1) (n) avee pn = pu = 2p et pa = p+ 2p.

Dans la somme S)(r,s), Mauduit et Rivat remplacent la fonction
fU2) () par la quantité fa#2)(r, o (n)), ott pg = p — 2p — 29’ avec
0 <p' < petryu(n)est Uentier u; dans I'écriture unique

n = uq"? + u1¢" +ug, 0<up <@ up >0, 0 < wup < ¢ho.

L’erreur engendrée par cette substitution est controlée par le cardinal de
I'ensemble des paires (m,n) avec M/q < m < M et N/¢g < n < N (o
M ~ ¢* et N ~ ¢") pour lesquelles

FUr) (mn 4 g*rsn + gsr) # fEHD (@0 (mn + ¢ lsn + ¢MsT)) ;

cet ensemble est noté &, 1y 1o (7, 5).
L’estimation de ce cardinal fait appel a la propriété de petite propagation,
et en utilisant notre propriété plus faible on obtient

(36)  card Eug a1y 8) < max((q), log q) (u + v) <D gt OB
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ce qui implique

(37) 1St (9)]* < g*tv)—2p+2logp
+ max(7(q),log q) (1 + l/)w(q)q4(N+V)—2p’+10g(u_2p)

L@ ST ST ISy(ns)],

1<r<gr 1<s<q?r

olt S3(r, s) est une somme dans laquelle la fonction f#:#2)(r, . (n)) inter-
vient.

De maniére a introduire des transformées de Fourier de f#1:#2) Mauduit
et Rivat identifient la décomposition en base ¢ avec un sous-ensemble de
I'intervalle [0, 1) translaté sur 'ensemble des entiers :

n U u+1
& —¢c|—— | +Z
q#Q q#Q_#l ql’»2_#1
Ils introduisent alors des fonctions indicatrices d’intervalles qu’ils contro-
lent a ’aide des polyndémes de Vaaler. Ils trouvent une nouvelle décompo-
sition de Ss3(r, s) constituée du terme principal des polynémes, qu’ils nom-
ment Sy(r, s), et des termes d’erreurs qui sont controlés par les méthodes
usuelles et ne sont pas affectés par notre modification. Ainsi, nous pouvons
écrire

Tpo,po (n) =u

(38)  Ss(r,s) = Sa(r,s) + O(max(log g7+ r(gh=20F0)))grtv=2¢),

Le fait d’avoir introduit les polynémes de Vaaler permet de travailler sur
les transformées de Fourier de g(n) = f(H#1#2)(gHon), si bien que Sy(r,s)
s’écrit

Sy(r, s) = ¢*H2=ro) Z any (@2, H)ay, (¢"*2, H)
lhol,[P1|<H

< e Yath — ha)itia — Aa(-Raa(ha)

qMZ M1
0<hg,hz<gH27H0

ho + hl mn + himr + (hg + hg)q/“sn
X Z ( qMZ ’

ot ag(eo, H) = «, |ap(a, H)| < min(a, 1/(m|h|)), selon le lemme de Vaaler
(voir [I5, lemme 1]). Dans la somme > ;. 2, [Sa(r, s)|, seule I'estimation
des termes diagonaux (hg + h1 = 0) pour les petites valeurs de |h;| (avec
|h1| < ¢?°) sera affectée par nos changements. Pour les autres quantités,
Pestimation Y gy guz-no |g(h)|?> = 1 suffit. Ainsi, comme dans [I5], on se
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rameéne a une estimation de

H2
39) i) =0 S Jan (g, )P min g )
|h1]<g?r i

x> g(r = ha)g(R)P.
0<h’/<gl2—HO

Le lemme 11 de [I5] permet ensuite & Mauduit et Rivat de majorer la somme
des coefficients de Fourier en moyenne. Son analogue dans notre cas est
I’estimation suivante :

LEMME 6.1. Soient u et p des entiers tels que pu < (24 4¢/3)p, ot ¢ est
la constante introduite dans la définition [L.2] Alors, uniformément pour \
entiers compris entre (ug — o) /3 et 4(pue — po)/5 et t réels, on a

S gtk + )P < (Y(N) = i + o) g1 oY (1og g2,
0<k<gh2—HO—A

Ce lemme permet de dire que
> > g = h)g(n)P?
|h1|<q2P 0<H/ <gH2~HO

< (Y(p2 — o = 2p) — p + po)g~ 2T Hom )T 0)/2,

ce qui conduit &

qip S S

1<r<g?r
< (Y(pg — po — 2p) — py + MO)qu—(v(uz—uo—2p)—u1+uo)/2 + ¢* " log ¢,

puis a

(40) qi, SY ISuns)

1<r<qr 1<s<q?r
< (log Q)3(M =+ V)3q“+u+3(”2_“0)+2p<q_V +q M) + ghtrt—ro
X ((7(#2 — pio — 2p) — p1 + ,uo)q_(7(“2_“0—29)—111%0)/2 +q "log qp)
X (T(g"* 1) + ¢  log g2 THY).

Démonstration du lemme[6.1 On a par hypothése pg — g < A < pa— po,
donc, en séparant la somme définissant g(¢) selon les restes de la division
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euclidienne par ¢*, on obtient

1 vt
P - - E Ho+A e
g(t) = gH2—Ho—A Flvg )6( qu2#0>\>

0<v<gh2—Ho—A

S St + g g Gage (- )

qHZ Ho
0<u<g

Dans la ligne du bas, Mauduit et Rivat remplacent f par la fonction tronquée
fluotAtes) agsociée, ol pg est un parameétre qui sera optimisé. A nouveau,
le traitement de la partie correspondant & la fonction tronquée est inchangé.
Dans le traitement de ’erreur en revanche, on est amené & majorer le cardinal
de I'ensemble W), des entiers w = u + vg” tels que

Fugh +vg" ™) flugrotX) £ flotAtes) (ygho 4 yghot) fluotrtes) (pguot).
La faible propriété de petite propagation donne alors
Wy < qu2—uo—93+1ogp3

et permet de démontrer le lemme. =

Nous n’avons plus qu’a réunir les équations , et et & utiliser
fo = p+2p, 1 = p — 2p et pg = p1 — 2p' pour obtenir :

(41)  [Su()[*
< max(log quf2(p+p’) T(qufZ(erp’)))q4(u+u)72p+2logp

+ max(7(q), log q)(p + 1) w(q ) 4(p+v)—2p"+log(—2p)

+¢* ) (log q)*(u + v) q“*”””‘”*””“” (¢ +q7")

+ q3,u+31/ [qu+u+2p/ (’Y((QP + 2pl) . 2p/)q7(7(2p+2p’)72p’)/2 + qu log qp)

x (1(q") + ¢*" ™" log ¢**)].
En utilisant v(z) < x/2 [15, (26)] et v > 6p, on obtient
@) < q4(u+V)+3/2(u1—uo)—v(2p)(log )7 (q) (g — MI)W(Q)'

Notre estimation de |SH|4 devient de la méme forme que celle trouvée
dans [I5] ; on peut alors déduire, en faisant les mémes choix que la-dedans,

(42)  |Su()|* < max(r(q)logg, (logq)°)
x (4 v)2Hos atmax(w(q),2) gdptav—y(2[p/15])

En rappelant que ¢! <2 < ¢#*¥ et en utilisant [I4, lemme 1] avec
les estimations et 1) nous obtenons

Z A(n (ﬁn)) < (log )*(St + Sm);

z/q<n<z
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or par l'estimation ,
S1(9) < (log q)°/? (u + v)?Hosagrtv=—llu+v)/3)/2
et par 'estimation ,

S ()] < max(r(q)log g, (log 9)?)"*
X (p + v) Y2+ (loga)/A+max(w(q),2)/4 g putv=(2/15])/20,

Nous pouvons conclure la preuve de ce théoréme comme le font Mauduit et
Rivat.

7. Applications. Dans cette partie nous appliquons les résultats des
parties [4] et [5] pour obtenir une large classe de fonctions qui vérifient un
théoréme des nombres premiers.

Nous avons vu que si une fonction vérifiait la faible propriété de petite
propagation et la propriété de Fourier , alors elle vérifiait la majora-
tion (3)). De plus, nous avons vu dans la partie 4] que les fonctions associées
aux suites S-récursives vérifiaient la faible propriété de petite propagation
(proposition . Enfin, nous avons vu dans la partie [5| que, pour une fonc-
tion associée & une suite p-récursive, vérifier la propriété de Fourier
revenait a trouver « réel, wy, wy de taille 8 — 1 de méme suffixe, et ki et ko
de telle sorte que

(43) a(g(wr - k1) — glwr - k) — g(wz - k1) + g(wa - k2)) ¢ Z.
Notons
K = K(g,wi,wa, k1, k) = g(w1 - k1) — g(wy - k2) — g(wa - k1) + g(ws - k).

Nous allons ici donner des exemples de suites S-récursives, et montrer que
pour certains ki, k9, w1, ws leurs fonctions de propagation vérifient si et
seulement si « n’est pas un entier. Il y a deux grandes classes de fonctions,
que nous traitons séparément :

7.1. Nombre d’occurrences

PROPOSITION 7.1. Soit k > 2, et soit B C X}, tel qu’il existe w € B de
sorte que

(44) il wi—yy ¢ B,
(45) Jy w1V .1, ¢ B,
(46) I epo(w)-...-e1(w) - la & B.

Soit (a(n))nen une suite k-récursive de fonction de propagation g=73_ g 1y.
Alors K =1 et (ap)nen vérifie un théoréeme des nombres premiers.
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Démonstration. En choisissant wy = w1, wy =1 - ep—o(w) ... €1(w),
k1 = €y(w), ko =12, on a wy - k1 = w et donc

K =g(w)—g@* ™ 1) — g(li - w_1))
+9(l - eg2(w) ... e (w)-lp) =1. =

De ce résultat a priori tautologique, on tire de nombreuses conséquences.
Le fait que K soit égal a 1 implique que (43]) est équivalente & « non en-
tier, ou encore que les suites B-récursives ayant une fonction de propagation
correspondant aux conditions de la proposition vérifient la propriété de
Fourier ([15]) si et seulement si o n’est pas un entier.

Or ce type de fonction recouvre de nombreux cas classiques. Par exemple :

(I) Si on prend B = {w}, alors il est clair qu’il existe w € B vérifiant
7, et si on pose a(k) = 0 pour tout k < ¢!, on trouve les
suites qui comptent le nombre d’occurrences d’'un mot quelconque
de taille supérieure ou égale a 2.

(IT) Soit k> 1. Sion prend B = {a-7v-b:~v € X}, on trouve alors que
g = 1,.,.p, et donc le nombre d’occurrences des mots de la forme aZb
oll Z est un mot arbitraire. En particulier g =2, a =1, b = 1 donne
la suite introduite par Allouche et Liardet [I]. On peut l'améliorer
de sorte a assigner des lettres fixes entre les deux extremités en
posant B = {ag Y0 a1-... Yk kg1 : Vi € e V0 <i <k}, ou
est une fonction de N dans N arbitraire.

(ITI) Sion suppose qu’on n’est pas dans le cas ¢ = § = 2, on peut prendre
B = Usex,{a- ... a} pour compter le nombre d’occurrences des
mots de méme taille et ayant une seule lettre, comme 000, 111 et
222 pour ¢ =3 et k = 3.

Notre condition permet de traiter de nombreux cas classiques. En
revanche la suite (a(n))nen qui compte le nombre de mots 00 et 11 dans
I’écriture de n en base 2 n’entre pas dans ce cadre. En effet, sous ces condi-
tions, la fonction de propagation g(a - b) vaut 1 si et seulement si a =b =0
oua =b=1 et alors quels que soient wy, wo de taille 1 et kq, ko de taille 1,
on a

K| = [g(w1 - k1) — glwa - k1) — glwr - k2) + g(wz - k2)|
= |g(00) — g(01) — g(10) + g(11)| =2 = 0 mod 2,
et a = 1/2 est également une valeur proscrite.
7.2. Polynomes sur les chiffres. Dans cette sous-partie, a travers

la démonstration du théoréme [3.5| nous résolvons partiellement la question
posée par Kalai [12].
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Démonstration du théoréme. Soit (zg—1,...,21) € {0,1,... ,q—l}k_1
tel que
Pl(l,l‘k_l, eI, 1) =1.

On pose g(w) = P(eitx(n),...,€e(n)) et wi =1 w1 - Tp—2- ... 21, w2 =
0-2p_1 Tp—_o-... 21, k1 =1 et kg =0. Alors
K=g(1 ap1-ap-92 ...-21-1)—g(l 21 -2f—2-...-21-0)
—g(O-:ck_l-xk_2~...-x1-1)+g(0-xk_1-xk_g-...-azl‘O)

= Pl(l, Lh—1y---5L1, 1) = 1,
et donc < a ¢ Z. Par la remarque le théoréme est démontré. m

Le fait qu’on ne puisse pas traiter le cas P(X1, Xo) = X7 + X vient du
fait que dans ce cas, quels que soient xg, xj, 1, 7},

|K| = |P(x1,20) — P(x7,x0) — P(x1,70) + P, 20)]
= |z1 + 30 — 2] — 20 — 71 — T( + 2| + 24| =0,

et cette remarque vaut pour tout polynome P(X, ..., X() bilinéaire en X},
et X(].
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