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Sur les suites transfinies convergentes de fonctions
de Baire.

Par

Wactaw Sierpifiski (Warszawa).

1. Nous disons qu’une suite transfinie du type 2 de nom-
bres réels (2 désignant le plus petit nombre de la troisiéme
classe)

(1) 1y 02y vony Cbioy Chiat-1y o oey Oy - (<)

& pour limite le nombre a, s'l existe, pour tout ¢>0 réel, un
nombre ordinal u.<2 tel que |az—a|<<e pour u.<<&<<Q. On
montre sans peine que pour que la suite (1) soit convergente, c. & d.
admette une limite finie ), il faut et il suffit qu’il existe, pour
tout ¢>0 réel, un nombre ordinal u, <2 tel que |az—ay/<<e
pour tout couple de nombres ordinaux &7 ol u<E<n<Q.

Nous disons qu'une suite transfinie (du type 2) de fonctions
de variable réelle

(2) F(@)y F)y ey fol@)y foga(@)y ..y fe(@), ... (<)

& pour limite la fonction f(z), si, pour tout » réel, la suite des
nombres (2) a pour limite le nombre f(x).

1) On voit sans peine que la suite (1) (de nombres finis) ne peut avoir
de limite infinje.
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2. Considérons en premier lieu le cas ol les termes de la
suite (2) sont des fonctions continues. Nous allons démontrer le

Théoréemel. 8i la suite (2) est une suile convergente de
fonctions continues, tous ses termes sont égaux & partir dune
certaine place.

Démonstration. Montrons d’abord que si la swite (1) de

nombres réels est convergente, tous ses termes sont €gaux & partir
d’une certaine place.

Supposons, en effet, que le nombre g est limite de la suite (1)
et 80it # un nombre naturel donné. I1 existe done, pour le nom-
bre positif 1/n, un nombre ordinal u,<Q tel que

(3)

as— al<1/n pour p,<&<Q.

Pour la suite dénombrable des nombres ordinaux u,, iy, tgy .-,
il existe, comme on sait, un nombre ordinal u<Q tel que
(4) W=y pour n=1,2,...

Daprés (3) et (4), on aura done, comme on voit sans peine,

a:=a. | ,‘poﬁr .,u‘<’£<Q,,\,‘

comme nous l’avons affirmé. : ) B

Supposons maintenant que (2) est une suite convergente
de fonctions continues de variable réelle et soit f(«) leur limite.

Etant donné un # réel-queleonque, il existe, comme nous venons
de montrer, un nombre ordinal ».<<Q tel que

(5) | fe(@)=1 () pour »,<E<O.

- Boit 7,773 ... une suite infinie formée de tous les nombres
rationnels. Les nombres ordinaux v,,v.,v,.. 6étant <@, il
existe un nombre ordinal »<<Q tel que

(6) V>0, pour n=1,2,...
D’aprés (5) et (6), on aura donec |
felra)=f(r)  pour »<f<Q et m=1,2,..,
ce qui montre que, pour tout r rationnel, on a

fr)=f(r) ~  pour »<EL,
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done aussi
(7) fe(r)=fy(7) pour »< E< n<d2.

Or, les fonctions f:(z) et fy(z) ¢tant continues, 1’égalité (T7),

vraie pour tous les r rationnels, entraine

flm)=fy(@)  pour »<E<n<Q
et pour tous les x réels. Il en résulte D'égalité fe(x)=7(v)
pour »<<(<Q et pour tout x r(,c]., c. . . d.

En particulier, si les fonctions fe(«), ou §<£2, sont des poly-
ndmes, la limite de la suite (2) (si elle existe) est aussi un poly-
néme. Done: une suite transfinic convergente (du type Q) de
polynémes a pour limite un polyndme.

Un théoréme analogue ne subgiste pas pour les sdries trans-
finies du type £,

On définit notamment comme il suit la somme d’une série transfinie
du type « de nombres réels, Soit

Ugs Uys Ugy eesy Uy '“a)-l—l’ e ug,._.‘. (§<e)

une suite transfinie donnée (du type «) de nombres réels. Posons s =1,
et supposons que nous avons déjd défini tous les nombres 8 pour les in-
dices transfinis £<4 ot A<a. 8ile nombre 4 est de premidre e%péce PORONS

§;=8; 4+wu;_4; 8l est de seconde espéce désxgnons par s, la ]11]?111;(3 (si
elle existe) de la suite tra,nsflme du type A

o 31, Sz,u., 8&), Sw+1, veng 85’ "o ) B e . (§<Z)-
Nous dirons que la série du type « de nombres réels

a0+“1+u2+"'+16w+u(o-ki+ !"+‘uu"+-" (§-<a)

est convergente et a pour somme s, si tous les nombres 8s “existent pour
_tout §<Ce ot si la suite transflme du type o

31: 83 ety 8p S g e sg_,... (§<a)
est convergente et a s pour limite.

Etant donnée une fonetion quelconque Jf’( x) do classe 1 do M. Baire,

i ex1ste une série infinie (ordmaue) de ];)olynmnos \ ]-’ (' €) zmy:mt f () pour

II
‘somme. Posons

fo®)=P,x)  pour n=1.2,...
fe®)=0 - pour wl <0,
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On voit sans peiné que la série transfinie du type £

a f(x) pour somme.

Une série transfinie du type 2 de polyndmes peut done avoir pour
somme une fonetion quelconque de classe 1.

On pourrait aussi construire une série transfinie du type £ (et méme
une série du type »?) de polyndémes ayant pour somme la fonction de
Dirichlet, égale a 1 pour « rationnels et & 0 pour x irrationnels (done
une fonetion de classe 2).

Le probléme si toute function de classe 2 est une somme d’une série
transfinie du type £ de polynémes me semble difficile & résoudre.

3. Examinons maintenant le cas ou les termes de la suite (2)
sont des fonctions de classe 1 de M. Baire.

Soit f(z) la limite d’une telle suite; soit wy,u,, Us,... UN €D-
semble dénombrable quelconque de nombres réels. Les indices
v, ayant la méme signification que dans (5), considérons un
nombre ordinal queleconque <2, supérieur 3 tous les nombres
Vs Yuyy Vayy --» ON aUra done o '

Fe(tn) =F (14n) pour »<é<Q et n=1,2,..,
d’ott en particulier
F(tn)=For1(ta)  pOUT M=1,2,...

Or, f.r1(z) est par hypothése une fonction de classe 1. Il est
ainsi démontré qu’il existe pour tout ensemble dénombrable D
de nombres réels une fonction de classe 1, égale a f(») sur D.
Nous allons montrer que la fonction f( ) est alors elle-méme
de. clagse <1. | - _

Supposons, par contre, que la fonetlon f(z). ne soit ni une
fonction continue, ni- une fonction de: classe 1\ Je dis qu’il
existerait alors un ensemble parfait P et un 6>0 réel, tels que
Poscillation de f(x) sur P est >4 en tout point de cet ensemble.
En effet, s'il n’en était pas ainsi, il existerait, dang tout en-
semble parfait P et pour tout 6>0, un pomt done aussi une
wportloan de 1'ensemble P, ou l’oscﬂlatlon (velative & P) de (=
serait < §; il en résulte sans peine Pexistence, dans I’'ensemble P
des pomts de eontmulté de f(x) (relatwement a P) La fonctmn
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continuité relative & cet ensemble; par suite, elle serait ponctuel-
lement discontinue sur tout ensemble parfait, done, d’aprés un
théoréeme connu de M. Baire, de classe <1, contrairement
4 Phypothése.

Il est ainsi établi que si la fonction /(z) n’est ni continne,
ni de classe], il existe un P parfait et un >0 tels que Ioscil-
lation de f(z) sur I’ensemble P est >8 en tout point de cet
ensemble. Soif

(8) V13 Uy Ugp-ee
un sous-ensemble de P dénombrable et dense dans P, done
dense en soi. L’oscillation de f(#) sur P au point v, étant >4,
il existe dans D’intervalle <fun-—~'-‘—1-, vn—i—l\ des points o, et o,
n n/
de P tels que
(9) 0 [f(on) —F(vm)[>8/2. | |
Désignons par D l’ensemble ' (dénombrable) de tous les
points v, et v, ot n=1,2,... Je dis quen tout point de D
Poscillation de f(z) sur D est >6/2. En effet, considérons un
point p quelconque de D, done de P. Soit >0 un nombre
réel abitraire. L’ensemble (8) étant un sous-ensemble denge de
Pensemble parfait P, il existe dans lintervalle {(p —e¢, p+e
une infinité de points de la suite (8). Par conséquent, il existe
un n>1/e naturel et.tel que le point v, est situé dans D’inter-
valle <p—e,p+¢>. Or, les points v, et v de D appartenant

A Pintervalle <@n——-%,'vn+%>,' les inégém]ités e —p|<e et n>1/e
nontrent que v, et v, appartiennent & Pintervalle {p~2¢, p+2e>.

Nous en concluons en vertu de (9) que loscillation de f(@)
sur la portion de D située dans lintervalle <p —2¢&, p+2e>

est >4/2. Le nombre e étant arbitraire, il en résulte que ’oseil-
lation de f(z) au point p de D' est >4/2 sur cet ensemble.

Il est ainsi établi qu'en tout point de D I'oscillation de
f(z) sur D est >46/2. - ,

Soit & présent ¢(z) une fonction égale & f(x) sur len-
semble D. Troscillation de ¢(z) sur D est done en tout point
de D aussi >6/2, de sorte que la fonction ¢(x) est parbous
discontinue sur P’ensemble parfait P (dont D est un sous-
ensemble’ dense). D’aprés le théordme de M. Baire, ¢(2) ne
peut donc étre une fonction de clagse 1. S ‘
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Nous avons ainsi démontré que si la fonction f(z) n’est ni
continue, ni de classe 1, il existe un ensemble dénombrable D
sur lequel f(») n’est égale & aucune fonction de classe <CI.
Autrement dit, si une fonction coincide sur tout ensemble dé-
nombrable D avec une fonction (dépendant de D) de classe 1,
elle est elle-méme de classe <1 1).

Or, nous avons vu plus haut que f(z) coincide sur tout D
dénombrable . avec une fonction f..i(z) (dépendant de D) de
classe 1. Nous en concluons donc que f(x) est elle-méme une
fonetion de classe 1 au plus. Nous avons ainsi établi ce

Thém'cme 2. La limile d’une suite transfinie comvergente
(du type 2) de fonctions de classe 1 esi une fonction de classe <1.

4. La limite d'une suite transfinie convergente (du type Q)
de fonctions de classel peut &tre distincte de tout terme de
cette suite. Soit, en effet, ¥ un ensemb]e queleonque de puis-
sance %, de nombres réels; soit

-y, aa, ioey Qo Bolyeees Gy one - (E<Q)

une suite transfinie (du type Q) formée de. tous les nombres
(distinets) appartenant a E. Considérons les fonctions:

|1 pour m=as
fg(m—{ 0 pour e

Ce sont - éwdemment des fonctlons de classe 1. Déterminons

la limite de la suite transfinie'(2) des fonctions f:(x) ainsi défi-

nies. Si le nombre réel » n’appartient pas a E, on a £== az pour
§<f2, done fe(r)=0 pour £{<Q, et la limite de la suite (2) est
égale & 0. 51 x appartient & E, on a z=ua, pour un indice u<<@,
done z==a; pour u<<€é<Q et f:(x)=0 pour u<<€<Q, de sorte
que la suite (2) a encore pour limite le nombre 0. La limite
de la suite des fonctions (2) est done égale & 0 pour tout 2 réel.
Ainsi, une suite transfinie (du type 2) de fonctions de elassel
péut converger vers une fonction continue (méme constante),
donc différente de tous les termes de la suite considérée.

1) Remarquons qu’un théoréme analogue subsiste' pour les fonctions
continues: une fonetion qui coincide sur tout ensemble dénombrable avec
une fonction continue est elle-méme continue. ' :
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5. Considérons maintenant le cas ot les termes de la suite (2)
sont des fonections de classe 2. Nous allons montrer que la
limite de la suite (2) peut étre dans ce cas une fonction qu1
n'entre pas dans-la classification de M. Baire,

En effet, 'axiome de M. Zermelo implique, comme on sait,
Pexistence d’un ensemble (linéaire) N de points, indénom-
brable et qui ne contient aucun ensemble parfait. Soit F un
sous-ensemble gquelconque de puissance ¥, de N; soit

(10) a/]_, 012,-..’ am’ a/m_*_l’..;’ a/,:-;',... (§<Q)

une suite transfinie du type £ formée de tous les éléments
de E. Désignons par F. l’ensemble de tous les nombres a;

‘de la suite (10) qui ont des indices é<a. Tout ensemble I,

ou a<@ est done au plus dénombrable. Considérons les fone-
tions:

pour = a,ppa,rtenaht I
pour « n’appartenant pas & K.

1
fula)={

. Les fonctions f.(x) sont donc égales & O pour toutes les
valeurs de x sauf un ensemble au plus dénombrable; ce sont
donc des fonetions de -classe 2 au plus. :
Déterminons maintenant la limite de la suite (2) dans le
cas considéré. Si un nombre réel .z n’appartient pas & B, il
n’appartient non plus &4 aucun des ensembles E, pour a<Q
et on a alors f.(x)=0 pour a<®; la limite de la suite (2) est
done égale % O dans ce cas. Ni o appartlent a F, il est un terme

-de la suite (10) et on a, pour un nombre u<Q, =a,.. Le nom-
‘bre z appartient donc & tout ensemble F: pour &>y et on
a par suite fs(2)=1 pour u<é<Q, de sorte que la suite (2)
a.dans ce cas le nombre 1 pour limite. En désignant par f(x)
la limite de la suite (2), nous avons done |

N f( )z 1 pour appartenant & B
\0 pour & n’appartenant pas i E.

L’ensemble»des»va,leurs' de z pour lesquelles on a f(x)=>0

est précisément l'ensemble.B. Or, ’ensemble F n’est pas me-

surable B, puisque, d’aprés le théoréme de M. F. Hamus-

dorff 1) tout ensemble 1ndén0mbra,ble mesurable B contient

1 Math Ann 71 (191.6) p, 430
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un sous-ensemble parfait, tandis que E, comme partie de XN,
n’en contient aucun. L’ensemble E[f x)>0] est done non me-

surable B, ce qui serait 1mpos:~31b1e, si f(x) était une fonction
de Baire, ‘

Les fonctions (discontinues) fy(x), o £<&, sont de classe 2
au plus; or, on voit sans peine que tout au plus une infinité
dénombrable en peuvent étre de classe 1 (car autrement la
fonction f(x) serait de classe <{1). Nous pouvons done dire:

Une suite transfinie (dw type Q) de fonctions de classe 2
peut avoir pour limite une fonction qui m'est pas une fonction
de Baire.

6. Le probldme si toute fonction de variable réelle est
limite d’une suite transfinie (du type 2) de fonctions de classe
<2 semble &tre trés diffieile & résoudre. Nous allons
montrer, en effet, que la solution négative de ce probléme
entraine l'inégalité 2%>x, (c. 4 d.la négation de I’hypothése du
continu) et que la solution positive a pour conséquence 1’égalité
9% =2 (donc aussi l'inégalité %o,

Supposons 4 ce but que I’hypothése du continu soit vraie
(c c. 3 d. que 2%=y;) et considérons une fonetion queleonque
f(x) de variable réelle. En vertu de '’hypothése du continu,
il existe une suite transfinie du type 2

(11) | (111, a/2,-..,alw,a(‘g‘.;l_l,;u,a'g,-u | | (5<~Q)

formée de tous les nombres réels. Etant donné un nombre

ordinal a<2, désignons par f.(#) la fonetion définie par les

conditions: L |
f(a) pour &(<a

fulag)= 0 pour £>=>a.

Ainsi, toute fonetion fq(x) est égale a 0, sauf pour un en-
semble au plus dénombrable de valeurs de . (Pest done une
fonction de classe 2 au plus —

Déterminons maintenant la limite de la suite (9) de fonctions
fo(x) ainsi définies. Eta,nt donné un nombre réel .z, il existe

un u<Q tel que z=a, (car la sulte (11) contient tous les nom-
bres réels). Or, d’aprés la définition de la fonetion f.(x), on a
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felau)=F(a,) pour a>pu, donc, comme a,=x, fo(®)=7Ff(2) pour
a>uy de sorte que la suite (2) a la fonction.f(z) pour limite.
L’hypothése du continu entraine donc que toute fonction
de variable réelle est limite d’une suite transfinie (du type Q)
de fonctions de classe 2 au plusl). Autrement dit, la solution
négative du probléme posé entraine l'inégalité 2%>y,.
D’autre part, on voit sans peine que I’ensemble de toutes les
suites transfinies du type £ dont les termes sont des fonetions
de classe <2 est de puissance (2%)%=2%, tandis que ’'ensemble
de toutes les fonetions de variable réelle est de puissance 22%,
Par conséquent, si toute fonction de variable réelle était limite
d'une suite transfinie (du type Q) de fonctions de clagse <2,
nous aurions 2M=2"%, donc & plus forte raison 2%>2%.
Ainsi foute solution du probléme considéré, soit négative,
s0it positive, se raméne & celle d’un probléme encore non ré-
solu sur le continu. Il en est de méme, comme on voit sans
peine, du probléme si toute fonction de variable réelle est
limite d’une suite transfinie (du type 2) de fonctions de Baire.

7. Quant & ces dermeres, remarquons que ’on peut donner
un exemple effectif dune swite tramsfinie (du type 2) de fonétions

de Baire dont la limite n’est pas une fonction de Baire.

I résulte notamment des recherches de MM. M. Souslin
et N. Lusin sur les ensembles (4) qu’on peut définir effecti-
vement une série du type @ d’enseniblés mesurables B, n’ayant
deux & deux aucun point commun et dont la somme E n’est
pas mesurable B. Soit

(12) E=E+E+...+ Bot+Bopi+ ...+ Bef...  (£<Q)

une telle série. Eﬁn Ik)osa,‘nt‘ 'pour‘ tout a<2

si z appartient 4 P’ensemble (mesurable B) B,
<
0 pour les autres z réels, ’

1) DéJe M. H Lebesgue a remerqué (Journa,l de Mathémathues,
6-me série,; T.1, 1905, p. 151 i)) que 'hypothése 2¥N=N, aurait pour congé-

quence que ‘toute fonction d'une variable réelle sereut lnmte d’une suite
“transfinie (du type £) de fonctions de Baire, |
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on obtient, comme on voit sans peine, une suite (2) de fone-
tions de Baire, convergeant vers la fonction

F() [1 pour = appartenant &4 F
— |0 ailleurs.

Cette fonction n’est pas une fonction de Baire, puisque
I’ensemble E[f(x)>0], identique & K, n’est pas mesurable B.

8. Remarquons que, parmi les termes de la série (12), il y 2
une infinité indénombrable qui sont non vides, puisque, en
cas contraire, leur somme FE serait mesurable B comme
somme d’une infinité dénombrable d’ensembles mesurables B.
Nous en concluons que &, fonctions f.(z), ol a<<€2, sont distinctes
deux & deux. En omettant donc dans la suite (2) les fonctions
qui sont égafles aux fonctions 4 indices plus petits, nous obte-
nons un ewemple effectif d’une suite tr ansfinie du type Q donl
les termes sont des fonctions de Baire distinctes deum @ deu.

Y






