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Sur les rapports entre l'existence des intégrales
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Par

Wactaw Sierpinski (Warszawa).

1. M. 8. Ruziewicz a p‘O‘Sé récemment le probleme suivant:

Llexistence (pour une fonction bornde f(x,y), définie dans
le carré 0<<e<<l, 0<Sy<<l) des intégrales au sems de M. Le-
besque: '

1 :
(1) [Hapds  pour 0<y<L,
0

1

e

(2) [fapdy  pow 0<a<1

o

0

entraine-t-elle toujours Vexistence de I'intégrale (aw sens de M. Le-
besque)

1 1
(3) [ (twyay 1 1
0 0

') Pour les fonctions non bornées ce probléme n’offre aucune Aiffi-
culté. En effet, la fonction

f(m,y)={ Ya—) powr 0<y<lu—il,

0 pour y=z{x—i| et y=0
admet, comme on le voit sans peine, les intégrales (1) et (2), mdme au sens
1 1

de Riemann, de méme que I'intégrale f dy ff(m,y)clm, sans admettre I'in-
tégrale lebesguienne (3). 0 ¢
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2. Nous allons démontrer que la réponse & ce probléme
est négative, si I'on admet I’hypothése du continu, e.id.
Pégalité
(4) oMo—y.,

En effet, {2 désignant le plus petit nombre transfini de
troisieme classe, il existe en vertu de (4) une suite transfinie
du type @

(5) A1y A2y O3y eeey Ay Qofiyeery Gy -n (£<)

formée de tous les nombres réels de lintervalle <0,1>.

Soit N un ensemble non mesurable au sens de M. Lebesgue
et situé dans cet intervalle. Désignons par E I’ensemble (plan)
de tous les points (x,y) ot x appartient & N et précéde y dans
la suite (5). Définissons maintenant la fonection f (w,y)‘ par les
conditions:

1 lorsque le point (x,y) appartient a F
P point (z,3) app

~ |0 pour les autres points (x,y) du plan.

Evaluons les intégrales (1) et (2) pour la fonetion f(z,y)
ainsi définie. | |

Soit d’abord y, un nombre donné de Dintervalle <0,1).
La suite transfinie (5) contenant tous les mombres réels de
cet intervalle, donc le nombre Yp O & Yy=a,6 PpouUr un u<f.
Tout terme de la suite (5) qui précede y, a donc un indice <u;
comme u<<Q, l’ensemble des nombres réels de <0,1> qui
précédent y, dans (5) est au plus dénombrable. En. vertu
des définitions de I’ensemble E et de la fonction f(z,y), cette
derniére est nulle, sauf pour un ensemble au plus dénombrable

de va,leurs de ». Par conséquent, on g f fz,y,) dz="0, l’mté

grale étant entendue au sens de M. Leb esgue. Il est ainsi
établi que toutes les intégrales (1) existent (et sont nulles).

Soit d’autre part z, un nombre donné de <0 . I)eux
cas sont & distinguer:

19 4, appartient &4 lensemble N. Comme un nombre
de I'intervalle <0,1>, x, est un terme de la suite (5); on a done
Zo=ua, pour un »<Q. D’aprés la définition de I'ensemble E, le
point (z,,y) appartient & E ou non, suivant que y figure dans
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la suite (5) avec un.indice > ou <v». Comme y<<Q2, le point
(z,,y) appartient & B pour tous les y de lintervalle <0,1>,
sauf pour un ensemble au plus dénombrable. Par définition
la fonction f(x,y) est donc égale a 1 pour toutes les valeurs
de v sauf pour un ensemble au plus denombrable de ces valeurs

(pour- lesquelles on a notammen’o f wo,y ) Par: eonséquent
. 1 . SR L .

on a dans ce cas /f mo,y)dy 1
0 . .
-20 g, n'appartient pas’ A ‘N. Alors, d’aprés la définition -
de I’ensemble E, le point {(zy,y) n’appartient pas & E, ‘quel
que soit le nombre riel y. Selon la définition  de la fonetion
flz,y), on a donc f(wo,J) =1 pour 0<J<1, par conséquent
1
f f(.:co, J)d J-—-—O Il esh aingi étabh que toutes les 1ntégra,leq ( )
0 . .
existent egaiement

Oz, nous V‘GILOIIS de yoir que l’mtégrale (lebesgmenne)
f f(x,y dfu est egale a 1 pour les @ qm znpparmennent a N

LR

et a O pour les autres z réels L’ensemble N étant non mesu~
ra,blé L, il en régulte que la fonetion ¢(z) n ‘est pas 1ntég1"znble
au sens de M. Lebesgue (dans’ 1’1ntervalle <0 1), de sorte‘
que l’mﬁégra]e (3) n’existe pas. = ' _

- Nous avons done démontré que l’h Jpothése du contmu en-)
tm‘iow l’e%zste'n,ce Aume ]‘oncmon bornée f(: (z,9) qui admet les inté-

gmles Zebesgme%nes (1' ) et (2 sans admettre Dintégr ale (, ) 1.

Rem;ﬁ*quons, qu’en remplag&nt dans notre démonstmmon
’ensemble N par celui de tous les nombres de 'intervalle 0,15,
nous obtenons (& P'aide de Phypothése du continu) une fonction
bornée f ,y) telle que

. 1) Cependa,nt la fonctlon conmdérée admet 1’111tcgrale _fid Y {ij(ro y)d —0.
Or, en posant‘l1 (=, y) j x y +f (% y 11 exmte comnié 01;) vo(;t svzl,ns I;elne
les intégrales: fE m,y)dm et IF ;1 dy,malsles deux intéerales . fldwfilf’ (x, z/) y
et fidny(w, )dm sont en défa,ut SRR e A '

. . . “
LA el ey LT . B . S N N .
Y TR . Seie el P
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11 1o
s [t@mmay=1 e [ay[f@,y)d=0 1.
0 0 0 0

3. On pourrait démontrer sans ’hypothése du continu (en se
basant seulement sur le théoréme de M. Zermelo) 'existence

- d'une fonction bornée f(x,y) admettant les intégrales (1) et (2),

mais non (3), si 'on étend la notion d’intégrale comme il suit.

Nous dirons qu’une fonction f(z) est intégrable dans l'inter-
valle <a,by, si elle y est intégrable au sens de M. Lebesgue,
abstraction faite d'un ensemble de puissance inférieure i celle
du continu. Plus précisément, f(z) sera dite intégrable dans
<a,b;, #’il existe un ensemble F de puissance inférieure 3 celle
du continu et une fonction f,(x) intégrable dans <a,b> au sens
de M. Leb eggue qui coincide avec f(x) en dehors de FE.

L’intégrale /‘f(m) de sera alors entendue comme Dlintégrale

4]

lebesguienne de f,(x) entre a et b et on montre aisément qu’elle
ne dépend pas du choix de E et de f,(x). On peut montrer
aussi que lintégrale ainsi définie jouit de toutes les propriétés
fondamentales de l’intégrale lebesguienne et qu’elle n’est pas
moins générale que cette 'derniére. Or, nous ne savons pas
81" notre intégrale est en effet plus générale que celle de
M. Lebesgue; a ’aide de I’hypothése du continu on peut éta-
blir leur équivalence.

Pour démontrer sans I’hypothése du continu l'existence
d'une fonction bornée f(z,y) admettant les intégrales (1) et (2)
sans admettre intégrale (3) (toutes ces intégrales étant en-
tendues & présent dans le nouveau sens), il suffit de modifier
18gérement la démonstration donnée plus haut, en remplagant
la, suite (5) par la suite transfinie du type 2,

all, al2’ a3,uuo,a(,]’ alm+]’--.’alé',--t ‘V (§<LQO)

formée de tous les nombres réels de l’intervalle <0,1>, 2, dé-

signant le plus petit nombre transfini correspondant & la puis-
sance du continu. L’existence d’une telle suite résulte, comme
on sait, du théoréme de M. Zermelo.

1) M. H. Steinhaus a posé le probléme: existe-il, dans un carré aux
cbtds 1, un ensemble de points de mesure 1 sur toule verticale et de mesure 0
sur toute horizontale® (cf. ma Note Sur un théoréme équivalent & Uhypothése
du continu, Bull. de ’Acad. Sc. de Cracovie, Février 1919, p. 1).

Fundamenta Mathematicae. T. I. 10
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4. M. L. Lichtenstein a démontré?!) que l'existence, pour
une fonction bornée f(z,y), des intégrales (1) et (2) au sens
de Riemann entraine l'existence et 1’égalité des intégrales aun

gsens de Riemann:
1 1 1 1

(6) [da [f(a,y)dy et [dy[fley)as ).
0 0 6 0

On peut démontrer sans I’hypothése du continu que 'exis-
tence (pour une fonction bornée) des intégrales riemanniennes
(1), (2) et (6) n’entraine pas l'existence de I'intégrale lebes-
guienne superficielle

G [ [#(@,9)do,
S

étendue & laire du carré S=[0<e<l; 0<{y<1].

En effet, j’ai démontré?) (a l'aide du théoréme de M. Zer-
melo) Pexistence d’'un ensemble E non mesurable superficielle-
ment au sens de Lebesgue, situé dans le carré S et tel que
toute droite le rencontre en deux points au plus.

Il est évident gu’en posant f(x,y)=1 sur K et f(x,y)=0
sur le complémentaire de Z, on obtient une fonction bornée
dont les intégrales riemanniennes (1), (2) et (6) sont nulles
et dont l'intégrale lebesguienne (7) n’existe pas.

') Prace matematyczno-fizyczne XXI, Warszawa 1910, p. 11.

%) On peut cependant définir sans peine une fonction non bornée f(x,y)
dont les deux intégrales (6) existent, mais ont des valeurs distinctes. En
effet, définissons f(x,y) comme suit:

! 22" pour 1/2”<m<1/2""" et 1/2" < y<1/2n !
flay)={ —2H pour 2" <a<l/2n ot 1/2"<y<1/2m !
0 ailleurs.

(ot n=1,2,...),

Nous aurons alors pour les intégra.les de Riemann:

101
fdwff(m,y)dy=1 et f(hr w, ) do=0.
0 0 0

Or, comme l'a remarqué M. Ruziewicz, Iexistence (pour une fone-
tion bornée) de I'une des intégrales (6) n’en entraine pas V'existence de
Pautre.

®) Sur un probléme concernant les ensembles mesurables superficielle-
ment, ce volume, p. 114.
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Or, on peut démontrer que ’existence des intégrales lebes-
guiennes (1), (2) et (7) entraine celle des intégrales (6), qui
sont alors égales & l’intégrale (7)1).

Remarquons enfin qu’on peut définir sans peine une fonc-
tion f(z,y) admettant les intégrales (1), (2) et (6) au sens de
Riemann, mais n’admettant pas Dintégrale (7) au sens de
Riemann. En effet, posons f(x,y)=1, si les développements de
% et y en fractions dyadiques sont finis et ont le méme nombre
de chiffres, et f(@,y)=0 pour tous les autres couples (z,¥).
On voit facilement que les intégrales rimanniennes (1), (2) et (6)
existent et sont nulles; or, la fonction f(x,y) n’est pas intégrable
superficiellement au sens de Riemann, puisque, considérée
comme une fonction de deux variables, elle est discontinue en
tout point {x,y) du plan.

1) Résultat de M. G. Fubini; ¢f. E. W. Hobson, Proc. Lond. Math.
Soc. 1910, p. 22.
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