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Sur un ensemble ponctiforme connexe.

Par

Wactaw Sierpinski (Warszawa).

On appelle ponctiforme tout ensemble de points qui ne
contient aucun continu (cantorien). Appelons connexe tout
ensemble de points qui ne peut étre décomposé en une somme
de deux ensembles dont aucun ne contient de points d’accu-
mulation de l’autre?).

On voit sans peine que pour les ensembles fermés et bornés
cette définition est équivalente aux définitions ordinaires de
la connexité. On démontre aussi sans difficulté que Pimage
continue d’un ensemble connexe est un ensemble connexe ?).

1) On pourrait aussi dire: un ensemble ¢ est connexe, s'il ne peut
atre décomposé en une somme de deux ensembles sans points communs,
fermés dans C (Cf. F. Hausdorff, Grundzige der Mengenlehre,
Leipzig 1914, p. 244).

2) Soit, en effet, O un ensemble connexe, C; une image univoque et con-
tinue de ¢ et supposons que I’ensemble C; ne soit pas connexe. Il existe
donc une décomposition O;=A;+B, telle que 4,B,=4,B;=A41B,=0.
Qoit 4 Vensemble de tous les points de C dont les images sont dans d;
soit B celui de tous les points de ¢ dont les images sont dans B,. Evi-
demment O=A-+B et AB=0. L’ensemble C étant connexe, on a par
définition soit AB’=0, soit A’B+0. Or, si 4’B+0, il existe un point a
commun & A et & B’. Comme point d’accumulation de B, le point a est
done limite d'une suite infinie b\, p@ bB3) . de points de B. Soit a
I’'image du point a et bg") celle du point »™ ot n=1,2,3,.... La trans-

formation de I’ensemble O étant continue, nous aurions a;=lim bg”). Or,
_ —co

c’est impossible, puisque a; appartient & 4,, b(l”) &4 B, donc l_i_m b(l”) a By
et, par hypothése, 4, B;=0. n=eo
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Le but de cette note est de démontrer qu’il existe un en-
semble plan ponctiforme €t connexe.

Soit P-+Q une décomposition du plan en deux ensembles
dont aucun ne contient d’ensemble parfaitl). Je dis que
chacun des ensembles P et € est ponctiforme et connexe.
Que les ensembles P et ¢ sont ponctiformes, cela résulte du
fait qu'ils ne contiennent aucun ensemble parfait.

1) 1 existence d’une telle décomposition se démontre sans peine i aide
du théordme de M. Zermelo. |

En effet, Pensemble de tous les points du plan ayant la puissance
du continu, ils peuvent &tre rangés (d’aprés le théoréme de M.Zermelo)
en une suite transfinie du type &:

(1)  PysDgs Pgseees Pgr Doy vvs Py oo (<< &dy),
0, étant le plus petit nombre transfini correspondant & la puissance du
continu. N :
" De méme, Pensemble de .tous les ensembles plans parfaits ayant la
puissance du continu, ils peuvent &tre ra,ngés en une suite transfinie du
type &, . ‘ '
(2) Py, Py, Pgyoers P Py gy s Py oo | (02 ).
Soient ¢, et h; les deux premiers points de la suite (1) qui appar-
tiennent 4 P;. Considérons un nombre ordinal «>1 et supposons que
nous avons déja défini tousles points g, et b, pour §< . L’ensemble He
de tous ces points est évidemment d’'une puissance inférieure A celle du
continu, puisque a< ;. Par conséquent, P ayant la puissance du con.
tinu, l'ensemble Pe—Fo est de puissance du continu: soient g, et %,
les deux premiers points de la suite (1) contenus dans Pe—Fe. Les
suites transfinies du type £,: |

(3) 915 o5 I35 +evs Gps Jio 1o +ee s Jogn (
(4) hl,hg,hg,...,hm,h(ﬂ+1,...,h“,... ‘ _ (o< 2y)

sont ainsi définies par I'induction transfinie. Désignons par G I’ensemble
de tous les points (3) et par H celui de tous les points (4). Il résulte
immédiatement de la définition des suites (8) et (4) que les ensembles
G et H sont sans point commun et que chacun d’eux a des points commnuns
avee chacun des ensembles (2). Posons P=G et Q=0(&). I’ensemble P
ne contient aucun sousienSemble= patfaib, puisque son complémentaire ¢
contient évidlemment I'ensemble H (et par suite admet au mnoins un point
commun avec tout ensemble parfait). De méme, () ne contient aucun
sous-ensemble parfait, puisque son complémentaire est Pensemble G.
Done, P+@ est une décomposition du plan en deux ensembles dont
chacun est dépourvu de sous-ensembles parfaits. - ‘ :

- Remarquons que les ensembles' P et @ sont non mesurables (L) sur
tout segment d'une droite. Ils sont aussi non mesurables superficiellemoent
sur tout ensemble plan de mesure superficielle positive, co qui montre

que tout ensemble plan de mesure superficielle positive contient un sous-
ensemble non mesurable superficiellement.

o
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Supposons que p. ex. l'ensemble P ne soit pas con-
nexe. Il existe done une décomposition P=4 -+ B telle que
AB=AB'=A4'B=0. Soient: ¢ un point de 4, b un point de B
et m un point quelcongue du plan, tel que les distances am
et bm soient égales. L désignant l’ensemble des points de la
ligne brisée amb, soit g le point de ensemble fermé (A+A')L
le plus éloigné sur amb du point a. Considérons un point
quelconque h situé sur la ligne amb entre g et b. L’ensemble ¢
étant ponctiforme, il existe sur amb entre g et h un point p
n’appartenant pas & ¢, donc appartenant & P=A--B. Le
point p, comme situé sur amb entre g et b, a sur amb une
distance de @ supérieure & ag. Il Sen suit d’aprés la défi-
nition de g que p n’appartient pas a A. Par conséquent p
appartient 4 B. Nous avons donc démontré que tout en-
tourage du point g contient un point de B (distinct de g);
par conséquent, g est un point de l'ensemble B'. Or, g est
par définition un point de A+A4'; ¢’est donc un point de
(A4+A)B'=AB'+A4'B’. Comme AB'=0, nous en concluons
que ¢ est un point de ’ensemble 4'B'.

Nous avons ainsi démontré que sur toute ligne brisée amb
(m étant un point quelconque du plan, tel que am=mb) il
existe au moins un point de ’ensemble A'B’ (autre que a
et b, puisque AB'=A'B=0). Deux lignes brisées amb et am'b
ot m==m’ n’syant comme points communs que o et b, et
Pensemble de toubes les lignes amb ayant évidemment la
puissance du continu, nous en concluons que Pensemble A'B’
est indénombrable. I’ensemble A'B’ est fermé (comme Pro-
duit de deux ensembles fermés) et indénombrable: il contient
done un ensemble parfait H.

Or, AB'=A'B=0 a pour conséquence A'B P=A'"B(A+B)=
—AB. 4’1+ A'B-B'=0; l'ensemble H étant contenu dans A'B’,
on a & plus forte raison H-P=0. Par conséquent, H serait un
sous-ensemble de §. Or, ¢’est impossible, puisque ¢ ne con-
tient aucun ensemble parfait. La connexité de P est ainsi
établie.

Nous avons démontré en méme temps que le comple-
mentaire Qun ensemble plan ponctiforme est toujours connere.
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Il en résulte que toute décomposition du plan en deux
ensembles ponctiformes 1y fournit en méme temps l'exemple
d’une décomposition du plan en deux ensembles ponectiformes
et connexes.

On voit sans peine qu'un ensemble linéaire ponctiforme
n’est jamais connexe. Tout ensemble homéomorphe & un en-
semble ponctiforme et connexe étant ponctiforme et connexe,
nous en conecluons qu’un ensemble plan ponctiforme et con-
nexe ne peut étre homéomorphe % aucun ensemble linéaire.
I'existence d’ensembles plans ponctiformes, non homéomorphes

5 aucun ensemble linéaire, a été démontrée par M. Mazur-

kiewicz?).

1) Des exemples d'une telle déecomposition ont ¢té donnds par
M. 8. Mazurkiewicz et par moi dans le Bulletin de I’Acad. des Sciences
de Cracovie, 1913.

2) §, Mazurkiewicz, Teorja zbiordw Gy, (Wektor 1917) § 21 et Sur
un ensemble Gy ponctiforme qui n’est homéomorphe @& aucun ensemble ling-
aire. ce volume, p. 61.






