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Sur la décomposition des ensembles de points en
parties homogenes.

Par

Waclaw Sierpifiski (Warszawa).

Dans un Mémoire important sur divers théorémes de la
Théorie des ensembles de points, publié dans Acta Mathema-
tica VII (1885), p. 105—124, G. Cantor s'occupe entre autres
d’une décomposition des ensembles de points en parties homo-
génes. Dans le § 3 de ce Mémoire (p. 118), il éerit: ,,Der In-
begriff aller Punkte p** Ordnung von V, falls solche tber-
haupt vorhanden sind, bildet, wie leicht zu sehen, eine homo-
gene Punktmenge B Ordnung und Mdchtigheii*. Or, c’est inexact,
p.ex. pour f=w. Ainsi le théoréme sur la décomposition d’un
ensemble dense en soi en parties homogénes ne peut étre re-
gardé comme rigoureusement démontré. Cela m’engage & re-
prendre ici ’étude d’une telle décomposition.

1. Soit P un ensemble de points dans Pespace euclidien
4 m dimensions, p un point de P. On dit que p est un poini
de puissance wm, lorsqu’il existe un nombre positif § tel que
pour toute sphére S de rayon <<J et de centre p la partie
de P contenue dans § a la puissance m. On démontre, en
s’appuyant sur le théoréme de M. Zermelo, que tout point
non isolé d’un ensemble P est d’une puissance déterminée
m=R, oll « est un nombre ordinal >01).

Un ensemble dont tous les points sont de méme puissance
est appelé par G. Cantor homogéne.

1) Dans 'hypothése 23":&1, nous aurions seulement deux cas: a=0
et a==1.
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Théoreme 1. Tout ensemble de points P (d'un espace eu-
clidien & m dimensions) est une somme (disjointe) dun en-
semble clairsemé (ow vide) et d>un nombre fini ou d'une infi-
nité dénombrable d’ensembles homogénes?).

Nous démontrerons notre théoréme par induction trans-
finie. Soit N, la puissance de Pensemble P. Pour a=0, le
théoréme est vrai, puisque 1° d’aprés un théoréme connu, tout
ensemble de points est une somme (disjointe) d’un ensemble
clairsemé ou vide (partie séporée de P) et d’un ensemble
dense en soi ou vide (noyau de P) et 2° tout ensemble dé-
nombrable dense en soi est évidemment homogéne (chacun
de ses points étant de puissance x;). Il nous reste done
& montrer que, sile théoréme est vrai pour les nombres £<a,
il ’est aussi pour le nombre a.

2. Lemane. 8i P est un ensemble de puissance R, ol a est
un nombre ordinal positif non confinal avee w (c. a. d. qui n’est
pas limite d’une suite dénombrable de nombres inférieurs),
Uensemble @) de tous les points de P qui ne sont pas de puis-
sance R est d'ume puissance inférieure & R. et Uensemble P—Q
est homogéne.

Démonstration. Soit p un point de P qui n’est pas
de puissance R.. Il existe donc une sphére § entourant p et
telle que la partie de P contenue dans § est de puissance
4= Re, donc de puissance <R, (puisque P est de puissance Xa).
Il en résulte sans peine .qu’il existe aussi une sphére § en-
tourant p, dont le centre a des coordonnées rationnelles,
dont le rayon est rationnel et dont la partie commune avec
P est de puissance <i.. L’ensemble E de toutes les spheres S
dont les centres ont des coordonnées rationnelles et dont les
rayons sont rationnels étant, comme on sait, dénombrable, il
en est de méme de I’ensemble E, de toutes les spheres S
appartenant 4 F et telles que la partie de P contenue dans §

1) §i la puissance du continu était §;, nous aurions (comme I'a dé-
montré G. Cantor, 1. ¢.), pour tout ensemble de points P, une décom-
position P=A-+U+7T, oo A est un ensemble vide ou clairsemé, U un
ensemble vide ou homogéne dénombrable et ¥ un ensemble vide ou
homogéne de puissance du continu.
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est de puissance <. Or, Pensemble ¢ de tous les points
de P qui ne sont pas de puissance X est évidemment con-
tenu dans la somme S;+8s-+S;+... de toutes les sphéres
constituant B. Soit X, la puissance de la partie de P con-
tenue dans la sphére S,; 'ensemble @ est donc de puissance
K Re,+Ra,+ ... €6, par suite, de puissance <Ny, PuUisque R, <N
pour n=1,2,... olt le nombre a n’est pas confinal avec w.

Soient: p un point de ’ensemble P—@ et S une sphere
quelconque entourant p. La sphére S contient donc une partie
de P de puissance X. (puisque, autrement, p serait un point
de Q). L’ensemble de tous les points de @ contenus dans S
étant (comme sous-ensemble de ¢}) de puissance <N, il en
résulte que la sphére S contient une partie de P—@Q de puis-
sance N.. Le point p est donc un point de Pensemble P—@
de puissance s, Cela étant vrai pour tout point p de P—Q@Q,
nous en concluong que l’ensemble P—@ est homogene. Notre
lemme est ainsi démontré.

Remarquons que si ¢ est un nombre confinal avec o et
#t,<2% un ensemble P de puissance 8. peut ne contenir au-
cun point de puissance %.. Tel est p.ex. l'ensemble linéaire
P=P,+P,+P,..., ol P, est un ensemble de puissance N, con-
tenu dans Pintervalle {1/(n-+1), 1/n>. L'ensemble P est alors
de puissance 8, et ne contient aucun point de cette puissance.

Passons & la démonstration du th. 1. Soit ¢>0 un nom-
bre ordinal donné et admettons que le théoréme est vrai
pour tous les nombres ordinaux é<<a. Soit P un ensemble
de points de puissance N.. Nous distinguerons deux cas:

1) Le nombre « est non confinal avec o. Désignons
par ¢ ’ensemble de tous les points de P qui ne sont pas de
puissance 8,. D’aprés notre lemme, 'ensemble @) est de puis-
sance <. et ’ensemble K=P—¢ est homogene. Soit %3 la
puissance de . On a done f<<a et notre théoréme étant, par
hypothése, vrai pour les nombres £<a, ’ensemble @ est une
somme (disjointe) d’un ensemble clairsemé (ou vide) et d’une
infinité dénombrable d’ensembles homogénes (ou vides). L’en-
semble K étant homogéne et sans points communs avec €,

on en conclut sans peine que le théoréme est vrai pour l'en-
semble P=(@Q-R.
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2) Le nombre « est confinal avee w. Le nombre a
peut donc é&tre regardé comme limite d*une suite dénombrable
an (R=1,2,...) de nombres ordingux inférieurs & « et nous
Avons Re = Re, +Ra, + ...y OU R, <R (pour n=1,2,...). 1 en
résulte que l’ensemble P peut &tre regardé comme la somme
P=P, +Py+.. dune infinité dénombrable d’ensembles P,
(n =1,2,...) sans points communs deux & deux, ol P, est un
ensemble de puissance N.,. Notre théoréme étant vrai, par hy-
pothése, pour les nombres ordinaux < a, nous pouvons écrire

P,= Z Enr ol les ensembles B, (n=1,2,...) sont clairsemés
h=0

ou vides et les ensembles E,, (n=1,2,...; k=1,2,...) sont
homogenes ou vides, tous les termes B, , de la somme P, étant

oo

sans points communs deux & deux. Posons Ey=_ E,, Cest
n=1

un ensemble au plus dénombrable (comme somme d’une infi-
nité dénombrable d’ensembles clairsemés ou vides). Or, le théo-
réme étant vrai pour les ensembles dénombrables, nous pouvons
poser Hy=C -+ H ol C est un ensemble clairsemé ou vide et H
un ensemble homogéne (dénombrable) ou vide.

En résumé, nous pouvons écrire P=C+H-+DY D E, . ce
n=1 k==1
qui montre que P est une somme (disjointe) d’un ensemble

clairsemeé ou vide et d’une infinité dénombrable d’ensembles
homogenes ou vides. Le théoréme est ainsi établi.

Remarquons qu’on peut supposer dans le th. 1 que les
parties homogenes en lesquelles se décompose 'ensemble P ont
des puissances distinctes deux a deux, puisque la somme d’un
nombre fini ou d’une infinité dénombrable d’ensembles homo-
geénes de puissances égales est, comme on voit sans peine, un
ensemble homogéne (de méme puissance). Il résulte de notre
démonstration que ces parties peuvent étre supposées de puis-
sances 8: olt £ sont des nombres ordinaux non confinaux avec w.

Il importe de remarquer aussi qu’un ensemble de puissance
= Ko, olt 2 est le plus petit nombre de la troisiéme classe (si
un tel ensemble de points existe) peut étre décomposé en une
somme d’un ensemble clairsemé ou vide et d’une infinité in-
dénombrable d’ensembles homogénes de puissances distinctes
ot sans points communs deux & deux.
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Remarquons enfin qu’en modifiant légérement notre démon-
stration, on pourrait démontrer le théoreme suivant:

Tout ensemble dense en sot est la somme d’une série finie
ou dénombrable d’ensembles homogénes Sams points communs devx

a deux.

3. Théoréme 2. I'ensemble E de toutes les puissances diffé-
rentes qui correspondent au® points d'un ensemble de points est

au plus dénombrable.

Démonstration. Nous pouvons, comme on sait, ranger
dans une suite infinie

(1) 8y By S

toutes les sphéres (de I’espace congidéré) dont les centres ont
des coordonnées rationnelles et dont les rayons sont rationnels.
Soit P un ensemble donné de points. Or, on voit sans peine
que §’il existe dans P des points de puissance m, il existe dans
1 suite (1) des sphéres S telles que la partie de P contenue
dans S est de puissance m; soit S, la premiére sphere de la
suite (1) jouissant de cette propriété. Aingi, a tout nombre
cardinal m appartenant & 1'ensemble E, correspond un nombre
naturel n=mn(m). On voit aussi qu’aux nombres cardinaux
distinets m et m’ de B correspondent des nombres n(m) et
n(m’) différents. En effet, si 'on avait n(m)=n(m’)=mn, la partie
de P contenue dans la sphére §, serait en méme temps de
puissance m et de puissance m’, ce qui est impossible pour
m==m'. I en résulte immédiatement que l’ensemble FE est
fini ou effectivement énumérable. Notre théoréme est donc
démontre.

4, Théoréme 3. 8i P est un ensemble de puissance R et
£<La est un nombre ordinal positif non confinal avec w, Uen-
semble de tous les points de P de puissance Rz est homogéne
(de puissance Xg) ou vide.

Démonstration. Soit M lensemble de tous les points
de P qui sont de puissance 8z Soit p un point quelconque
de M. 1l existe donc un nombre positif ¢ tel que pour toute
sphére S donnée de rayon <<4, ayant p pour centre, la partie
@ de P, intérieure & S, est de puissance ¥z D’apres le lemme
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du § 2 (le nombre £ etant, par hypothése, non confinal avec ),
Pensemble H de tous les points de @ qui sont de puissance ,\
relativement & ¢ est de puissance R:. Or, tout point de P qui
est de puissance X¢ relativement 3 @ est de puissance >x:
relativement & P (puisque QCP). D’autre part, les points de Q
ne peuvent étre de puissance >x: relativement i P, puisque
I'ensemble @ est intérieur & la sphére S. Tout point de H est
donc de puissance &¢ relativement 3 P; il en résulte que H
est un sous-ensemble de M. Nous avons ainsi démontré que
toute sphére § de rayon <6 et de centre p contient & son in-
térieur un sous-ensemble de M de puissance 8¢, Il en résulte
tout de suite que p est un point de puissance R: relativement
& M. Cela étant vrai pour tout point p de M, nous concluons
que l’ensemble M est homogeéne.

Quant 4 la puissance d’un ensemble homogéne, on peut
prouver sans peine qu'un ensemble homogéne M dont tous
les points sont de puissance m>g, est Ini-méme de puissance m
(ce théoreme a été déja signalé par G. Cantor, Le., p. 110).
En effet, tout point de M, comme point de puissance m, peut
étre entouré par une sphére S de la suite (1), telle que la partie
de M contenue dans § ait la puissance m. L’ensemble M est
done contenu dans la somme de telles sphéres. Nous en con-
cluons tout de suite que M est la somme d’une infinité dénom-
brable d’ensembles de puissance m, donc que sa puissance est
aussi m, e.q.f.d.

5. Théoréme 4. Soit
(2) P=C+H,+ H,+...

une décomposttion de Densemble P en une somme d’un ensemble
clairsemé ow vide et d’um mombre fini ou d’une infinité dénom-
brable d’ensembles homogenes. S’il existe un point de P de puis-
sonce Ng 0w & est un nombre ordinal positif non confinal avec w,
il existe aussi un terme H, de la somme (2) de puissance Ng.

Démonstration. Soit M l’ensemble de tous les points
de P de puissance Xe. D’apres le th. 3 (& étant positif et non
confinal avec w), ’ensemble M, §’il n’est pas vide, est homo-
géne de puissance R Désignons par U la somme de tous les
termes de la série (2) dont les puissances sont <§8: et par V

Fundamenta Mathematicae. T. 1. 3
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la, somme de tous les termes de (2) dont les puissances sont >K..

Aucun point de M ne peut appartenir 3 la somme V, puisque —
comme on voit sans peine — il serait alors un point de P de

puissance &g, contrairement & la définition de M. Or, il est
impossible que tout point de M appartienne & la somme U,
puisque M est de puissance X et I’ensemble U, en tant que
somme d'un ensemble au plus dénombrable d’ensembles de
puissances inférieures & K, est lui-méme un ensemble de puis-
sance <x: (puisque & est positif et non confinal avec w). Nous
en concluons quil existe des points de P n’appartenant ni
% U ni & V. Cela prouve qu’il existe un terme de la somme
(2) qui est un ensemble de puissance K¢ ¢.q.f.d.

Remarquons que 1a démonstration est valable aussi dans
le cag ol les termes de la somme (2) ont des points communs.

Remarquons aussi que l'on peut établir, pour tout en-
semble de points P, existence d'une décomposition (2) en
ensembles homogénes dont les puissances ne sont choisies que
parmi celles des points de P. | ,






