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Sur l'existence d'un ensemble plan connexe ne
contenant aucun sous-ensemble connexe, borné.

Par

Stefan Mazurkiewicz (Varsovie).

1. Cette note contient la solution d'un probléme qui m'a été

.communiqué par M. Sierpinski

2. R, désignera le plan euclidien.

3. Je ne considére que des ensembles situés dans un R,.

4. Définition. Un ensemble est punctiforme sil ne contient
aucun continu,

- 5. Définition. D’aprés M. Hausdorff un ensemble A, conte-
nant deux points au moins est connexe sl n'existe aucune dé- -
composition:

1) - A=B+ C,
(2) B:FO, C:’:Oa -B><0=BXC=O-

6. Théoréme: Il existe dans R, un ensemble E con-

nexe qui ne contient aucun sous-ensemble connexe
borné.

7. B, désignera I'ensemble de nombres réels.
8. Nous supposons établi dans le R, un systeme &, # de coor-
données cartésiennes. La droite £ — a sera désignée par D(a).

9. Un ensemble A4, ne contenant que des points intérieurs,
sera appelé domaine. Posons: |

(3) ‘ Aﬁ —_— R2 -_ Z.

L3 ¥ - . . ' -
Si 4,50, cest un domaine; dans ce cas nous dirons, que A

est un domaine normal et 4, son domaine complémen-
taire.
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10. 4 &tant un domaine normal, nous dirons, que la droite D
est une droite-secante de A, si

(4) DXA440, DX 4,30
et que la droite D est une droite-frontidre de A, si:
(5) DCAxXA.,.

11. Lemme. Prémisses: 4 est un domaine normal,
D une droite secante de 4. Thése: D X 4 X A, 0.

Démonstration. Soit p, un point de D X 4, p, un point
de 1) X 4., 8 le segment de D, aux extremités p,, p,. D’aprés (3)

(6) R2:E+":‘I¢:7
(1) S=8XEB,=(8X4)4(8X4) SXADp; SX4ADp
done, S étant un continu et les ensembles S X A et S A, étant
fermés:
8 DXAXADSXAXA=(SXA) X(8XA4)=0
c. q. f. d,

12. Lemme. Prémisse: 4 est un domaine normal

Thése: Parmi les droites D(ez) une au moins est droite
secante ou droite-frontiére de A.

Démonstration. Supposons quaucune des droites D(a) n’est
pas une droite-secante de A.

Je dis que dans ce cas la relation:

9) D(@) X 4.5 0
entraine:
(10) D(a) C A..

En effet, supposons, que pour une valeur de o on a simultané-
ment (9) et:

(11) D(a) X (B, — A)=D(a) X A 0.

Soit p, un point de D(e) X,4,, p, un point de D(a) X A4,
7, 7, — les ordonnées de ces deux points; leur abscisse est .
4, étant un domaine, on peut déterminer & > 0 de maniére, que
(12) o(p, ) =90
entraine:

(13) p CA4.

Fundamenta Mathematicae II. . 7
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Comme py C 4, il existe un point p, (T 4, tel que o(ps, p3) <9,
Soient: f, 1, l'abscisse et I'ordonnée de p, et désignons par p, le

point: £=§, n’=1;. On a:

(14) o(p,p)=|a—f|= V(a — B2+ (1 —15)* = 0(pe, pa) S 0
done, comme (12) entraine (13), p, (C 4,. La droite D(B) contient
le point p; de A4 et le point p, de 4., c'est donc une droite-
secante de A, contrairement & la supposition.

Soit maintenant B; l'ensemble de nombres « pour lesquels
D(a) C A4, et B, 'ensemble de nombres @ pour lesquels D(a)( 4.
On a évidemment:

(15) R, =B,-+ B, =B, + B, B0, B,5=0
done:

(16) B, X B,=+0.

Soit y un point de B, X B,. Je dis que D(y) est une droite-
frontitre de 4. Tout point de D(y), d'aprés la définition de Y, est

~ point limite de points d'abscisse @ (T B, — ces points sont conte-

nus dans A4 — et, en méme temps, point limite de points d'abscisse
@ (C B, — ces points sont contenus dans A4,. Done:

(17 D) C(4 X 4) c. q. f. d.

- 13. Désignons par [/ un intervalle quelconque et eonsidérons
Pensemble de domaines K(I) défini de maniére suivante: le do-
maine 4 est un élément de l'ensemble K(I) s'il est normal et si
pour tout & contenu dans I la droite D(a) est droite-secante de .A.

L’ensemble de tous les domaines & la puissance du contenu,
donc K(I) a au plus la puissance du continu. D’autre part, pour
tout 8 réel l'ensemble défini par: %> 8 est un domaine normal
appartenant & K(I); done K(I) contient un sous-ensemble de la
puissance du continu. Il en résulte que K(I) a la puissance
du eontinu.

14. Définition de I’ensemble cherchs. Rangeons en une suite
infinie {I} tous les intervalles & deux extremités rationnelles. Dé-
terminons la suite d'ensembles {G,} de manidre suivante: G, est
parfait, punctiforme, contenu dans 1,; G,,_H est parfaif, punctiforme,

contenu dans I, — 5 G,. Posons
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(18) H, =6, —l—(I—ZGi),
=1 -
(19)  Hp= Gt [(r,,ﬂ ~Ya)— pA)
i=1 i =l
Les ensembles H, et K(I,) ont méme puissance — celle du

continu: il existe done entre leur éléments une correspondance biu-
nivoque. A tout nombre & (C H, correspond un domaine 4@ K(I,).
D’aprés la définition méme de (7, et d'aprés (18),(19), on a H, (I,
done, d'aprés la définition de A(I), pour a (C H,, D(a) est une
droite-secante de A®, done, en vertu de 11:

(20) D(a) X 4@ X 4@ =% 0.

Choisissons dans D(a) XX 4 X 4% un point p(e) 1), désignons
par E, l'ensemble de poiuts p{a) pour ¢ (C H, et posons:

(22) | E ﬁ——*zw’ E..

n=]

Je dis, que E est l'ensemble cherché. —
15. On a d’aprés 14 pour k =1

k-1

(22) G, XG..CG. ><[ ,ﬁ_k—Z G]CG X Loy — G.]=0,
@ xHuC|fe+(n— Yol xou]+

Aef-de1

+Ex (10— 3 B C (60X G+ [T — G X Gua] +

- [H, X Loy — H)] = 0.
D’autre part:

1} Ce choix peut-&tre rendu effectif, I'ensemble

D(a) X A X 4@

étant fermé,
7*
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(24) 5‘ H=3H+3 ¥H=3a +

] nwm} n=ml fe=1 L
+ {‘g (Inv—g G,) __Z‘ZIJ} + ¥ ¥a=

nex]  da=1 nel jux]

=j"e,,+j'f,,——j'6‘iﬂj'fnmﬂv

nm=] na], {=] nem]

Les relations (23) et (24) montrent que tout nombre réel o est
contenu dans un et un seul H,. Il en résulte immédiatement, que
le symbole p(a) est déterminé pour tout o réel et que:

(25) D(@) X E=p(a)

16. Soit p un point arbitraire, 6 un nombre positif; désignons
par &, 7, les coordonnées de p. L'intervalle §i— 0 E<E 46 con-
tient certainement un intervalle & extrémités rationnelles, soit I,

-~ cet intervalle. Le domaine % > 4, fait parti de K (1), donc il est

identique & 4®’ pour une valeur 8 (" H, C I,. L’ensemble A® (~ AP
se compose de la droite =1, donc D(B) X AP ¢ 4P se réduit
au point =g, n=1,, ce point est par suite identique avee

P(B); comme & —6 < B <E 44, on a:
(26) - o(p. p(B) =16 —pl < 6

0 étant arbitraire, on voit que tout point du plan est contenn
dans E' c. a. d. £ est dense dans RB,. |

17. Soit L un sous-ensemble borné de E, contenant deux points
au moios. Soit p;, p, deux points de L. D'aprés 14, 15, on a:
Pi=p(@,), py=p(ay), @5 ¢,. On peut supposer a, <l a,. I, étant borné
nous pouvons déterminer 4 de manidre que le cerle £2-f-g?=<<A2

que nous désignerons par S, contient L. I point: £ --—-g—l:-:l-;—ﬁ’,
E, le domaine @, << £< a,,
un point p(B); en désignant par 2’ I'or-

7==24 est d'aprés 16 un point limite de
7 > 4, contient, par suite,
donnée de ce point, on a;

27) o< f<a, 7>

Désignons par M le segment: D(B) X S, c. & d. le segment:
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E=p; — VAT —F <=9 <|)iZ"p%; daprés (27) M ne contient
pas p(B), done, d’aprés (25):

(28) MX E=0.

M découpe le cercle S eu deux segments S, et S, tels que:
(29) Sy X 8= M.

Posons: Ly = L X 8;, Ly=1L % 8,; on a:

(30) L1+L2=L><‘(f91+82)=L><SmL:

(31) L,==0 L,==0, |

car, d'aprés (27), p(e,) est contenu dans l'un, p(e,) dans Vautre
de ces deux ensembles. Enfin

- (32) | I’;XLiz(LXSl)X(LXSz)CMSIX(E}( Sp) =

=5 XS X E=MX E=0,

33) LiXLy=(LX 8) X (LX8) CEXS8)XE,=
=8, XS X E=MX E=0.

Les relations (30), (31), (82), (83) montrent que L n'est pas con-
nexe. Done £ ne contient aucun sous-ensemble borné,
connexe. | | |

18. Supposons maintenant, que E uv’est pas connexe. Il existe
alors une décomposition:

(34) E=F,+ F,,

(35) F,£0, F,5:0, F, X Fy=0F, X F,=0.
D’aprés (35), on a pour p C Fy:

(36) o(p, £y > 0.

Désignons pour p C ¥y, par S(p) lintérieur du cercle de centre
p ot de rayon Lo(p, Fy), par A lensemble somme de tous les
S(p). A est un domaine et on a:

87) Fy, C 4,
(38) Fy X A=0,
(39) -Rz"“'AmRa"‘"ADmFM

(40) I‘-’i X A=0.
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. Done, en tenant compte de 16:

@) A=@AXE)=(AX B =[AXE+ B =

(42) ACE=F +F,

(43) ACFH+(AXF)=F,

(44) . ACF

(44) et (35) entrainent:

(45) . AX E, =0,

(46) - A =R, — A7) Fy,

done A4 est un domaine normal. (37) et (46) entrainent:
@y A X F, =0

et en utilisant 16, on obtient:

s) A CE=F, +F,

(49) ACEXA+R=F,
(50) A =UAXE)=[4XF +F)=

=[4. X F)+ (4. X )= (4 X T) CF,
done, en vertu de (35):

oL A X F,=0
(45) et (D1) entrainent: | |
(52) ‘ZXE‘XEz‘IXAcX(Fl—I—F,'):

=[4 X (4. X F)] 4[4, X (4 X F,)] =0

4 étant un domaive normal, deux cas sont possibles; d’aprés 12:
L 11 existe une droite-frontiére D(a) de 4; alors:

o8 D(6) X B=ple)
4 D(e) C A X 4.

‘done Pensemble A X 4, % E nlest pas vide, puisque’il contient le
point p(e), ce qui est en contradiction avec (52).
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IL. Il existe une droite-secante .D(a).de 4. Soit p, un point de
D(a) XX 4, et p, un point ‘de D(a) X 4,. A et A, étant des do-
maines, on peut déterminer &> 0 de maniére, que le indgalités:

(55) o(p, ;) = &
(56) o(p, ps) =&

entrainent respectivement: p (C 4, p (C 4. On voit immédiatemant,
que pour a-—e=f=a-+& D(F) est une droite-secante de A
Lintervalle ¢ — ¢ < 8 < @ —-|—- & contient certainement un intervalle
b extrémites rationmelles: I,. 4 fait partie de K(I), donc il est
identique & un 4%, pour une valeur y C H, CI D’aprés 14

on a pour le point p(y) de E:

BT py) CDH) X AP X AP =D(y) X 4 X 4, C A X 4,

done:
(58) EX AXA4,40

en contradiction avec (52).

On voit qu’il n'existe aucune décomposition (34), (35) c. . d.
que I'ensemble K est connexe.

Le théoréme 6 est ainsi démontré.






