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Sur la notion de lordre dans la Théorie
des Ensembles,

Par
Casimir Kuratowski (Varsovie).
Les considérations qui sont exposées dans cette Note suivent la

voie des idées des MM. Hessenberg?) et Hartogs?) sur la
mélhode d'introduction de la notion dordre dans la Théorie des

Ensembles. ‘

Cette méthode peut étre resumée, comme suit.

Soit M un ensemble quelconque; convenons de dire que la
classe3) M ,établit un ordre* dans l'ensemble M lorsqu’elle vérifie
les conditions suivantes:

(1) les éléments de la classe M. sont des sous-ensembles de M,
(2) X et Y étant des éléments quelconques de MM on a-

XCY oubien Y(CX;

') Grundbegriffe der Mengenlehre. Abhandlungen der Fries'schen Schule I, 4,

Gdttingen 1906, p. 674—685 (,,Vollstindige ordnende Systeme*).

Dans unc note publide & la méme époque (Sur les didments de la théorie

des ensembles ordonnés, Enseignemont . Mathématique VIII, 1906 Mai — Juin,

p. 201) M, Combébiac a oxprimé sur la théorie de l'ordre des idées bien
analogues & celles de M. Mossenberg.

%) Ueber dag Problem der Wohlordnung, Anhang, Mathomatische Annalen 76,
1914, p. 443.

*) Four la commodité du langage nous ferons usage du terme ,classe® lors-
qu'il sera question des cnsembles, doni les éléments sont eux-mémes des ensembles
par hypothdse; nous désignons les. clusses par ., B, C.., Leurs éléments-

-ensembles par A, B...; les éléments de cos derniers par a, b ..
| asd
signifie, comme d'habitude que @ ost un élément de A;
4 (B

signifie que 4 est un sous-ensemble de B, que 4 est contenu dans B.
Fundnmmln Mathematicae 1I. . ‘ 11
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(3) @ et y étant deux éléments différents de M, il existe un
- enserhble-élément de M qui en contient un suns en contenir

~ Tlautre;

(4) X étant une sous-classe de M, la somme de tous les ensem-
“bles qui sont les éléments de X, est un dlément de M

() il en est de méme du produit de cos onsemblos,

On démontre, que lorsque M remplit les conditions 1—5 et

lorsqu’on pose

@<y

quand il existe un élement ¥ de M dont y est un dlémont et
ne l'est pas, — l'ensemble M est ordonnd auw sens habituel du
mot. D’autre part, lorsqu'on suppose que l'ensemblo M est ordonné
d'une certaine fagon, la classe de tous ses restes ') vérifie les con-
ditions 1—5; elle est d'ailleurs la seule®) qui les vérilie en Vor.
donnant de cette fagon. Done, il existo une correspondance biuni.
voque entre les fagons d'ordonner un ensemble donné et los classes
qui y ,établissent un ordre*.

Ainsi, la théorie des classes qui établissent un ordre
peut &tre regardée comme équivalente & la thdorie classique des

~ ensenmbles ordonnds, basée sur la notion intuitive d'ordre (Uanto r).

En méme temps, on peut la déduire do lu théoric générale des

!) On appelle ,roste* d'un ensomblo ordonnd tout ensemblo qni jouit do la
propriété suivante: lorsque x est son élément, tout Glémont préeddd pur ar ost
aussi. (Hessenberg, 1. ¢ p. bil).

) M. Hartogs affirme, que M étunt un onsemble ordonnd d'une certaine
fagon et M une classe l'ordonnant ainsi ot ne satisfaisant qiaux conditions
1—4, — DM est identique & la classe de tous los restos do M (p. 448, lignes:
12—15). '

Ceci est inexact, En effet, soit M 1'onsomble do tois les x satisfaisant
4 l'inégalité: ngg 1; envisageons la olasse § do tous los sogmonts contonus
dans M et contenant le point 1; soit M, la classe do tous los onsomblos (o
points qu'on obtient do cos segmonts en y supprimant los bornes inférioures. On

voit immédiatement que M, sutisfait aux eonditions [ 4, Boli, d'nutre part,

M, = M, -}~ 8; cotte classe vérilio aussl len conditions 1-~4 ot owlonne M do ln

. m8me fagon, Par conséquent, quello que soit la définition du terme ,roste“, une

au moins de ces doux classos: M, ou M, n'est pas la classd do tons los rostos
de I'ensemble M, — contrairement i Vagsortiod de M. Hartogys,

~Dans cet oxemple deux ,ordres différonts (auw sons de M. Hartogs)
M, et M, ordonnent d'une seule fagon lensemble M. Cot inconvénient -
comme nous l'avons dit - est Gtranger b la définition de M, Hesnenborg; it
en est de méme, lorsqu'il s'agit do la définitlon que je proposo plus loin,
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ensembles (non ordomnés) sans qu'il y faille introduire aucune no-
tion premidre supplémentaire: l'idée de l'ordre y est donnée en
termes fondamentaux du systéme des axiomes de M. Zermelo 1),
b savoir, celui d’ensemble et celui d'élément?). IL’importance de
cette méthode est manifeste.

Nous donnons dans cette note une autre définition de l’ordre,
qui nous semble bien naturelle et qui équivaut & celle de M. Hes-
gsenberg; en outre, nous envisageons la notion de I'ensemble bien
ordonné et- celle de la suite; les considérations sur la suite finie

sont intimement liées & la définition de Vensemble fini, qui a été

proposée dans le volume préeédent des ,Fundamenta’ 3),

Selon la terminologic de Janiszewski¢) un ensemble est dit
saturé par rapport & uno propriété donnée &'l la posséde lui méme
et 8'il n'est un vrai sous-ensemble d’aucun ensemble, qui la posséde.
D'une fagon analogue, un ensemble est dit irréductible par
rapport & une propriété, s'il la posstde et si amcun de ses sous-
ensembles ne la possdde pas. |

Ces deux nolions ont une grande importance pour plusieurs
théories mathématiques. Nous en ferons usage dans cette note.

Convenons de dire, que JM eost une ,classe d’ensembles décrois-
sants“ (ou croissants) lorsqu’il est vral de tous deux éléments
X ot Y de M, que

XCY oubien YCX

HEn se basant sur cette définition et sur celle de lensemble
saturé nous introduisonsg la notion de Iordre & l'aide de la défi-
nition suivante ).

-

1) Untersuchungen iiber die Grundlagen der Mengenlehre, Math. Ann. 65,
1908, ‘

1) Uno définition d'onsemble ordonnd, domnée on termes d'ensemble et
d'61émont, mais basée sur uno idde tout h fait différente, a 6té publide par
M, Hausdorff duns son Grundziige der Mengenichre (Loiprig 1914); voir aussi
Kuaratowski Sur le définition de la grandeur (,0 dofinicji wielkokei, Prie-
glad Filozoficzny, Varsovie, 1917).

Y Kuratowski Sur lo notion de l'ensemble fini Varsovie 1920.

Y Janiszowski Sur les continus drréductibles enire deux ponts, p, 7,
Paris 1911 (Thése).

%) 11 n'est question que des ensembles non vides,

11%
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Définition I. La classe M ordonne Uensemble M, lors-
quelle est saturée par rapport & la propriété d'étre
une classe de sous-ensembles décroissants de M.

On voit immédiatement que la définition I s'obtient de celle

- de M. Hessenbergen y remplagant les conditions 3, 4 et B par
la condition:

(6) M n'est pas une vraie sous-classe d'aucune classe gatisfaisant
aux conditions 1 et 2.

Nous' allons montrer, que cette définition donne une conception
de l'ordre qui équivaut & celle de la théorie classique des ensem-
hles ordonnés.

Démonstration.

1. Supposons que la classe M satisfait aux conditions 1, 2 et 6
et _posons - ‘

| <Y,

lorsque = et y appartiennent 3 M et lmsqu il  existe dans M un
élément ¥ tel, que

yeY et anon-eY.

La relation ,<“ ordonne l'ensemble M, c'est & dire, qu'elle
vérifie les conditions suivantes:

(@) elle est transitive,
(B) elle est asymmétrique,
(y) elle subsiste entre tous deux éléments de M.

~ En effet, soit 1 <{y et y <z; il existe donc deux ensembles ¥
et Z, éléments -de M, tels que

yeY, xznon-¢Y
282, ynom-elZ.

Par conséquent, Y nest pas contenu dans Z; comme, d’autre
part, M est une classe d’ensembles décroissants, il en résulte, que
Z est contenu dans Y. Done,

zeZ ot 2non-¢Z,

ce qui prouve que x < z. Aixgi, la’ condition («) est remplie.
Comme la démonstration de (B) est immédiate, nous passons

a celle de (y).

Soient a et b deux éléments différents de M et supposons, que



ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

Sur la notion de Vordre etc. 165

tout €lément X de M, contenant @, contient en méme temps b,

- comme élément; pour établir la condition (y) il suffit de montrer

qu’il exxste dans M un élément B tel que
beB et amnon-¢B.

Designons par P le produit (la partie commune) de tous. les

'ensembles appartenant A M et admettant ¢ comme élément; de

tels ensembles emstent car en vertu ~de la condition 6, M est en

~ tout cas un élément de M. Soit B Yensemble quon obtient de P

en y supprimant 1'élément a. Je dis, que B appartient & M.
Soit X un élément quelconque de M. Deux cas peuvent se
présenter: |

19 a ¢ X; done, P ( X, dott:
BCX

2% anon- £ X; done, aucun ensemble contenant a n’est pas con-

‘tenu dans X, et — en vertu de la cond. 2 — X est contenu dans

chacun d’eux; il en résulte que X (C P; or, B ne différe de P que
par l'élément @ et, par suite, |

X CB.
Il est donc vrai de tout X appartenant & M, que
B(C X oubien X(CB;

c’est & dire: la classe, admettant comme éléments l'ensemble B et
tous les éléments de la classe M, est une classe d’ensembles dé-
croissants. Par conséquent, pour que la classe M soif saturée
(cond. 6), il faut bien que B soit son élément.
Nous avens ainsi montré quil existe dans M un ensemble B
tel que
' be B et amnon-ebB,

ce qui prouve que la condition (y) est aussi vérifide.

Done, si une classe M ordonne I'ensemble M au sens donné
par notre définition, la relation ,<C¥, correspondante & cette
classe, ordonne l'ensemble M au sens ordinaire.

2. Le théoréme réciproque est également vrai.

Admettons, en effet, que la relation ¢ vérifie les conditions
(a)—(y) par rapport & tous les éléments de M. Soit M la classe
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de tous les restes, qui correspondent & cette relation, M est évi-
demment une classe des sous-ensembles décroissants de M. Nous
montrerons, qu'elle est saturée par rapport & cette propriété.

Supposons, qu’il n'en est pas ainsi. Il existerait dome un tel
sous-ensemble E de M, qui n’en serait pas un reste et qui vérifie-
rait pour tout reste X la formule:

XCE oubien E(CX

E v'étant pas un reste de M, il existe dans M deux éléments a
et b qui satisfont aux conditions:

aek, apb, bnon-ek

Désignons par R l'ensemble de tous les =z, pour lesquels on a:
aoz; R est bien un reste de M; d'autre part,

aeli et anon-ek,
tandis que
beR et bnom-e L.

Done, ni E n'est contenu dans R, ni B dans I — contrairement
& I'hypothése.

Il en résulte que M est une classe saturée (cond. 6).

Nous avons ainsi montré, que la classe M de tous les restes
de M élablit un ordre dans M (au sens de la définition I) et que
cet ordre est bien identique & celui qui y établit la relation .

C. Q. F. D

Nous allons montrer & présent que M est l'unique classe, qui
y établit cet ordre.

Supposons & ce but, que la classe N jouit de la méme pro-
prieté. Je dis, que tout élément de N est un reste de M. Soit, en
effet, 4 un élément quelconque de N et a un élément de A. Soit
z un élément quelconque, qui satisfait & la formule: apw; il sagit
de montrer que z & 4. Supposons le contraire; alors,

aced et xmnon-eA,
ce qui prouve, que x précéde a, cest & dire: zoa, — contraire-
‘ment & (B).
Done, & A et, par suite, 4 est un reste de M. Cette conclu-
sion peut s'écrire: . | :
NCM
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Comme, d'autre part, NV est saturée (cond. 6), — on en dédnit
Tidentité
N=M.

Nous avons ainsi mis en évidence la correspodance biu-
nivoque entre les classes qui ,établissent lordre¢
dans un ensemble donné et les diverses facons d'or-
donner cet ensemble.

Passons maintenant aux ensembles bien ordonnés.

Convenons de dire, que M est une ,classe bien ordonnée des
ensembles décroissants®, lorsque

(1) toute sous-classe X de M contient un tel élément que tous

les autres en sont des sous-ensembles.

D'une facon analogue, on établit le sens du terme ,eclasse hien
ordonnée des ensembles croissants®.

Définition II. La classe M établit un bon ordre dans
Pensemble M, lorsqu’ellie est saturée par rapport & la
propriété détre une ,classe bien ordonnée des sous-
ensembles décroissants® de M.

Cela signifie, que la classe M vérifie les eondmons 1,7 et la
condition: |

(8) M n’est pas une vraie sous-classe d’aucune classe satisfaisante

~aux conditions 1 et 7. |
~ Envisageons une classe M qui vérifie les conditions 1, 7 et 8.
Nous montrerons, qu’elle satisfait aussi aux cond. 2 et 6.

Quant & la cond. 2, il est intéressant de voir que déja la cond. 7
seule I'implique. En effet, soit X et Y deux éléments quelconques
de M et soit K la classe composée de ces deux éléments. Selon (7)
un d’eux est le plus grand élément de cette classe; suivant que
cest X ou Y on a: |

YCX ou bien X(CVY;

&

ce qui veut dire, que la condition 2 est vérifide 1).

La classe M est saturée par rapport aux cond. 1 et 2. En effet,
supposons, qu'on puisse ajouter 4 la classe M un élément E, ne
lui appartenant pas, sans que la classe N, ainsi obtenue, cesse ve-
rifier les cond. 1 et 2; N vérifierait éﬂdemment aussi la condi-

1) Ce raisonnement est dft & M, Saks:
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tion 7, — contrairement & l'hypothése que M est saturée (condi-

“tion 8)

Done, la classe M satisfait aux conditions 2 et 6 et elle &tablit
un ordre dans 'ensemble M au sens de la définition I. Nous allons
voir que cet ordre est un bon ordre. \

Soit 4 un sous-ensemble quelconque de M et A la classe des
sous-ensembles de A tels que pour chacun d’eux existe au moins
un élément de 4 qui lui appartient, et au moins un qui ne lui
appartient pas. Soit S le plus grand de ces ensembles. S contient
tous les éléments de 4, excepté un seul. En effet, supposons que
deux éléments a et b de 4 n’appartiennent pas & S et que a <[
il existerait donc un ensemble B tel que

be B et amnon-eB;

or, selon la définition de S, B (C S; done be S, ce qui est im-
possible.

Il en résulte, que Iélément de 4, qui n’appartient pas 3 S,
précéde tous les autres éléments de A en d’autres termes: l’en-
semble M est bien ordonné au sens ordinai’re.,

D’autre part M étant bien ordonné, la classe de tous ses restes
est évidemment une ,classe bien ordopnée des sous ensembles dé-
croissants de M“ et elle est saturée par rapport & cette propriété,

Ainsi, 'emploi de la définition II est complétement justifié.

- Définition LII. Le bon ordre établi par M dans un ensem-
ble M est une suite?) finie, lorsque

~ (9) M est une ,classe bien ordonnée des ensembles croissants®.

‘Les conditions 1, 7et 9 étant vérifides, toute sous-elasse de M
contient un élément, qui y est le plus grand, et un autre, qui y
est le plus petit. Pour obtenir une définition de suite infinie

. (du type ®), on suppose que la cond. 9 n’est pas vérifiée et on la

remplace par la suivante:

(10) X étant une sous-classe de M telle que la somme de ses
€léments n’est pas identique A& M, il existe un élément
de X, qui y est le plus petit.

- Dans ma Note précitée se trouve la définition suivante de l'en-
semble fini:

') 11 n'est question ici que des suites dont tous les termes sont différents.
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Définition 1Y. M est un ensemble fini, lersque la classe de

tous ses sous-ensembles est 'unique classe, qui vérifie les condi-
tions suivantes:

(11) tous ses éléments sont des sous-ensembles de M,

(12) tous les ensembles, composés d'un seul élément de M, lui
appartiennent,

(13) X et Y étant ses éléments, X+ Y Test aussi.

Il est important de voir qu'on peut démontrer le théoréme sui-
vant, sans faire intervenir la notion du nembre naturel:

pour quwun ensemble soit fini au sens de la dé¢f IV,
il faut et il suffit, qu’il puisse étre rangé en une
suite finie an sens de la déf II[Y).

Je démontre ce théoréme par une méthode, qui est en harmonie
complete avec la théorie des ensembles de M. Zermelo et qui ne
fait d'ailleurs l'usage que des cing premiers axiomes de cette théo-
rie (sans avoir recours i I'axiome ,du choix et & celui ,de I'infini%).

Théoreme I. Tout ensemble composé d'un seul élément est fini,

Théoréme II. A et B étant fini, leur somme A -4 B est finie.

Démonstration. Soit J une classe, composée uniquement des sous-
ensembles de 4 - B, telle que v

(i) tout ensemble composé d’'un seul élément de A-}-B est un ¢lément de K.

(ii) X et Y étant des éléments de K, il en est de méme de X-}-Y.

I1 s'agit de montrer, que K conticnt tous les sous-ensembles de 4 - B,

Soit 4 la classe de tous les sous-ensembles de 4 qui appartiennent & K.
En vertu de (i), 4 admet comme éléments tous les ensembles composés d'un seul
élément de A4; en vertu de (ii), elle contient la somme de tous deux de ses
éléments. Or, 4 étant fini, 4 est identique & la classe de tons les sous-ensembles
de A; par suite, K contient tout sous-ensemble de 4. 1l en est de méme de B.-
D’antre part, comme tout sous-ensemble de 4 4 B est une somme d'nn sous-
ensemble do 4 et d'un sous-cnsemble de B, — tout sous-emsemble de A+ B
appartient & K, en vertu de la cond. (it).

Théoréme IlI. Tout sous-ensemble d'un ensemble fini est fini.

Démonstration. La classe de tous les sous-ensembles finis d’'un ensemble
donné M satisfait — d’aprés les théorémes I et ]I — aux conditions (11)—(13).
Or, M étant fini, elle est identique A la classe de tous les sous-ensembles de M.

Théoréme 1V. Tout ensemble qui peut étre rangé en une suite finie, est fini.

Démonstration, Soit M un ensemble donné et M une classe qui le range
en une suite finie. Soit K la classe de tous les enmsembles finis qui sont des élé-
ments de M. |

1) On montre aisément l'équivalence de la déﬁmtwn ITL et de celle de ,l'en-
semble doublement bien ordonné* de M. Zermelo (Sur lss ensembles fints ot
le principe de induction compléte, Acta Mathematica 1909).
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D’aprés la déf. ILI — il existe dans M un élément qui y est le plus petit;
celui-¢i ne peut contenir plus quun seul élément, puisque la classe M est saturée;
par conséquent (théor, I), il est un ensemble fini. Done, la classe I n'est pas
vide. Soit K le plus grand de ses éléments.

Supposons — contrairement & la thése du théoréme — que M n'est pas fini;
c’est & dire, que la classe M — K n'est pas vide, Soit L son élément le plus petit.
En vertu du théox, 11I, on a: K (T L.

La classe M détant saturde, les ensembles L et K ne différent que par un

‘seul élément; done, (thdor. I et 1I) — X étant fini il en est de méme de L.,

Aingi, notre supposition, que I'ensemble M n’était pas fini, était fausse, C. Q. F. D,

Théordme V., Tout ensemble composé d'un seul élément peut &tre rangé en
une suite finie. :

Démonstration, En effet, la classe dont cet ensemble est l'unique élément
le range en une suite finie.

Théoréme VI Si les ensembles 4 et B peuvent éire rangés en une suite
finie, leur somme A -} B peut l'étre aussi.

Démonstration. Soit A une classe qui range l'ensemble 4 en une suite
finie et soit /B une classe qui le fait par rapport 4 B. Soit [ la classe que l'on
obtient de 4 en y remplagant chaque élément X par la somme X - .B, Posons
C=D- B; je dis, que la classe C range I'ensemble 4-} B en une suite finie,

En effet, on voit immédiatement, que € satisfait aux conditions 1, 2 et 6.
Nous montrerons qu'elle vérifie aussi les conditions 7 et 9. Soit X une sous-
classe quelconque de C. 8i on suppose que K (B, il en résulte évidemment,
que K contient un élément le plus grand et un le plus petit; supposons done
que cette inclusion n’est pas vérifide, Tout élément de K qui appartient & D
peut &tre représenté sous la forme X | B, ot Xe A; soit X, le plus grand X
et X, le plus petit. Or, X| -~ B est le plus grand élément de JC. Quant i 1'616-
ment qui y est le plus petit, deux cas peuvent se présenter:

1. K (T D, done X, 4 B est le plus petit élément de K;
2. dans le cas contraire, il existe dans K des éléments de B; le plas petit
de ces éléments est évidemnment un sous-ensemble de tout autre élément de K.

Done, toute sous-classe K de € contient un élément le plus petit et un le
plus grand (cond. 7 et 9). En vertu de la déf, Ill — cela veut dire, que € range
I'ensemble 4 4 B en une suite finie, C. Q F. D,

Corollaire, Tout ensemble firi peut &tre rangé en une suite finie.

Démonstration, Soit M un ensemble fini. Envisageons la classe de tous
les sous-ensembles de M, qui peuvent &tre rangés en une suite finie. En vertu
des théor. V et VI et de la déf, IV — cotte classe contient tous les sous-ensembles
de M ct, en particulier, 'ensemble M lui-méme, C. Q F. D.

Ce corollaire et le théoréme IV impliquent immédiatement le théoréme que
aous nous avions proposé & établir:

Théoréme. Pour qu'un enspmble soit fini, il faut et il suffit, qu'il puisée
étre rangé en une suite finie.

Nous terminons cette note par une remarque suivante sur la
notion de paire ordonnée. |
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Soit 4 un ensemble composé de deux éléments a et b,
- Il n'existe que deux classes, qui établissent un ordre dans A,
a savoir:

((a,8), (@)1 et ((a, b), (B)

Il semble bien naturel d’admettre la définition suivante:

Définition V. La classe ((a, b), (a)) est une ,paire ordonnée
dont o est le premier élément et b est le second.

La notion de paire ordonnée est, comme on sait une des
plus importantes dans la théorie des ensembles et il est hien utile
d’avoir pour elle une définition?) suffissmment simple. En ad-
mettre celle que nous venons de proposer est une conséquence
immédiate de l'emploi de la théorie de l'ordre qui a été discutée ici.

J’adresse mes remerciements 4 M. Knaster qui a bien voulu
m’aider & rédiger cette note.

1) ((@, b), (a)) est la classe composée de deux éléments: 1° de I'ensemble 4
et 20 de l'ensemble dont @ est I’élément unique,

) M. Hausdorff {l. c, p 32) introduit la notion de paire ordonnée
de la maniére suivante:

Soit a et b deux éléments quelconques; soit 1 et 2 deux éléments différents,
dont aucun n'est identique ni & a ni &4 b; les classes

(@, 1), (32)) et ((a,2), (B 1))

sont des paires ordonnées.

Cette définition me semble moins commode, car les éléments 1 et 2 ne peu-
vent pas &tre déterminés indépendemment de o et b; en effet, si on leur assigne
un sens indépendant de a et de b, on doit modifier la définition pour la cas, ol
a ou b coincide avec 1 ou 2, |






