ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

Sur I’équivalence de trois propriétés des ensembles
abstraits.

Par
W. Sierpinski (Varsovie).

Le but de cette Note est de démontrer l'équivalence de trois
propriétés suivantes des classes (£) (c’est-a-dire des classes ol la
limite est définie 1)): |

Propriété I: Tout ensemble non dénombrable d'éléments de la
classe considérée contient au moins un élément de condensation.

Propriété XX: Tout ensemble clairsemé d'éléments de la classe

. considérée est au plus dénombrable. ‘

Propriété IIX: Toute infivité bien ordonnée d&’ensembles fermés
distincts d’éléments de la classe considérée, dont chacun coniient tous

les suivants, est dénombrable. |
Pour démontrer notre proposition il suffira évidemment de dé-

montrer que: 1) la propriété I entraine II, 2) II entraine 1T, et

3) 1II entraine I. Cela nous faisons dans les trois premiers §§ de
notre note. Dans les §§ suivants nous étudions le rapport de la
propriété IIT & une propriété analogue concernant les suites trans-
finies ascendentes d’ensembles fermés, .c'est-d-dire & la

Propriété 1V: Toute infinité bien ordonnée d’ensembles distinets

déléments de la classe considérée, dont chacun est fermé et contient

les précédents, est dénombrable. \
Je démontre que les propriétés IIl et IV sont indépen-

dantes et que la propriété IV est équivalente A la
propriété V suivante: | n

1) Voir M, Fréchet: Thése, § 7 (Rendiconti di Palermo, t. 21).
o 12*
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Propriété V: Tout ensemble L tiré de la closse considérée con-
tient un sous-ensemble dénombrable D, dense en K (c'est a-dire tel
que B C D+ D).

1. Considérons une classe (£) jouissant de I propriété I, et

soit K un ensemble non dénombrable donné d’éléments de cette
classe Désignons par C' lengemble de tous ces éléments de JE qui
sont éléments de condensation de E'1) (au moins un tel élément
existe, d'aprés 'hypothése sur notre classe). Posons £ — (! == D: ce
sera un ensemble au plus dénombrable, puisque autrement, d’aprés
la propriété I de notre classe, I contiendrait un élément de con-
densation de D qui serait, & plus forte raison, élément de conden-
safion de E et parsuite rentrerait dans' ) ce qui est impossible,
C et D n'ayant pas d'éléments communs.
. Or je dis que tout élement de C est un élément de condenss-
tion de C. En effet, soit p un &lément de C qui n'est pas un
élément de condensation de C. On peut done supprimer de C(
une infinité dénombrable d’éléments D,, de fagon que p soit un
élément isolé de l'ensemble C — D,. Or, nous avons évidemment
C—D,=E— (D D,); done, p est un élément isolé de 'ensemble
quon obtient en supprimant de & lensemble dénombrable ) -+ D,
ce qui est impossible, p, comme élément de C, étant un élément
de condensation de E. -

Nous avons done démontré que dans notre classe tout ensemble
non dénombrable est une somme d'un ensemble au plus dénom-
brable et d'un ensemble dense en soi (méme tel que tout son élé-
ment est son élément de condensation). Il en résulte tout de sujte

- que tout ensemble d'éléments de notre classe ne contenant auecun
sous-ensemble dense en soi — c’est-d-dire tout ensemble clairsenid —

est au plus dénombrable. La propriété T entrafne donc la propriété II,

') On appelle, d'aprés M..Fréchet (I c. § 8) dldment ds condensation d'un
ensemble B un élément limite de & qui est aussi un élément limite de tout en-
semble obtenu en supprimant de £ une infinité dénombrable d’éléments. On pout

| donner encore une autre définition d'élément de condensation, équivalente 4 celle

de M. Fréchet et tout & fait analogue & celle do M. Lindelf, en introdujsant
la notion d'entourage d'un €lément p. Nous appelons ainsi tout ensomble Z d'4ld-
ments de la classe considérée auquel p o8t intérieur (c'est-i-dire n'est pas limite
appartenant pas & /), En effet, on pout dé-
montrer sans peine que pour qu'un élément p soit élément de condensation d'un
ensemble K (au sens de M Fréchet), il faut et il suffit que tout entourage de
P contienne (au sens large) une infinitd non dénombrable d'éléments de K.
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2. Considérons maintenant une classe (£) jouissant de la pro-
priété II et soit

(1) Fl,Fg,Fs F F+17 Faa"' (a<'}’) .

une suite transfinie du type y d’ensembles fermés. tirés de notre
classe, tous distinets, telle que F._) Fj pour a < f. L'ensemble F,
contenant l'ensemble £, == F,, nous concluons que F, contient
an moins un élément, soit p, n'appartenant pas & F, .y or, F,
étant fermé, p, n’est pas limite d’aucune suite d’éléments de I‘“+,
Tous les termes de la suite transﬁme du type y

(2) Py Pes Payers Poy Patiys vy Pay- - (e <7)

L : : -
seront done distinets et on voit sans peine que p, n’est pas limite
d’aucune suite pa, p,,, px, ... o0 tous les indices @, sont > a

(puisque tous les termes d'une telle suite sont évidemment éléments
de Fgyq). |

Je dis que I'ensemble de tous les éléments (2) est clairsemé.
En effet, supposons que G est un sous-ensemble dense en soi de
lensemble (2) et soit p, le premier terme de la suite (2) apparte-
pant & G. L'ensemble -G étant dense en s0i, p, est limite d'une
suite, 80it Pa,; Po,, Pa,.... d'éléments de G autres que p,, donc de
termes de la suite (2) dont les indices a,. ay, ag,... sont tous >pu
(p, étant le premier terme de (2) appartenant &-G). Or; dest im-
possible, d’aprés la propriété de la suite (2) démontrée plus haut.

L'ensemble (infinie) (2) est done clairsemé, et parsunite, d’aprés
la propriété IT de la classe considerée, dénombrable. Par conséquent
'ensemble (1) est aussi dénombrable. Nous avons ainsi démontré
que la propriété Il entraine la propriété ILL. |

Quant & la propriété III, on voit aisément qu’'elle peut étre
encore exprimée de la maniere suivante:

Supposons qu’a chaque nombre ordinal a < £ corresponde un
ensemble fermé F, tiré de la classe considérée. Si chacun de ces
ensembles fait partie des ensembles d'indices inférieurs, il existe un
nombre @< Q tel que I'ensemble Iy des éléments communs & tous
les ensembles K, soit identique & Fj*).

1) Cette propriété entraine, comme on sait, le théoréme de Cantor-Beu-
dixson (pour les ensombles fermés de la classe considérée) et une formule de
structure connue, |
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3. Considérons enfin nne classe (£) jouissant de la propriété III
et soit £ un ensemble non dénombrable donné, tiré de notre classe,
Admettons que I'ensemble £ ne contient aucun élément de conden-
sation. Il s'en suit alors de la définition de ce dernier que pour
tout élément p de & existe un ensemble dénombrable D(p), tel que

. p n'est pas limite d’aucune suite d'éléments appartenant 4 £ — D(p).

Nous pouvons encore supposer que D(p) contient p.
Soit

- (3) P1y Doy Pasesvy Poy Potiss -y Pay- -

un ensemble bien ordonné, formé de tous les éléments de 'ensem-~
ble E. Nous définirons une suite transfinie du type 2 (2 désignant
le plus petit nombre de la 3™ classe)

4 A Qiy Q25 @3-y Qs otz s Gous - (a<Q)

d’élément de I'ensemble E comme il suit. »
Posons ‘¢, == p,. Soit maintenant o un nombre ordinal donné
< & et supposons que nous avons déja défini les éléments g¢ pour

§ < a. Désignons S, 221)(%: ce sera évidemment un ensemble
<o

dénombrable (o étant \EQ et les ensembles D(p) étant tous dé-
nombrables). Done la suite (non dénombrable) (3) contient des élé-
mments n'appartenant pas & S,: l'4lément ¢, sera défini comme le
premier d'entre eux. La suite transfinie (4) est ainsi définie par
Vinduction transfinie et tous ses termes sont évidemment éléments
distinets de E. '

Désignons maintenant 'par @ I'ensemble de tous les éléments
g: pour §>>c. Je dis que g, est un élément isolé de Q.. En effet,
81l était autrement, ¢, serait limité d’une suite, SOt go,y Qoyy Gorgs -+«
d’éléments de Q. autres que g«, donc de termes de la suite (4)

dont les indices @1y Oy Qg,... sont tous >>a. Or cest impossible,
puisque, pour A>>q, ¢, est un élément de F — S;=E mZD(Qg)C
| ey

- E—D(g) et g, n'est pas limte d'aucune suite d'éléments appar-

tenant & E — D(q,).
Posons maintenant

By = Q.4 @, pour o< Q
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Les ensembles F, (@ < Q) seront évidemment fermés, chacun con-
tenf:mt tous les suivants (puisque évidemment @, ) ¢, pour a < f)
et il seront tous distinets. En effet, comme nous avons démontré,
q, est un élément isolé de @., évidemment n'appartenant & Qay,
et non plus & Q. C @y (comme élément isolé de ¢,): I'ensemble Fo
contient donc l'élément g, v'appartenant pas & Fop = @yt Qayae
Par conséquent I7y == F,, et, & plus forte raison F, = F; pour a<§).

1l existerait done une suite transfinie non dénombrable F, (e < Q)
d’ensembles fermés. distincts tirés de notre classe, dont chacun con-
tient tous les suivants, contrairement & la propriété III de la classe
considerée. L'hypothése que l'ensemble E ne contient aucun élé-
ment de condensation imlique done une contradiction. Nous avons
done démontré que la propriété III entraine la propriété L

Nous avons ainsi dérnontré dans les §8 1—3 que la propriété I
entraine IL II entraine ITI et III entraine I Il en résulte tout de
suite que les propriétés I, IT et III sont gquivalentes.

4. La question se pose maintenant: la propriéte IIT est-elle
équivalente & une propriété analogue conmcernant les sunites ascen-
dantes d’ensembles fermés, Cest-a-dire & la propriété IV? Nous
démontrerons que ce n'est as le cas, notamment que les proprié-
tés III et IV sont indépendantes Iune de l'autre. |

Nous prouverons d'abord que la propriété IV est équivalente
a la propriété V (voir l'introduction.. -

Considérons done une classe (£) jouissant de la propriété IV
et supposons qu'elle ne jouit pas de la propriété V

Soit | |
®) Pry Pos Pas--+3 Poy Potras e+ Py

un ensemble bien ordonnd, formé de tous les éléments de notre
classe. Ce sera un ensemble du type >, puisque notre classe,
comme ne jouissant pas de la propriété V, est évidlemment non
dénombrable. Nous définirons une suite transfinie du type Q,

(6) Gry Q23 Q3+ Tus Jotrae -3 Qo= - (a<Q)

d’éléments de notre classe comme il suit. Posons ¢, =pi. Soit
maintenant @ un nombre ordina donné < &2 et supposons que nous
avons défini tous les éléments g, pour §<a. Leur ensemble ¢,
étant au plus dénombrable (puisque a < Q) et notre classe ne jouis-
sant pas de la propriété V, @ ne peut 4tre dense dans l'ensemble
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de tous les éléments de notre classe: il existe donc des éléments
de la suite (5) qui né sont limites d’aucune suite d'éléments de Q@
nous définirons g, comme le premier d’entre eux. La suite (6) est
ainsi définie par l'induction transfinie.

Posons maintenant

Fo = th"l" Qfll

Les ensembles Fu(a < 2) seront évidemment fermés, chacun faisant
partie des suivants (puisque évidemment Q, Qs pour a< f§) et il
seront tous distincts. En effet, d’aprés la définition de la suite 6)
et celle des ensembles @ , g, est un élément isolé de Doy C Fags
et n'est pas contenu dans @,: done g« n'est pas contenu dans
@4 C @« et non plus dans Q.+ Q= F,. Nous avens done
Fo==F,, et, & plus forte raison, Fo4=F, pour a==8. 1l existerait
done une suite transfinie non dénombrable F\( a < &) densembles
fermés distinets d'éléments de notre classe, dont chacun contient les
précedents, contrairement & la propriété IV de la classe considérde.
Nous avons done démontré que la propriété IV entraine la pro-

priété V. ‘ .
- Considérons maintenant une classe (£) jouissant de la propriété V

et supposons qu'elle ne jouit pas de la propriété 1V. Il existe done
une suite transfinie non dénombrable

0 F,F, Fy...,F F .. .. F

Yt

d’ensembles distintes tirds de notre classe, dont chacun est formé
et contient les précédents. I’ensemble F.,, contenant lensemble
Fo=f=F.p, nous concluons que Fyyi contient un élément, soit g,
n'appartenant pas & Fu; or, F, contenant tous leg ensembles Fe.,
pour § <@, F, contient tous les éléments 9¢ pour § < a: done,

F, étant fermé et ne contenant Qa; g« N'est pas limite d’auvcune
suite d’éléments de F,, done d’aucune sujte 9, O ¢, <a(n=1,28...).

Il en résulte tout de suite que I'ensemble (non dénombrable) £ de
tous les éléments de la- suite transfinie

(8) s 995 Dy 5 Qo Fots e oey Qop- - - (@< Q)

ne contient aucun sous-ensemble dénombrable dense en E. En effet,

admettons que D est un sous-ensemble dénombrable de E, dense
en E, et soient  *

9

Q,uxﬂ q‘u:’ qﬁlﬂ T
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les éléments de la suite (8) constituant D. Les nombres ordinaux
p.(n=1,238,...) étant tous <, il existe, comme on sait, un
nombre ordinal s < Q supérieur & tous les u, (n=1,2,3,...).

- Draprés la propriété de D, V'élément g, (n'appartenant & D, comme

ayant un indice supérieur & ces des éléments de D) est limite d’une
suite tirée de (9), done d'une suite g, , ob @, < u(n=1,2,3,...),
contrairement & la propriété de la suite (8) démontrée plus haut.

Nous avons done démontré que la propriété V eutraine la pro-
priété 1V.

L’équivalence des propriétés IV et V est ainsi établie.

5. Nous allons maintenant & démontrer I'existence d'une classe
(£) jouissant de la propriété IV, mais non de la propriété IIL

Soit

(10) Tyy Tgy Tyyeeny Te Totyeey Tayee- (e < Q)

une suite transfinie de nombres réels différents, du type 2. Nous
définirons une classe (£)') contenante les éléments

(11) A R R S AT, v (& << Q)

par des conventions suivantes. Nous dirons qu’une suite =, z7, 23,,.
a une limite z¥ dans ces et seulement dans ces cas si a,=—a pour
n=1,2,38,..., ou bien si l'on a simultanément

lim #, =x,, et @, <a pour n=1,23,...

n=00Q

Je dis que notre classe jouit de la propriété V. Soit en effet, £
un ensemble non dénombrable donné (évidemment de puissance ®;)
tiré de la classe considérée, et soient

(12) B~ NN JOUNRE i 5. SE TR S P (el Q)

les termes successifs de (11) appartenant & E. L’ensemble G des
nombres réels

(13) Zyy Zgy Zyyerey By Boplyerry Jaye s (@ < Q)
contient un sous-ensemble dénombrable, dense dans G, soit

(14) Zuys 2y Zugre

1) On pourrsit méme démontrer sans peine que ce sera une classe (&).
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Il existe, comme nous savons, un nombre ordinal u < @, tel que

‘(15) u>u, pour n=12,3,...

Je dis que 'ensemble D (évidemment dénombrable) de tous les
éléments :

e

2 pour asQu

est dense dans l'ensemble X,

En effet, soit 2% un élément donné de E: il suffira évidemment
de considérer le cas olt » > u. L'ensemble (14) étant dense dans @&,
il existe une suite infinie tirde de (14), soit

Zpam? Zuiny P,
convergente vers 2, Or, d'aprés (15), » étant > pu, nous avons

U, <. pour k=1,23,...;

par conséquent (d aprés les conventions sur Ja convergence dans

notre classe) la suite 2f (k=1,2,8,...) converge vers z¥ et

o
(daprés (15)) ces termes sgnt éléments de D.

Tout élément 2% ol » > u, c'est-a-dire tout élément de E&— D,

~est done élément limite de D. Nous avons donc démontré que .D

est dense dans E. Notre classe jouit ainsi de la propriété V, done
aussi de la propriété IV, comme équivalente & V (§ 4). |

Or je dis que notre classe ne contient aucun élément de con-
densation. En eflet, soit 2# un élément donné de notre classe. Si
Pon supprime de (11) l'ensemble au plus dénombrable de tous les

- éléments 27 ol @ < », il restera un ensemble duquel x¥ ne sera

pas élément limite, d'aprés les conventions sur la convergence des
suites dans notre classe. Done z} n’est pas élément de condensation
d'ensemble de tous les éléments de notre classe. Il en résulte
quaucun ensemble tiré de notre classe ne donne liew & un élément
de condensation. Notre classe ne jouit pas done de la propriété I,
ni de la propriété III, comme équivalente & I.

Nous avons done démontré que la propriété IV, n’entraine pas
la propriété III.

Remarquons qu'il résulte sans peine de la propriété IV que tout
ensemble isolé de la classe considérée est au plos  dénombrable:
oous avons donc en méme temps un exemple d'une classe (§) dans
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laquelle tout ensemble isolé est au plus dénombrable, mais qui ne
donne lieu & aucun élément de condensation.

6. Définissons maintenant une autre classe (£), en modifiant les
conventions sur la convergence dans l'ensemble (11) comme il suit.
l\?ous conviendrons qu'une suite zi (2=1,2,3,..) a une limite x&,
sl @,==a pour n=1, 2, 3,... ou bien si on a simultanément

{iil;%,,m% ot a,>a pour n=1,23,...7)

Jo dis qu'une telle classe jouit de la propriété I. En effet, soit £
un ensemble non dédombrable donné d’éléments de notre classe,
& — Vensemble de nombre réels correspondant. L'ensemble de nom-
bres réels G, comme non dénombrable, contient un point de con-
densation, soit #,. Je dis que zy sera un élément de condensation
de L. En effet, soit I un sous-ensemble dénombrable de K, H—
un sous-ensemble correspondant de G. Si Yon supprime de G Ven-
semble au plus dénombrable de tous les termes de la suite (10)
précédents x, et Pensemble dénombrable H, x,, comme point de
condensation de @, sera encore point limite de Pensemble qui
restera, donc limite d'une suite z,, d'éléments de G — H telle que
@, > pour n=1,2,35,... Par conscquent (aprés les conventions
sur la convergence dans notre classe) z# sera limite de la suite
correspondante % ~d'éléments de E— D. Done z¥ est elément
limite de tout ensemble obtenu en supprimant de K une infinité
~ dénombrable d’'éléments: dest done un élément de condensation
de E. Notre classe jouit done de la propriété I, done aussi de la
propriété III (comme équivalente & I).

Or, je dis que notre classe ne jouit pas de la propriété V,
méme qu'elle n’est pas séparable au sens de M. Fréchet?). En
effet, supposons que notre olasse contient un ensemble dénombra-
ble D tel que tout élément de cefte classe est un élément ou un

élément limite de .D. Soient
(16) Ty By Tpar |
les éléments constituant D, et soit # < © un nombre ordinal

>, (=123 D'aprés la propriété de D, élément z7 est

1) On voit sans peine que notre classe sera une classe (8).
2) M. Fréchet, Thése, § 37.
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limite d'une suite tirée de (16), ce qui est impossible, d’aprés les

conventions sur la convergence dans notre classe. QCette dernidre
ne jouit pas donc de la propriété V, ni de la propriété IV (comme
équivalente & V). .

Nous avons donc démontré que la propriété III n'entraine pas
la propriété IV, _

Les propriétés IIT et IV sont done indépendantes l'wne de
Fantre (méme pour les classes (§)).

Correction. Dans les §§ 3 et 4 de la Note précédente je
m’appuyai sur la proposition, considérée comme évidente, qu'en
ajoutant & un ensemble tous ses éléments limites on obtient toujours
un ensemble fermé. Or cette proposition n'est vraie que pour les
classes (§) (c'est-a-dire len classes ol tout ensemple dérivé est
fermé): notre démonstration west donc valable que pour les classes (&)

Or les propriétés I et Il sont quivalentes pour les
classes (£) quelconques. La démonstration du § 1 (que I
entraine II) s'appliquant aux classes (£) quelconques, il suffira de
prouver que I[ entraine I, ce qu'on peut achever en modifiant le
raisonnement du § 8 (p. 182). Il suffit évidemment de démontrer
que I'ensemble (4) est clairsemé. Soit done @ un sous-ensemble de
'ensemble (4) et qu le premier élément de la suite (4) appartenant
& G; G sera évidemment contenu dans ¢, Or 9, est un élément
isolé de Q,, donc aussi de G. Done aucun sous-ensemble de (4)
n'est dense en soi, ¢. q. f. d.

Quant & notre démonstration que I entraine III, (§ 2), elle
s'applique aux classes (£) queleonques; de méme la démonstration
que V entraine IV (§ 4). Or M. Kuratowsk| a trouvé récem-
ment un exemple d'une classe (£) jouissant des propriétés III et IV

mais ne jouissant pas des propriétés I et V. (et exemple sera
publi¢ dans le tome IIT de ce journal.






