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Sur les ensembles quasi-connexes.

Par

Stefan Mazurkiewicz (Varsovie).

1. Cette note contient la solution d'un probléme qui m'a été
communiqué par M. Sierpinski et qui se rattache étroitement
h son mémoire: , Sur les ensembles connexes et non connexes“?).

2. Définition. Un ensemble A4 est quasi-connere, si & tout point
p C A on peut faire correspondre un nombre 4> 0 de manitre
quil n'existe aucune décomposition A4 = 4, - 4,, remplissant les
conditions:

1) A, X 4, =4, X 4, =0,
(2) p CA4;; 6(d) <42

3. Théoréme: Il existe un ensemble plan A quasi-
connexe et tel que tous deux points de 4 sont sépa-
rés dans 4. | |

L'ensemble E de M. Sierpifski n'est pas quasi-connexe tout
en possédant la proprieté caractéristique des ensembles quasi-con-_
nexes en une infinité de points (ceux de 'ensemble @). Nous allons
construire Iensemble cherché A en partant de l'ensemble E, par
une simple méthode de condensation, en conservant les notations
de M. Sierpinski.

4. Nous dénoterons par I'(B) la prdjection orthogonale de
I'ensemble plan B sur l'axe dabscisses.

b. I'(E) est parfait, non dense.
6. Une paralléle & laxe des ordonnés rencontre
Yensemble E en un point au plus. Jomets la démonstration

facile de ces deux énonceés,

1) Ce volume, p. 81 ss.
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7. Soit 0< a1, O < B8<1, €¢>0. Considérons la trans-

formation:
(3) x' = 2¢ex 4 (@ — 8),

@ y = 2Py y=+4,
A 21=fG—H+1  y=4,
c’est évidement une transformation biunivoque et bicontinue du plan.
8. Cette transformation transforme une paralléle & laxe des
ordonnées — en une paralléle & l'axe des ordonunées; le rectangle
H,=R(0,1,0,1) en R(e—¢ a+4¢0,1); lensemble E en un
ensemble, que nous désignerons par E(a, B, &); 'ensemble I'(E) en
I'(E(a, B, &), enfin les points: p,, M(H,), N(H,) en les points:

= y=0; s=0ay=0; 2=0q y=1

respectivement. Nous désignerons ces poins par: p(a, 8), M(a), N(a).

9. D'aprés b, 6 — I'(E(c,B,¢) est parfait, non dense et toute
paralléle & I'axe des ordonnées rencontre E(a,(, ) en un point au plus.

10. Rangeons les points & deux coordonnées rationelles, inté-
rieurs & H, en une suite {r,} k= 1,2... et désignons par §,, 7, —
les coordonnées de r,.

11. Formons deux suites: {a,}, {&} de maniére suivante:

L a,=4§,; & — positif, inférieur aux nombres positifs £ et
1 —§,, — dhailleurs quelconque,

II. Supposons a,, &, déterminés pour n=1,2... k. L’ensemble:

(5) | ZP(E'(a,,, Ty )

el

est en vertu de 9 parfait non dense par rapport & l'axe des abs-
cisses. On peut donc déterminer un nombre e,,,, n'appartenant
pas & lensemble (5) et assujétti aux inégalités:

(6) 0<L Oy << 1
(M | | Eipr — | S 75— A + i

et un nombre &}, assujétti aux inégalités:
(8  O<e { < Ot
) < B <1-— W)

et tel, que intervalle: &, — B =2 = O+ Eaga ne ‘contient
aucun point de I'ensemble (D). ‘
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12. Posons:

(9) | A‘ :ZE(ak).ﬂh 81:)

k=1

je dis que A est l'ensemble cherché.
18. On a:

(10)  E(@was Mty Eiq1) C Bty — 8ga,y s+ 841, 0,1) C H,y,

" : ) .
il s'ensuit, que I'(E(@p1, My, &) est contenu dans Dintervalle
Ay — Epq =& = G &4, done

(1) TE (@ s 62)) X Y T( By M,y £)) = 0.

ne=l

On aura par suite, pour k == m:
(12) T'(E(ay, Ny &) X L'(E(Cw; Ty €4) = 0.

14. Soient p,, p, deux points de 4, x,,2, — leurs abscisses.
Ep vertu de 9 et de (12) z, 5=, et nous pouvons supposer z; <.

D’aprés 9 l’ensembleZF(E(ak, M., &)) est de premidre catégorie
kel
par rapport i laxe des abscisses, donc son complémentaire y— est

dense et contient un nombre =, tel, que =z, < x; < %,. En désig-
nant par D la droite: x =5, on a:

(13) DX A=0.
Posons:
(14) A4, = A X R(0, x5, 0, )5 A4, = A X R(z, 1,0,1)

on aura:

(15) pr C 4y, p1 C A
et, d'aprés (10)
(16) A+ 4y =4

enfin, en vertu de (13):
(17) 4, X 4, CIR(0, 5,0, 1) X R(zs, 1,0,1)] X 4 CD X 4=0,
(18) 4, 4, C [R(0,,0,1) X R, 1,0, X 4CDX4=0.

Donc, deux points quelconques p, et py de 4 sont sépa-
rés dans 4. |
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156. Pour démontrer, que A est quasi-connexe, nous montre-
rons, que pour toute décomposition 4 = 4,4 4;, remplissant les
conditions:

(19) 4,20,

(20) .ZXAz-:AlXZ;:O:
on al

(21) b(4) = 1.

L/ensemble {r,} est dense par rapport & H, et il est de méme
pour l'ensemble {p(e,, n,)} car, en vertu de (7):

(22) ofryple, )= ,%

Comme d’aprés (10) 4 C Hy, {p(e, 7,)} est demse par rapport
& 4; cest dailleurs un sous-ensemble de 4, car p, (C E, done
plas, n) C By, 15, &) C 4. En vertn de (19) et (20) 4, ne peut
pas contenir tous les points p(e,, ), il existe donc un entier s
tel que:

(23) r(a, 1) C 4,.

Posons:

(24) Gi=4, X E(a, n,8); G =4, X Ea, 1, ),

- O aura:

(25) p(a., 1,) C Gq,
(26) G+ Gy = E(a,, 1., &),
(27) G X G=6,%XG =0,

L'inverse & la transformation 7 transforme G, et @, en deux
ensembles E, et £, tels que:

(28) ' pro C &y,
(29) El + Eg — E,
(30) E X E,=EFE X E =0.

D’apr'és-la propriété fondamentale de Iensemble E, démontrée par
M. Sierpifski, ces formules entratnent:

®)  ME)CE, NE,)CE,
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done
(32) M(e) C Gy C4,y; Ne)CG C4,,
(33) 6(4,) = 0(4d;)) = o[M(a), Ne)]=1 e qt d

Done 4 est quasi-connexe.
16. Remarquons encore que E, et par suite E(a,,n,, &) étant
des ensembles G4, A est un ensemble G,






