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Sur les correspondances entre les points de deux
espaces.
Par

Henri lLebesgue (Paris).

Introduction.

1. Lorsqu'on veut arithmdétiser la géométrie on définit l'espace
euclidien & n dimensions comme l'ensemble des systémes de valeurs
de n variables .y, ,,.... z,, Dans son mémoire ,Uecber die Hypo-
thesen, welche der Geomelrie zu Grumde liegen“, Riemann adopte
un point de vue analogue quand il dit qu'une variété a x dimen-
sions si le voisinage d'un quelconque des points de cette variété
correspond, de fagon biunivoque et continue, au voisinage de I'un
des points de I'espace euclidien déerit par n coordonnées curvi-
lignes u,, u,,.... u,

Pour qu'avec ces définitions, on puisse dire qu'un espace, une
variété, a un nombre de dimensions bien déterminé il faut, étudiant
effet d'un changement de coordonnées curvilignes, prouver que
des équations

Y ":fl(uli Ugy ooy ly),

v =Tt Ug,. .., W),
dans lesquelles les fonctions #; sont continues el les u, sont assu-

jettis & déerire tout un domaine de l'espace des u, ne peuvent 4tre
équivalentes & des équations analogues

ul pracemg q)l(vl, vg’.--’ 1),,)

I I . » . - L) . . L) . »

Uy == @, (Vy, V,,.. o 0,),

que dans le seul cas n = p.
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nTou.t d’abord on ne pensa méme pas & se poser cette question;
mais, en 18781), M. .Oantor démontra l'existence des systémes I
e;b 11, p.ourv,u t;outefms quon remonce & la continuité des fi et @,
c.est-a-dlre Vexistence de correspondances biunivoques mais non con-
tinues ein'tre les espaces & n et p dimensions et,en 18902), M. Peano
q?natrulslt une courbe qui remplissait tout un carré. II réalisait
ainsi entre les points dun plan et ceux d’une droite une corres-
pondance univoque et continue, dans Iun des sens. M. Liiroth
démontra, tout de suite aprds les travaux de M Cantors), I'im-
possibilité des systémes I, II pour le cas p=1, nF1l. 1l & plos
récemment, étudié le cas p=3, n=2 ou 4.

Le cas général restait & traiter. M. Baire+) donna, en 1907,
un.plan de démonstration, mais la démonstration complite fut ob-
tenue pour la premiére fois, grice 4 une méthode différente, par
M. Brouwer en 1911%). 'A Toccasion de cette publication, j'ai
esquissé ) une démonstration que je vais développer ici. |

2. Cette démonstration repose sur le théoréme sumivant:

Si chaque point dun domaine D & n dimensions
appartient & l'un au moins des ensembles fermés
E,,E,,...,E, en nombre fini et #»i ces ensembles sont
suffisamment petits, il y a des points communs au
moins & n41 de ces ensembles. |

D’ailleurs, quel que soit D, et quel que soit le degré de peti-.
tesse auquel on assujettit les E, il est toujours possible de décom-
poser D en ensembles fermés E, tels qu'aucun point ne soit com-
mun & plus de n-4 1 d’entre eux. ' |

Les correspondances biunivoques et continues entre espaces trans-
formant un petit ensemble fermé en un petit ensemble fermé, le
théoréme de ,linvariance du nombre de dimensions® des espaces
ou des variétés définies paramétriquement résultera immédiatement

de la.

1) Journ f r. u. a. Math t 84

%) Math. Annalen, t. 36. . ;
%) Sitzgsb. phys.~medic. Soc. Erlangen t. 10. Puis ib. t. 31 (1899) et Math.
Ann, t. 63 (1907), : o ‘

4 Bull. sc. math. t. 81 et C. R. Acad. sc. Paris, t. 144.

5 Math, Ann, t. 70. . o |
Y Math Ann. t. 70. Je développerai dans une antre occasion une note que

j'ai publiée .sux C. R. Acad. Se: Poris, t. 152.

Fandamenta Mathematicae II.
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Mais il y a d'autres ensembles, que ceux jusqu'ici considérés,
qui, & certains égards, méritent le nom de variétés & n dimensions.
Considérons un domaine dans le plan, sa frontiére, supposée con-
tinue, a souvent été appelée une courbe bien qu’elle ne rentre pas
nécessairement dans la catégorie des ,trajectoires, c'est-a-dire des
courbes & définition paramétrique. Jappellerai- cette nouvelle espéce
de courbe frontiére & une dimension. Si maintenant on a, dans un
espace quelconque, un point 4 dont la position est fonetion con-
tinue de celle d'un point a décrivant une frontiére & une dimen-
sions, 4 décrira encore upne sorte de courbe que j'appellerai une
variédté frontiére & une dimension., On peut considérer de méme des
frontiéres et des variétés frontidres & p dimensions analogues res-
pectivement aux espaces et aux variétés & p dimensions. Mais ceci
exige un théoréme sur l'invariance du ndmbre des dimensions de.
ces nouvelles varietés. Il résulte de suite de la proposition fonda-

mentale.

Jutilise ensuite cette proposition pour l'étide des correspon-
dances biunivoques et continues entre deux domaines & i dimen-
sions et je démontre l'important théoréme de Schoenflies, affir-
mant que les points intérieurs se correspondent ainsi que les points
frontiéres.

Je passe ensuite aux correspondances univoques et continues
dans un seul sens; -¢'est-h-dire aux variétés & p dimensions rem-
plissant un espace & m dimensions. Le seul cas vraiment étudié
est celui ol p==1. Je prouve qu'une courbe remplissant un-domaine
de l'espace & m dimensions a nécessairement des points multiples
d’ordre. au moins égal & m - 1; et cette limite de 'ordre minimum |
de multiplicité est la limite exacte.

Pour le cas des variétés & p dimensions remplissant un domaine

& plus de p dimensions je ne donne que deux. limjtes immédiates,
I'une inférieure, I'autre supéricure de cet ordre minimum.
Un autre point qui. appellerait de nouvelles recherches est le

‘suivant. Notre théoréme fondamental est la généralisation de cette

remarque: dans une division de l'espace ordinaire en polyddres il
y & des points communs an moins & quatre polyddres, et il y a des
points communs & trois polytdres et & deux polyddres. Sur les di-
visions de l'espace en ensembles fermds, il y a eertainement des faits
importants & observer qui ne se réduisent pas aux conséquences
immédiates du théoréme fondamental que j'ai données an § 14.
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Theoréme fondamental,

3. Les premiers paragraphes vont étre consacrés i la démons-
tration du théoréme fondamental énoncé au début du § 2.

Le mot ,domaine“ sera préeisé par la suite; pour le moment,
on peut adopter la définition de M. C Jordan: un domaine est
un ensemble ayant des points intérieurs. Un tel ensemble contient
en particulier tous les, points vérifiant # inégalités de la forme

(RSB A F

ces points forment ce que jappellerai un intervalle de grandeur 1 ).

Si le domaine D, de I'énoncé, contient un intervalle I de gran-
deur /, je pourrai me borner & la considération de I et je mon-
trerai que les [, sont assez petits pour que l'énoncé s'applique si
chacun d'eux pent étre enfermé dans un intervalle de grandeur
inférieure & L.

Considérons un réseau formé de mailles de grandeur &, c’est-h-dire
la division de l'espace en intervalles faite & l'aide des variétés

wlmmlé‘, .’L’,:m,e,..‘., Z, — m,‘S,

les nombres m,, m,, .., m, prenant toutes les valeurs entitres po-
gitives, nulles et négatives. | |

Appelons & lensemble des points de celles des mailles de ce
réseau qui contiennent des points de K. Si & est assez petit, les §,
seront, comme les K, contenus chacun dans un intervalle de gran
deur inférieure & ! et notre théoréme doit &tre vrai pour les &. Il
suffit d’ailleurs de le démontrer pour ces ensembles & spéciaux;
sﬁpposons-le en effet démontré dans ce cas et donnons & & une
suite de valeurs, toutes assez petites pour que I'énoncé s'applique,
et décroissant jusqu'sh zéro; soient g, &,... ces valeurs. Pour cha-
cane de ces valeurs de ¢ il existe des points appartenant & au
moing n -1 ensembles 8. Soit P, un de ces points, quand &=¢,?)
et supposons que P, appartienne d 8.1, 8,3,..., 6,r4 (piz2n—1).

1) Lea 2, sont des coordonnées rectilignes ou curvilignes suivant que 1'espace
est ou non euclidien. La méme observation pourra étre faite souvent.

" Je prond prétexte du choix que je fais ici d'un point P; déterminé pour
ohuyuo &, pour dire que je'me suis pas d'accord avec plusieurs des Auteurs. ayfmt
~dorit daus les Fundaments Mathematicae, avec M, Bierpifaki en particulier,

pur les cas ou lon doit dire qi'on a ou non utilisé des choix faits sane loi,

17t
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Soit P un point limite des points P, Comme il n’y a quun
nombre fini de combinaisons des indices 1,2,..., p pris n-t1
a4 n-1, P est la limite de points F, pour lesquels la méme com-

binaison de n-}-1 indices se retrouve dans la suite «j, af,..., a2

Soit 1,2,...,n-41 cette combinaison; je dis que P appartient
4 E,, E,,..., E,; Eoeffet P estlimite de points P, qui tous appar-

‘tiennent & l'ensemble, variable avee j, que nous avons nommé 8&,.

comme dans le raisonnement connu de M. Zermelo. J'ai déja dit ailleurs (Adnn,
Ecole Norm., t. 35, 3¢ Rérie, page 238) que M, Sierpinski fait, & mon avis
des choix sans loi dans des raisonnements ol il affirme se passer do I'axiome de
Zermelo. Ici, jo veux expliquer que je ne crois pas avoir fait de choix sans loi;

11 est vrai qu'en apparence on fait parfois des choix sans loi. Mais c'est, ou
bien parce qu'il importe peu qu'on ait fait tel choix ou tel autre, pourvu qu’en en
ait fait un, et qu'il est évident qu'on pourrait définir logiquement un choix ', par
un nombre fini de mots®; c'est, par exemple, le cas du texte; ou bien c'est par-
ceque le choix est imposé. Supposons, par exemple, qu'il s'agisse de prouver que

" la somme d'une infinité dénombrable d’ensembles dénombrables est un ensemble

dénombrable Soit al,a?,.. le premier ensemble K, soit al,al,.. le sccond E,, ..
On peut ranger tous les éléments dans la suite dénombrable

1 g2 1 3. g3 1
G, G5, Gy Gy, 63, Oy, ..

Mais, objecte-t-on, vous avez ,énuméré* E, d'une fagon particuliére et il
y a 14 un choix que vous avez fait suns loi. Et comme vous avez opdré de méme
sur chaque [y, voici une infinité de choix faits sans loi,

En aucune fagon, On m'a donné les ensembles’ L, K,,.,. non pas un A un,
mais par une loi, De cette loi j'ai du tirer la preuve que chacun d’cux &tait dé-
nombrable, ce que je n’ai pu faire séparément pour chaque ensemble, mais grice
4 un raisonnement qui m’a permis d'effectuer le classement des éléments de cha-
que ensemble E; dans une suite a},6 a?,... bien déterminée. Domnc ces suites doi-
vent 8tre considérées comme données, ¢lle ne résultent pas de choix,

Je répondrais de la méme maniére aux remarques faites & l'occasion de la
démonstration de cette propriété: la somme d’une’infinit§ dénombrable d'onsembles
mesurables est mesurable. .

1l me semble que ceux qui voient dans ces démonstrations 'emploi de l'axiome
de Zermelo, donnent aux énoncés un sens ,idéaliste*, alors que je ne congois que
le sens ,empiriste*. Je montrerai mieux la différence entre ces imterprétations en
disant que je ne comprends pas ce que I'on veut dire quand on parle d'on en-
semble dénombrable non effectivement dnumérable. 1 y a li deux mentalités en

_présence; on perdrait son temps en essayant de prouver quo l'une d'elles est la

bonne et que I'autre n'est pas cohérente, - Les recherches faites en partant de
l'axiome de Zermelo sont auntrement importantes: si ces travaux conduisaient
& quelque découverte notable, la cause de I'axiome serait bien prés d'8tro gagnédo.
On pourra rapprocher ces: observations 'de celles faites dans mon article: Sur
certatnes démonstrations d'existence (Bull. de la Soc., Math. de France, t. 4B).
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Mais un point de &, est dans une maille contenant des points de E;
done, si II; est le point de B, le plus rapproché de P, la distance
P,II; est inférieure & la longueur de la diagonale d’une maille, et
a fortiori & neg. Done P est la limite des points I, de E,, et,
comme E, est fermé, P -appartient & E,. De méme P appartient
4 chaque ensemble E,, K,...., E,,; et la proposition est démontrée.

4. Jexamine maintenant le cas particulier auquel nous sommes

ramenés: D se réduit & I, (0<Ca,<<!), les E, sont formés de
mailles.

Soit ¢, I'ensemble de ceux de E, qui contiennent des points de
la variété z, =0 frontitre de I. ¢,, considéré comme ensemble de
points, ne contient aucun point de @, =1; donc ¢, a une frontiére I,
intérieure & I. Cette frontitre est constituée par des intervalles situés
dans des variétés linéaires & n — 1 dimensions paralléles & I'une des

‘variétés coordonnées & #—1 dimensions x; =0, x,=0,..., ,=0.

Tout point de I, appartient & I'un au moins des ensembles £;
ayant constitué e, et  d’autres ensembles E,. Soit e, I'ensemble de
ceux de ces autres K, qui contiennent des points de x,=0. e, ne

" contient aucun point commun avec z,=1; l'ensemble.des points

communs & e, et & I, contiendra donc tous les points de I, situés
dans x,=—0 et aucun de ceux des points de I, situés dans x, =1
Par suite cet ensemble aura une frontiére I, constituée par des inter

-valles situés dans des variétés linéaires & n— 2 dimensions paralléles

aux variétés & n—2 dimensions coordonnées (z, =0, x; =0),...,
(£p—y =0, x,=0). .

Tout point de I, appartient &, au moins un E; constituant ¢,
au moins un K, constituant ¢, et &4 au moins un autre E;, ne fa.isant
partie ni de ¢ ni de ¢, Soit ¢ l'ensemble de ceux de ces autres
E, qui contiennent des points de xy==0." A partir .de ¢ nous défi-
nirons' I; et ainsi de suite. '

' 8i nous ne sommes pas arrétés, si la suite I I, I,,..., I, existe
bien, I, sera formé de points appartenant chacun & un moins 7 -1
ensembles E, et le théoréme sera démontré o

5. Llexistence de I,, seule, est évidente. ¢ est formé de mailles;
passons de maille en maille en traversant des intervalles & n — 1
dimensions frontidres de mailles mais en évitant de rencontrer -les
frontidres & un nombre moindre de dimensions. Si nous dllons ainsi
‘d'un point de 2, =0 & un point de z, =1, nous passerons nécessai-
rement un nombre impair de fois de e, & son complément, done
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nous traverserons un nombre impair de frontieres & #—1 dimen-
sions faisant partie de I,.

Donc: 'ensemble J; existe, il est formé dintervalles
An—1 dimensions, frontiéres demailles;chaque droite -

Ly ==y, L3==0Qgy..., L), = Uy,

non située dans une frontiére de mailles et passant
dans I, rencontre I, en un nombre impair de points.

Considérons un des intervalles 3 # — 1 dimensions constituant I, ;
cet intervalle ¢ sépare deux mailles a et b, & appartient & ¢, b ne.
lui appartient pas. Soit X une frontiére & n — 2 dimensions de 4

intérfeure & I; par X passent quatre frontiéres & #» — 1 dimensions

séparant 4 mailles «, b, ¢, d; % sépare a de b, j sépare b de ¢,
k sépare ¢ de d, | sépare d de a. Suivant que ¢, contiendra c¢ et d,
ou ¢ seul, ou d seul, ou ni ¢, ni d, I, contiendra ¢ et j, ou i, j,
k, I, ou i, k, ou 4, L Dans tous les cas, on voit que: par chaque
frontiére 4 n»—2 dimensions, intérieure & I, des inter-
valles constituant I, il passe un nombre pair de ces
intervalles constituants o

6. L'existence de I,, I;,... résulte de ces propriétés de I,
grice & la proposition auxiliaive suivante:

,Un ensemble sera dit un J, (0 < p\n) 1° §'il est constitué
par des frontiéres f,_, & n—p .dlmensmns des mailles du réseau

i .
considéré’) et intérieures & I; 2° si par toute frontitre f,_,, de

- ces mailles, qui est intérieure & I, passe zéro ou un nombre pair

de frontiéres f,_, constituant J,, 3% &'il ne contient aucun point
des variétés

2, =0, ,=0,..., 2,=0
ry=I, wy=1,..., 2,=1;

49 si toute variété

xﬁ-{-l‘:_p-i-]f xp+2= P42y ey Ty = Qy,

les @ n'étant -pas des multiples entiers.de & et étant compris entre
0 et I, rencontre 'ensemble en un nombre impair ‘de points.

Ceci étant, 8i, par un procédé quelconque, on a partagé les f,_,
constituant .un J, (p <») en deux ensembles 4 et B, 4 contenant

1) L’énoncé pourrait &tre généralisé en prenant une variété polyédrale An—p
dimensions.
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toutes, celles des f,_, qui contiennent des points de Zy1=0 et B
contenant toutes celles qui contiennent des points de 2y =1 il existe
sur J, une frontitre séparant A et B et cette frontidre est un Jppa-
Par frontitre, il faut entendre ensemble .des 7, _,_, par lesquelles il
passe un nombre impair de £, , appartenant & A et un nombre
Impair de f,_, appartenant & B¢. '

11 est évident que si la frontitre F séparant 4 de B e:iste, elle
satisfait aux conditions 1° et 3° auxquelles sont assujettis les J, ;.
Pour étudier la condition 2° remarquons qu'une f,_, qui appartient

& une f, ;4o N'appartient qu'd deux £, ,,, de cette Jn_x19; Par exenr-
ple, les relations

() { Ty =M E, Ty =My E,y...y Ty g ==M, o€, |
’nwlegxk-i-lg(mk-i-l'*_l)_e:?“ﬁ mnegw,,g(m,,—{—l)e,

(L’;_l =”lk_]8"

® |

définissent une f, , qui appartient & la 7,_, +o définie par (1) et par
My 18 Ty K (Mg + L)e, mye<C a2, < (my, - 1),

et seulement aux deux f,_,,; de cette 7, .5 qui sont définies par (1)
et par l'un de deux groupes (3) et (3') qui suivent:

(3) { o Ly—1 == My &, (3,) mk-1£<£x—1<(mk—l+l)3,
M e 1, < (- 1) 8 7 Ty, == M, E.

Ceci étant, soit M une f, , ,. Par M passent des JSn-p appartenant
4 A4, si M appartient & A; affectons du signe - les deux £, ,
passant . par A de chacun.de ees f,,. Nous aurons ainsi employé .
un nombre pair de signes - et par suite il y aura zéro on un nombre
pair de f,_, , affectées d'un nombre impair de signes 4. Or ces
Sa—p-1 offectées d'un nombre impair de signes - sont celles qui,
passant par M, appartiennent & F. La condition 2° est done bien
remplie. ’ o -

7. Il nous reste & montrer que la condition 4° est aussi rem-

plie, sans admettre & l'avance l'existence de F. Cette existence

résultera alors de ce que la condition 4° fait connaitre un nombre
impair de points de F, donc un point au moins de F.
Coupous J, par une variété V

x’_*_g: a'+2’a‘ 'y xn:a,”
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les a n'étant pas des multiples entiers de & et dtant compris entre
0 et I Chaque f,_, appartenant & J, qui rencontre 'V, est coupée
par V suivant un segment. s et chaque Ju-p—1 SUIVant un point p.
J, vérifiant la condition 2° par chaque p, intérieur & I il passe un
nombre pair de s. Si, dans V, nous tragons la variété V*, z, ,=gq s
@,y Gtant trés petit positif, nous obtenons sur V7, d’aprés 4° un
nombre impair de points de J,; donc il y & un nombre impair de
segments s ayant une extrémité dans z,., = 0. Tous. ces segments
font partie de 4, qui existe done bien.
¢+ Affectons du signe + les deux extrémités du chaque segment s
appartenant & 4. Nous utiliserons ainsi un nombre pair de signes +;

~aucun d'eux, d’aprés 3°, ne peut étre dans les frontidres de I paral-

leles aux variétés coordonnées 2, =0,..., #,=0; ni, d'aprés la
définition de ¥, dans celles paralléles a Zpo=0,.. ,x,;;"-;O; ni,

- d’aprés la définition de’ 4 et B, dans x,., =1 Un nombre impair

d’entre . eux est dans z,, =0, donc il y en a un nombre impair
& l'intérieur de /. L'un au moins des points p est donc affecté d’un
nombre impair de signes ~ et il y a un nombre impair de points p.
dans ce cas. Comme ces points p sont ceux ob aboutissent un nombre

‘impair de segments s de A et par -suite un nombre impair de seg-

ments s de B, .ces points p appartiennent & F. Il est donce prouvé
que F existe et satisfait & la condition 4°; la démonstration -de la
proposition auxiliaire est terminde. |

8. Lapplication de cette proposition auxiliaire 2 la démonstra
tion de notre théoréme est immédiate, I, est un J; et l'opération

. qui permet de passer de I, & I, ést l'une de .celles auxquelles

s'applique la proposition auxiliaire, si I'on donne au mot frontiére
le sens mdlqué done I ex1ste et est un J,; de méme I; existe
et est un Jy,.

L’énoncé du § 2 est entidrement légltlmé

Lorsque l'un des eénsembles I, de la démonstration précédente
est constitué par plusieurs ensembles, d'un seul tenant et sans points

communs deux & deux, l'un au moins de ces ensembles est un J,

et cet ensemble 4, pourrait remplacer I, dans la suite de la démons- ’
tration. Dans ma lettre des Mathematzsche Annalen, j'avais pris
pour les 4, 4,,... succesmfs, des ensembles d’'un seul tenant ce qui
est, on le voit, possible. Mais, comme M. Brouwer me Pa fait
observer, javais caractérisé de fagon incorrecte et insuffisante. les i,
que je considérais: par exemple, .javais dit seulement sur i, que.
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cet ensemble s'étendait de chaque x, =0 jusqua chaque z =1,
pour ¢==2, 3,...,n, Or, si cela suffit pour que i, existe, cela n’en-
traine pas nécessairement existence de iy,1,,...,7,. J'aurais du dire

que ¢ partageait / en deux régions, I'une contenant tous lés points

de 7, =0, I'autre tous les points de x, ==/; et alors 4, aurait posséds,
en particulier, la propriété de s'étendre de z, =0 & @3 =1,...,
de o, =0 & 2, = 1. |

Cette erreur semblait faire tomber entitrement le ralsonnement,
car je n’avais pas donné la démonstration de l'existence des I, IL,.. "
et l'on pouvait croire que je prétendais la fonder uniquement sur
la’ propriété que j'avais énoncée. En réalité, j'avais toujours pensé
b des separations en régions de I, I,... Mais mon exposé primitif,
de forme geométrique, n’était pas hu point et M. Brouwer fit
plusieurs objections & un premier essai de rédaction que je lui avais
gommuniqué.

Pour arriver & une rédaction meilleure, j’ai eu I'idée, en repre-
nant recemment la question, d’arithmétiser la démonstration par le
procédé classique, qui consiste & remplacer la considération d’une
séparation en régions par celle d’un nombre qui change de parité
avec la région Le raisonnement a pris alors une forme beaucoup
plus claire et que j'espére est tout i fait correcte.

Correspondances biunivoques et continues.

9. J'arrive 4 la démonstration relative & Pinvariance du nombre
des dimensions. |

Il est impossible d'établir une correspondance uni-
voque et continue dans les deux sens entre lespoints
de deux ensembles E, et E, situés respectivement dans
des espaces A n et & p dimensions, si p est plus grand
que n et 81 K, contient tous les points d'un domaine
de 'espace & p dimensions.

On peut naturellement, dans la démonstration de cet énoncé, qui
contient celui' du § 1, se borner au cas ol E, est un intervalle I;
alors E! est un ensemble fermé, borné. Si I'on considére une divi-
sion de l'espace contenant F, en intervalles de grandeur ¢, E, se
trouvera partagé en un nombre fini d’ensembles fermés £, E%,..., E?
auxquels correspondront des ensembles fermés B}, E7,.... B} dont
la somme sera F,=1 Si ¢ a été pris assez petit, il y a des points
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de 7 appartenant & p - 1 des ensembles E! d’aprés le théoréme
précédent; done il y a des points appartenant a p-+1 des ensem-
bles E..

Or nous allons montrer que I'on peut faire en sorte qu'il n'y ait
jamais de points communs & plus de n—1 des E!, d’oi la contra-
diction. Pour cela, il nous suffira de diviser l'espace des X' en
intervalles de fagon qu’il n'y ait pas de points communs & plus
de n 41 de ces intervalles. Par la nous aurons montré en méme
temps que la limite inférieure # -1 qui figure dans I'énoncé du
théoréme du § 2 ne peut pas 8tre élevée. |

10. Couvrons l'espace 4 n dimensions x,, 1,,..., 2, d’'un résean R,
de mailles de grandeur &; elles sont obtenues & l'aide des variétés
x, = a,¢ et chaque maille est définie par »n inégalités de la forme

o8 = 9'4_-<—-_. (e~ 1)e;

les e, étant entiers. Les a; sont des sortes de coordonnées de la maille.
Faisons subir & la maille de coordounées «,, a,,..., a, la translation
qui améne l'origine au point |

E Fy - £
w1=a22—+a34-+-- +an_2'7._:17.

£ B
&‘z-———-as;l“—f'---‘{‘ané;:i,

&

Ty = an'é"y;:']"?

x,==0.

Je dis 1° que 'ensemble S, des mailles ainsi déplacées

remplit 'espace, 2° que deux mailles déplacées n'ont

pas de points intérieurs communs, 3° que les points
frontitres de mailles communs & 7 mailles, r =< n -1,
forment des variétés & n—r—1 d1mens1ons définies

par r—1 équations de la forme x,_m‘—é—?:i, les m, étant

des entiers:
Pour n=2, la vérification est immédiate. Les mailles de R, de
méme a, forment une ﬁle F(e,) que lon fait glisser sur elle méme,

de la quantité —éf. De sorte que deux files consécutlves, F(ay) et
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F(@y — 1) par exemple, ne se pénétrent pas, restent contigues et

sont décalées I'une par rapport i Iautre de :

Supposons la propriété vraie pour n et passons & n - 1. Les
mailles de B,,, de méme @41 forment un étage E(e,,,) qui renfxplit
la partie de l'espace définie par

Ot € K Ty L (Coga - 1 e

Les mailles de K(w,;,) restent dans cette méme partie de I'espace

- aprés leur déplacement, done pour vérifier les conditions (1) et. (2),

il suffit de s'occuper de ce qui se passe pour un étage. Toutes les
mailles de E(e,;) sont caractérisées par leur base dans z, =@, €
et elles occupent les unes par rapport aux autres la méme position
relative que lenurs bases. D’une fagon plus préeise, si un point
Mr,=§, a6 <<xpy <(®%4y -+ 1)g] de E(e,,,) appartient & r
mailles de §,,;, tout le segment [r, =§,, z, =&,..., z.=§&,,

O 8 T S (@aqy | 1) €] appartient aux mémes r mailles et son

extrémité, dans a,,; = @,4,1€&, appartient aux r bases de ces mailles.
Or ces bases, forment, dans w,,,=@a,.,& une figure S, qui se
déduit de S, par la translation qui ameéne l'origine en

&
w1=Tz=---:xn=an+1§;-

Done les conditions (1) et (2) sont vérifiées et il en est de méme
de la condition (3) en ce qui concerne les points intérieurs & un
étage, car i une variété ¥, commune & r mailles de S, correspond
une variété & une dimension de plus, intérieure & FE(a,;)), commune
4 7 mailles et inversement.

Occupons nous maintenant des points situés dans la frontiére
d’un étage, dans z,,,=¢a, & qui sépare E(e,;,) de E(a,43—1), par
exemple. Et supposons, pour fixer les idées, @,;, pair. Les points
de ¥4y =@, ,&€ qui sont communs & r mailles de E(e,,,) sont com-
muns b r mailles de S., done ils forment des variétés linéaires
V. & n=r-1 dimensions définies par z,;,=a, ¢ et, daprés 89,

| DL e :
par r —1 égalités de la forme z,= mr§m+an+12—;: c’est-4-dire

| £ . .
par des égalités de la forme == 5, les u, étant entiers puisque

@y s est pair.
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Les mailles de E(a,,; —1) ont sur x,;,,_, = @,;& des bases for-

' £ .
mant une figure S, obtenue en déplagant S, de —g . successive-

il

ment le long de chaque axe Oxy, Oy,..., Ox,. Donc les variétés V'
communes & § mailles de E(a,; —1) et situées dans .1, = d,4,€
sont définies par cette équation et s— 1 autres de la forme

o= 2v,+} 1);7 Les équations définissant les ‘VV; difféerent donc de

celles relatives aux F'' et par suite deux telles variétés n'ont de
points communs que si les »—-s—2 équations linéaires, qui'les défi-

. 3 C
nissent et qui sont toutes de la forme z= s sont relatives & des «,

différents. Cela exige r +s — 2 m; dove r s n-} 2. Comme
s est au moins égal & 2, on voit quil faut r <n--1; done les
points communs & 741 muilles de S, ‘n’appatiennent qu’a une
maille de S./, donc & seulement n 42 mailles de S,y
Soient maintenant deux variétés V, et V. ayant des points com-
muns, ces points communs formeront une variété définie par
Toys== 0,1, & 6t ¥4 s=2 autres équations, donc ce sera une variété
vnt+1—(r4+s—241)=n— (r-+s) 42 dimensions commune
b r--s mailles de S,,;. La condition 3° est vérifiée, car les équations.

. . &
des points et variétés obtenus sont bien toutes de la forme x,= Mige

11. L’énoncé du § 9, maintenant justifié montre que les corres-
pondances univoques et continues dans les deux sens ne sont possi-
bles entre ensembles possédant des points' intérieurs, que si ces
ensembles sont dans des espaces ayant le méme nombre de dimensions.

Supposons qu'une telle correspondance existe entre les points
de deux ensembles fermés e et E situés dans des espaces & n dimen-
sions. Partageons e en l'ensemble d de ceux de ses points qui sont limi-
tes de points intérieurs et l'ensemble f des points dans le voisinage
desquels ¢ est partout non dense. De méme partageons E en D et F.
Je dis que, dans la correspondance, d et D sont trans-
formés Yun de l'autre, ainsi que f et ¥ |

Il suffit de le démontrer pour f et F c'est-d-dire de démontrer
que le transformé ¢ d'un ensemble partout non dense f est lui-méme
partout non dense. Si @ n’était pas partout non dense, il contien-
drait un intervalle I lequel serait le transformé d'une partie f* de f,
laquelle serait un ensemble parfait. Silon partage /* en un nombre
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fini d’ensembles fermés f;, I sera partagé de la méme maniére. Si
Pon a pris tous les f; assez petits, c’est-h-dire intérieurs & des
intervalles assez petits, les composants de I seront assez petits pour
que le théoréme du § 2 s'appliqne. Nous serons done conduits & une
contradiction si nous prouvons que l'on peut choisir les 7, de fagon
qu'aucun point n’appartienne & plus de » d’entre eux.

Pour faire ce choix je considére la division S, § 10, de Vespace
contenant f’. A cette division de l'espace correspond une division
de /* qui répond & la question si aucun des points de f n'appar-
tient & n—1 mailles de S,. Mais supposons que le point P appar-

tienne & f' et aux n -1 mailles @, 8,...,4 de S,. Entourons P

d'un petit intervalle i assez petit pour qu'il ne contienne que des
points de «, 8,. ., 4 et qu'il n’y ait, ni & son intérieur ni sur sa fron-
tiére, aucun autre point appartenant & n--1 mailles de S,. Modi-
fions maintenant les ensembles fermés a, §,... 4 & l'intérieur de 4
de la fagon suivante: je prends danms i un point p n'appartenant
pas & f, ce qui est possible puisque f est partout non dense, et je
conviens que si un point ¢ de la frontiére de ¢ appartient & certains
des ensembles a, 8,..., 4, & « et § par exemple, il en sera de méme
de tous les points du segment pg. Ainsi modifiés les -1 ensembles
a, 3,..., A ont bien encore un point commun & I'intérieur de i mais
ce point est p qui n’appartiént pas & f.

En opérant de méme sur chaque sommet de S,, on aura bien
une division de l'espace fournissant une division de /* en ensembles
tels .qu'aucun point n’appartienne & plus de » d’entre eux.

12, On peut aller plus loin et démontrer que les points
intérieurs de d et D se correspondent et de méme
pour les points frontiédres

Dans les paragraphes 3 & 7 nous avons démontré plus que
I'énoncéd du paragraphe 2; nous avons prouvé en effet qu'il existait
au moins un point commun anx ensembles appelés e, &,..., ¢, et
a l'un des E, ne faisant partie ni de ¢, ni de e,,..., ni de ¢,. Disons
que ces autres E; forment e,

Ceci étant, supposons quau point p, frontiére de d, corresponde
un point P(§, &,..., £,) intérieur & D. Soit I un intervalle de
centre P et faisant tout entier partie de D. Partageons I en inter-

valles E, de fagon que e, soit formé de la partie de I telle que

¥, < &; que e soit formé de la partie de I donnée par = > &,
2y < £ et d'une fagon générale que e,, (p<|n), soit formé de points
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de I tels que =z, <&, 2 >&,...; %1 > &,y 2, < E,. Alors e,
sera formé des points tels que @ > &, 2, > &§5,..., 2, > §,.

€15 €ay- -y €nyy BUront en commun le seul point F. Suivant la
facon dont ¢, €,... seront décomposés en ensembles E,, il pourra
y avoir des points communs & un plus ou moins grand nombre
d’ensembles E;, pen nous importe, nous ne nous occupons plus que
de la division en e, €,..., €uys.

Daps un instant, nous modifierons ¢,, é,,..., €,4; dans un voisi-
nage V suffisamment restreint de P, de fagon qu'ils restent fermés
et remplissent I; ils devraient continuer & avoir un point commun,
point qui ne pourrait d'ailleurs étre que dans le voisinage V considéré.

Aux ensembles ¢,. ¢,,.. buts correspondent. dans l'espace con-
tenant d des ensembles ¢, eg,.... 41 ayant en commun le seul point p.
D’silleurs un voisinage v de p correspond & un voisinage V de P;
pour modifier les ¢, autour de P, il suffit donc de modifier les
e; autour de p de fagon qu'ils restent fermés et remphssent l'en-
semble parfait ¢ transformé de I.

Opérons comme au numéro précédent; prenons un intervalle j
suffisamment petit et de centre p; sur la frontiére de j les ensem-
bles e,..., .., ne passent pas tous par un méme point, donc un
point ¢ de cette frontitére appartient & n d’entre eux au plus. Ayant
choisi une fois pour toutes un point p’ intérieur & j et non situé
sur d, ce qui est possible, puisque p est point frontiére de d, con-
venons que si g appartient aux ensembles ¢, e,,..., ¢ , nous attri-
buons tous les points de p’q, qui appartienvent & ¢ aux ensembles
€y Cyr+ - € modifiés,

Alors les e, 6,..., 6,1, modifiés n'ont plus de point qui leur
appartienne & tous et il n'y a plus de point qui soit commun
alafois & ¢, &,..., 6,1;. Cest la contradiction qui justifie notre énoncé.

En résumé, nous avons prouvé limportante propriété suivante,
connue sous le nom de théoréme de Schoenflies?):

Si l'on a une correspondance univoque et continue
dans les deux sens entre les points de deux ensem-
bles fermés de deux espaces &4 n dimensions,

1) C'est en effet M. Schoenflies qui en a.le premier formulé l'énoneé; il
a montré le grand intérét de la proposition et I'a démontré, dansle cas de n=2.
Voir, par exemple, Jahresh. deutsch. Math.-Ver., Erghnsungsband 2, 1908; voir
aussi la note de M. Hadamard contenue dans le tome II de la deuxidme édi-
tion de I'Introduction & la théorie des fonction d’une variable de J, Tannery.



Sur les correspondances entre les espaces 271

les Points intérieurs des deux ensembles se cor-
res POndent,

les points frontiéres, limites de points intérieurs
86 COXrrespondent, |
A1M 81 que les points frontiéres non limites de
polnts intérieurs.

E AL 3. I étudierai plus loin certaines correspondances univoques et
acontinues dans un seul sens pour linstant j'indique comment, en
© ess&_yﬂ'{lt d’utiliser ces correspondances pour l'examen de celles qui
E sont biunivoques et continues, j'ai été conduit & I'énoneé du § 2.
o M. X.tiroth a démontré qu'une courbe sans point multiple ne
%= peul Ppas remplir une partie d'un espace & n dimensions, comme je
© rai dit aun § 1; or, nous savons construire des courbes remplissant
= uwn tel espace, que peut-on dire d'une telle courbe? IL’énoncé de
(M. Litiroth nous apprend, que la courbe a des points multiples;
E mais il ne nous renseigne pas sur le degrd de multiplicité de ces
(5 points. |
= Oxr, il suffit d’avoir quelque peu manié les courbes remplissant
T une partie de plan pour étre persuadd qu'elles ont nécessairement
~ des points triples et que d’ailleurs on peut en construire qui n’aient
; que des points triples. Pour les courbes remplissant I'espace ordi-
(0 naire, elles paraissent bien avoir nécessairement des points qua-
=C druples et dailleurs cet ordre de multiplicité suffit

Si I'on pouvait démontrer et généraliser ces faits, on aurait mis
en évidence une différence essentielle entre les espaces 4 n et & p
dimexnsions et par suite établi le théoréme du § 1. |

Oxr, &’il est vrai quun courbe remplissant le plan, l'espace ordi-
naire, ... & nécessairement des points triples, quadruples,... en divi-
sant cette courbe en arcs assez petits on aura nécessairement des
points appartenant & 3,°4,... de ces arcs. D’ot l'idée de l'énoncé
du § 2.

14, Cet énoncé généralise ce fait élémentaire que, dans une di-
vision du plan en polygones, ou de I'espace en polyédres, il y a né-
cessairement des sommets communs & an moins trois polygones
dans le plan, et & au moins quatre polyddres dans l'espace. Voyons
ce qu’il mous apprend sur l'existence des ensembles analogues aux
arétes communes & deux polygones ou  aux ar8tes et faces commu-
nes # plusieurs polyédres. |

J.orsqguune suite finie densembles fermés £, K,,...

ICM Bibliote
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remplit un intervalle I de Tespace & = dimensions
Tyy Tyyeony Tt .

10 I1 existe dans 1 des points communs & n+4+1 au
moins des ensembles k.

20 Sur chaque variété V &4 n—p dimensions, située
dans T et définie par p égalités de la forme x=uq, il
existe des points communs & au moins p--1 des en-
sembles E;

pourvu gquaueun des K, ne renferme & la fois des
points de deux frontiéres opposées de I

Si les E, pouvaient étre enfermés chacun dans un intervalle de
grandeur inférieure & & la propriété 1° serait celle donnée par
Pénoncé du § 2. Mais, dans la légitimation de cet énomcé, la cou-
dition que chaque E, puisse étre enfermé dans un intervalle assez
petit n'intervenait que par cette conséquence: aucun X n'a i la
fois des points appartenant & deux frontiérés opposées de I; done
la partie 1° est démontrée. Or la partie 2° n'est que I'application
de cette partie 1° & lintervalle et aux ensembles obtenus en coupant
I etles E, par la variété V définie par p égalités de la forme x; = a,.

On peut, dans I'énoncé précédent, remplacer la va- -
riété linéaire ¥V par une des variétés polyédrales
Jo—p du § 6.

Reprenons, en effet, le raisonnement des premiers paragraphes,
modifi¢ comme il suit. Nous ne considérons plus d’ensembles
€1y €8y--+y €n_p} €npps S6Ta l'ensemble des K, qui contiennent des
points de z,_,4; =0, lintervalle [ étant 0<Cw,<CI, comme précé-
demment. Si l'on se place dans Phypothése od les A, sont des en-
sembles de mailles d'un réseau, cela conduit A une frontidre sur

\ J,,,, qui est une variété J,_,., et tous les points de cette oJ,_,i,

appartiennent & un F, de ¢,_,, et & un autre E,. €u—pra BOTA l'ensem-
ble de ceux de ces autres K, qui contiennent des points de
Tapps =0 et cela définira sur J,_,,; une frontidre J,_,4s, ete. On
ira ainsi jusqu'a ¢,, d’aprés les théorémes de début, et les points
constituant J,, points qui appartiennent & toutes les frontidres
o1y Juogy ...y J,_, considérdes, sont communs & au moins p-+1 des
ensembles &, savoir un ensemble de ¢, 45, un de ¢, ,49,... un de
¢, et un n'appartenant & aucun des ¢,.

Pour le cas oli les E, sont constitués de mailles, le nouvel énones
est ainsi établi, on passera au cas général comme précédemment,
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T ? - .
L’ensemble des points communs a k& au moins des E, étant fermé,
on peut encore remplacer dans I'dénoncé la variété V- par un en-

‘semble W pourvu qu'il puisse étre considéré comme ensemble des

points limites d'une suite de varidtds Jup- En effet, dans ce cas,
puisque sur chaque J,, il y a des points (p—+-1)uples, il y a sur
W un point limite de ces points multiples et ce point limite est
au moins (p--1)uple. |

Cette nouvelle extension’ est intéressante surtout & cause de cette
conséquence: On peut remplacer la variété V par une
variété définie par p dgalités de la forme:

2 == [ (Tpy1, Tpymyo- 2, (I=1,2,... p)

les f; étant des fonctions continues définies pour
tous les systémes de valeurs comprises entre O et !
des n—p variables dont elles dépendent et ne- pre-
nant que des valeurs comprises entre 0 et  lorsque 7
est intervalle 0Ca <!, (i=1,2,... n). |

Ces variétés, qui sont les variétés générales les plus simples
—»

On pourrait passer de la & des variétés encore plus générales;
je ne m'y arréte pas. “

16 On peut chercher & généraliser. U'énoncé du § 2 dans
d’autres directions. Puisque cet énoneé donne une propriété impor-
tante des espaces 4 n dimensions, voyons si cette propriété appar-
tient aussi aux variétés & n dimensions.

Si ces variétés. sont définies & la fagon de Riemann, comme
c'est le cas pour les variétés analytiques, cest-a dire par la con-
sidération des fonctions continues 7/, de n variables wuy, u,,..., 4,, la
propriété est démontrée puisqu'elle I'est pour l'espace u,, uy,..., u,
des coordonnées curvilignes.

Mais il y a un autre procédé qu'on peut utiliser pour définir
I'analogue d'un cercle dans le plan, d'une sphére dans l'espace,..

Définissons un domaine oitvert de l'espace comme un ensemble

borné n’syant que des points intérieurs; le domaine fermé corres-

pondant sera la, somme du domaine ouvert et des points frontiéres.
Dans la plupart des questions, il faut ajouter les restrictions

suivantes, que je ferai, bien qu'ici elles soient sans importance réelle:
1° On peut passer d’un point & l'autre du domaine ouvert par

un chemin polygonal ne contenant que des points de ce domaine;
Fundamenta Mathematicas 11. 18
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2° tout point frontiére est limite & la fois de points intérieurs
au domaine et de points qui lui sont extérieurs?). .

La frontiére d'un domaine de l'espace 4 n dimensions, que
j'appellerai par abréviation une frontit¢re A n—! dimen sions,
peut étre considérée comme l'analogue d’'une sphére &4 n—1 dimen-
sions de l'espace a n dimensions. Une telle frontidre pour #=—=3
semble bien étre I'un des ensembles que I'on doit appeler une sur-
face, d'aprés cette définition que l'on trouvait autrefois dans de
nombreuses Géométries: ,une surface est la limite d'un volume¥;
le mot limite ayant le sens de frontitre. De méme, si ,une courbe
est la limite d’'une surface¥, une frontiére 4 une dimension est une
courbe. | |

Pour utiliser plus eomplétement ces anciennes définitions il serait
naturel, par exemple, de considérer une portion P d’une frontiére
F & 2 dimensions et la frontiére de P sur F. Cet ensemble fron-
titre répond, en un sens, & la définition citée des courbes. Mais ce
procédé de définition appellerait des études qui n’ont pas encore été
entreprises, je crois. Supposons, en effet, que F soit formé d'un ellip-
soide de révolution allongé et de la sphére décrite sur le grand
axe comme diameétre. Cette sphére formera une portion P de F et
elle n’aura, sur F, que deux points frontieres: les extrémités du
grand axe de lellipsoide.

16. Aussi je m'arréte au premier stade dans lemploi de ce
mode de définition et je me borne & la considération des fron-
tiéres & » ~1 dimensions qui sont, & un certain point de vue,

- des généralisations des variétés & n—1 dimensions usuelles,

Je vais montrer que le théoréme du § 2 g'applique & cette nou-
velle espéce de variétés, c'est-a-dire que:

Silon-a partagé une frontiére & » dimensions en
un nombre fini densembles fermés assez petits, il
y a des points appartenant & n-+1 de ces en sembles;
d'ailleurs, si petit que soit & on peut toujours divi-
ser une frontiére 4 » dimensions en.un nombre fini-
densembles fermés de grandeur £ au plus et cela de
fagon quaucun point nappartienne a plus de n}-1 de
ces ensembles.

Pour démontrer la ‘premiére partie, je suppose que la frontiére

1) Nous avons utilisé cette restriction an § 12,
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F' considérée soit la frontitre dun domaine fermé D contenant un
intervalle I. En prenant convenablement les axes, I sera défini par
n-+ 1 inégalités de la forme 0z, <UL

lJe m’occuperai seulement de la partie de F' satisfaisant aux iné-
galités:

x>0, 0, <! (t=2,3,..., 04 1);

partie que je désignerai encore par F. Si je fais la transformation
X, ==kax,, k étant convenablement choisi, #' sera tel que lon ait
0 < X; <! pour tous ses points et F sera un ensemble W, limite
d'un .J; de l'espace X, x,,ry,..., %,y et la proposition résulte du
§ 14.

Je précise cependant la démonstration: couvrons lespace
X1y X350y Ty d'un résean de mailles trés petites et soit A l'en-
semble de celles de ces mailles qui contiennent des points de .

‘A Tintérieur de l'intervalle J, défini par:

0 X <</, 0T <! (1=23....,04+1),

A est limité par une variété J,, dont F est la limite quand on rend
les mailles de plus en plus petites.

D'autre part, ' est donnée partagée en un nombre fini d’ensem-
bles fermés K,, K;,..., E,. Soit a une variété 4 » dimensions
faisant partie de J;, a .est frontidre d'une maille o faisant partie
de A et d'une maille # n’en faisant pas partie. § ne contenant pas
de point de [, a ne contient pas des points de D et, comme & en
contient, @ contient des points de F. Ces points appartiennent & cer-
tains des ensembles K; si A est le plus petit des indices de ces
ensembles, nous dirons que tous les points de a appartiennent
a 'ensemble &,. Les ensembles 8, sont fermés et ont pour somme J;;
si les E, sont trés petits ils seront aussi trés petits et il y aura
sur J, des points communs & n-1 au moins de ees &,.

On conclut de la qu'il y a, sur F, des points communs & # -1
au moins des F; par le passage & la limite qui nous a déji servi.

Pour démontrer la deuxiéme partie, considérons la division S,
§ 10, de l'espace contenant F' et modifions-la, comme au § 11, de
fagon qu'aucun point commun & # -2 mailles de S, n'appartienne
b F, modification possible puisque F' ést partout non dense dans
Pespace. 'A cette division de l'espace, correspond alors la division
de F' en ensembles fermés prévue par la seconde partie de I'énoncé.

' 18*
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On remarquera que les deux restrictions apportées au § 15 4 la
notion de domaine ne sont intervenues nulle part et que 'énoncé
de ce paragraphe est vrai pour -tout ensemble fermé nulle part
dense et séparant en régions l'espace.i n 4 1 dimensions.

17. Le raisonnement qui a permis précédemment de déduire le
théoréme du § 9 sur linvariance du nombre de dimensions des
espaces de I'énoncé du § 2. fournit maintenant la propriété suivante
qui affirme linvariance du nombre des dimensions des variétés
frontiéres: '

Entre les points dune frontiére 4 » dimensions ou
dune partie de cette frontiére et les points dune
partie dune frontiére F &4 n-}-p dimensions, contenant
en particulier tous les points de F suffisamment voi-
sins dun point déterminé de F, il ne peut exister une
correspondance biunivoque et réciproque. |

- Voici une autre forme du méme énoncé: |

Si les points dun ensemble K, que nous appelle-

rons une variété frontidre & p dimen siops sans point

~multiple de l'espace 4 » dimensions correspondent,

de fagon univoque et continue dans les deux sens,
A ceux d'une frontiére & p dimen sions, (p<n), Ene di-
vise en régions ni l'espace, ni un domaine quelcon-
que de cet espace, |

~Si, en effet, E divisait un domame, il suffirait de décomposer
ce domaine en intervalles pour conclure que E diviserait en régions
un intervalle, serait un ensemble W, et posséderait la propriété du
$ 16, ce qui est en contradiction avec cette hypothése que E corres-

- pond biunivoquement & une frontiére & moins de #n — 1 dimensions.

En particulier, une courbe ne divise en régions aucun domaine

o o ’
de I'espace ordinaire; une surface ne partage pas en régions l'espace

& quatre dimensions; etc - .

Pour donner toute sa portée A cette remarque’ je considérerai les
variétés définies par la réunion d’une infinité dénombrable d’éléments,
chaque élément étant donné par n équations: =z, ==f, (1, ty,..., ),
les f; étant continues et les u, étant les coordonnées des points d’'un
intervalle de l'espace des u. Les variétés & p dimensions ainsi dé-
finies -comprennent en particulier les variétés analytiques multi-
formes Ceci étant, il résulte de co qui précdde que: |

1°une variété sans point multiple & p dimensions,
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d'un espace & plus de p dimensions. ne remplit aucun
domaine de cet espace; |

20 yne variété sans point multiple 4 p dimensions,
d'un espace & plus de p41 dimensions, ne remplit- et
ne divise en régions aucun domaine de cet espace!?)

Soient K, H,,... les éléments définissant la variété et soit D un
domaine de l’espace E, ne remplissant pas D et étant fermé, on peut
définir dans D un domaine complétement intérieur D, et dont aucun
point n'appartient & E,; de méme. dans D, on prendra D, ne con-
tenant pas de points de K, etc. A l'intérieur de tous ces domaines.
existera au moins un point qui, n'appartenant & aucun des &lé-
ments E,, n'appartiendra pas & la variété. |

Si, de plus, I'espace a plus de p 41 dimensions et si 4 et B
sont deux points intérieurs & D n’appartenant pas & la variété, nous
savons que nous pouvons aller de A & B & Vintérieur de D sans
rencontrer Kj; soit L, un chemin réalisant ces conditions. Soit D;
I'ensemble des points distants' de I, de moins de ¢, & étant pris
assez petit pour que D, ne contienne pas de points de E;. ni de
la froutidére de D. Dans D,, on peuat trouver un chemin ne rencon-
trant pas H,, soit L, et de I, grice L un nombre &, assez petit,
on déduira un domaine D, entidrement intérieur & D,; ete. Les &
étant pris tendant vers zéro, & lintérieur de D, D;, D,,... on trou-
vera un ensemble de points formant un continu limite de L;, Ls,...
qui permet de passer de 4 & B, & lintérieur de D, sans rencontrer
la variété donnée.

Pour terminer je signale une différence entre les frontiéres et
les variétés. Lie théoréme de Schoenflies n'est pas né-
cessairement vrai en ce qui conecerne les correspon-
dances entre frontiéres 3 #» dimensions. On sen rendra
compte de suite en reprenant, par exemple, le cas de cette frontiére -
a4 deux dimensions formée d'une sphére et d'un ellipsoide bitangents,

Correspondances univoques et continues dans un sens.

18. Je passe maintenant  I'étude de correspondances univoques
et continues dans un seul sens. Je rappelle qu'un raisonnement tres

1) Le théordme est vrai pour une variété ayant des points multiples, mais qui
est formée avec des Sléments dont aucun n'a de point multiple,
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simple, di & M. Jordan, montre qu'une correspondance ne peut
étre biunivoque et de plus continue dans un sens sans étre continue
dans les deux sens; les correspondances que nous allons rencontrer
ne seront donc uniformes que dans un sens. Elles feront correspon-
dre des points de deux espaces E, et E, & n et p dimensions; nous
les supposerons définies dans certains domaines de E, et L,; le point
homologue A4 d'un point @ de X, étant bien déterminé et variant
de facon continue avec a. Le cas que nous examinerons, le seul
qui paraisse intéressant est celui de #n>p. Je prendrai d’'abord
p==1; la correspondance entre 4 et a définit alors une céurbe I’

~qui remplit tout un domaine de E,; la correspondance n’est pas

biunivoque, c'est & dire que I' a des points multiples. Nous allons

“prouver la propriété suivante:

~Une courbe I'y qui remplit un domaine de I'espace
& n dimensions, a des points multiples dordre #-}-1

au moins dans ce domaine.

Je choisis un intervalle / de l'espace E, qui soit rempli par I
je suppose que la coordonnée définissant le point variable a de K,
s'appelle ¢ et qu'il suffise de la faire varier de 0 4 w pour avoir
rempli [; je ne m'oceuperai pas des valeurs de ¢ extérieures & (0, w).
Je partage (0, ®) en petits intervalles partiels par des points #, ...
en nombre fini. J'enferme #, dans un intervalle (7, 7;) trés petit
par rapport & (0,4), (b, 1,),. et de méme j'enferme f, dans (z,, 7;)
ty, dans (7y. 7),... | ,

Deux cas peuvent se présenter: ou bien les arcs (0, 7,) et (11, )

)

. de I' suffisent & remplir I et je ne considérai plus que ces deux

arcs formant ce que j'appellerai I",, ou bien ces arcs ne remplissent
pas tout 'L Dans ce second cas il y aura dans (z,, 7)) des valeurs
de, ¢ fournissant dans E, des points par lesquels ne passent aucun
des arcs (0,7,), (4, w) de I, c'est-h-dire des points dont tous les
homologues sont dans (7, 7;). Je choisis une telle valeur de t,A soit @,
et je modifie la division de (0,w) en remplagant ¢, par 6,, enfin je
désigne par I’; toute la courbe I |

Jopére de méme sur (z,, 75), cest-i-dire que si, sans l'arc (Tyy 73)
de I',, I', remplit tout 1, je supprime cet arc et j'appelle I', ce qui
reste; si, sans l'arc (r,, 7;), tout I n'est pas rempli, I'; désigne tout

T, et je déplace ¢, en 6, dans (s, 7); 6, étant tel que le point

de I', éorrespondant ait tous ses homologues dans (7, }); ete.
Les suppressions d'arcs qui ont pu é&tre ainsi faites remplacent
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finalement I' par des arcs, constituant ce que jappellerai y, qui
remplissent tout L. Ces arcs correspondent sur (0, ®) & un nombre
fini d’intervalles formant un ensemble fermé ¢, La division de (0, )
en les ensembles (0,¢, ou 6,) (#, ou 6,,¢ ou 6,), .., fournit une
division de ¢ en ensembles fermés ¢, done une division de y en
ensembles fermés yp,. Ceux-ci seront assez petits pour que notre

proposition fondamentale s'applique pourvu que les #, aient été pris

assez. rapprochés, ce que je supposerai. Done, il y aura des points
communs & n41 des y. Si 4 est un tel point, et §'il appartient
& Yas Vgr o+ Yao cest qu'il a des homologues dans ¢,; ¢5,..., ;. Je dis

-

que tous ces homologues sont dxﬁ'érents Si, en eﬁ'et les homologues |

@, et a, situés dans ¢, et e, étaient confondus, c'est qu'ils corncide-
raient avec un point 6 séparant ¢, et ;. Or, dans ce cas, tous les
homologues de A4 seraient dans 1’1ntervalle (z,7") enfermant 6, done

dans ¢, et ¢; et 4 n'aursit pas d’homologue dans e,,...,e,. Or

ceci est contradictoire, car n -1 étant plus grand que 2 11 existe

au moins 3 indices a, 8, ..., 4.

Le point 4, que nous avons obtenu, est donc un pomt multiple :

d’ordre n -+ 1, au moins, pour I

Nous pouvons préciser le théortme en faisant remarquer que-

parmi les points multiples dordre n{1 de I'il y en
a qui correspondent & des valeurs # <t, <t; <... <ty
de t telles que t,,, —?# soit aussi petit que l'on veut.
En effet, si I'on partage I' en arcs, quelque petits que soient
ces arcs, il y en aura qui rempliront tout un domaine; sahs quoi
ils seraient chacun partout mon denses et il en serait de méme de

leur somme qui, par suite, ne couvrirait pas tout L

19. Nous pouvons aussi généraliser le théortme comme nous
Pavons fait au §8 14 et suivants pour la proposition fondamentale.

Si une courbe I' remplit tout un domaine D de
lespace d n dimensions, I' a des points multiples:

1 dordre n—-41 dans tout domaine intérieur a D;

20 dordre p-+1 sur toute variété V & p dimensions
sans point multiple intérieure & D.

Soit, en effet, une variété V & p dimensions intérieure & D, la
correspondance entre les points M de V et ceux m du segment

. (0, w) de V'axe des ¢ est définie seulement pour les points d'un en-

semble fermé de valeurs de (0, ); inais, comme pour les points de

cet ensemble M a une position, fonction bien définie et continue
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de m, et que M parcourt tout V, rien n'est & changer A notre

®

' raisonnement.

Cependant notre raisonnement est en défaut si ¥ est a une
dimension, Supposons alors ¥V définie par un paramétre ¢ variant
de 7, & 7, et supposons quil ny ait pas de points multiples de
I" sur V. La correspondance entre z et ¢ sera biunivoque et comme
elle est continue dans un sens, elle l'est dans les deux. Done d’aprés
le théortme de Schoenflies, a (7, 7,) correspond (¢, 1,); mais
alors (¢, £,) donne un arc de I' ne remplissant aucun domaine et
tous les points de ¥, sauf peut-étre les extrémités données par ¢,
et t,, sont obtenus une seconde fois comme points de I'; ils sont
donc tous au moins doubles ).

Ceci suffit & la démonstration de l'énoncé. Mais remarquons |
-encore que lorsque F est un arc de I, il y a sur V des points
au moins triples; alors, en effet, aux points extérieurs & (¢, ,1,) corres-

‘pondent encore des points de I' couvrant tout V done, en recom-
~mengant on verrait que certains de ces points de ¥ sont obtenus

deux fois en dehors de (,,%,). On en déduira facilement que sur
tout arc de I'il y a au moins des points triples de la‘
courbe I' prise toute entiére

Le théoréme fondamental est intervenu, mais le fait que ]es'poi'nts
de I'espace ou de V sont donnés par certaines coordonnées continnes
n'est pas intervenu: done, le théoréme précédent subsiste
si 'on remplace ,espace & n dimensions* par ,fron-
tiére & n dimensions* ou encore ,variété a p dimen-
sions par ,variété frontiere & » dlmenslons

En imitant un raisonnement précédent on prouvera que le théo-
réme subsiste encore si'le domaine D, au lieu d'8tre
rempli par un are de courbe I', est rempli par une
infinité dénombrable dares I, T},. .., dont lensemble
constituera I On peut alors affirmer que lun des
arcs I'y, ou méme une partie de grandeur fixée arbi-

‘trairement petite.d'un de ces arcs. possdde les points

multiples prévus par I'énoncsé.
20. Nous allons montrer quil est effectivement

1) La démonstration peut 8tre dite en termes plus élémeontaires; elle reposa AU
le fait que £7) est une fonction continne dans (z, %,) qui, pour passer de £, & Ly
prend tous les valeurs intermédiaires,
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possible de remplir un intervalle & # dimensions avec
une courbe ne possédant aucun point multiple dordre
supérieur & n--1. Déja M. Hilbert?) en construisant une courbe

remplissant un carré, remarquait que l'on aurait pu faire en sorte

que la courbe n'ait que des points triples. La méthode de construc-
tion trés simple donnée par M. Hilbert permet sans peine de
traiter le cas de » dimensions et I'on serait tenté de se borner & ces
indications si les travaux de M. Schoenflies?) n'avaient pas
montré que les domaines qui peuvent étre couverts par des courbes
sont spéciaux. J'entrerai done dans quelques détails.

Je veux construire une courbe I' remplissant tout le domaine I,
que j'appellerai encore un intervalle, défini par les n inégalités:

Il=sasl;

entrant dans ce domaine par le point (0, 0...0), en sortant par le
point (7,,0,0...0,1,) et définie par un paramétre ¢ variant dans
Iintervalle ¢, 0 < ¢ << 1.

Je partage ¢ en 27 — 3 intervalles égaux i,,i,... 4,5 par des
points #,, t,... t,_,.

Je partage I en 2, — 3 intervalles. I, est la partie de I pour
laquelle on a «y < kl, k& étant un nombre donné compris entre
0 et 1. I, est défini par x, = ki, , = kl,; et d'une maniére gé-
nérale, pour @ =<n— 1, I, est défini par

T, =kl T <kly,.. v Skl ,, z=ki.
1, est défini par les inégalités: |

o=kl Skl 2 =kl,, =z =k,
Les autres I s'obtiennent en divisant lintervalle J

oy =kly, o <kl d < kl_,, @,=k,

par les variétés

1—k
z, =1, [k+n_ -p] =k,l,,
p étant un entier qui varie de 1 & n — 4.

1y Math. Ann, 38 (1891).
?) Jahresb. d. Math. Ver, Erginzungsband 2 (1908).
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I

R

,‘-_,k est la partie de I, pour laquelle on a:
4"""‘%‘}%@ - 1)] ==, [’c—l— ]

La courbe I' sera telle que Jare correspondant & iy remplisse
tout I.; & chaque extrémité de i, correspondra un sommet de Io.
Voici la correspondance entre les #, et ces sommets:

at=0 correspond le point de coordonnées 0,0...0
dat=t, le point kl,,1,0,0...0;

At=ty,, le point ki, ki, l,, 0... 0;

hi=t,_,. le pomt kll, kl,, kl,,_g, l-1, 05

dt=1,,, le point I, kly,..., kl, 5, kl,_4, 0;

at=t,, le point 1,,0, kls,..., ki1, kL,;

a t=t,,, le pointl,,0,0,kl,...., kl_,, kl;
ht=t,,, le point I, 0,0,0, kl,. ., kl,_,, kb
at=1t , le pomt tl, 0 kl,,__,, ko_slys

& t=ty,_4, le point [, 0, O... 0, /.

‘Remarquons que les points d'entrée et de sortie de I' dans I..
ou dans P'un quelconque des I, ont toutes leurs coordonnées égales
sauf deux. Ces points occupent done la méme situation sur chacun
des I et I,; c'est-i-dire que l'on peut subdiviser un Iy et le 7,
correspondant de la méme maniére que I et 4, en faisant jouer aux
points d'entrée et de sortie dans I, le role des points analogues
pour I. Dans cette subdivision de I,, I, ... J,,_, on remplacera k par

“des valeurs k™, k®,... ¥®® et I'on continuera alnsi indéfiniment
- & I'aide de valeurs k(‘) qui seront précisées d'ici peu.

Pourvu que dans les subdivisions successives de / la grandenr
des intervalles partiels tende uniformément vers zéro, ces subdivi-
sions définissent entidrement la courbe I'.

Cette courbe n’aura que des points multiples d'ordre au plus
égal & n--1 si, & chaque stade de la subdivision de I, il n'y a pas

de points communs & plus de n -1 intervalles partlels Or 11 n y
& que les points:

£y = klz-l’ Xy = klh Z',,__] = kln-—~1
2, == kl, ou kl, ou kl,... on k

n—4Fny
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qui solent communs & #—-1 des I, et il n’y a pas de points com-
muns & plus de n—}-1 de ces intervalles. Done si les & sont choisis
de fagon que deux variétés servant aux subdivisions successives,
ne coincident jamais, il n'y aura pas de points communs & plus
de n -1 intervalles de subdivisions.

On satisfera A toutes ces conditions en prenaﬁt, par exemple,

z 3
k=1, B =45, B=4—(5), w=1-(3)

21. Les propriétés des §§ 18 et 20 constituent une nouvelle
forme de la proposition des §§ 2 et 9 caractérisant les variétés
& n dimensions,

Le nouvel énoncé présente cependant cet inconvénient que la
construction analogue & celle du § 20 n'est possible, nous le savions
& l'avance par les résultats de M. Schoenflies, que pour des
domaines spéciaux. [l serait facile aussi de voir que la construction
d’'une courbe passant par tous les points d'une variété frontiére i n

- dimensions n’est pas toujours possible. Voici au contraire un énoncé

applicable & toutes les variétés bornées, que nous avons considérées.
Etant donnée une variété frontiére & # dimen-

sions ¥, il est toujours possible d'établir entre les

7 .
points 4 de ¥V et les points a dun ensemble parfait

linédaire v convenablement choisi une correspondance
telle qua tout 4 de V correspondent au plus n-1 points
a de v et qu'a un point « de v corresponde un point 4
de V et un seul, dont la position varie de fagon con-
tinue quand a se déplace de fagon continue.

La variété sans point multiple ¥ est définie par une corres-
pondance biunivogue et continue entre.ses points et ceux d’'une
frontidre & n dimensions: ¥’. Si l'on établit entre les points de V'
et ceux de v la correspondance dont parle l'énoncé, la correspon-
dance entre V et v en résultera. Donc il suffit de s'occuper du cas
d’une frontiére & » dimensions

Cette frontidre P’ peut é&tre enfermée dans un intervalle I de
I'espace & n--1 dimensions qui la contient. Couvrons cet intervalle
avec une courbe, comme il a été indiqué au paragraphe précédent
en ayant soin A chaque stade de la subdivision de I de modifier
légérement les variétés donnant les intervalles tels que .11, Iy,...,
de facon que les sommets communs & 7n-2 de ces intervalles
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n’appartiennent pas 4 V’; ce qui est possible puisque ¥’ est partout
non dense.

Si la courbe est donnée en fonction d'un parameétre #, les va-
lenrs de ce paramétre, qui fournissent des points de V7, constituent
I'ensemble v de I'énoncé ou du moins un ensemble fermé », dont
I'ensemble des points de condensation est v. |

Cette démonstration s’applique aussi au cas ol I'on se horne
& considérer & la place de ¥ un ensemble parfait situé sur une
variété frontitre 4 n» dimensions sans point multiple. Or un do-
maine de I'espace & n dimensions (z,, z,,... %,) peut toujours étre
considéré comme un ensemble parfait faisant partie d’'une froutitre
& n dimensions de l'espace (zy, 2y,...x,, Z,4,); de la frontiére d'un
intervalle, par exemple. |

Done, on peut dans I'énoncé précédent, remplacer la variété V
par un domaine D de l'espace & 7 dimensions ou par un domaine
d'une variété & » dimensions.

22. Le cas général des correspondances entre les espaces E, et
E, ne semble pas pouvoir étre traité par la méthode qui a réussi
dans.le cas p=1; je me bornerai & indiquer le résultat partiel
qui résulte de 1'emplo1 de cette méthode.

Supposons qu'un intervalle I de £, soit remph par une va-
riété I' définie & l'aide de coordonnées curvilignes Uy, u2 .U, Va-
riant dans un intervalle ¢ de l'espace #;, u,"...u,.

Imitant les raisonnements du § 18, divisons ¢ en petits inter-
valles partiels tels qu’il n'y ait pas de points communs & plus de
p-+1 de ces intervalles. Soient t,, #,... les points qui sont com-
muns & p-- 1 intervalles, nous enfermons chacun dans un trés
petit intervalle 7,, 7;,... Si, en supprimant de I"la partie donnée
par 7,, tout / est rempli, nous supprimons cette partie et mous ne
déplagons pas . Si, au contraire, aprés cette suppression tout I
n'est pas rempli, nous n'effectuons pas cette suppression, mais nous

déplagons #, dans 7, de facon & Pamener dans une position 6, qui

donue un point de K, dont tous les homologues sont dans z,, ce

qui est possible.

La nouvelle variété I, qui est ou non tout I, remplit I. Nous
raisonnons pour elle et pour 7, comme nous venons de le faire
pour I' et 7, et ainsi de suite. Nous arrivons ainsi & remplacer I'
par y et la considération de tout ¢ par un ensemble fermé e,

La division considérée de i, donne une division de ¢ en €y, Ey .}
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de y en y,, y,,...; cette derniére division est une division de I
Done il y a des points communs & m-+1 de ces y,; mais on voit,
comme au § 18, qu'un tel point de y ne peut avoir dans e. pour
homologue, ni un point #, ni un point §,; donc ce point peut tout
au plus correspondre & des points de ¢ dont chacun peut étre
commun &, au plus, p des ;. Par suite I' a des points multiples
d’ordre au moins égal au quotient, &4 une unité prés par exeés, de
m--1 par p.

La limite ainsi obtenue pour lordre minimum de multiplicité
ost trop faible, comme on le voit en remarquant qu'il suffit de
modifier la division de ¢ pour qu'aucun des points communs & p
des intervalles partiels de la premiére division reste commun & p
intervalles de la nouvelle division. L'emploi de cette remarque
permettrait, moyennant quelques précautions, d'obtenir une limite

.

bien meilleure: le quotient, & une unité prés par excés, de m 41
fou B
En tout cas voici une limite supérieure de ce méme ordre mini-
mum: On peut couvrir tout un intervalle I de E,
b Yaide d'une variété & p dimensions nayant pas de
points multiples d'ordre supérieurh m—+42—p (m>p).

Soient, en effet, x,, 2, ..., les coordonnées de l'espace E, et i
la projection de I sur x;, =z, =...=x,; = 0. Couvrons tout 2
d’une courbe y n'ayant que des points multiples d’ordre m—p -2
au plus et définie par des fonctions (), Zpy (2),.... zu(?). L va-
riétd @, ==1,(t), Z,41 = F,4a(t); -- - T =2 (t), définie & laide des coor-
données curvilignes ¢, z, ...2,_{, répond & la question.

par l'entier . Mais je ne sais si cette limite est stricte.






