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Sur les fonctions développables en séries absolu-
ment convergentes de fonctions continues.

Par

W. Sierpifiski (Varsovie).

Nous nous occuperons ici des problémes suivants:

Quelle est la condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction
d'une variable réelle f (o) soit développable en une série absolument
convergente de fonctions continues?

- et;

Ezxiste-il une fonction de premiére classe qui ne soit pas somme
d'une série absolument convergente de jfonctions continues ?

Nous démontrerons que pour gquune fonction dune va-
riable réelle f(r) soit développable en une série ab-
solument convergente de fonctions continues, il faut
et il suffit quelle soit une différence de deux fone-
tions semi-continues supérienrement. En se basant sur
ce théoréme, nous prouverons ensuite qu'il existe des fone-
tions de la premiére classe qui ne sont pas dévelop-
pables en séries absolument convergentes de fone-
tions continues,

1. Soit
(1) F(x) =f (&) + 13 (@) + S (2) 4. ..

une série de fonctions continues, absolument convergente pour tout
z réel. Nous démontrerons que F(z) est une différence de deux
fonetions semi-continues supérieurement ).

1) Ce théoréme m’a é6té éommuniqué par M, Btefan Glass.
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Posons, pour n =1, 2, 3,...

(2 { @, (1) = 0, v, () = —f. (), s [, (x) =0,
) @.(x) =1, (x), ¥,(x)=0 s f.(z) < 0;

nous aurons évidemment pour tout z réel:

3) P, <O, .(2) <0,
(4) fu (a’) = @ (:l:) — Y, (x)s

La série (1) étant, d'aprés I'hypothése, absolument convergente
(pour tout x réel), nous concluons, d'aprés (4) et (b) que les séries

©® @ —vne) o e — v

sont convergentes (pour tout » réel), donc aussi les séries

(1) O@)=9.(2) et )= Y v ()

nam=] n=l

qu'on obtient en ajoutant ou en retranchant les séries (6). D’apres
(1), (4) et (7) nous avons: |

@ F(z) = @ (z) — ().

Or il résulte sans peine de (2) que les fonctions g, (x) et wo,(x)
(n=1,2,3,...) sont continues: d'aprés (3) et (4) nous concluons
donc que les fonetions @(x) et ¥(x) sont sommes de séries con-
vergentes de fonctions continues non positives, done — limites de
suites non croissantes de fonctions continues. Or, on démontre sans
peine que des telles fonetions sont semi-continues supérieurement 1).

Done, d’aprés la formule (8), la fonction F(x) est une différence
de deux fonctions semi-continues supérieurement, c¢. q. f. d.

1) C’est un cas particulier d'un théoréme plus général, d’aprés lequel une
suite convergente non croissante de fonctions semi-continues supérienrement au
point x a pour limite une fonction semi-continue supérieurement au point z, On
trouve ce théoréme p. e. chez W. H, Young: The fundamental theorems of the
diff, calculus. Cambridge 1910, p. 7.
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Pour aller plus loin, nous aurons besoin de suivant théoréme
de M. Baire!).

Toute fonetion semi-continue supérieurement est

- - ’ ] -
limite dune suite non eroissante de fonetions con-
tinues. :

2. Boit maintenant F(z) une fonction d'une variable réelle qui
est une différence de deux fonctions semi continues supérieurement;

() F(z) = O(z) — U(x).

D'aprés le théoréme énoncé dans Particle précédent, les fonctions

@(x) et &(x) sont limites de snites non croissantes de fonetions
continues, soif

(10) P (z) = lim &, (z), U (x) = lim &, (x).

Posons
@1 (2) = O, (), Y, (z) =, (@),
Pu(z) = @, (2) — D, _,(x), Yo(x) = T, (z) — T, (%)
pour n=1,2,3,...

les fonctions ¢,(z) et v, (x) (n=1,2, 3,...) seront continues et
pour n =2, 3,... non positives, et nous aurons, d'aprés (10):

(1) O@) =N o.s) TE@)= v

nw=] n=1
Posons encore
(12) Jo@) = @u(@) —Wu(z);,  pour m=1,23,..;
. d’aprés (9), (11) et (12) nous aurons
(13) | Fz)= ¥/.()
n=]1

Or, nous avens, d’épprés (12)

Jo(@)| | @a(@)] + | 9a(2)] = — Pu(2) — Yu(2),

pour n =2, 3, 4,...

1) R, Baire: Legons sur les fonctions discontinues (Paris 1905). Aussi-
W.H. and G. C. Young: Proceedings of the London Math. Soc. Vol. 8 (1910),
p. 332, Une démonstration trés simple et élégante de ce théoréme a donné récem-
ment M. F. Hausdorff: Mathematisehe-Zettschrift Bd, 5 (1919), p. 293.

Fundamenta Mathematicae TI. 2
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(puisque @,(2)<<O et Wa(2) <0 pour n=2,3,..), done, d’'aprés (11):

S@ <IhE)|— 2@ — U@+ B + T @),

numl

pour m=1,2 8,..., ce qui démontre que la série (13) est abso-
lument convergente.

Nous avons done démontré qu'une fonction qui est une diffé-
rence de deux fonections semi-continues supérieurement se développe
en une série absolument convergente de fonctions continues. Dans
l'article 1 nous avons démontré le réciproque: nous pouvons donc
énoncer ce

Théoréme: Pour quune fonetion d’un e variable ré-
elle soit développable en une série absolument con-
vergente de fonctions continues, il faut et il suffit
quwelle soit une différence de deux fonections semi-

~continues supérieurement.

On pourrait démontrer que le méme théoréme subsiste pour
les fonctions de plusieures variables réelles.
Le probléme d'existence de fonctions de la premidre classe qui

ne sont pas développables en séries absolument convergentes de

fonctions continues est donc équivalent avec le probléme d'existence
de fonetions de la premisére classe qui ne sont pas diftérences de
deux fonetions semi-continues supérieurement. Nous démontrerons
que des telles fonctions existent.

3. Lemme. Si
(14) o f(@) =@ @) — (),

ol @(x) et y(x) sont des fonctions semi-continues supérieurement,
nous avons pour tout m, réel:

(15) © (@; 4) 2= f(w5) — m ([, 2o),

w (@, x,) désignant loscillation de. g (z) au pomt z, et m (f, wo) —
le minimum de f(z) ou point x,.

Démonstration. Soit z, un nombre réel donné, & et n deux
nombres positifs donnés. La fonction ¢ (x) étant semi-continue su-

- périeurement, il existe un mombre positif ¢ < 7 tel que

.'(16) | wtx)<tp(wo)+e pour |z — | << 4.
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Or, d'aprés la définition  du minimum de f(z) au point , il
existe un nombre £ tel que

(17) NE—m [ <o

et '

(18) FO<m(fia) +e
D'apres (17), la formule (16) donne: |
(19) ¥() < Plao) +

Les formules (14), (18) et (19) donnent:

@ E)=sE +wE<m(f,n) + @)+ 26 =
; = m (fy@0) + ¢ (x) —F(x,) + 25
one

(20). P(20) — @ (E) > f () — m (£, 2) — 2¢.

Nous avons done démontré (d’apres (17) et 6 <<#) que pour tout
€>0 et 7> 0 existe un nombre £ tel que |£—x,|<C # et pour
lequel subsiste l'inégalité (20), ce qui prouve Vinégalité (15). Notre
lemme est done démontré.

4. Soit P={e;} (0 <A< w®) un ensemble  linéaire ferme,
formé de nombres rationnels, qui, ordonné d’aprés la grandeur de
ces nombres est bien ordonné (du type w® 4 1) et soit a0 =0.
On pourrait démontrer sans peine qu'un tel ensemble P existe et
méme on pourrait définir effectivement de tels ensembles

Soit

ERATIEATERS PERD

une suite infinie, formée de tous les nombres rationnels différents:
nous aurons done r,=fFr, pour m=Fn. .

On voit sans peine que pour m=fEn, p< w? »< Y NOYS
avons toujours

dut VT o, il

On sait que le plus petit reste d'un nombré ordinal 11) est tou-
jours = w7, ol y est un nombre ordinal >>0; en particulier, le plus
petit reste d’un nombre 4<Tw® est = w*, ou k est un entier =>0.

1) On appelle reste d'un nombre ordinal A tout nombre ordma.l ¢ >0)'
pour lequel existe un nombre ordinal & tel que 4 =7} ¢.

2*
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Soit 4 un nombre ordinal donné queleconque < %, ! — un
nombre naturel donné quelconque, et soit w* (k entier Z>0) le
plus petit reste du nombre A.

Posons

fa; 4 Vg) a-—ll—, sk est pair,
et posons

@) =0

pour tous les autres nombres réels x (donc pour tous les z réels

qui ne sont pas de la forme a;-}r, l2, ot 4 est un nombre ordi-
pal << w® dont le plus petit reste = w* (p entier == 0), et ob 1
est un nombre naturel).

D’aprés les remarques faites plus haut on voit sans peine que
la fonction f(z) sera ainsi bien déterminée pour tout x réel. On
voit aussi sans peine que la fonetion f(x) ne peut étre discontinue
que pour les points

m—‘za;,—l—ﬂl/E (O<Z »° l‘=]:2,35'~‘)1)

dont l'ensemble est évidemment dénombrable. C'est donc une fon-
ction de la premidre classe.

Admettons que la fonction f(x) est une différence de deux
fonctions semi-continues supérieurement:

(21) | S (@) =@ (x) — v ().

Soit / un nombre naturel donné. Nous démontrerons que nous
avons pour tout nombre @ < w® et tout entier p > 0:

. -*

: 1
W (‘p' Qpto? + N Vé) >P—4T_'_7 ('t[), Aot + L& V_) %

22) | o
© (‘P; O i-u2rH + rl V§)> P_-;__! (tp: A ety + " r)> z—)i—“".

. 1) Puisque fl@)=0 sur le complémontaire de l'ensemble E—-{al + n V—}
(v < A< w, 1=1,238,.,) ¢ f#) <..1.. sur le complémentaire de l'en-

semble {a,;+"z V—} (O < A S, = 1 2, 3 m) sous-ensemble de F

qui est formé pour tout m naturel (comme somme &’un nombre fini d'ensembles
superposables avec FP).
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D'aprés la définition de f(z), nOUS avons

S (“a+: + 7 V§) — m (f: @1+ rlyé) = %‘:

~ done, d’aprés le lemme de l'article 3:

(23) | . w ((PJ Apia + 4! VQ—) = ll:

ce qui démontre la premiére des formules (22) pour p=0. La
seconde des formules (22) est pour p==0 vraie évidemment (puis-

~que l'oscillation d’une fonction est toujours = 0)

D'aprés la définition de l'ensemble P nous avons (pour tout

a << w¥):

Cgtw = lim Qgin;
' Nax OO

. done:

(24) Aot + 4 V2 = lim (a‘a+n+ 4 '/:2_)

Or, d’aprés (23) nous avons évidemment aussi

1 ’
w(‘P:aa+n+7'1V§)>”f> pour n=1,2,3,...

(puisque on peut y remplacer @ par e + (n — 1)): lg formule (24)
démontre done que |

oy 1
2) 0t nl2) =7

ce qui démontre la troisitme des formules (22) pour p== 0.
Soit @ un nombre ordinal donné quelconque < w®. FPosons,

pour abréger

(26) Lo == Ggyp + T V§:
d’aprés le définition de f(z) nous aurons:
f(xg) =0,

ce qui donne, daprés (21):

@7) o (20) = 9(z2)

1) Puisque l'ensemble E (w(x) > A) est toujours fermé,
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Soient 6 et ¢ deux nombres positifs donnés quelconques. D’aprés
(20) et (26) nous avons

. . ’ 1
(28) . W (Cp, mo) = ﬁf((pa Zo) — m (@, Ty) =5

. La fonetion @ (z) étant semi-continue supérieurement, nous avons

(29) M (p, %) = @ (w,).

Or d’aprés la définition du minimam . d’une fonetion en un point,
il existe un nombre £ tel que

(30)  m— < E< apt 6
et
(31) e <mpm) +e

Les formules (28), (29) et (31) donnent:

(82) ? ) <9 @) — 1+

La fonction @ («) étant semi-continue supérieurement au point &,

il existe un nombre positif d, tel que lintervalle (£ — d,, £+ 6,)
est intérieur & lintervalle (z, — d, z, 4+ 6) (auquel, d’aprés (30),
est intérieur £) et que : N

(83)  p@ <@ +e pour £—06, <a<E+0,

D'aprés (32) et (33) nous avons: | |

(34) (p(x)<q9(mo)-~+2e pour §—-—61.<m<§+51.

Or, la fonction f(x) est nulle, sauf pour un ensemhle dénombrable
de points: il existe don¢ un nombre z intérieur & lintervalle:

(6§ — 6y, & 4+ d,) tel que |
c'est-i-dire, d’aprés (31):
(36) - ¢ (x) = ¢ (2)

Pour un tel nombre x nous avons donc & la fois les formules (84)
et (35) qui donnent, d’aprés (27);

(36) | w(x)<w(xo)-——~+2e
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L’intervalle (§ —6,, £+ J,) étant intérieur & l'intervalle (z, — 4,
%, + 0), nous avons démontré que pour tout nombre J >0 et tout

£> 0 existe un nombre x intérieur a lintervalle (z,—J, =, + 0),
pour lequel subsiste 'inégalite (36), ce qui prouve que (i, :2‘0)2173
cest-a-dire, d’aprés (26), que

‘ 1
w (wa Ootw + r VQ-) >73

et démontre ainsi la quatriéme des formules (22) pour p = 0. Les

formules (22) sont donc vraies pour p==0. |
Supposons maintenant les formules (22) vraies pour une valenr

entiére et non négative de p. D'aprés la propriété de Yensemble P,

_nous avons (pour tout o < w®):

Ay 2ete = lim @y 2ty Pt

n=00

donc: :
(37) G g2+ 2 + 1 Vi =lim (aa-!-caQH' 1-n+m2”+1)'

Or, d’aprés la quatritme des formules (22) nots avons (en rem-
plagant ¢ par o -+ 0¥ 7n):

| 1
o g i + DS
la formule (37) démontre done que

1
@ o (9, gtz +1)2) = B“jl—_“

- Posons, pour abréger

(89) Ty =,da+w9”‘9 +r)2: f

d’aprés la définition de la fonetion f(x) nous aurons:

‘ 1
- Sfx) = T
done, d’aprés (21):
' 1
(40) @ (o) = ¥ (z0) + -

Soient 6 et & deux nombres positifs donnés queleonques. . D’apres

(38) et (39) nous avons .
| | +
(41) M (p, ) —m (9, 20) = F—
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La fonction w(x) étant semi-contivue supérieurement, nous avons

(42) M("P: xo) = Y (x,).

Or, d’aprés la définition du minimum d’une fonction en un point,
il existe un nombre £ intérieur & lintervalle (rq—d, z,-4-4d), tel que

(43) ) <m0+
Les formules (41), (42) et (43) donnent

(a4) vO<pen—2TL4e

La fouetion (%) étant semi-continue supérieurement au point &
il existe un nombre positif J, tel que lintervalle (§-— 4,, & + 4,)

est intérieur & lintervalle (x, — 0, w, -+ d) (auquel est intérieur £)
et que

45) Y@<y +e pour £—6 <ax<EH Gy
D’aprés (44) et (45) nous avons:

48) v(@) <l —ETL 490 pour £- o <z<itd,

Or, la fonction f(x) étant nulle, sauf pour un ensemble dénom-
brable de points, il existe & lmtémeur de l'intervalle (¢—46,, £ 4+ 4,)
un nombre z tel que f(z) =0, c'est-a-dire, d’aprés (21):

(47) ¢ (z) =y (a).

Pour un tel z nous avons a la fois les formules (46) et (47) qu1
donnent, d'aprés (40):

P (@) < @ (z) —

Les nombres positifs 0 et & étant quelconques, nous en concluons,

comme plus haut, que o (g, Ero)}p + 2 c'est-a-dire, d’aprés (89):

{

(48) B ICXPREEY )P k|
D’aprés la propriété de Fensemble P nous avons

Quipets = lima, 2213,

oD
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done aussi

(49) O oy 203 —«}— rn )2 = hm (@pp et + 7. )2).

Or, d'aprés (48) nous avoms (en remplagant ¢ par a + w*({n—1))

2
o (p, a2, + 7 V§) = P —l}- , pour n=1,23,...,

ce qui prouve, d'aprés (49), que

2
(50) W ((P: Ugp2t3 + 7 V§) = £ _;_ -

Posons, pour abréger:

51) o a4 1B
d’aprés la définition de f(x) nous aurons: f(y,)=0, done, d’aprés (21):

(62) ¥ (%) = @ (o)-

Solent d et ¢ deux nombres positifs donnés quelconques. En se
basant sur la formule (50) et sur le fait que ¢(x) est une fonction
semi-continue 'supérieurement est que la fonction f(x) est nulle,
sauf pour un ensemble dénombrable de points, nous démontrerons,
comme plus haut, qu'il existe dans lintervalle {y, — d, y, - J) un
nombre y, pour lequel subsiste simultanément I'inégalite

9
P ) < ) — LT + 2

et I'égalité’
| ¥ (y) = ¢ ),

qui donnent, d’aprés (52):
w(y)<w(yo)-—-’-'1—+ + 2.

Les nombres positifs & et & étant quelconques, nous en concluons

que w (Y, yo) == >10 _{Z_ -, c'est-i-dire, d’apreés (51):

(b3) 0] (w, @ ot Hs = T4 VQ_) E.j:m‘_)f
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‘Les formules (38), (48); (50) et (53) prouvent que les formules (22)

restent vraies quand on y remplace p par p—-1.
Nous avons done démontré par linduction que les formules (22)
sont vraies pour p=20,1, 2,...
Nous avons, comme on sait
lim 0¥ = w",

P00

‘done, d’aprés la propriét¢ de l'ensemble P:

lim a» =a, =0
Buwla

et aussl
(54) - lim (a,% 4 r}2) =, 2.
. pP=00 .

Or, la premidre des formules (22) donne pour o ==0:

1
o (9,0, 4 rf2) >,
ce qui prouve, d’aprés (b4) que

'w(qi,r,VQ-)..—:::-[-oo.

La fonction ¢(x) aurait done une oscillation infinie en tout point

e=nr}2 (1=1,2,8,..). Or ces points sont évidemment denses
dans tout intervalle (puisque la suite r(!=1, 2,3,...) contient
tous les nombres rationnels). La fonetion ¢(z) aurait donc une
oscillation infinie dans tout intervalle et serait par suite partout
discontinue, ce qui est impossible, puisque ¢ (z) est une fonction
semi-continue. |

L'hypothése que la fonction f(z) est une différence de deux
fonctions semi-continues supérieurement conduit donc & une con-
tradiction. Nous avons donec démontré que f(z) n’est pas une diffé-
rence de deux fonctions semi-continues supérieurement, et “par suite
(d’aprés le théoréme démontré dans l'article 1) n'est pas une somme
d'une série absolument convergente -de fonctions continues,

Or, remarquons qu'il résulte d'un théoréme de M. Mazurkie-
wicz 1) que toute fonction de la premiére classe est une somme
d'une série absolument convergente de fonctions qui sont sommes

1) Voir sa note: ,Sur les. fonctions de classe 1%, Ce volume, p. 32.
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de séries absolument convergentes de fonctions continues. Or M.
Kempisty a démontré qu'un ensemble £~ de fonctions qui con-
tient toute fonction continue et qui contient toute somme d’une
série absolument convergente de fonctions qui appartiennent i E,
contient nécessairement toutes les fonctions représentables analyti-
quement 1).

1) 8, Kempisty: ,Sur les séries itérées des fonctions continues", note qui
paraitra dans le méme volume de ce journal.






