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Sur I'ensemble des points de convergence d’une
suite de fonctions continues.

Par

Wactaw Sierpifniski (Varsovie).

Soit
(1) J1(®), f5 (%), 3 (), - -

une suite infinie des fonctions d'une variable réelle, E— I’ensemble
de tous les nombres réels 2 pour lesquels la suite (1) est conver-
gente. On démontre sans peine que l'ensemble £ est toujours un
F,;, cest-d-dire un produit dénombrable des sommes dénombrables
d'ensembles fermés. Cela résulte p. e. immédiatement de la formule

o I3 JT el =2)

mm=l nw] kel

dont la démonstration n’offre pas de difficulté!). Or le probléme se
pose: £ étant un ensemble F,; linéaire donné, existe-il
toujours une suite infinie des fonctions continues (1)
qui converge sur K et diverze sur le complémentaire
de E£?%. La démonstration que la reponse est affirmative fait
objet de la présente note. Nous obtenons ainsi ce

Théoréme: Pour quun ensemble linédaire X puisse
étre regardé comme ensemble des points de conver-

1) Cf. F, Hausdor(f: Grundziige der Mengenlehre, Leipzig 1914, p. 897.

%) M. Hausdorff éerit 1. c¢. (p. 898): ,Dioc Menge der Konvergenzstellen
braucht also keine Menge £, oder Gy zu sein (nattirlich erst recht keine abge- .
schloegene Menge F' und kein Gebiet G), und die Tatsache dass sie stets ein
Fgs ist durfte sich kaum vereinfachen lasgen®. |
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gen'ce dune suite de fonctions continues il faut et 1l
suffit qu'il soit un K.

Il en résulte naturellement tout de suite gque pour qu'un en-
semble linéaire E puisse &tre regardé comme ensemble des points
de divergence d’une suite de fonctions continues, il faut et il suffit
quil soit un G, (une somme dénombrable des produits dénom-
brables d’ensembles ouverts).

Lemme I. Tout ensemble F, linéaire est une somme d’un en-
semble F, punctiforme P ot d’un nombre fini (>>0) ou dénom-
brable d'intervalles n’empiétant pas les uns sur les autres, dont
les extrémités appartiennent a P.

Démonstration. Soit £ un ensemble F, linéaire donné (il
suffira évidemment de démontrer notre lemme pour les ensembles
bornés). Or, soit G l’ensemble de tous les points intérieurs de £
(sl y en a): ce sera, comme on sait, un ensemble ouvert, donc
une somme d'un nombre fini ou dénombrable d'intérieurs d'inter-
valles

d], dz: ds:na-

n'empiétant pas les uns sur les autres, et le complémentaire F' de
I'ensemble G sera fermé. L’ensemble KF sera done un ensemble

F, ne contenant aucun point intérieur, donc un F, punctiforme.

Soit maintenant ¢, le centre de lintervalle d, et désignons
par ¢ l'ensemble de tous les points

kd,

"i‘)k-—l—l (k=0,1,2,..; n=1,23,...).

On voit sans peine que l'ensemble P=— EF-}- () sera un ensemble
F, punciiforme et que E sera une somme de l'ensemble P et des
intervalles

kd, (k+1)d, _ S |
(c i2k+l’ c,.im) -(k_0.1,2,..., n=12,..)

n'empiétant pas les uns sur les autres, dont les extrémités appar-
tiennent & ¢, donc aussi & P. Le lemme est ainsi démontré.

Lemme II. Tout ensemble F, linéaire punctiforme est une
somme d'upe série au plus dénombrable d’ensembles fermés sans
points communs deux & deux.
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Démonstration. Soit £ un ensemble I, linéaire puncti-
forme donné. Nous avons done

E=F +F+F+..

ol F. (n=1,2,38,...) sont des ensembles fermés qu'on peut suppo-
ser bornés (puisque autrement il suffirait de les décomposer en
parties bornées, pouvant d’ailleurs avoir des points communs). Les
ensembles

&,:F1+F2-+—...+Fn (m=1,23,...)

seront done punctiformes (comme sous-ensembles de E), fermés et
hornés et S, C 8,45 (n==1,2,...), et nous aurons

E=T, 4 (S — 8,)+ (S — &)+,

les termes de cette série étant sans points communs deux & deux.
Pour démontrer notre lemme il suffira évidemment de prouver

.que tout ensemble S,,; — S, est une somme d'une série au plus

dénombrable d’ensembles fermés sans points communs deux & deux.
Nous démontrerons que si 4 et B ( A sont deux ensembles liné-
aires fermés, punctiformes et bornés, l'ensemble 4 — B est une
somme d'une série au plus dénombrable d’ensembles fermés sans
points communs deux & deux.

Soient donec 4 et B (C A4 deux ecnsembles linéaires fermés,
punctiformes et bornés, et soit » un point de B, # — un nombre
naturel donné. L'ensemble A étant punctiforme, il existe a l'inté-

rieur ‘de lintervalle (p—%;-, p) un point a n’appartenant pas & A,

s : 1 :
et de méme & lintérieur de  lintervalle (p, p—}——];) un point &
n’appartenant pas & 4. Il existe donc pour tout point p de B un
intervalle (a, b) de longueur <72c- entourant p dont les extrémités

n’appartiennent pas & A. L’ensemble B étant fermé et borné, il
existe donc d'aprés le théoréme de M. Borel un nombre fini des

. 2 .,
intervalles d,, d,,..., d,, de longueurs <7? dont les extrémités

n’appartiennent pas & A et tels que tout point de B est intérieur
& un au moins d'entre eux. Posons, en particulier, £ =1 et soit T
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ia. partie de A recouverte par les intervalles d,. d;,..., 0,, et
désignons H, = 4 — T,. On voit sans peine que les ensembles T,
et H, seront fermés punctiformes et bornés et que T; ) B, done

A"“B:Hx‘*‘(Tx“‘B)-

Sur Pensemble T, — B nous pouvons raisonner comme plus haut
sur 4 — B, en posant k= 2, ce qui nous donnera la formule

T, — B = H, -+ (T, — B),

od H, et T, seront des ensembles fermés, punctiformes et bornés
et T, D B. En répétant ce raisonnement et en posant succesive-
ment k=3, 4,..., nous obtiendrons une suite infinie

H,, H,, H,,...

d'ensembles fermés sans points communs deux & deux, telle que
pour tout nombre naturel & subsiste la formule

2) A—B=H, -} H,+...4+ H+(T.— B),

ou T, est un ensemble ‘fermé contenant B et dont tout point a une
distance <§- de l"ensemble B.

Soit p» un point n'appartenant pas & B: le point p' aura done
une distance positive 4 de I'ensemble B et pour k& >-% n’appar-

d
tiendra pas & T, On en déduit tout de suite de la formule (2) que

A—B=H,+ H,+ H,+...

Nous avons done démontré que ensemble 4— B est une somme
d’une infinité dénombrable d’ensembles fermés (ou vides) sans points
communs deux & deux. |

Notre lemme est donc démontré.

Des lemmes I et II on déduit immédiatement le

Lemme III. Tout ensemble F, linéaire est une somme P4 Q,
ol P est une somme d'une série au plus dénomhrable d’ensembles
fermés sans points communs deux & deux ‘et ¢ est une somme
d’'un nombre fini (Z>>0) ou dénombrable d'intervalles n’empiétant
pas les uns sur les autres, dont les extrémités appartiennent & P.
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Nous allons maintenant & démontrer le

Lemme [V. Pour tout ensemble F| linéaire E et pour tout
nombre positif ¢ existe une suite infinie des fonctions continues
J.(x) (m=1,2,3,..) qui sont toutes en valeur absolue <Cg¢ et
qui convergent vers 0 pour les nombres z de E et divergent pour
tous les autres z réels. |
. Démonstration. Seit E un ensemble F, linéaire donné,
E=P-4 ¢ — la décomposition de E dont il s’agit dans le
lemme III. Nous avons done

(3) | P=F, 4 F, 4 Fy+...

ou F, (m=1,2,38,..) sont des ensembles fermés ou vides sans
points communs deux & devx. Nous démontrerons d’abord l'exi-
stence d’une suite infinie des fonctions continues ¢, (z) (n=1,2, 3,..),
toutes en valeur ‘absolne <C o, qui converge vers 0 pour les nom-
bres # de P et diverge pour les autres z réels Dans le cas ol la
série (3) serait finie, 'ensemble P serait fermé et la démonstration
de I'existence d'une telle suite ¢,(x) ne présenterait pas de diffi-
culté (Il suffirait de poser p. e. pour tout = naturel @,,_;(z) =20
et @i, (z) == @(x), olt @(x) est une fonction continue nulle pour les
nombres . de l'ensemble fermé P et positive <C ¢ pour les autres
x réels). Nous pouvons done supposer que les termes de la série
(3) sont tous non vides.
Posons pour tout z réel

(4) P2na(z) = 0, pour 7=1,2.3....

Soit maintenant # un nombre mnaturel douné: nous définirons la
fonction continue ,,(z) comme il suit. Posons

S,=F+F+4..+F,

— ce sera un ensemble fermé sans points communs avec I,
done ayant une distance positive d, de I'ensemble F,.,. Deésignons
par T, Vensemble de tous les points # qui ont une distance
g,
= 3 4 ud, _
un ensemble fermé, sans points communs avee S, Posons @,,(z) =0
sur S, et @, (r)==¢ sur T,: la fonction @, (r) sera ainsi définie
pour tous les x réels sauf pour les points # intérieurs aux inter-
valles contigus & I'ensemble fermé S, 4 7.; complétons sa défini-

de l'ensemble S,: ce sera, comme on voit sans peine,

|
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tion par la condition d'étre linéaire dans les intervalles contigus
& 8,4 T,: on voit sans peine que la fonction @, (x) ainsi définie
sera continue pour tout z réel et qu'elle sera en valeur absolue <Ceg.

Je dis que la suite infinie @,(z) (r=1,2,8,...) converge vers 0
pour les nombres = de P. D’aprés (4) il suffira de démontrer cela
pour la suite @y, (z) (n=1,2,3,...). Soit donc x, un point de P.
D'aprés (8), x, sera, pour un indice k, un point de F,, donc z,
appartiendra &4 S, pour n >k et nous aurons, d'aprés la définition
de la fonction @y,, @y, (z,) =0 pour #>>k done lim P, (g) = 0,
e q f d e

Or, je dis que la suite ¢,(x) diverge pour tout z n appartenant
pas & P. En effet, soit x, un tel nombre, m — un nombre naturel
donné, et supposons que nous avons Pa.(Z) F 0 pour #>=m. De
Vinégalité @,.(z,) 5= ¢ et de la définition de la fonetion g,,(z) il
s'en suit que le point z, a une distance d<———-—-———3 -_Ef’"mdm-(%" de

Vensemble S,. Or, 4, désignant la distance entre S, et F,.;, nous
0, 20, O

3= 8 ~3Lme. *
de V'ensemble F,,,,. Nous en concluons, daprés §,., = S, + F..,,
que la distance de z, & S, ., est égale & celle de z, a S,, cest-
d-dire = d. En remplacant m par m -1 et en répétant le méme
ralsonnement, nous conecluons que la distance de 2, 4 I'ensemble
5,40 est égale & d et, en général, que la distance de z, i 'ensemble
Spix 8t =4d, pour k=1,23.... Or, daprés @, 0 (1, % ¢ nous

en concluons que x, a une distance > d,—

concluons que z, a une distance < 5T (mdikk) 5m+k<'m—]%— —de

1
m—k
d'ot il résulte que d=10, c'est b-dire, S, étant fermé, que z, est
un point de S,. Or, cest impossible, puisque z, n’appartient pas-
a P. Nous avons donc démontré que pour tout point z, n’apparte-
nant pas & P et pour tout nombre naturel m il existe un indice
n>m tel que @, (x,)=¢. Il en résulte que la suite @, (2,) (n = 1,2,..,)
ne peut avoir 0 pour limite. D'aprés (4) nous en concluons ue
la suite @,(z) (n=1,2,3,...) diverge pour tout = n’appartenant
pas a P. | u '

Définissons maintenant les fonctions f,(2) (n ==1, 2,3,...) comme
il suit. Pour tout point x qui n'est pas intérieur & l'ensemble @

pour k=1,2,3,...,
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posons f () = @.(2); la fonction f,(x) sera ainsi définie sur un
ensemble fermé H et elle sera continue sur cet ensemble (puisque -
¢.(7) est une fonction continue). Complétons la définition de la
fonetion f,(x) pour les intervalles contigus 4 H (c’est-a-dire pour
les intervalles constituant @) par la condition qu'elle soit lindaire
dans ces intervalles. On voit sans peine que la fonetion J.(x) ainsi
définie sera continue pour tout z réel et qu'elle sera << 0 en valeur
absolue.

Je dis que la suite f,(x) (n=1,2,3,...) converge vers 0 pour
tout point x de K et diverge pour tous les autres z réels.

En effet, soit , un point de E. Si x, n'est pas intérieur & ¢,
nous avons, d’aprés la définition de f,, f.(z,) = @.(x,). D’autre
part, ¢ étant une somme d'intervalles dont les extrémitds appar-
tiennent & P, nous concluons d'aprés B=P-- @ que z, appartient
a P; or, dans ce cas nous avons lim g,(r,) = 0. Nous avons donc

im f,(xy) = 0 pour les nombres x, de & non intérieurs a Q. Or,

=00

81 @, est intérieur & ¢, il existe un intervalle (a, b) de @ dont les
extrémités a et b appartiennent & P et ne sont pas intérieures
a @ (puisque les intervalles de ¢ n'empiétent pas les uns sur les
‘autres). Nous avons done (d'aprés la définition de f£,): f,(a) =, (a) et
Ju(b)=w,(b) pour n=1,2,3,..., done lim f,(a)=0 et lim f,(b)=0

n =09 H=0Q

(puisque la suite @,(z) converge vers 0 pour les nombres z de P).
Or, les fonctons f,(z) étant lindaires dans Pintervalle (a, b) (comme
intervalle appartenant & @), nous en concluons tout de suite que
lim f,(#) =0 pour a <<x=<{bh. Nous avons donc démontré que

n=a0Q

lim f,(#) = 0 pour tous les nombres # de E.

n=00

Or soit x, un nombre n’appartenant pas & E==P - @: le nom-.
bre 2z, n'appartiendra donc ni & @ ni & P. Il en résulte que
Jul#o)= @.(2,) pour n=1,2,3,... (puisque x, n’appartient pas & Q)
et que la suite ¢,(x,) diverge (puisque =z, n’appartient pas & P).
Done la suite f,(w,) (5 ==1,2,8,...) est divergente.

Notre lemme IV est donc démontré.

Soit maintenant E un ensemble F; linéaire donnd. Nous pou-
vons done poser |

E=EFEE...,
ou B, (k=1,2,38,...) sont des ensembles F.
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Soit ¥ un nombre naturel donné. D’aprés le lemme I_V il existe

ep 1 T
pour l'ensemble E, et pour le nombre positif = une suite infinie

k
des fonctions continues f, ,(z) n=1,2,3,...) telles que

(5) .fk,n(x)g% pour #n=1,23,...; —oo<x<-}oco.

et qui converge vers 0 pour x appartenant & E, et diverge pour =
n‘appartenant pas & E,.

Rangeons maintenant la suite double f, ,(x) en une suite simple
par la méthode des diagonaux: nous obtiendrons ainsi une suite
infinie des fonetions continues

Fi(x) = /1,1 (%), Fy () = /1, 2(), Fy (@) = f,,1(=),
Fi(z) = f1,5(x), ...
Je dis que la suite F,(z) (n=1,28,...) converge vers O pour

tout nombre x de E et diverge pour tous les autres = réels.
~En effet, soit 2, un nombre de E, ¢ — un nombre positif donné.

(6)

Déterminons un nombre naturel m tel que 1 < e. Le nombre z,
m

appartenant & J, x, appartient & chacun d’ensembles E,, E,..... E,,
Done, chacune des m suites

J1,a(%0), Jau(@o)y- o1y San(®o) (0 =1, 2, 3,...)

converge vers 0. I existe done un nombre u = u(e) tel que
(7) .lfk,n(xﬂ)]<£ pour n > u; k=1:27"':m'

- 1
Or, nous avons, d’aprés (5) et d’aprés <&
m

(8) C | fen(@) ] <& pour k>m.

Les inégalités (7) et (8) démontrent que, sauf peut étre un nombre
fini de termes, les termes de la suite (6) sont pour z = x, en
valeur absolue <Tée. Cela étant vrai pour tout & positif, nous con-
cluons que lim F,(x,) = 0.

R=00
Soit maintenant r, un nombre réel n'appartenant pas a4 E. Il
existe donc un indice m tel que z, n’appartient pas a E,. La suite
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infinie £, .(%,) (n=1,2,38,...) est donc divergente, ce qui entraine
évidemment la divergence de la suite (6) pour z = =,.

Nous avons donc démeontré le suivant

Théoréme: Pour tout ensemble I, lindaire donné
E il existe une suite infinie des fonections continues-
d'une variable réelle = F,(z) (n=1, 2, 3,..., qui comn--
verge vers 0 pour les nombres z de £ et diverge
pour tous les autres « rééls,

Fundamenta Mathematicas 11. ‘ | 4





