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Sur les séries itérées des fonctions continues.

Par

Stefan Kempisty (Varsovie).

M. Sierpinski a introduit une classification de fonctions ana-
logue & celle de M. Baire. La définition réeurrente des classes
s'obtient en remplacant dans la définition de M. Baire les termes:
nS6rie convergente“ par ,série absolument convergente“. Ainsi:

1° la classe zéro est formée des fonetions continues,

2° un ensemble de classes ayant été défini, la premidre classe
de fonctions venant aprés cet ensemble de classes sera formée des
fonctions qui n'appartiennent pas & cet ensemble de classes et qui
sont représentables par les séries absolument convergentes de fone-
tions de cet ensemble.

MM. Sierpinskil) et Mazurkiewicz ont cité des exem-
ples des fonetions qui, étant de la premiére classe de M. Baire.
ne sont pas développables en une série absolument convergente
de fonctions continus et par conséquent n'appartiennent pas & la
premiére classe de M. Sierpinski. De plus, il résulte des re-
cherches de M. Mazurkiewicz?) que toute fonetion bornée de
classe 1 de M. Baire appartient & la classe 2 au plus de M,
Sierpinski, étant limite d'une suite uniformément convergente

dont le terme général est une différence de deux fonections semi-
continues supérieurement 3).

3) W, Sierpiriski: Surles fonctions dével. en séries abs, conv. de f. cont,:
ce volume p, 18, | | ‘

3 8, Mazurkiewicz: Sur les fonctions de classe 1: p. 32.

3 W, Sierpinski (loc., cit.) a démontré que toute différence de deux f, -

semi-continues sup, est la somme d’une série absolwnent convergente de f. con-
tinnes,
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Or pous allons montrer directement, sans Fusage de nombres
transfinis, qu'nne fonetion bornée ou non qui est limite de fonctions
continues peut &tre représentée par une série absolument conver-
gente des séries absolument convergentes de fonetions continues,
Ce théoréme admet une généralisation. En effet, on établira que

- foute fonction de classe ¢ de M. Baire appartient & la classe

a1 de M. Sierpinski au plus. Le résultat ainsi obtenu nous
permet A repondre affirmativement & la question suivante, posée
par M. Sierpinski: les fonctions représentables analytiquement
rentrent-elles dans un ensemble de fonetions, composé de fonetions
continues et de séries absolument convergentes itérées de f. con-
tinues? ). - ‘

Comme les suites monotones nous fournissent le moyen de
comparer les classes de M. Baire et de M. Sierpinski, il est
presque indispensable de définir les classes analogues pour les sui-
tes monotones. L'idée d'une telle classification est enfermée dans
les considérations de M. Young sur les fonctions semi-continues
généralisées 2). "

Nous allons établir incidemment que Pensemble formé par les
fonetions continues et les suites monotones itérées de fonetions con-
tinues se confond avec l'ensemble E de fonctions de M. Baire.

M. Young a démontré®) que la plus grande (petite) limite
d'une suite de fonetions semi-continnes inférieurement (supérieure-
ment) peut étre représentée comme limite d'une suite non croissante
(non décroissante) de fonctions de méme nature. Dés lors, une fone-
tion de la classe 1 de M. Baire étant, & plus forte raison, limite de
fonetions semi-continues, nous pouvons énoncer le théoréme suivant:

I Une fonction de classe 1 de M. Baire est limite
dune suite non eroissante (non décroissante) de fone-
tions semi-continues inférieurement (supérieurement).

La démonstration de M. Young peut étre simplifiée par la
définition suivante des fonctions auxiliaires V(). Soit

lim £, (z) = f(a);

1) Cf. W. Bierpiniaki loe. cit, p. 27,

) W, H. Young: On functions and their associated sets of points, Proe,
Lon. Math. Spc. 1913, v. 12. p. 260,

*) W. H. Young: Osscillating succossions of continuous fanetions, Proc.
Lon. Math, Soc, 1908, v. 6, p. 302.

Fundamenta Mathematicas 11. 5
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v.(x) est une fonction dont la valeur au point «# (de l'ensemble
sur lequel f(x) et f,(x) sont définies) est égale & la borne supé-

rieure de la suite
fm(x)a f,,,+1(x), teay f,,(:v) cas

Il est aisé A montrer que: .
1° les fonctions v, (x) sont semi-continues inférieurement, si

Ju(x) les sont,
20 la suite de fonctions v,(z) est nmon croissante,

30  lim v, () = f ().

Le raisonnement est valable pour une fonction f(z) bornée ou
non, mais finie. En effet, la suite

fm(m)J fm+1(w)' . fn(w)

étant convergente. au point z, elle est bornée, par conséquent sa
borne supérieure v,(x) existe. |

IL. Toute fonction qui est limite d'une suite mono-
tone de fonctions semi-continues du méme type?) est
développable en une série absolument convergente
de séries absolument convergentes de fonetions con-
tinues. |

Pour fixer les idées nous allons considérer une suite non dé-
oroissante de fonctions semi-continues supérieurement, soit v,(2).

Formons la série |

D vu@ -+ e —n@] 4. [vm(x) — O (@) s

qui a pour somme la fonetion f(x).
La suite de fonctions v, (x) étant non décroissante, tous les
termes de la série (1) sauf le premier sont > 0. On a done

% (@) = 0(@) + Y| 04(8) — 0,1 (@)|

et la somme des valeurs absolues .des termes de la série: (1) est
égale & |

—0,@) 4 | 01 () |+ S(@).

1) C'est-a-dire toutes semi-continues inférieurement, ou toutes semi-continues
" supérieurement.
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La série (1) qui a pour somme 6 f (x) est alors absolument con-
vergente 1).

Or ses termes sont les différences de fonetions semi-continues
supérieurement et par suite, d'aprés un théoréme de M. Sierpis-
ski?), sont développables en séries absolument convergentes de
fonctions continues.

Des théorémés I et II on déduit immédiatement:

III. Une fonction de premiére classe de M. Baire
est représentable par une série absolument conver-
gente de séries absolument convergenties de fone-
tions continues.

Elle est donc de la ‘deuxiéme classe au plus de M, Sier-
pinski. N

L'inverse de ce corollaire n'est pas vral, puisquil existe une
fonction partout discontinue qui appartient & la deuxiéme classe
de M. Sierpinski.

En effet, soit f,(z) la fonetion définie dans lintervalle (0,1) par
les conditions suivantes: 1° elle est égale & zéro pour les valeurs

~de x rationnelles 1—;, ol ¢ est premier avec p et < m; 2° flz)=1

pour toutes les autres valeurs de z. On voit que la fonction f(z),
limite de f,(x), est égale & zéro pour les valeur rationnelles et & 1 —
pour les valeurs irrationnelles de 2.  Or les fonctions f.(x) sont
semi-continues inférieurement, ayant un nombre fini de disconti-
nuités de premiére espéce, ot
Jalao) < lim £, ().
2=y
Or, la suite |

flﬂ.f?-)"'j ny)*

étant non ecroissante, la fonction f(z) est, d'aprés le théoréme II,
de classe 2 au plus de M. Sierpinski. = |
En méme temps, étant partout discontinue, elle appartient a la

deuxi¢me classe de M. Baire.
Les résultats obtenus peuvent étre étendus, comme nous l'avons

' remarqué, b une classe quelconque de M. Baire.

1) On voit que le-raisonnement est valable pour une fonction f () mon bornée

mais finie.
1) W, Sierpinski loc. cit. p. 18.
b*
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Une fonction semi-continue est, d'aprés une remarque de M.
Baire, limite d'une suite monotone de fonctions ¢ontinues?). Nous
aurions done & faire dans les raisonnements précédents avec les
suites monotones de suites monotones de fonetions continues,

M. Young désigne une fonction semi-continue inférieurement
par I (lower semi-continuous function) et une fonction semi-con-
tinue supérieurement — par u?), Comme le premier de ce deux
types correspond aux suites non décroissartes, il représente par lu
une suite non décroissante de fonctions semi-continues supérieure-
ment. Or, une suite non décroissante de fonctions semi-continues
inférieurement étant une fonction semi-continue inférieurement ?),
une fonetion I! est un I On n'obtient done que deux nouvaux
types: ul et Ju des fonctions limites d'une suite double de fone-
tions continues. M. Young se limite dans ses études aux fone-
tions qui peuvent étre représentées par un nombre fini de lettres
alternédes % et [ ¢).

Voici une définition générale de classes considerées par M.
Young: |

1° les fonctions continues rorment la classe zér0;

2° la classe 1 se compose de fonctions (discontinues) de deux

types: type w — ce sont les limites des suites non croissantes de

fonetions continues, et type I — les limites de suites non déerois-
santes de fonctions continues.

3% la classe a est formée des fonctions qui n’étant pas de classe
inférieure & o sont limites des suites monotones de fonotions de
classes inférieures & et du méme type; les fonctions de classe a
se divisent en deux types, u et I, suivant qu'il sont limites de
suites non croissantes on non décroissantes de fonetions de classes
inférieures & @ et du méme type.

Pour suivre le méme ordre d'idées que dans les raisonnements

sur les fonetions de premiére classe, nous allons démontrer le

théoréme suivant: ,
IV, Une fonction de-classe o de M. Baire esgt de

%} R. Baire: Legons sur les fonctions discontinues; Pams, 1905, p, 124—b

. *) W.H. Young: A new method in the theory of integration, Pros, Lon,
Math. Soe. 1911, v, 9, p. 16—25,

%) W.H. Young: loc. cit. p. 16..

‘) W. H. Young: On funetions and their agsociated sets of points, Proc.
Lon, Math, Soc. 1913, v. 12, p. 260.
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classe @1 au plus de M. Young et de deux types
possibles (u et ).

Pour @=0 le théoréme est évident. Pour ¢ =1, il vient d’étre
établi. En effet, en remarquant que les fonctions semi-continues
constituent la classe 1 de M. Young, nous pouvons énoncer le
théoréme I dans les nouvaux termes comme voici:

Il Une fonction de classe 1 de M. Baire est de
claspe 2 au plus de M. Young et de deux types possi-
bles (u et 1)

Maintenant, pour avoir le droit d'appliquer linduction trans-
finie, il nous faut démontrer le lemme suivant: |
Si toute fonetion de classe f<a de M. Baire est
de classe a1 au plus de M. Young et de deux types
possibles, il en est de méme dune fonction de classe

¢ de M. Baire.

Soit
@) Fus Fur Foreees Fone

une suite de fonetions dont la limite f(x) est de classe a de M.
Baire. Les termes de cette suite sont done, d’'aprés l'hypothése
du lemme, des fonctions de classes de M. Young inférieures
& @41 et de deux types. Done, nous pouvons les considérer
comme limites de suites non déeroissantes de fonctions de classes
inférieures d «; posons:

./:nm lim ./':!k'

kmoo

Soit vy, la fonction, dont la valeur au point x est égale & la
plus grande des valeurs f, (x) et fy(x), ce qu'on peut écrire

vy = max (fy, /).
Ensuite posons -

Uy == INAX ('”1, w1y J ;¢+1)~

Il est aisé & démontrer par linduction transfinie que les foneti-
ons v, sont de classe « au plus de M. Young et du type /.
En effet
wax (f1,./3) = }fg max (finy Su)

et la suite de max (fy,, /;) est non décroissante. Supposons, pour mo-
ment, que le maximum de deux fonctions du méme type de classe
f<a de M. Young est une fonction de classe § de M. Young
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au plus. Ainsi les fonctions max (f,, /) sont de classes
monotones 8< @ Done, la fonetion max (f;, f;), comme limite
d'une suite non décrowssante de fonctions de classes inférieures
4 a, est de classe ¢ au plus et du type I. Par linduction (finie)
on montre le méme pour toute fonetion v,

Définissons d’'une maniére analogue que v, les fonctions v,,, en
partant du terme f,, de la suite (2) au lieu de f;:

Up = max (fma fm+1)
¥ = Max (v, k—13 f m+7:+1)'

Ces fonctions sont de méme de classe & au plus de M. Young
et du type I

Soit

v, = lim v,.
_ k=00
- Admettons, pour le moment, qu'une suite non décroissante de

fonetions de classe @ an plus de M. Young et du type I est de
classe a au plus et de méme type!). La suite

v"], vﬂ: vma,. .-’ 'U,,k,“.

étant non déeroissante, mous en déduisons que la fonction v, est
de classe a au plus de M. Young et du type L
Considérons la suite

vl, 1}2, v‘,'.-’ vn’-..:

elle est non croissante par déﬁni_tion. Or, la fonction f(z) .est limite
de cette suite, elle est par consequent de classe a1 au plus
de M. Young.

Pour achéver la démonstration il nous reste & établir lo lemme
mentionné: |

La limite dune suite non décroissante de fone
tions de classe a au plus de M. Young et du type I
est une fonction de classe a au plus de M. Young et
du type L

Soit une suite double de fonetions de classes inférieures & a:

1) Sans ce lemme on démontrerait sealement que f(x) est do~classe a-{-2
2u plus de M, Young, =
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Su<Sfe <SS s
Ju K S oS

Fa <f..z S <

(3)

telle que f, = lim fu, lo fonetions f, formant une suite non dé-

k=00

croissante ayant pour limite f(x). Lies suites verticales

flk’f!kyfsks'“ﬂ nkyrr ey

comme on voit sans peine, peuvent &tre faites non décroissantes si
l'on remplace généralement f,, par max (fiu, fosy---ySm) Y-
Alors la suite double (38) peut btre considérée comme non dé
croissante. ‘ :
Prenons les termes se trouvant sur la diagonale: ils forment la
suite

f117f2’)f.385';'1 Yy .

Cette suite est non décroissante et a pour limite la fonction f(z).

Or, les foncions f,, étant de classes inférieures & a, de M. Young
. la fonction limite f(x) est de classe @ au plus de M. Young.

Ainsi le théoréme IV se trouve démontré. Comme une consé-
quence immédiate de ce théorédme, nous pouvons énoncer le co-
rollaire suivant: < ~ |

Toute fonction représentuble analythuement 2)
rentre dans la classification'de M. Young.

De méme, nous allons établir que la classification de M Sier-
piriski enferme toutes les fonctions représentables a.nalythuement |
Il suffit pour cela démontrer le théoréme suivant:

V. Une fonetion de classe @ de M. Young est de
classe o au plus de M. Sierpinski.

Or ce théordme est évident pour ¢ =0. Pour a==1 ¢ ‘est un
cas particulier d'un théordme de M. Sierpinski sur la différence
de deux fonctions semi-continues3), puisque une limite d’une suite

1Y W. H, Young: A new method in the théory of integration Proe, Loh.

Math. Soc. 1911, v. 9, p. 18.

.} H. Lebesgue: Sur les fonctions représentables a.n&lytiquement Journ de
Math, 1905, p. 152 :
3 W, Bierpinski loc. cit. p. 18.



ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

72 S. Kempisty:

monotone de fonctions continues est ume fonetion semi-continue.
Ensuite, en posant @==2, on obtient le théoréme II démontré plus
haut. ' . .

Il suffit done & montrer que, si le théoréme V est vrai pour
tout ¢ < §, il en est de méme pour =4,

Considérons une fonetion f(x) de classe 8 de M. Youn g: elle
est limite d'une suite monotone de fonctions de classes 1nfémeurg
a 8. Soit

JrsJos Faseeis Juye oo

cette suite; formons la série

@ A=A+ =R+t (e —Fr) .

qui a pour limite la fonction 7 (). |

Tous les termes de cette série, sauf le premier, sont du méme
signe: par conséquent elle est absolument convergente. Designous
par a, la classe de M. Young de la fonetion: Jw Or

a, < 8,

par suite, d'aprés 'hypothése admise, toute fonction J. est la somme
d'une série absolument convergente de fonctions de classes infé-
rieures & @, de M. Sierpifiski. 'La‘ différence 7, — f._, est donc
une série absolument convergente de fonetions de classe inférieure
au plus grand de deux nombres e, et a,, Les termes de la
série (4) sont alors de classe inférieure & g de M. Sierpifski
et la somme f(z) de cette série est de classe 8 au plus.

Des théorémes IV et V on déduit immédiatement:

VL Toute fonetion de classe g de M. Baire est de
classe ¢ -1 au plus de M. Sierpinski.

~ Comme d'autre part une fonetion de classe @ de M. Sierpis-

ski est au plus de classe a de M. Baire, on voit que toute fone-
tion qui entre dans l'une de classifications rentre dans V'autre.

Nous avons ainsi établi quelques
MM. Baire, Sierpiriski et Youn
la question. Plusieurs problémes se p
P. ex. cité plus haut un exemple d'une fonetion qui est de classe 2
dans chacune de ees trois elassiﬁcaﬁons; or il serait intéressant ,
& connaitre des exemples de fonctions de classe o de M. Baire
Jouissant de la méme propriété. Ensuite il faudrait former des

relations entre les classes de
g, étant d’ailleur loin d’épuiser
osent sur ce sujet. Nous avons
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exemples analogues & ces de MM. Sierpifski et Mazurkie-
wicz, cest & dire, d’'une fonction de classe @ de M. Baire qui
n'est pas de classe @ de M. Sierpinski et par suite de M.
Young. Nous serions alors convaincus que la classification de
M. Young est toujours en retard sur celle de M. Sierpinski,
et celle-ci — sur la classification de M. Baire, le retard ne dé-
passant pas une classe. '

Varsovie, mai 1920.






