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Théorie des continus irréductibles entre deux
" | points I.

Par
Casimir Kuratowski (Varsovie).

Un continu C est dit irréductible entre les points a et b, lorsqu'il
confient ces points mais auncun de ses vrai sous-continus ne les
contient simultanément.

Cette définition a été proposée en 1909 par M. Zoretti?) a la
suite des recherches sur la notion de ligne dans I’Analysis Situs.
Des lors les continus irréductibles interviennent dans plusieurs
ouvrages mathématiques?); en particulier, MM. Janiszewski et
Yoneyama consacrérent & leur étude des Mémoires spéeianx.

Je me propose de donner dans cet article une esquisse d’'une
théorie des continus irréductibles, en étudiant quelques problémes
fondamentaux qui s'y rattachent. La méthode dont je me sert pour
examiner les propriétés d’un continu C irréductible entre a et b
consiste & étudier la classe des sous-continus de C qui contiennent
a et sont ,réguliers par rapport & C“ (au sens établi dans la Note
précédente). D'aprés le premier théoréme fondamental, cette classe —
que je dénote par R(g,C) — se compose de continus ecroissants.
Ce théoréme conduit 4 l'examen du type d’ordre de cette olasse
et c'est dans le second théoréme fondamental que j'énonce les con-
ditions nécessaires et suffisantes pour qu'un nombre ordinal soit
un type d'ordre de &(a, C).

Les Notes I—III contiennent des applications directes de la
théorie méme. Plusieurs autres applications vont 8tre publiées ailleurs,

1} Ann, de U'Ecole Normale XXVI.
?) Voir: Bibliographie, inserée 4 la fin de cet article
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Tous les théorémes de cet article sont vrais pour lespace eucli-
dien. Mais ils sont vrais encore pour des espaces bien plus généraux.
En effet, tous les résultats des §§ 1—4 et de la Note I se dédui-
sent des axiomes I--IV de ma Note ,Sur Popération A de I'4Ana-
lysis Silus“; ces axiomes définissent, comme je lai signalé, des
espaces plus généraux que les classes & de M. Fréchet.

Le mémoire présent, suggéré par les helles et importantes re-
cherches de Jauniszewski dans I'Analysis Situs, forme la partie

_principale de ma Thése présentde en mai 1920 a I'Université de

Varsovie. Les précieux conseils de mes Professeurs MM. Mazur-
kiewicz et Sierpidski m'ont aidé considérablement A rédiger
cet article. Je tiens aussi 2 exprimer mon affectueuse gratitude
% M. Knaster pour sa collaboration dans l'étude des continus.

Les conventions suivantes concernant les notations nous ser-
virons & abréger le langage. C désigne tout le long du mémoire
un continu arbitraire irréductible entre les points a et b; K en dé-
signe un sous-continu quelconque. Le terme ,continu® est employé
jci au sens plus large, 'ensemble vide et les ensembles formés
d’'un senl point étant aussi nommés des continus. Quant aux autres
termes et notations, je remvoie le lecteur 2 mon article précédent,
auquel j’aurai souvent récours dans la suite.

Exemples: Le segment de droite est le plus simple exemple d'un continu
irréductible entre deux points (notamment, entre les extrémités du segment). Un
autre exemple est fourni par I'ensemble de points (w, y), ol

m1<y<+ 1 lorsque m:O

yzsih—l— lorsque 0 < &< 1.
- .

Ce continu est irréductible entre le point (1, sin 1) et chaque point 2 z=0.

La structure d'un continu irréductible peut étre bien compliquée. Comme I'a
signulé Janiszewskit), il y existe duns I’espace & trois dimensions des continus
irréductibles qui ronferment des portions du plan. 1l est aussi & remarquer que
les continus indécomposubles forment une famille importante de continus irré-
ductibles entre deux points?) (voir fig. 1 et 2).

1) Sur les conttnus irvéductibles entre deus points, Paris 1911 (Thése),
1) Cf. Maszurkiewicsz; Un théoréme sur les continus indécomposables,

Fund, Math, I, 1919,
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§ 1. L’ensemble K°.

Théoréme 1. 1l weriste aucune désomposition de C en deux vrais
sous-continug ayant en commun le point a. |
Démonstration. Si C== M 4 N et o appartient aux deux con-
tinus M et N, Uun d'eux contient — outre @ — le point 4 et, comme

C est irréductible entre a et b, ce continu est identique & C.
Théoréme II. K% est un continu ou une somme de deux continus?).
Démonstration. Supposons que notre théoréme ne soit pas vrai.

Il existe alors trois ensembles fermés P, @, R assujettis aux con-

ditions |

(1) K-=P+Q+Ek PXQ=PXR=QXR=0,

(2) P£0, 940, R0.

Nous montrerons que les trois ensembles fermés:

(3) (E+P+Q), (K+P+E) ot (K+Q+R)

sont des continus. Nous déduirons cette assertion du théoréme 2°
p- 187. |
Or, selon (1):

(K+P+ Q)+ (K+R) =K+ K~=C
(E+P+Q) X (K+R)=K+PX R+QX R=K,

ce qui prouve que la somme et le produit des ensembles fermés
(K+P+Q) et (K+R) sont des continus, Le théoréme cité impli-
que que ces ensembles fermés sont eux-mémes des continus.

Par raison de symétrie, il en est de méme de chacun des trois
ensembles désignés par (3). Chaque couple de ces ensembles admet
comme somme le continu C. Par conséquent a appartient & deux

‘de ces ensembles; p. ex. aux ensembles (K+ P+ Q) et (K-+P4R).

D’aprés le th. I, un d'eux est donc identique & C. Nous pouvons
poser: |

K+ P+4+Q@=¢,
d’ot
K CP+0
et . | .
K-CPTQ=P+Q

1) Pour les notations, voir le mémoire précédent, p. 191,
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c’est-a-dire:

‘ P4 Q+R‘=P+Qa-
et en multipliant ecette égalité par R, on obtient en vertu de (1):

R =0,
contrairement & (2).
Ainsi, ’hypothése, que K° n'est ni un continu ni une somme
de deux continus conduit & une contradiction,
Théoréme III. Si aeK, K° est un continu.
Démonstration. D’apres le théoréme précédent, on a

K-=A+B et AXB=0,

A et B étant des continus.
- Par conséquent

(K4+-A) +(K4+B) =K+ K> =
(K+4) X (K+B) =K,

ce qui prouve; selon le th. 2° p. 187, que K 4+ 4 et K+ B sont
des coutinus.

Le point a étant situé, par hypothése, sur chacun d’eux, on
conclut du th. I que, p. ex:

K4 4=2¢,

d’otr

KCA
et

K C A4,
done

— A",

ce qui prouve que K° est un continu C. Q F. D.

Convenons de désigner par 4 et B les deux continus en les-
quels se décompose K°-, Comme nous venons de voir, K4 4 et
K + B sont toujours des continus. 4 ou B peut &tre vide; clest

- bien le cas, lorsque a ou b appartient & K, car, selon le th. III,

K se réduit & un seul continu.

Lorsque a n’appartient pas & K°, nous poserons 4 =0; dans
lé cas contraire, convenons que acd. Enfin lorsque K° == C,
posons B =0. Ainsi, en tout cas: 4 X B=0.

En tenant compte de ces conventions, on pent déduirent aisé-
ment des théorémes sur 4 des autres qui concernert B,
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Théordme IV. Si K w'est pas un continu de condensation ), le
continu A est irréductible entre a et chaque point de U'ensemble KX A.

Démonstration. Soit S un continn quelconque assujetti aux
conditions:

SC A, aeS, 8SX K=0.

Il g'agit de démontrer que S= 4. .
On a évidemment . .

(4) C=K+ 4+ B=(K+B+8)+ 4.

L’ensemble (K+B+S) est un continu, car K- B en est un
et SX K==0. La décomposition (4) implique, d'aprés le th. I, que

A=0C oubien K+ B4+ S=0C

~ La premibdre égalité ne subsiste pas, car elle entraine, en' veriu
de AC K%, que K*~=C, ce qui veut dire que K est un continu
de condensation, contrairement & I'hypothése.

La seconde implique:

KCB+ S
done ‘
K=B4+S=DB+ A
et d’aprés
on a

S = A.

§ 2. L’ensemble K° °-

Nous établirons d’abord les deux formules suivantes:
(5) A°=B 4 K°-°
(6) | - K= A4~ _B,
Pour prouver la premiére, remarquons que
K == 4 + B,
KO-—-G = A¢ >< B(J,
A%= A° X B° 4 4° % B,

d’ou

et comme

') Voir, ce volume p. 191,
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on en déduit:
= = K> 4° X B,

d’ott la formule (5), car 4° X B= B, puisque 4 X B=0.
Quant & la formule (6), on a

K= A°XB°= A°— B

d’ott

Ke-—=4*—B(C 4“- — B.
D’autre part, la formule (5) implique:

- — B + Ke—e—
d’on
- _ B C KG—G—
et
A — B (C K.

La formule (6) est done établie.

Théoréme V. K°° est un continu.

Démonstration. Si 4" == C, on a d'aprés (6): K= B et
notre théoréme résulte du th. III (en y remplagant a par b et K par B).
Soit done 4" == C. Il en résulte que 4==0 et, par définiton de 4, on
a aed; A° est donc un continu irréductible entre b et les points
du produit A X A4°- (on remplace dans le th. IV: K par 4,
A par A% et a par b). Or, daprés le théordme III, A~ — B est
un continu (on remplace C par 4%, « par b et K par B) et en
vertu de la formule (6), notre théoréme est démontre.

Théoreme VI. Si ae K, le continu K est irréductible
entre a et chagque point de Vemsemble K~ X K°; dans le cas
contraire, K~ est irréductible entre chaque point de AX I et
chaque point de B XX K.

Démonstration. Soit ae K¢ “. D'aprés les théorémes V et I,
K 6—¢~¢— est un continu. Mais, selon le th. 6 p. 183 relativisé par
rapport & €, on a K9~ =K°. Si K était un continu de
condensation, on aurait K¢ ¢~ ==C et K=K ““"=0 et notre
assertion serait évidemment vraie. D’autre part, si K n’est pas
un continu de condensation, on remplace dans Je th. IV K par
K et on obtient la proposition cherchée, car A passe en K¢
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Soit @ non-¢ K¢~¢~. Done agd. Nous pouvons supposer, en outre
B==0. Or, soit S un sous-continu de K°~° tel que

SX A0, SXBO.

C-—-

1l s’agit de prouver S= K°"
Or . |
| C=K+A+B=(R+A)+(4+5+B)

Les deux sommandes de cette somme étant des continus, il ré.
sulte du th. I qu'une d'elle est identique & C. Si on avait K+ 4==C,
on en déduirait K°C A et B=0, contrairement & 'hypothése. Par

~ suite:
A+ S+ B=0C(,
d’ont
K~ 8=10C
et
KO—-O—- C S,
done
S = K% .

Théortme VII. Si K% =0 ¢t acK, alors aeK°°".

Démonstration, Si anon-¢ K°°7, on a aeK°®; par suite
0= K + K° se décompose en deux continus ayant a comme é]é-
ment. L’'un d’'eux est identique & C. Ca ne peut &tre K°, car on
aurait K¢ ¢ == 0. Done, K= C et K = C. Ainsi, en tout cas:
ag K,

- § 3. Les sous-continus réguliers. La ciasse m(a,.o).

Il résulte des théorémes démontrés dans les §§ 1 et 2 que les
énsembles 4, B, 4°~, B et K°°" sont des continus irréductibles
entre deux points (A moins qu'il ne soit vides). De plus, ils sont
des continus réguliers-par rapport & C, ¢est & dire ils rem-
plissent I'égalité X=X, En eftet, en relativisant le théoréme 9
p. 193 par rapport 4 C, on montre que les continus 4°—, B et
K¢~ sont réguliers par rapport & C; il en est de méme de l'en-
semble K °~ et par conséquent, selon le corollaire 3 p. 194 (velati-
visd), — des continus 4 et B.

Nous passons & l'étude plus détaillée de sous-continus réguliers
par rapport & C. Nous les appellerons, tout court, sous-continus
réguliers. |
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Une conséquence immédiate du th. VI est, que chaque sous-
continy régqulier est irréductible entrc deux points.

Théoréme VIII. Si les sous-continus K et L de C contiennent le
point a et Lnon C K, alors K~ C L.
Démonstration. La condition me C K équivaut a: LXK°4=0,
d’olt '

LX K40

et, par conséquent (th. III), L 4 K° est un continu.
Ainsi, Végalité évidente

C=K+ (L +K%*)

représénte une décomposition de C en deux continus contenant a.
D'aprés le th. I, un d'eux est identique & C. Or, K==, car
L non C K. Done

L4 K= C,
d’olt
K« CL
et finalement
K= (CL e. q. f. d.

Soit &R(a, C) la classe qui admet comme éléments tous les sous-
continus réguliers contenant a; soit en outre Oz&(a, C).

Si on suppose que les continus K et L du th. VIII appartien.
nent & #(a, C), on a K¢~ =K et on arrive & I'énoncé suivant.

Premier théoréme fondamental. #(a. C) est ume classe d'en-
sembles croissants.

Autrement dit: pour fout couple d'éléments B, ot R, de A (a, C)
on a

R, C R, ou bien R, (C R,.

Désignons par a le type d’'ordre de la classe & (e, C) ordonnée
selon la grandeur de ses éléments. On désignera par a* le type d’ordre |
inverse. Soit {¢] la valeur absolue de a; c'est-a-dire: «|=|a¥*
Ainsi &) ne dépend pas du sens de Pordre c.

Nous appellerons || le nombre ordinal du continu C.

Passons & I'dtude de ces nombres. ,

Théoréme IX. La classe (b, C) se compose de tous les R"'"
o Red(a, C).

Démonstration. D’aprés le th. III, R®" est un continu-élément
de &(b, C). D'autre part si Sed@®(b, C), S est un R, car S=(8§°)*-
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et S est un R qui appartient & &l(a, 0). Ainsi, Popération ,,C— ¢
fait passer les éléments d'une des classes ﬂ(a, C) ou &b, C) en
ceux de Vautre, c. q. f. d.

1l est aisé de voir que le type d’ordre de @A (b, C) est inverse
par rapport & celui de &(a, C), car

19: R, D R; entraine £R{~ C Ry~

20; RS~ = RS~ entraine R{°~= R§° dome R, =H,.

Lemme?l). Si C est irréductible entre a et b et enlre ¢ et d, C

est irréductible ou bien entre a et ¢ ou bien enlre a ef d.
Démontration. Si C n’est irréductible ni entre @ et ¢ ni entre
« et d, il y a deux sous-continus K et L de C tels que

(7 acK, ceK,
(8) | ael, deL,
(9) K0 L&fC

C étant irréductible entre a et b, la formule (9) implique que
b n’appartient ni & K ni & L. Done:

(10) b non-e (K+ L).

Mais K+ L est, en vertu de (7) et (8), un continu contenant
¢ et d, et C étant irréductible entre ces points, on en conclut que
K 4+ L = C, ce qui contredit la formule (10).

C est donc bien irréductible entre ¢ et ¢ ou entre @ et d.

Soit I(C) I'ensemble de tous les points 2 pour lesquels il existe
un y tel que C soit irréductible entre x et y. D’aprés le lemme,
I(C) se compose de deux ensembles I, et I,: le continu C est
irréductible entre chaque point de I, et chaque point de ;. On
en conelut, en vertu du th. IX, que si zeI(C), on a &(x, C)=&(a,C)
ou bien e‘il(:r, C)=2(b, C), et comme lordre de la classe &(a, C)
ne differe de celui de &(b, C) que par son sens. on arrive a cet
énonce:

Théoréme X. Le nombae ordinal |a| du continu C ne dépend
pas du point a.

Théoréme XI. Le type d’o»dw « nadmet pas de lacunes.

Démonstration. Divisons la classe #(a, C) en deux sous-classes
disjointes &, et &, de fagon que tout continu-élément de &, soit

) Ce lemme est dit & M. Yone yama. Voir: Theory aof continous sed of
points, th, 3, p. 48, Tehokn Math. Journ,, Sendai 1917,
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un sous-continu de tout élément de &;. Nous allons prouver qu'il
existe ou bien dans &, le plus grand continu ou bien dans &, le
plus petit.

Soit S la somme de tous les continus-éléments de &,. S est
un semi-continu. En effet, si les points p, et p, appartiennent
a § il existe deux sous-continus R, et K, contenant ces points res-
pectivement. L'un d’eux est sur-continu de I'autrej il réunit donec
les points p, et p,.

Par conséquent, S est un continu!). De plus, S étant somme
de sons-continus réguliers, S est régulier, d’aprés le théoréme 10
p. 193 relativisé par rapport a C _

Done S appartient a la classe &(a, C). Si Sed?,. S est le plus
grand élément de &,, car

RCSCS
pour tout Reds,.
Dans le cas contraire: Sedl, et comme tout élément de &, est

contenu dans ceux de . on a

SCR

pour tout Red,. Dome S( R, ce qui prouve que S est le plus
petit élément de &,.

§ 4. Les continus indécomposables ct les sauts dans la classe
&(a, C). |

Un continu est dit indécomposable ®), s'il n’est pas somme de
deux continus différents de lui.

Voici un simple exemple d'un continu indécomposable ¥) (voir fig. 1):

E désigne I'ensemble de nombres du ségments (0,1) qui peuvent &tre écritx
dans le systéme de numération- 3 base 3 sans l'aide du chiffre 1. '

E.(n>0) désigne 'ensemble de points ¢ de E tele gue

2 1
FS ST

1) Théoréne déduit par Janiszewski des axiomes I—1V. Sur les con-
pures. du plan p. 28, Prace Mat.-Fis. Varsovie 1913.

) Voir Janiszewski et Kuratowski, Fund. Math. 1.

3) Ce continu ne difféere pas au point de vue topologique de celui de Jani-
wiewski Thése p. 86). La détinition dout je me sert est due & M. Knaster,

14

Fuondamenta Mathematicae ML,
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On dderit du point } par chuque point de E uno demi-circontéronce au-dessis
de I'axe X; les points 4.5 sont lex centres des demi-circonférencen déecires au-

dessous de l'axe X par les points de J7,,
[ ! 2 .
L'ensemble aingi formé, pour tous les i naturels, ost un continn indéeomposable

On montre que tout vrai sous-continu d'un continu indécompo-
suble est un continu de condensution V). Or, supposons que le con-
tinu C renferme un continu indéeomposuble K. D'aprés le th, V,
K¢ est un continu; comme, en, outre, K¢ ¢~ (" K, ce continu
est un continu de condensation de K ou bien ost identique a K.
Dans le premier cas, K¢ est a plus forte raison, continu de
‘condensation de (' done K¢ ==() of K ==(0. Nous avons

done deux alternatives:
K==K“% ou bien K =\,

Lie théoréme suivant se trouve démontré:

Théoréme XIL Si O renferme un continu indéeamposable K, ce
continu est ou bien un continu de condensation ou bien un ous-con
tinu réqulier de C. |

Lemme, Si Boea. C) el pely X L il est vrai que:

1% la classe f(ay Ry) est formde de tous les conlinug R tels que
RC R, et Redh(a,().

ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

HJuniswewski et Kurntowski, Fund, Malh L, théoveme 1L,
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2°: la classe &i(p, Bi~) est formée de tous les ensembles R—R,
tels que Ry C R et Red(a, C);

3% R, étant wun sur-continu de R, appartenant ¢ #(a, C), la
classe R(p, R, —R,) est formée de tous les m os tels que Ry RC R,
et Rest(a. C)

Démonstration. 1. La premiére partie du lemme est une con-
séquence immédiate du corollaire 1 p. 194 relativisé par rapport a C.

2. La classe &(h, C) est formée des continus R, ol Kedi(a, C).
Or, R~ est irréductible entre & et p d’aprés le th, IV (on rem-
place K por Ry, u par b et A par Rf™). Par conséquent, la pre-
midre partie du lemme implique que la classe &(h, KB§~) renferme
les continus RS~ (C R§™; doue la classe @ (p, B§™) renferme les continus
RE=——R%™, oa R (C RE-, c'est-a-dire: ot R, C R

Pour établir Ja seconde partie du lemme il suffit de prouver que

(11) R{~ — R~ =R — &,.
Or (th. 3 p. 183):
R~ —R~CR{ —R‘'=R—R,

d’ol
| Ri~=— R~ C B — Ry;
d'autre part,
R~ — R~ = R*¢ — R{—¢
et

B¢ R T) RF-¢ — R~ = I — R,
d()llc “
R ZUR=S) R-~ R,.

La formule (11) est done établie.

3. Daprés 19, la classe &(a, R;) se compose de tous les R tels
que B(C R,. En remplagant dans 2° le continu € par R,, on en
conclut que & (p, R, — R,) se compose de ces R qui satisfont en
outre & R, (C R, | |

Théoréme XIIL. Si les éléments B, et R, de la classe &(a, C)
Sormenl un saut, Pénsemble R, — R, est wun continu indécomposable.

Démonstration. Euvisageons d'abord le cas: Ry=0 et £, =C.
Si le théoréme n'était pas vrai, il y aurait deux continus C; et G,
tols que
(12) C=0C+C,. (,&%C CFC
14*
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D’aprés le th. I, le point a n’appartient pas aux deux (:,c:mtihus
C, et C, simultanément. Soit done aeC{~. Or, 0§~ C, ear selon (12):

CsCC et Co-CGFC

Mais, d’aprés le th. II, C;~ est une somme de deux continus
réguliers dont l'un contient a; celui-ci est done un élément de
#(a, C) distinet de O et de C, contrairement & I'hypothése.

Passons maintenant au cas, ol seulement R, =0. D'aprds la
premiére partie du lemme, la classe #(a, Ky) se réduit aux élé-
ments 0 et E,, Le continu E, est donc. comme nous venons de
voir — indécomposable. |

Pour établir enfin notre théorsme dans Phypothése R, == 0, il

suffica d'appliquer la troisiéme partie du lemme.
Théoreme XIV. Si K est un sous-continu indécomposable de C,

sans en ftre un continu de condensation, les éléments A et A + K de

A(a, C) forment un saut.
Démonstration. 4 étant, conformémeut aux conventions anté-

rieures (p. 203), un élément de &(e, C), le continu 4 + K en est
également un élément en vertu des théortmes XII et 10 p. 193,

Or, K=K —d4, car K—A(CK et, d’autre part, U'inelusion
A C K* implique E—4D) KX K™ = K daprés la table
(T) p. 186, et K — A= K en vertu du th. XIL

Nous avons ainsi

K=K —A=(A+K)—4.

D'aprés le lemnme, il n’y a done auecun élément de la classe
#A(a, C) qui soit plus grand que A4 et plus petit que 4 -+ K, puis-
que K n'admet aucun sous-continu régulier par rapport a lui qui
soit différent de O et de K. C. Q F. D

Les deux derniers théoremes montvent que la propriété du con-
tinu C d’admettre des sous-continus indécomposables K (tels que
K== 0) est intimement lide & lexistence des sauts dans le type
ordinal a: ces continus et les sauts se correspondent
de fagon biunivoque. |

En particulier, pour que C soit indécomposable il faut et il suffil
que la classe fi(a, C) se compose de deux éléments O et C. Ainsi,
2 est le nombre ordinal d'un continu indécomposakle. l.e type
d'ordre de l’ensemble 0 <Cx<C1 est le nombre ordinal d'un continu
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qui ne renferme pas de sous-continu indécomposable; c'est donc le
nombre ordinal d’un are simple. |

§ 5. Les nombres ordinaux.

Dans ce qui préecdéde nous avons developpé nne méthode de
traiter les continus irréductibles entre deux points qui consiste
a analyser les .nombres ordinaux“ de ces continus. Les seules hy-
pothéses dont nous nous sommes servies étaient les axiomes I—IV,

Dans ce § nous allons invoquer plusieurs autres propriétés
de I'espace pour pouvoir achever 'étude des nombres ordinaux. En
particulier, nous aurons a établir les conditions nécessaires et suf- -
fisantes pour qu'un type ordinal e soit un nombre ordinal d’un
continu irréductible entre deux points.

Théoréme XV. Le type d'ordre a de la classe &(a, C) admet
une partie dense finie ou dénombrable,

Autrement dit: il existe une sous-classe ¥°de & (u, C) tinie ou dénom-
brable et telle que pour tout couple d'éléments R, et Ry (R, (CR,, R, R,)
de &(a, C) il existe un élément P de & satisfaisant & la formule:
Ri CPCRE,.

Démonstration. Eunvisageons la suite des sphéres a centre et
rayon rationnels et désignons par W, W,,... W,,... la suite des
intérieurs de ces sphéres.

Soit, pour un 7 donné, K, la somme de tous les continus situés
dans (C—W,) et contenant le point a; K, est un continu?). Nous
désignerons par & la classe de tous les K&~ |

('est une sous-classe de d&&(a, C), car ou bien K,=0, ou bien
aeK,; dans le second cas, si K=" 0, on a acK d'aprés
le th. VIL Donc, en tous cas, K~ “"ed(a, C).

Soit R, %= R, et R, (C R,. Il existe donc un W, tel que

13 R X W,=0
(14) By X W, 40,
Soit

P=Kf .

D’aprés (13):
‘ A‘RJ CKM

1}y Janiszewski, Thése p. 21.
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d'ott

B = R~ C K =P
D'autre part, comme K, X W,=0, on a selon (14):

R, non C K,.
et, & plus forte raison:
R, non C Ki =P,

ce qui entraine, en vertu du th. fond, que

P C R,
Ainsi:

R, CPCR, ¢oq fod

Si un ensemble ordonné renferme un sous-cnsemble dense fini
oa dénombrable, cet ensemble n'admet que tout au plus une inkinité
dénombrable de sauts.

~ Nous avons done le

Corollaire. Un continu irréductible entre dewx poinls ne rfr.'r(/'cfrmq
que tout au plus une infinité dénombrable de continus indécomposubles
qui ne sont pas des continus de condensalion 1),

Il résulte de la définition de la classe &(a, C) of des théorémes
XI et XV que le type d'ordre a de cette classe remplit los trois
conditions suivantes:

19: il existe le premier et le dernier élément,

2% il W'y a pas de lacunes,

3% il existe une partic dense finie ou dénombrable.

Ce sont donc les conditions nécessaires pour quo o soit
un nombre ordinal d'un continu irréductible entre deux points,
Nous allons démontrer qu’elles sont suffisantes.

Nous établirons au préalable le lemme suivant:

Lemme. « dant un lype ordinal donné, la condition nécessaire
et suffisante pour qu'il ewiste un ansemble de nombres réels du lype o
(ordonné selon la grandeur), — est que o admette une partic finie
ou dénombrable.

') Celte restriction est ossentielle, Fn offet, on peut constrairs dans I'espace
4 3 dimcnsions un continu irréductible entre deux poluta qui contient nne portion
du. plan; ce continu renferme une infinité non dénombrable (de Ja puismance 280
de continus indécomposables de condepsation. Voir: .J aniszowski, Thosoe,
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Démonstration. En gappuyant sur laxiome du choix de
M. Zermelo, on montre facilement que la condition est nécessaire.
Nous allons prouver quelle est suffisante. |

Soit Z un ensemble ordouné du type a. Soit F' sa partie dense
finie ou dénombrable,

L'ensemble Z a évidemment tout au plus une infinité dénom-
brable de sauts. Soit A Pensemble qui contient outre les éléments
de F ceux de Z qui admettent un élément voisin et, de plus, le
premier et le dernier élément de Z (#'il existe). H peut donc étre
rangé en une suite: h,, h,.... h,...

Posons

100 @lhy) = 13

29: la suite ¢(h,),... p(h,_,) étant définie, soit

p(h) = q)‘;%a

@, et @, étant définis de la fagon suivante:

si aucun des h,,...h,., ne précéde h,, on pose ¢ ,=0; dans
le cas cobntraire h, sera le dernier des éléments qui précédent A, ot
¢,= @(h,). Tout pareillement, si parmi ces éléments il y en a qui
suivent h,, h, en sera le premier et ¢, = @(h); dans le cas con-
traire: @, = 1.

Pour compléter la définition de la fonction @ aux éléments de
Z — H, rvemarquons que, si pe(Z— H). p détermine une lacune
dans Z et dans H. H, désignant l'ensemble des éléments de A qui
précédent p et H® 'ensemble de ceux qui le suivent, H, ne possede
pas d’élément dernier ni H? de premier. Il en est de méme des en-
sembles @(H,) et @(H?). Or, soit

{p(p) == lim @ (H,,).

Il est aisé de voir que la fonction ¢ détermine une correspon-
dance biunivoque entre les éléments de Z et ceux de p(Z) et, de
plus, que la condition p, < p, équivaut & @(p,) < @(py).

Le lemme étant établi, remarquons encore que si, pour un élé-
ment p de Z lensemble Z, d’éléments qui précédent p ne contient
pas de dernier élément, le point @(p) est un point d'accumulation
de Vensemble @(Z,). Une remarque analogue concerne 'ensemble
Z* d’éléments qui suivent p.

Nous arrivons donc i cet énoncé:
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i a satisfait aux conditions 1°0—3% il existe dans le
segment (0,1) un ensemble formé V dutype d'ordre a.
Pour en déduire que ¢ est un ,nombre ordinal“ nous rempla-
cerons chaque saut de V par un continu indécomposable.
Nous nous servirons & ce but d’un continu construit par M. Knaster.
Soit £ lensemble de nombres du segment (0, 1) qui peuvent
&tre éctrits dans le systdme de numération & base D sans l'usage

des nombres 1 et 3.
Soit E,(n>>0) lensemble des points ¢ de [ tels que

2 1
RS S B

Soit F, 'ensemble des points ¢ tels que (1—¢) appartient & E,.

: . .0 .
Pour un n donné, on déerit du point 10" b~ des demi-circon-

férences au-dessous de V'axe X par chaque point de 'ensemble L;

. : : 1 L
tout pareillement, on décrit du point (1 - m.b ") des demi-circon-
férences au-dessus de laxe X par chaque point de l'ensemble F,.
L'ensemble formé de ces demi-circonférences, pour tous les

de 0 & oo, est bien le continu indécomposable demandé?).

Fig. 2,

') L dittérence essenticlle entre les continus fig. 1 et fig. 3 est que lo premier
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Nous le désignons par D(0, 1). D’une fagon analogue, “si dans
cette construction on remplace le segment (0, 1) par (=, z,) on dé-
signera le continu par D(z,, x,). On remarquera que le eontinu.
D(z,, z,) est irréductible entre les points z, et ;.

Pour passer & la définition du continu ayant le nombre ordinal «,
reprenons l'ensemble V.

Soient a et b le premier et dernier éléments de V. L'ensemble
V differe donc du segment (@, ) par un nombre fini ou dénom-
brable d'intervalles (a,, b,), (ds Bs)s--+ (Gu, ba)y---, dépourvus de bornes.

L’ensemble |

C=V+ Y D(a,b)

repond au probléme, car |

19: C est fermé, puisque le diamétre des D(a,,b,) tend vers
0 avec n;

20. (' estun continu irréductible entre a et b, les D(a,,b.)
¢tant irréductibles entre a, et b,:

30: le type d'ordre de la classe &(a, C) est le méme que celui
de lensemble V, puisque & chaque saut correspond un continu in-
décomposable. |

Done || est le nombre ordinal du continu C.

Le théoréme suivant est done démontré:

Second théoréme fodamental. a élant un type ordinal donn,
la condition nécessaire et suffisante pour que |&| soit un nombre or-
dinal d'un continu irréductible entre deuw points, est que @ remplisse
les conditions 1°—3° p. 214. ,

Nous terminons la théorie des nombres ordinaux par une remar-
que concernant leur invariance par rapport aux transformations
biunivoques et bicontinues. \

On sait que si le continu @(C) est limage biunivoque est bi-
continue du continu C irréductible entre a et b, ¢(C) est irréduc-
tible entre @(a) et ¢(b). En outre, la notion d'ensemble régulier

n'est irréductible entre auncun couple de points accessibles, tandis que le
second l'est entre les points 0 et 1 de l'axe X, qui sont tous deux accessibles.
Grace A cette propriété du continu D(0, 1) on peut résoudre sur le plan
plusieurs problémes que l'on ne pouvait résoudre que dans l'espace a 3 dimen-
gions en se servant du continu indécompbsable défini auparavant. Clest le cas de
quelques ' problémes de Janiszewski, traités dans sa Thése; voir surtout:

p. 26 et 43.
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relatif par rapport a C reste invariante lorsque on transforme C.

On en déduit done le
Théoréeme XVI. Le nombre ordinal d'un conbinu méduutzbla

entre deux points est un invariant de I Analysis Sttus.

Note 1.
Sur P'existence de sous-continus irréductibles entre deux points,

a et b etant deux points d'un continu borné k' il existe un sons.
continu de E irréductible entre a et b).

Ce théoréme vrai des continus bornés ne peut étre étendn au
cas des continus non bornés. Pour s'en convainere considérons
I'exemple suivant: '

Le continu E se compose 19 des demi-droites (r==1, y220)

et (x=—1,y>>0), 2V: des segments qui joignent le point n de
Iaxe Y aux points -+ y :_1 de laxe X, pour tout entier =21,
2n  2n+41 ( 2n— 1 2n )
0. J—
et 3°: des segments ( D 9n+2) S T Ia de

l'uxe X.

Le continu E ne reuferme aucun sous-coutinu irréductible entre
les points 1 et +1 de l'axe X. (Dailleurs, il est & remarquer
que. E est irréductible entre le point (4, 0) et chaque point des
demi-droites z=+41).

Dans cette Note nous supposons le continu C irréductible entre
a et b et nous en établivons quelques propriétés caractéristiques con-
cernant Vexistence de sous-continus irvéductibles entre deux points,

Y Ce théoréme a ¢été établi pur MM. Juniszewnki of Masurkiowicy
en 1910 (Comptes Rendus, Paris). Voir nussi Mavnrkiewics, Bull. Adcad. DPo-
lonaise 1919, p. 44, Quant an réle des nombres trumstinis dans le rajsonnement
de Janiszewski, voir wmon article: me méthode d'dlimination des nombres
iransfinis... § 3, ve volune, Cf, Zovetti, Acta Math, 36, 1912,

Le méme théoréme éwit traité par M. Yoneyama dans son srticle: The
conception of a Curve.., Kyoto 1913. 'loutefois, ln démonstration de M, Yono-
yama ne peut étre considérée comme rigoureuse, car M, Yoneyimn sappuic
sur la proposition suivante qu'il ne démontre pus: il existe une classe YN* tello
que 1°: les éléments de cette clusse wont des sous-continus de K ot conticnnent a ou b,
20; Jeur partie commune est un continu, Bo: YR¥ n'est pias une veaie sous-classe
d'aucune classe qui remplit les conditions 1° et 2°,

On reconnait d'ailleurs aisdment que cette proposition dquivint an théoréme
méme de l'existence de sous-continus irrédunctibles,
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Remarquons d'abord que, si A est un continu de condensation
de C et beK. le continu C est irréductible enire a et chaque point
de K.

Soit, en effet

(1) K—=¢C

et soit L un sous-continu de C tel que
acl, et L X K -’?|: 0.
Comme ae(L+K) et be(L4K), on a

L+ K= C,
d'ou
KeCL e K—(CL

ce qui entraine, en vertu de (I):
L=7C ' e. q fd

Nous montrerons & présent que p étant un point de C, il exriste
un sous-continu régulier qui est irréductible ou bien entre a el p
ou bien enire b et p.

Envisageons la classe @(a. C). D'aprés le th. XI, cette classe
n'admet pas de lacunes. Il n'y a, par conséquent, que deux cas
possibles: .

10: il existe le plus petit continu R parmi les éléments de
A(a. C) qui contiennent le point p; |

20 il existe le plus grand continu R parmi ces éléments
de &(a, C) qui ne contiennent pas le point p.

Supposons le premier cas réalisé et supposons ‘que R ne sott
pas irréductible entre a et p. Les points a et p sont done situés
sur un continu K tel que

(2) KCR e KR
~ Or,
(3) | pnon-e K<~
car autrement on aurait (th. VII): ae K<~ et le continu K~
sorait, d'aprés (2), un sous-continu régulier plus petit que E, tout
en contenant a et p.
La formule (3) implique: pe K~ et

(4) - pe(K X K)
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Si K est un continu de condensation, (' est — comme nous
venons de voir — irréductible cntre b et chaque point de K; le
théoréme est donc dans ce cas réalisé. Si K n'est pas un continu
de condeunsation, on remplace dans le th. IV: ‘A, par K et a
pur b, et on déduit de (4) que K est irréductible entre b et p,

Le second cas peut &tre ramené au premier. En effet, on a duns
ce cas pe R~ et RC~e&(h, C). Or, si R n'était pus le plus petit
élément de @A(b, C), qui contienne p, il existerait un élément S
de (b, C) tel que
(5) pes,

(6) SC R et S=FR™

La formule (6) implique que

S~ R et 8 == R;

done, comme SefB(a, C), on a, par définition de 7:
(7) peS.

Les formules () et (7) impliquent, selon le th. IV, que S est
irréductible entre a et p. N »

Nous pouvons done supposer que parmi les éléments de dk(b, C)
qui coutiennent p, le continu R en est le plus petit; cela raméne
notre raisonnement au cas 19,

Notre théoréme est done démontré complétement.

L'exemple du continu E prouve qu'un continu irréductible entre
deux points peut contenir des points qui ne sont situés sur aucun
sons-continu irréductible entre eux. D'autre part, on construit aisé-
ment un continu irréductible entre a et b qui contient plusieurs
contmus irréductibles entre a et p. | :

Un théoréme qui se rattache & la considération de ces exemples
fut démontré par Janiszewski):

Sl existe sur un continu borné ¢ irréductible entre a et 6
plus d'un continu irréductible entre @ ot p, il 1'existe qu'un seul
qui soit irréductible entre b et .

Afin de géndéraliser ce théoréme remarquons que g'il existe un

‘Sous-continu régubier R irvéductible entre a et p, R est lo veul sous-

continu irréductible entre ces points.

t) Bull. Acad. Sc, Cracovie 1912,
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En effet, 8l en existait un sutre, soit K, on aurait évidemment:

Knon C R et Rnon (C K.

Mais la premiére de ces formules implique, en vertu du th. VIII::
E¢-°~(C K, donec RC K, en contradiction avec la seconde formule.

Ainsi, en .s’appuyant sur les résultats de cette Note, nous pou-
vons affirmer que p étant un point arbitraire de C un des couples
(a, p) ou (b, p) détermine un et un seul continu irréductible, bien
que Vautre peut n'en déterminer aueun on plus qu'un.

Ceci étant vrai de chaque continu € — qu’il soit borné ou non
borné — on peut, en particulier, omettre la condition que le con-
tinu soit borné dans I'énoncé de Janiszewski?).

Note II.

Sur le »genre« des points d’'un continu irréductible entre deux
points.

Selon une classification due 3 M. Mazurkiewicz?2), un point
p dun continu E est dit de premier genre, Sil est vral de toute
sphere S & centre p que
pnon-g by — ¢

Q désignant le plus grand sous-continu de E X S qui contienne le

point p 3). | |
M. Mazurkiewicz a démontré que, si C est un continu
borné irréductible entre a et b et p est situé sur un continu de
condensation (au sens strict) de C; alors p n’est pas de premier genre
par rapport & C. |
Le but de cette Note est d'étendre ce théoréme au cas de con-

tinu irréductible quelconque: borné ou non borné.

1) La démonstration de J aniszewski ne se préte pas i cotte généralisation,

ear elle cst basde sur le lemme suivant:
p étant un point d'un ensemble fermé F et d'un, continu borné E, si

E—F=F0 ona KX(E—F =0, ot K désigne le plus grand sous-continu
de E Y F contenant p. ‘

Or, ce lemme ne peut étre éfendn au cas de continus non-bornés.

%) (. R. Soc. Sc. Varsovic 1916, p. 430 et Suwr les ligites de Jordan, Fund.
Math. 1. La méme notion était traitée par M. Hahn sous le nom de ,Zusammen-
hang im kleinen*. Voir: Mengentheoretische Charakterisieruny der stetigen Kuyve,

Sgb. K. Akad, Wiss. Wien 1914,
% Cf. mon artiele: Une définition topologique de la liyne de Jordan, Fund, Math. [
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Nous allons démontrer au préalable ce lemme: w
.‘ . . , ’ ."
K étant un continu de condensation (att sens large) de C, il Weriste
que lout au plus un élément R de f(a, C) assujetti aux conditions

(1) ‘RXK='=0. et K— R340

Soit done
(2) Ke—=¢C
et supposons que R, et R, satisfont & (1).

Il s'agit de prouver que Ry ==R,.

Eu tenant compte du premier théorsme fondumental, on peut poser
(3) R, C &

Envisageons la décomposition évidente

C= R, + (Rf~+ K+ R).

Les continus R, et R, remplissant la formule (1), la seconde som-
mande est uw continu admettant ¢ comme élément. Or, connne
R, & C d'aprés (1), on déduit du th. I que
Rf~ + K + R, =G
d'ot
K C R, + B
et suivant (2):
C =R, + Ef~
ce qui donne:
B¢ C B,
done
R, = RE—¢= C K,

et suivant (3): . | ‘
R, =R, e g f.od

Le lemme établi, passons & la démonstration du théordme.

Soit douec K un continu de condensation au sens strict de (.
Supposons qu'un point p de A soit de premier genre par rapport a C.

K étant un continu au sens striet, il contient un point r = p.
Entourrons p d'une sphére S, qui ne contienne pas »,. Soit @, le
plus grand sous-continu de C X S, qui admet p comme élément,
Par hypothése:

(4) p non-g Q-
(5) | | o r e QT

D'uprés (4). il existe sur K un point r, 3= p tel que
(6) | y HOR-E @
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Soit S, une sphére de centre p et r, non-g S,. En assignant
4 @, un seus analogue i celui de ¢,, on a
(V) p non-¢ Q5™
(8) re £ Q5.

D'aprés le th. II, QF~ et @£~ se composent de deux continus,
que nous désignons comme dhabitude par 4,, B, et A,, B, respec-

- tivement (voir p. 203). A, et 4, sont des éléments de A(«. C)

¢l B, et B, uppartiennent & (5, C).
Par raison de symétrie, il n’y a que deux cas a envisager:
19: »red;, et re4,.
20: red, et r,eB..
Duans le premier cas on a -

(9 A, X K0 e K—4,F0,
en vertu de (4). Tout pareillement, d’aprés (7) ou a
(10) A, X K=£0 et K—A4,5F0.
Les tormules {9) et (101 impliquent — selon le lemme —
A, = 4., |

ce qui est absurde, puisque r,eA, et r,non-£4, suivant (6).
Dans le second eas on a

(=0 +0/" =06, + 4 + B, = (Q1+B1) + (4, +K+BL‘)

Or, le continu @, + B, contient b, puisque bnon-£4,. En outre,
ce continu differe de (. car r, appartenant & A,, 4, = 0. D'autre
part, (4, + K+ B,) est un continu, car ryed, X K et roeB, X K:
de plus, be B,, puisque r, appartenant 3 B,y B, = 0.

Par conséquent, selon le th. L

C= 4,4+ K+ B.

et comme K¢~ = (. on en couclut gue

C= A, + B,.

Mais ceci est impossible. car d’aprés (4) et (7). p n'appartient
ni & 4, ni & B,. _ a | |

Il est ainsi 6tabli que Phypothése, que le point p est de premier
geure, méne 4 une contradiction.
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Note III.

Sur la décomposition d'un continu irréductible entre deux points
en continus disjoints.

M. Sierpinski a construit récemment un continu non borné
qui est somme d’une infinité dénombrable de continus n’ayant deux
3 deux aueun point commun. Il démontra aussi qu'un continu borné

‘ne peut jamais Gtre décompos¢ de la sorte 1, Jei je vais prouver

quun continu irréductible entre deux points — quw'il soit borné ou
non — ne peut étre décomposé en wne infinité dénombrable de con-
linus Wayant deur & deux aucun point commun.

Pour établir ce théordme nous w'aurons i invoquer, outre les
axiomes I—IV, que le théoréme suivant: un ensemble fermé non
vide n'est pas somme d'une infinité démombrable d'ensembles non
denses par rapport  lui. Nous appellerons cet énoneé théoréme
de Baire.

Nous commengons par ce lemme: si les sous-continus K, et K,
de C nen somt pas des continus de condensation, la condition

entraine linégalité
(2) Ay Ay
et si, en oatre, A, C A4,, on a
(3) A+ K, CA4, ¢ A + K, =F 4,%.

Supposons, au contraive, que

A =4, = A.
O, 1 2
(Kf=)% == Kf~ = A, + B,

et, par conséquent, (4, A=) est un dlément de la classe ? (a4, C);
il en est de méme de (4, 4 Kf~¢). En vertu du premier théorénie
fondamental nous pouvons done poser:

A 4 K&~ C A+ K§=o-,

1) Le théoréme que M, Bierpisski a démontrd, ost mome plas géndral: un
contina horné n’est pas somme d'une infinité dénombrable d'ensambles fermés
disjoints, Voir Wiedomose! Matematyezne, Vavravie 1919 ot Tdhoku Mathematical
Journal Vol. 13 (1918), p. 300,

2) Pour les notations, voir p, 208,
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d’ett
A+ K= =4+ EF) X A+ Kf) =
= A4 K-~ X Kf~ =4,
puisque .
K-~ X K CK, X K,=0.
Ainsi | -
| A+K1G*C—-=ACK§~J
d'ott
K-~ C K&
et _
K¢ C K-
ce qui donne
Kf-=¢,

cointrairement 4 Phypothése.
 La premitre partie du lemme est donc établie.
A, et A, étant des élémentl de #&(a, C), nous pouvons poser

4 A, C A,.
Or, comme K, n'est pas un continu de condensation, et comme;
d'aprés (2) et (4), 4,50, 0on a
(5) Ky, X 4, F0,
ce qui implique, suivant le th. IV, que A4 est irréductible entre a
et chaque point de K, X 4,. 1l s'en suit, en vertu des formules

(2) et (4) que
(6) K, X 4,=0.

Pour établir la premiére partie de la formule (3), on remarquera
que, si elle n’etait pas réalisée, on aurait d’aprés le théoréme VIII:

| Az_CA;+K1

ot en multipliant par K, les deux membres de eette_-inclusion, on
arriverait & la formule

Ko X 4, CK, X 4,+ K XK

qui contredit, selon (1) et (6), la formule (5).
Quant & la seconde partie de cette formule, observons qu'en

ajoutant membre & membre les identités (1) et (6), on obtient
| K, X (4,4 K,)=0,

¢e qui prouve, selon (5), que A, :4.—-;41 +K,.
Fundamenta Mathemutieas III.
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Notre lemme est donc démontré completement.

Supposons maintenant — contrairement & 'énoncé du théoréme —
le continu C décomposé en une infinité dénombrable de continus
disjoints:

C=E +E+...+ E,+...

Désignons par K,, K,,... ceux parmi les E,, E,,..., qui ne
sont pas des continus de condensation. Soit @ la classe des continus
Ay, 4,,... qui correspondent a K, K,,... Evidemment @ &(a, C).

I’idée de la démonstration consiste & prouver cque la classe @
(ordonnée selon la grandeur) est semblable & I'ensemble des nombres
rationnels, Chaque lacune de & détermine un élément de & (a, C),
qui, & son tour, détermipe un continu de la suite {E,}. De plus,
a deux lacunes différentes correspondent deux continus différents.
Or, la suite, {E,} étant dénombrable et I'ensemble des lacunes ne
Pétant pas, on arrive & une contradiction,

La démonstration se compose de 4 parties.

1. La classe @ n'est pas vide. En cffet, dans le cas contraive, lo
continu C serait une somme d'une infinité dénombrable de continas
de condensation, — contrairement au théoréme de Baire.

2. La classe & ne se réduit pas & un seul dlément. En tenant
compte du lemme. il s'agit de démontrer qu'il y a dans la suite
{E.} plus d’un élément qui ne soit pas un continu de condensation,

Supposons que E;, soit le seul élément qui jouisse de cette
propriété. Or,

| Ei-=E X Ei"+ B, X Ef~ + By X Ef™+ ...

L'ensemble E{- étant régulier par rapport & C et I'ensemble E, X E§~
étant non dense par rapport & C (voir p. 188, corollaire relativisé
par rapport & C), on en conclut que E, X E¢~ est non dense par
rapport & ET~ (voir p. 194, corollaire 4 relativisé par rapport a C).
Les continus E,, E,... étant non denses dans C. on en conelut de
méme que les ensembles E, X E{~, Ey X E$~,... sont non denses
dans K. |

On arrive aivsi &'la conclusion, que V'ensemble X est somme
d'une infinité dénombrable d’ensembles non denses par rapport i lui,
ce qui contredit le théoréme de Baire.

3. La classe @ w'admet pas de sauts. Or, supposons que les élé-
ments A, et 4, de @ forment un saut. D'aprés le corollaire 8 (rela-
tivisé) p. 194, lensemble 4,—A4, et son sous-ensemble A, — (A, + K,)
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.sont réguliers par rapport & C. Par conséquent, si E, est un con-

tinu de condensation, sa partie situé dans 4,—(4,+K,) y est non
dense. Les ensembles K, X 4, — (4,4 K,) et K, X 4, —(4,+K,)
le sont aussi, car K X K est non dense dans €, 4,—A4, C4,CK{~

et Ad,—(4,+K,)) CK
Ainsi, pour démontrer que notre hypothése contredit le théoréme

de Baire, il suffira de prouver pour n>=3 que K.X 4, — 4, =0.
Or, soit n 2> 3. Comme 4, et 4, forment un saut, on a

A,C A4, ou bien 4, (C A4,.
Dans le premier cas, on a d’aprés le lemme:

A +K,CA, et A, +K=+4,.

Co‘mme; selon le th IV, 4, estirréductible entre a et chaque point
de 4, X Af~, on déduit de ces formules que

4,4+ K,) X Af—=0
et & plus forte raison: 4
K, X A, —A4, =0,
Dans le second cas

A, C A, e A, A4,.

‘A, étant irréductible entre a et chaque point de 4, X K., on a

4, X K,=0 &0t K,X 4, — 4, =0.

Il est ainsi établi que, lorsque n >3, K, X 4, — 4, =0.

Les propriétés de la classe & établies jusqu’ici prouvent que
cette classe cst semblable a Pensemble des nombres rationnels de
Pintervalle (0, 1) si I'on néglige les extrémités. Il existe donc dans
cette classe une infinité non dénombrable de lacunes.

La classe &(a, C) n'ayant pus de lacunes (th. XI), chaque lacune
de la classe & détermine un ou deux éléments de &(a, C): K, et R,.
Soit R, C R,. Le continu B, est irréductible entre deux points:
Pun deux est a; soit » Tautre?). -

Soit E,,, ce continu de la suite {£,} qui contient le point r.

1) 11 importe de remarquer que le choix du point r peut étre effectué selon
une loi bien déterminée. On a donc pas bésoin d’invoquer ici 'axiome de Zermelo.
15*
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Nous avons fait ainsi correspondre i chaque lacune de la classe @

un continu de la suite {E}. |
4. A deuw lacunes différentes de la classe & correspondent deux

continus différents de la suite {E,}.
Soit R, un 8lément de &(a, U) déterminé par une lacune de la
classe @ Nous montrerons que F,, est un continu de condensation.

En effet, supposons que B,y = K, Par hypothése:

(7) Ry =F Aoy
En outre: | |

(8) . Rl C An(r)

ou bien | | |

(9) A,y C By,

Si la formule (8) était véalisée, on aurait reK,p) X Ay et Ay
serait un continu irréductible entre a et r (th, IV). Mais ceci est

impossible selon les formules (7) et (8).
La formule (9) n’est nonplus réalisée. Car autrement, il existe-

rait dans @ un 4, tel que A, C AC R, ot A=k 4y 45 Ry

on aurait d'aprés le lemme: |

Anm + Kn(r) C Ai C Ri et An(r) + Kn(r) #“: AH

ce qui contredit 'hypothése que E, est irréductible entre a et r.

E,, est donc un continu de condensation,

Soient maintenant R, et S,(R,(C8;) deux éléments de la classe
#(a, €), correspondant & deux lacunes différentes de &. Soit £, irré-
ductible entre a et r et S, entre a et s. Supposons les points 7 et s
situés sur un continu K,,. |

On trouve, par hypothése, des continus A, et 4, tels que

R, CA4CA4CS,

- Ry 4, 4,5 8.
Par conséquent, |
' red,, red, |
snon-€4,, snon-ed,.
Il d'en suit que ;

Ak >< E,‘(,.) -'-t’-: 0 , et E,,(r) ”""Akq-: 0 _
AKX Epy==0 ot E—4,540, -

ce qui contredit le lemme de la Note II,
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Il est donc établi qu'a deux lacunes différentes correspondent
deux éléments différents de la suite {E,}.
Les propositions 1—4 prouvent que le continu C ne peut étre

‘décomposé en une infinité dénombrable de continus disjoints. C. Q. F. D.

Nous montrerons & présent que chacune des trois conditions
suivantes de notre énoncé y est 1ndlspensable pour que le théoréme
subsiste:

1°: le continu C est irréductible entre deux points;

20: les continus E, forment un ensemble dénombrable;

3% les ensembles E, sont fermés et connexes. .

Nous nous servirops & ce but de trois exemples.

I. Ilexiste des contin us réductibles qui se décomposent
en une infinité dénombrable de continus disjoints.

Le continu cité de M. Slerplnskl en est un.

IL. 11 existe des continus irréductibles entre deux
points qui se décomposent en une infinité non dénom-.
brable de continus disjoints (au sens strict).

Soit E Pensemble non dense parfait de Cantor (voir p. 209).

Le continu C renferme tous les segments qui joignent le point
(e, 0) au point (e, 1), e désignant un pombre de E: en outre, p, et
p, étant des extrémités d’'un méme intervalle contigu & E, les seg-
ments qui joignent (pl, 1) et (p,, 0) font aussi partie de C’.

Le continu C ainsi défini est irréductible entre (0, 0) et (1, 0)
et se compose d'une infinité non dénombrable de continus disjoints,
potamment: 19 d'une infinité dénombrable de continus de la forme
,N“ et 2 dune infinité de la puissance ¢ de segments verticaux.

III. Ilexiste descontinus irréductibles entre deux
points qui se décomposent en une infinité dénom-
brable densembles fermés non conneres.

Le continu qui répond au probléme va étre construit dans les-
pace & 3 dimensions?).

Nous divisons les nombres qu1 entrent. dans l'ensemble E de

Cantor et qui sont de la forme -g;;(O < k<< 3", n>0) en groupes de

fagon que le premier groupe se compose des nombres: gj==}% et
gé: %, et qu'en général, le groupe n-iéme comprenne les nombres

1) Quant & l'existence d'un tel continu sur le plan, comp, Fund. Math II
probléme N° 18 de M. Sxerpuie]n
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g%, 93y g qui n'appartiennent pas aux groupes antérieurs, tout

k
en étant de la forme T

Posons .
1 o1 1 .
G =gt bh=gi + 35 -5 ¢ = gv + 3oy

et envisageons, pour un n naturel et un k impair, la ligne poly-
gonale qui joint successivement les points:

(g3, m, 1),
(a3, 7y m), (6% 0, n), (¢ 7, 1),
(a';:, By, = 1): (b}:: 07 n-— 1)? (027 N, n-—-—l),
(ai, m 0), (4%, 0, 0), (& 0),
| (941, 7y ).
Désignons par V' l'ensemble formé par toutes ces lignes poly-
sonales, pour tout z entier et k impair. L'ensemble V ne différe

dvidemment de V que par les demi-droites:

&

(10) z=¢ z=m, yz=20,

avec m entier >0 et ¢ E. .
I’ensemble ¥ est un continu irréductible entre les points

0 et 1 de Yaxe X et se décompose en une infinité dénombrable
d’ensembles fermés disjoints F,, Fy, F,,..., ol F, se compose des
demi-droites de la formule (10) et des lignes polygonales, dont
les extrémités ont la coordonnée z = m. .
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