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Suar les fonctions d’ensemble additives et continues.

Par

W. Sierpifiski (Varsovie).

Soit E, un ensemble borné donné 'de points dans un espace
4 m dimensions, E — un ensemble variable, contenu dans K, et
mesurable (L). On appelle une fonetion d’ensemble F(#) (dont la
valeur f(E) est un nombre réel (fini) déterminé pour les sous-en-
sembles de f5) additive (simplement) dans E,, si sa valeur sur un
ensemble somme de deux sous-ensembles mesurables de K, sans
point commun est la somme de ses valeurs sur chacun de ces sous-
ensembles.. La fonction additive /(E) est dite continue dans K, si
elle tend vers zéro avec le diamdtre de B (T E,; elle est dite abso-
lument continue, si elle tend vers zéro avee la mesure do E (kK.

On démotre saps peine qu'une fonction additive (simplement) et
absolument continue dans un ensemble borné est dans cet ensemble
additive au sens complet, c'est-d-dire que sa valeur sur un ensemble
somme d’une infinité dénombrable d'ensembles mesurables sans point
commun deux & deux et contenus dans K, est la somme de ses
valeurs sur.chaque partie ),

On voit sans difficulté qu'une fonetion additive et continue dans
un ensemble E, est uniformément continue dans cet ensemble. Cela
veut dire: Si f(E) est une fonction additive et continne dans un

. ensemble L, il existe pour tout nombre positif & un nombre po-

) C. Carathéodory: Vorlesungen dber raslle Funktionen, Leipsig wnd
Berlin 1918, p. 478. On pourrait démontrer que pour qu'une fonction additive wu
sens complet soit absolument continue, il suffit que sa valeur woit mulle wur tout
ensemble de mesure nulle (H. Hahn: Theoris der rellen Funktionen, Berlin 1981,

P- 417, Satz 1V). Cela ne suffit pas pour qu'une fonotion simplement additive solt
absolumont continue, ' |
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sitif 7 = #(e), tel que pour tout sous-ensemble mesurable E de E,
Vinégalité

| $(E) <7
(o 4(F) désigne le diamétre de E) entraine l'inégalitd
[f(E)| <e

Supposons, pour démontrer, que pour un nombre positif & un tel
nombre #==17(e) n'existe pas. Il existerait done pour tout » naturel
un sous ensemble mesurable E, de E, tel que

HEY< ot B >e

ce qui est impossible, (E) étant continue dans E,.

Il en résulte sans peine qu'une fonction additive et conti-
nue dans un ensemble borné E, est bornée sur les en-
sembles mesurables contenus dans E,. En effet, construi-
sons un grillage §!) dont les mailles ont les diamétres <, 5 étant
un nombre positif (dont I'existence est prouvée plus haut), tel que
linégalité d(E) < entraine I'inégalité |f(E)| <1 pour les sous-en-
sembles £ de E£,. L’ensemble E, étant borné, on voit sans peine
que le grillage § contient un nombre limité M,, M,,..., M, de
mailles ayant des points communs avee F,. Soit maintenant F un
sous-ensemble. mesurable de E,: nous pouvons évidemment écrire
E=FEM, + EM, +...+ EM,, les termes de cette somme étant
sans point commun deux & deux. Done, la fonetion f étant additive:

(1) J(E)=F(EM) + f(EMy) + ...+ f(EM,).

Or, d’aprés d(M,) <%, nous avons & plus forte raison 6(EM,) << g
ce qui entraine |f(EM,)| <1 pour k=1,2,..., n: la formule (1)
donne done |f(E)| < n. Nous avons donc prouvé lexistence d'un
nombre ‘n tel que la fonction 7 est en valeur absolue < n sur tout
sous-ensemble mesurable de £, c. q. f. d.

Théoréme: Une fonction additive et continue f(E)
quiprend pour deux sous-ensembles E, et £, dun en-
semble borné E, des valeurs f(E,) et f(&,), prend, pour-
nnsous-ensemble convenable (mesurable) de E; toute
valeur intermédiaire entre f(B,) et f(&,).

1) C, de la Vallée Poussin, Intdgrale de Lebesque. Fonctions d'ensemble
Classes de Botre. Psris 1916, p. 61 ss. ' '

Fundamenta Mathematicae 111. : 16
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Démonstration. Soit K, un emsemble borné donné, P - len.
semble constitué d'uw seul point de £,. La fonction f(4) étant
continue, nous avons f(P)==0. Done, une fonction continne dans
E, est nulle pour certains sous-ensembles (mesurables) de &, T
en résulte tout de suite que pour démontrer notre théoréme il suf-
fira de prouver que si f(K) est une fonction additive et continue

.dans E, qui prend pour un sous-esemble (mesurable) H de F, la

valeur f(H)==a=0, elle prend, pour un sous-ensemble (mesurable)
convenable de £ toute valeur intermddiaire entre 0 et a. Or, la
fonetion — f(E) étant additive et continue en méme temps que
f(&), on pourra supposer gque a > 0.
- Soit done ¢ un nombre tel que 0 < ¢ <l a== f(H).

Soit {g,} une suite infinie de nombres positifs convergente vers 0,
La fonction f(£) étant continue. il existe pour tout n nuturel un
nombre 2, > 0, tel que I'inégalité

(I <
entraine, pour tout sous-ensemble mesurable . de £, l'inégalité
| @<,
ol nous pouvons supposer
(2) | << '2“',;!.7;1 ‘

Construisons un grillage & dont les mailles ont les diamétres
< M. L'ensemble K, étant borné, le grillage §, contient un nombre
fini My, M3,..., M; de mailles ayant des points communs avee k.
D'aprés d(Mi) <, nous aurons, & plus forte raison, d(HM) < 7,

ce qui entraine |
(3) | f(M3)| <& pour k==1,2,...,n.
- Posons S},-"—‘-‘:O, 8}mﬂM}+}IM&+,,+HM% Pour ko= 1, 2’“” "y !

d’aprés (3) nous aurons

4) f(Si—8i)| <& pour ke==1l,2..,n

Or, la fonction 7 étant additive et S, C S} nous avons

| SO — 8i) + A1) = F(8D,  (k==1,2,...,m),
et (4) donne: |

() S(S)—F(Si)| <& pour k=1, 2., .



ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

Sur les fonctions d’ensemble 24:3

Les termes conséeutifs de la suite

(6) (80 =0, £(81), /(89),..., f(8}) = f(H) = a

différent done en valenr absolue & moins que de g. D’aprés 0<c<la
nouc avons f(83) <e, f(S.) > ¢: il existe donc dans la suite (6)

un dernier terme, soit £(S}), (k, < n,), qui est < c¢: nous aurons donc
S(5%) << e <JS(Skta)

done, d’aprés (5): o
c— & <SSy e

Construisons maintenant un grillage & dont les mailles ont des

diameétres <7,: soient M3, M3,..., M2 ses mailles ayant des points
communs avec FE,. Posons

2= Sk Si =8} + (Sia — SL) (M} + M3+ ...+ M)

pour k=1,2,...,n,.

Nous aurons 6(Si— S?_)=0[(Sia—Si)MII<<oI(MH<
ce qui entraine:

ASI—Sia)i <& powr k=1,2..,m,
d'od T'on déduit, comme plus haut, que les termes de la suite

FS)=FS) <o F(SY..., F(S2)=/(Slu)>c

diffsrent en valeur absolue & moins que de &. Il existe donc un
indice ky; < n, tel que |
NCAEY: <f(Sg,+1)
et

c— & < f(SH)<<c
Or, nous avons S} (C 8;, C Si4a, done

81, — 84 C Shys — 8 C Mis
et parsuite

6(83, — Sy) < .

Construisons maintenant un grillage & dont les mailles ont des
disnatres < my: soient M3, M3, ..., M} ses mailles ayant des points
communs avec F,. En posant

S3= 8, S1= St + (Sh— SH(MI+ Mi+...+ M)
(k =1, 2,...ymg)
| ~ 16*
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nous prouverons, comme plus haut, l'existence d’un indice k, < My
tel que |

c—& <S(SD<e, SLCS, et (55— 5L < .

En raisonnant ainsi de suite ncus obtenons une suite infinie

- d’ensembles S; tels que S, C SLC 8L C...CH

(1) ¢ — e, < Sf(S)<e

ot

(8) O(8;, — 81 <y pour n=2,3,4,....
Posons

9) E= 8} +(Sh— 5) + (85 — 83) + ...

— ce sera un sous-ensemble (mesurable) de H.
Soit & un nombre positif donnée quelconque, % — un nombre

positif tel que | f(E)|<C ¢ pour EC E,, 6(E) <7, m - un nombre
naturel tel que

(10) ~§;;<7; et &, <&.
D’aprés (9) nous avons £ ) S posons

(11) E = 8} + R,;

nous aurons, d'aprés (9), (8), (2), et (10):

3(Ba) = S[(SrH, — 1) + (s»;m — )+ <

1
<ﬂuv+ Nwta +"-:< omti + 2,,,{.3"*' "'m'é';ﬁ< ",

done: .

(12 B <

.Or, d’aprés (7) et (10) nous avons

(18) ¢ —e < fSR) <

D'aprés (11) nous trouvons, la fonetion S étant additive:
(14  SEB)=F(SE) + f(R)

Les‘ formules (12), (13) et (14) donnent;
c—2e<f(E)<c+e
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Le nombre & étant aussi petit que Lonveut. cette inégalité
prouve que - ‘

FE)=¢, ¢ g £ d

Notre théordme est ainsi démontré.

Il importe de remarquer que, pareillement comme pour les fone-
tions d'une variable réelle, il ne suffit pas, pour qu'une fonetion
additive d’ensemble soit' continue dans £,, qu'elle prend, pour un
sous-ensemble convenable de F,, toute valeur intermédiaire entre
deux valeurs données quelconques qu'elle prenne pour deux sous-en-
sembles de E,. En effet, nons démontrerons (& l'aide de V'axiome
de M. Zermelo) lexistence d'une fonction additive qui prend
toute valeur réelle sur un sous-ensemble (mesurable) convenable
d'un ensemble queleonque de mesure positive (Une telle fonction
ne peut évidemment étre continue dans aucun ensemble de mesure
positive).

Soit

%) bl:bl)-"i bm: b@-}-u*“)ba)"'

la base de M. Hamel?). Il existe, comme on sait, une fonction
@) d'une variable réelle, satisfaisant & I'équation fonetionnelle
(16) p@+y) =) + 90)

(pour x et y réels) et prenant des valeurs données d’avance pour
les nombres b, de la base B. Celle-ci ayant la puissance du con-
tinu?), il existe une fonction discoptinue @(z) satisfaisant & I'équa-

" tion (16) et prenant (pour les nombres de la base B) toutes les

valeurs réelles. Or, comme on sait, une fonction discontinue satis-
faisant & I'équation (15) prend dans tout intervalle toutes les valeurs
quelle est susceptible de prendre (pour z réels).

Désignons maintenant par m(E) la mesure (lebesguienne) de I'en-
semble E est posons o

J(E) = ¢p(m(E))

— ce sera, comme on voit sans peine, une fonction additive d’en-
semble, définie pour tout £ mesurable. Or, je dis que si p=m(E;)>0.
il existe pour tout £ réel un sous-ensemble E de E, tel que f(B)=3_§.

1) Math. Ann. Bd. 60, p. £69.
3) Voir C. Burstin: Sitzun sber. Akad. Wien, Bd. 125 (1916), p. 209.
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En effet, p(z) prend, comme nous savons, toute valeur réellg dans
tout intervalle: il existe donc un nombre x tel que 0 <& < u et
@(x)==§. Or E, étant un ensemble de mesure u>x>>0, il existe
évidemment un sous-ensemble £ de [, de mesure m(¥)==ux Nous
aurons done f(E)=g@m (L)) =¢(z)=E§, ¢ q. f. d.

Soit maintenant /() une fonction additive au sens complet dans
un ensemble borné K, I et L respectivement les bornes inférieure
et supérieure de f([/) pour tous les ensembles (esurables) £ con-
tenus dans K. Il existe, comme on sait, des sous-ensembles £, et £,
de E, tels que f(B)=1 et f(f)=L1). On en déduit tout de
suite, d’aprés notre théoréme la proposition suivante:

Corollaire. I'ensemble detoutes les valeurs que prend
une fonction additive au gens complut ot continue
sur les sous-ensembles (mesurables) dun ensemble
borné K, est toujours un intervalle fini fermé.

Je ne sais pas si cette proposition est vraie pour les fonctions
simplement additives et continues,

Je terminerai par énoncer quelques problémes concernant les
fonctions additives d'ensembles qui me semblent difficiles & résoudre.
Quelles sont les puissances de classes 1) de toutes les fonetions
additives (définies pour les ensembles mesurables L)?) 2) de toutes
les fonctions additives non négatives? 3) de toutes les fonetions
additives et continues? 4) de toutes les fonctions additives au sens
complet? (On peut démontrer sans peine que la puissance de la
classe de toutes les fonctions additives absolument continues est 2%),
Peut-on donner un exemple effectif d’'une fonction additive non

bornée (finie) pour les sous-ensembles (mesurables) d’un ensemble
borné?

) V. H. Hahn, L ¢, p. «08. Satz IV a.

?} En utilisant une idée due 4 M. Bannch on pourrait démontrer (b I'aide
de I'axiome du choix) que la puissance de toutes les fonotions additives (d’enteom-
bles mesurables) est 22"





