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Un continu dont tout sous-continu
est indécomposable ).
Par

Bronistaw Knaster (Varsovie),

Un continu est dit indécomposable, lorsqu’il n’est pas somme de
deux continus différents de Iui?2).
Je me propose dans cet ouvrage de resoudre par affirmative le

probléme de lexistence ) d'un continu ne contenant que des

sous-continus indécomposables et quelques autres problémes s’y rat- .
tachant de pres.

Les solutions que je présente consistant en des exemples, il
m’a fallu disposer d'une méthode de construction des con-
tinus indécomposables qui soit capable & en fournir des défini-
tions et & en assurer les démonstrations des propriétés.

La méthode de construction que j'adopte ici est basée sur une
idée, d'abord trés sommaire et & déstination différente, qui m'a été
obligeamment communiquée par M. Sierpirski en 1918. Elle
consiste en une application des suites infinies de polygones emboités
les uns dans les autres et de plus en plus éffilés, dont chacun (c'est
le caractére essentiel de I'idée) est soumis 4 une division en parties,
dans lesquelles les polygones suivants effectuent un certain nombre
d’oscillations. Les continus que l'on obtient & la limite de ce
procédé peuvent présenter des caractéres topologiques fort différents,
suivant le mode de subdivision de ces polygones.

1) Thése présentée en décembre 1921 & 1'Université de Varsovie pour obtenir
le grade de Docteur en Philosophie.

3 §. Janiszewski et C. Kuratowski, Sur las continus imdécomposables,
¥and, Math. I, p. 210; cf. aussi L. E. J. Brouwer, Zur Analysis Sztus, Math,

Ann. 68, 1910, p, 426.
" 3) Fund. Math, II, p. 285, prob]éme 15
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)

- Aprés avoir surmonté les difficultés, lides & la rénlisation mathé.
matique de cette idée, je suis parvenu & un procédé nssez géndral
pour qu’il mérite, 4 mon avis, d'8tre traité comme une méthode
de construction decoutinus indécomposables (th. VII).
Je le décris dans la premiére partie de cet ouvrage sous le nom de ,mé-
thode des bandes“. Je passe rapidement en revue les éléments purement

geométriques de cette méthode, pour v'en étudier minutieuse-

ment que les propriétés topologiques qui intervienuent dans les
applications. ‘

La seconde partie de l'ouvrage est entidrement consacrée aux
définitions des exemples et & I'étude de leurs propriétés au point
de vue de I'Analysis Situs. Je montre, en particulier, que les exemples
Jf ot J sont des continus qui ne renferment aucunae
ligne de Jordan, ,

Je tiens A remercier ici mes Professeurs MM, Mazurkiewicy
et Sierpifiski pour leurs précieux conseils ot M. Kuratowski
pour sa collaboration & mes recherches sur les continus indécom-

posables et pour les simplifications qu'il & su apporter & mes rai- -
sonnements. '

Méthode des bandes.

Notions préliminaires. Soit K&, le résean des carrés égaux, dé-
terminé sur le plan par l'ensemble des droites

2= k et y== k
— bn y= b»
ol k prend toutes les valeurs entidres, .
Appelons deux carrés du réseau R, contigus, lorsque leur produit
(Tensemble de leurs points communs) est un coté pour chacun d’eux.

Je donne le nom de bande du rdsean R, & tout poly-

"gone B quise compose dune suite finie de carrds de

ce réseau

(1) - | Cis Cyerny Ciyony O,

satisfaisant anx deux conditions suivantes:

(2)  chagque C,(1 St<m) est contigu Coa

(B)  pour tout 1<k < (m — YonaC X0, COX Cupa
Cette condition implique que

(4) s G X Cp==0, on a k<2
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En effet, on a d'aprés (3) pour k== 3:
Oi >< Ci+k - C{ X (0121-1 X Ci-[—k) : Oi X Ci-}-l X OH-z X Ci-i—k'

Or, si C, X Cx k0, il v & un point commun aux quatre carrés
C.,, Cyy, Cyy et Cy,. Ces carrés forment donc un carré plus grand.
Mais dans ce cas il y a un coté commun aux carrés C; et C,; ce
coté étant évidemment distinet du coté C, X C.,. on est en con-
tradiction avec (3).

Ainsi linégalité C, X C., =F 0 n'est réalisée pour £> 0 que 81
k=1 ou k=2. On remarquera que le produit C X G, est vide
ou se réduit & un seul point.

Le coté commun aux carrés C, et G, sera nommé cloison et
désigné par F, En outre, désignons par F, un coté de C, distinet
de F, et par F, un coté de C, distinet de F,.;. Les cotés F, et
F. de B seront appelés aussi base initiale et base finale de cette
bande. Une extrémité quelconque de F, portera le nom de point
initial de B.

- Tous ces noms sont evidemment de pure convention et ne ser-
viront d’ailleurs qu’a éviter des périphrases.

Envisageons la suite

(5) Fo,ﬁ;, N R

Jappelle C; carré d’mﬁeman, lorsque F,_, X F;=50. C; étant un
carré d'inflexion, Vensemble F,_, X F, se réduit & un seul point
a savoir, au point C,_; X C, (en cas ol 0 < i< m). Jaffirme que

(6) Si F, X Fyy==0, 0n a i =0 ou bien i +2=m.

En effet, si i 3= 0, 1’1négahté F, X F.is & 0 entraine lmégahté
C. X Cipy X Fipy 0. Done, sii+42==m, on a Fiiy CCyy et
C; X Cy X Cys 0, contrairement A (4).
Une suite
(7) | C‘; +13 Cj
extraite de la suite (1) forme également une bande.
Jappellerai cette bande portion de la bande primitive. Convenons que
(8) ce soient les cloisons F,_y et F; de B qui serviront des bases i la
portion Ci+ Cys -+ ... + Gy, notamment, F._, sera la base initiale
de cette portion et Fy la base finale.
" Unpe somme de bandes en peut également former une. Appellons
par extension, contigues deux bandes dont le produit se réduit & un
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coté commun de leurs carrés extrémes. On voit facilement par un
arrangement convenable des indices que

(9) la somme de deux bandes contigues cst dgalement une bande;
elle a pour carrés extrémes ceux des bandes primitives qui
ne sont pas contigus l'un & Uautre.

La définition de la bande montre que le contour d'une bande
est une ligne brisée fermée sans points multiples. Les deux bases,

_prises sans extrémités, coupent dette ligne en deux lignes brisdes

disjointes L’ et L'/, dont chacune s'étend d'unc extrémité de F,
4 une extrémité de F,; soit L' celle de ces lignes qui contient le
point initial de la hande.

Dans le cas ou F, X I, == 0, une des lignes L’ et L" se réduit
& un point, notamment au point ¥, X F,. Appelons point final de
B le point L” X F, dans les cas ol [y X F,==0, et le point
L' X F, dans le eas contraire. On remarquera que dans ce dernier
cas la bande B se compose, conformément & (6), de trois carrés au plus.

La fonction f(B). Je vais introduire une fonetion f(B), qui
fera correspondre A toute bande B du réseau K, une bande du
réseau R, contenue dans B.

Supposons & ce but qu’il ait été donné d'avance

1° lesquels de cotés de C, et C, distinets de F, et F, ., sont
désignés respectivement par F, et I,

29 laquelle des denx extrémités de F, est considérée comme
point inital de B.

Par cela les lignes L' et L/ ainsi que les deux points extrémes
de B sont déterminés d'une fagon univoque,

Or, le réseau R,,, découpe tout carré de R, en 25 carrds plus
petits. Désignons par H, le polygone composé de tous les petits
carrés qui sont contenus dans B et qui ont des points communs
avec L. Soit, d'une fagon générale, H, (1< k<CD) la somme des
carrés de R, contenus dans B et ayant des points communs
avec H, ..

(10) Le polygone H, est une bande du réseau B,..

On constate en effet que pour m==1 H, est une bande aomposée
de 1, 5 ou 9 caprés de R,,, suivant que

Fo X Fo=L, F, X Fo=0 ou F,XF =L"
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En ocutre, les carrés extrémes de H, viennent se placer respecti-
vement aux extrémités F, X L’ de F, et F,, X L’ de F,. On prouve
b Vuide de (9) par induction que, si pour un m =m, le polygone
H, forme une bande, il en est de méme pour m =m, + I. Le
trajet des H, étant paralléle & celui de H,, on démontre par un
raisonnement analogue que H,. H;, H, et Hy sont également
des bandes. La bande H, est composée de carrés de R, ., con-
tenus dans B et disposés le long de L. ‘

Pour tout £=1,2,..., 5 chacun des produits H, X F, et H, X F,
se réduit & un coté du carré extréme correspondant de H,. Con-
venons de considérer ces cotés comme bases de H,. la base initiale
de H, étant celle qui est situde sur la base initiale de B. Par cela
Vordre des carrés de chaque H, est établi d’'une facon univoque.

Admettons maintenant que F, X F, = 0.

Soit I, la portion de H, formée de carrés qui précédent
tous ceux qui ont des points communs avee F,, Onadone I, X £,=0.

Soit d’une fagon analogue I la portion de Hy formée de carrés
qui suceédent & tous les carrés de cette bande ayant des points
communs avee Fy. On a done Iy X F;, = 0. .

Désignons par I, le carré de H, contigu au dernier carré de /,.
Un tel carré existe en vertu de la définition de H,; on pourrait
d'ailleurs prouver qu'il n'y en a quun Désignons par I, le carré
de H, analogue & I,, mais contign au premier carré de J;.

Enfin, soit I, la portion de Hy conligue & I, et I, & la fois.

Posons:

lorsque Fy X F,=0

i) B fB)= 3L, | '
et lorsque Fy X F, 0 ! | '
(12) F.B)=H,.

Ces formules permettent de prouver que f(B) est une ban de.
En vertu de (10) la démonstration se réduit au cas od Fo X F,=0
et consiste & appliquer la proposition (9) quatre fois de suite.

S

Tout I, estune bande comme portion de H,. Les bandes Hy et Hitg étant par
définition disjointes, les bandes Jy et Ipyg le sont 3 plus forte raison. Or, Iy étant
par définition contign 4 I,, la somme I, 4 I, forme, d*aprés (9), une bande
ot I, en est un carré extrdme. [, étant disjoint de I, et contigu par définition
a I,, les bandes (I, -+1I,) et I sont contigues et leur somme [, 4 I,
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forme par conséquent une bande en vertu de (9). En raisonnant ainsi de
suite, on trouve finalement que la somme (11) est en offét une bande,

On remarque que, dans le cas ol B, )X £, ==0. la bande f(B)
effectue dans B une sorte d'oscillation (voir fig. I et II, p. 2b7),

Je vais établir & présent quelques propriétés de f(B) dont je
ferai usage dans la suite.

On voit des formules (11) et (12) qu’un des carrés extrémes de /'(B)
vient se placer & une extrémité de Ja base initiale de B (notamment
au point initial de cette bande) et que Vautre carré extréme de

J(B) est situé & une extrémité de la base finale de B (notamment

au point final de tette bande), Convenons done que

(13) ce soit le point initial de B que Pon regardera comme point
initial de f(B) et que ce soient les cotés de f(B), situés sur les
bases de B, qui seront considérés comme bases de f(B).

Liordre des carrés de J(B) est ainsi établi. J'affirme que

(14) Tensemble f(B) X F, se réduit & la base initiale de f(B) et
Vensemble y(BYXF, se réduit & la base finale de f(B). |

Considérons en effet 1'ensemble f(B) X Iy, On peut se borner évidernment
au cas ol Fy X F,, = 0.

La base F, ne contient un coté que du premier carré de I;. 11 s'agit done
de prouver que

(16) (L + L+ 1+ Iy) X Fy =0.

Désignons par E le rectangle formé par les carxés de H,, H,, H, ot H, dont
un coté est situé sur F,, Pour tout 1 < bk < b5 le carré de H, contenn dans R
n'est contign quaux carrés de H, ; et H,, qui sont situés dans le méme-rec-
tangle. Cependant, I, étant par définition disjoint de F,, aucun carré de I, m'est
contenu dans B. 1l en est donc de méme du carré I,, qui est contign 4 I, . D'autre
part, étant donnd.que Fy X F,, =0, la bande 1, se compose d'au moins 4 carrés
du réseav R,i; de sorte que le dernier carré de I, n'est pas situé dans K. Oe
rectangle ne contient donc I, puisque [, n'est conmtigu qu'su dernier carrd de I,.
Enfin, la bande I; étant contigue aux carrds I, ot d,, les carrés extrémes de cotte
bande ne sont pas contenus dans R, COé¢ rectangle me contient donc mon plus
d'autre carrés de I,, puisque le seul carré de H, sitnd dans R est un c¢arré ex-
tréme de cette bande et, partant, de toute portion dont il fait partie,

- L'égalité (15) est ainsi établie. Le rainennement pour I'ensomble S(B) X Fyy ont
tout & fait ann.log*u/p.

C'est justement pour que la proprieté (14) de la bande J(B)
soit réalisée que j'ai défini cette bande de fagon & dearter ses denx
ntournants“ des bases F, et F,. Voyons I'dtendue de cet éeart.
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C, désignant le carré de la suite (1) qui contient [, et C, le
carré de cette suite qui contient I,, posons

V(B)=01+...+C, et W(B)=C,+...4+ C,.
J'affirme que:
(16) v <3 et m—w<2

On remarquera pour s’en convaincre qu'un carré de H; situé dans C; n'est
jamais contigu & un carré de H,_; ou de Hk_i_l_contanu dans un. C}=f= C,. llen
résulte que lo premier carré de /, est situé dans C,, ce qui prouve gue tout carré
de H5 situé dans C.,__l a des points communs avec Fo- On a done F.,—-l X Fo :’:Oa
puisque dans le cas contraire le carré de H situé dans C,; & l'extrémité de la
cloison F,_; serait également disjoint de F,. Or, l'inégalité qui précéde entraine
en vertu de (4) que ¥ < 3, c. ¢. f. d.

La démeonstration pour w est analogue.

La bande f(B) posséde enfin la propriété suivante (qui n’inter-
viendra d'ailleurs que dans Yexemple J4):

(11) Quatre carrés d'inflexion de f(B) ne sont jamais sucessifs.

On prouve, en effet, en examinant les deux cas -

Fi—lXFi:O et E——l XF‘#O,

qu'une portion de H,, de H, ou de H; située dans C; ne contient jamais deux
carrés d'inflexion successifs. 11 en résnlte que deux carrés dinflexion de
H, étant contigus, ils sont sitnés 2 un sommet commun de deux
carrés successifs de B On en conclut en vertu de {6) que si trois carrés
d'inflexion de H, sont successifs. on a F, X F,":i: 0. Par conséquent H, ne se
compose que de ces trois carrés d'inflexion ot f(B)= H, conformément & la for-
mule (12). |

Admettons donc que Fy X F, = 0. Par suite H, ne contient que tout au plus
denx carrds d'inflexion successifs. Par raison de symétrie il en est de méme de Hj.
Enfin, comme aucun carré de H, n'est sitné 3 un sommet de C;, jamais deux
carrds successifs de H, ne sont des carrés d'inflexion.

Or, les carrés extrémes des bandes /,, I, et I, deviennent dans f(B_) des carrés
d’inflexion 4 cause du contact latéral avee [y et [;donc] amaisplus quetrois
carrésdintloxion nesont successifs dans ces bandes. Enfin, le carré
1, é&ant contign a la fois a un carré de H, et i un carré de H,, iln'est pas un
carré d'inflexion Par raison de symétrie il en est de méme de I,. Les carcés I,
et [, étant interposés emtre I, 1, et I, et par conséquent, entre les carrés d'in-
flsxion de ces bandes, la propriété (17) se trouve ’établie aussi pour le cas ol

Fu X Fou=0.
La fonction f(B. S). Soit S une suite quelconque
(18) F,, By Fopyoy
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extraite de la suite (D) et assujettie anx conditions
7:0=0- et 4, =m.
La suite S détermine une décomposition de la bande B en k&
portions
(19) P, P,..., Py,..., P,
ot P, est une bande formée de carrés C,_ .., C"h__ﬁg,.. ., G, de B.
La portion P, s'étend par conséquent de K, & F,.

Pour que la bande f(P,) soit définie, il faut satisfaire aux con-
ditions préalables 10 et 2°, page 250. La condition 1° étant remplie
par (8), il nous reste & indiquer le point initial de F,.

Je vais le choisir de fagon que la somme 2 S(P,) constitue

. for
une bande. Convenons done que

(20) le point initial de P, coincide avec celui de la bande B et
pour tout 1 << h<k le point initial de P, coincide avec le point
final de P, ;.

Posons:

(21) F(B, 8)= Y f(P).

Al

Cette formule représente f(B, 8) sous forme d'une bande du
réseau R, .. Pour s'en convamcre, supposous quune somme

partlelle Zf forme une bande dont la base finale
g=1
coinclde avec celle de j(P,,) Il s'agit de prouver qu’ll en est

de méma de la somme Zf(P
g=1 |
- Or, en vertu de (20) la base finale de f(£,), et partant, de la somme
considérée, cotncide avec la base initiale de f(P,.,). Le produit de
ces bandes contient done cette base commune.
D’autre part, comme f(F,)(C P,, on a pour tous g, h==1,2,.., k

F(P) X F(P) C P, X P,
f(BYXAP)CF,

puisque la condition (3) est vérifiée pour la bande B.

d’ ot
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On a par conséquent

@) | 3Ry X AP CF,

g=1

La cloison F, étant selon (8) la base finale de P, elle ne con-

tient en vertu de (14) que la base finale de f(F,). D’autre part, la
méme cloison étant selon (8) la base initiale de P,,,, elle ne con-
tient en vertu de (14) que la base initiale de f(P.,). Or, 1a base

3

finale de /(P,) coincidant par hypothése avee celle de Zf‘(P,,

g=1

Rk
le produit (22) se réduit a la base commune des bandes zf(P,)
. . : gl
et f(P.y.). Ces deux bandes sont done contigues et leur somme

constitue en vertu de (9) une bande nouvelle dont la base finale

coincide avec celle de f(Phi)- |
Ainsi il est établi que f(B,'S) est une bande. En vertu de (13)

on peut admettre la convention suivante: |

(23) la bande f(B, S) a pour point initial le point initial de B et
les bases de F(B, S) sont situées respectivement sur celles de la
bande B. |

Par cela Vordre des carrés de f(B, S) se trouve déterminé. On
remarquera que dans le cas ot Fy X F,=0 la bande f(B,S)
offectue une sorte doscillation dans chaque partie
de B déterminde par S. En particulier, lorsque S se réduit

a F, et F,, on a -
(B, 8)= f(B)-
La convention (23) implique que ‘
(24) la propriété (14) de F(B) subsiste pour f(B, S).
On peut prouver également que -
(26) la propriété (17) de F(B) subsiste pour f(B, S).
Supposons en effet que quatre carrés d’inflexion de f(B, ) soient successifs,
1Yaprés (17) ces carrés ne peuvent pas ttre sitnés dans une bande F(Pu).
D’autre part, on a va déja (page 253) que deux carrés d'inflexion contigus

d'an H, ou H, sont situés toujours 4 un sommet commnn de deux carrés C; et
Cipr de B. Par conséquent, si les guatre carrés en question se trouvai-nt sitnds



ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

266 B. Knaster:
dans deuax bandes f(P) et f(Papr), une d'elles en contiendrait an moins deux

ot on aurait

Fc,,—ax-F«,‘zi':O ot Fﬁthh-}-l:I':O
ou bien '
F.,,.-=><Fw.=I=0 ot Fy X Fi,.+2=’=0
ou bien )

F o XF 740 o F X F.s 0.
11 en résulte d'aprés (20) que

Fyy X Fya 0 oubion Fyy X Fopa =k 0 ou bien Fimy X Figa 0

contrairement a (4).

Enfin, si les quatre carrés envisagds étaient disposés dans plus de deux
bandes F(Pi)y F(Prt1 1eeor F(Pug) ob #< 4, une au moins do ces bandes ne serait
composée que des carrés d'inflexion, le nombre de ces carrés ne dépassant pas 2,
Une telle bande est donc représentée par Ja formnle (12) et ses bases ont par
conséquent un point commun, '

Dans toutes les trois alternatives, qui peuvent alors se présenter, on prouve
par un raisonnement analogue au précédent que ce point ge trouve situé, en vertu
de (20), sur plus que trois cloisons de B, conirairement i (4).

La suite {Q,). La définition de la fonction f(R, S) a été établie
dans 'hypothése que S est une suite extraite de (5). Je vais étendre
cette définition au cas od S est formé par des segments quelconques
qui servent de cotés au mailles d'un réseau arbitraire R,(v=n)

Désignons notamment par S’ la suite qui contient les bases de
B et toutes 'us cloisons de cette bande situés sur les segments de
S et posons

J(B, 8") =f(B, 8)
Ceci établi, envisageons une suite infinie quelconque
(26) Say Syyeeny Spye

ol S, désigne un ensemble quelconvque de segments du réseau R,.

Soit @, le carré de réseau R, i sommets opposés (0, 0) et (1, 1).
Ce carré sera considéré comme une bande du réseau R,. Conve-
nons que son coté paralléle 4 Vaxe des x soit la base initiale de @,
que le coté situé sur cet axe. soit la base finale de @, et que le
point (0, 1) en soit le point initial. C'est done le point (1, 0) qui
est le point final de @,

Enfin posons pour tout n =1

(27) Qn =f(Qu—11 Sw«-l)
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et

28 ~ w=]Te.

Tout ¢, est donc une bande du réseau R, contenue dans ¢,_,.
En vertu de (23) et (27) tout @, a le point (0, 1) pour point ini-
tial et les basgs de @, sont situées respectivement sur les droites
y=1 et y=0. -

Il en résulte que &% contient le point (0,1) et un point
de 'axe des z. Comme produit d'une suite déeroissante des con-
tinus qui ne se réduit pas & un point, 7 est donec un continu.

—pl—j 1'1-1-vﬂ—m—j
]

Ll“—-‘ L{*d_uﬂ.
Fig. 1. Fig. 1L

Ces figures représentent respectivement les bandes Q, et Q,, inserites dans ¢,
dans I'hypothése que S, = S, nest composée que de bases de @, et, par consé-

quent, que

0y =s(Q) et @ =S(01)

Tous les continus que je définirai & Uaide de la méthode des
bandes seront donnés par la formule (28), seule la suite (26), qui
détermine le mode de subdivision des bandes @, variant d'un
cas a Pautre. Les propriétés de o ne dépendent donc que de la
définition de la suite (26), qui doit étre par comséquent convena-

blement ehoisie.

Bandes de passage. Avant de passer aux propriétés topolo-
giques de la méthode des bandes, je vais démontrer deux fhéoremes
auxiliaires concernant des propriétés géométriques de ces poly-

gones.
Fundaments Mathematicae III.

17
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~Appelons pour plus de bridveté une bande B’ d’un réseau quel-
conque bande de passage par B, lorsque B'(C B et les bases de B’
sont situdes respectivement sur celles de B.

Ainsi, par exemple, f(B) et f(B, S) sont en vertu de (13) et
(23) des bandes de passage par B. De méme, pour tout n, <, la
bande @, est une bande de passage par Q,. .

Théoréme 1. Itant donnde une bande (d'un réseaw quelconque)
B=Ci+4 Cyt...4+ C..
contenue dans B et contenant des carrds situds dans les carrds C, et
Co AKh <k—1<m) de By, il existe dans B’ une portion
P=0Ci.,+Ciy+...4+C, (i =1, j s<m)
qui est une bande de passage par la portion
Pz= Ch+1 + Ch+2+-~ + Gy
de B.
Démonstration, Posons
T1301+02+...+C,, et Tz Er C’l+ 0k+1+n-u.+ Om-

Par hypothése, il existe au moins deux carrés de B’ dont l'un est
contenu dans T, et l'antre dans 7,. On peut supposer les carrés
de la bande B’ ordonnés de fagon que le premier précéde l'autre,

Soit done C, (C Ty; soit C; le premier des carrés de B', con-
tenus dans 7,, qui succéde A C) ; soit enfin ' lo dernier des
carrés de la portion C;, + Corgs + .. + C,. qui sont situés dans T,.

On a done ¢ >1 et j/<<m'. Je vais prouver que la portion

| Pr=Clo+ Crps + ... + Cia
est une bande de passage par P,
On a en effet' P(C I’ en vertu de la définition de i et 7. En-
visageons donc les hases F, et F,_, de P,
Comme C., C T, et C,,, C Py on a

CoXCopy CTy X P
Or, Ci X Cirpy =F, et en vertu de @) T\X PC T, XC\py=F,

L/inclusion précédente donne par conséquent 7 C #,. On démon-

tre d'une facon tout i fait analogue que Fy. . (C F,.,. Les buses

de P’ sont done situées sur celles de P . q [ d

1
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Théoréme II. Eiant donndes deux portions
P=0C,+Cy + ...+ Cy T=0C+Cu+..-+C
(ot h<j. et k<1l) de B et deux portions
P=C,+Cipy+...4+Ch, T’}: Cp+ Cppy + .- +Co
de B, dont P’ est une bande de passage par P et T’ par T, l'inégalité |
PrX T30

entraine que la plus petite portion de B’ contenant P+ 1" est une
bande de passage par la plus petite portion de B contenant P+ T.

Démonstration. Soit S la plus petite portion de B qui con-
tient P+ T. Si j<Ck+ 1, on a évidemment

* Dans le cas contraire, on a selon (4) j =k + 2, puisque I'iné-
galité P’ X T’ 3=0 implique, en vertu des hypothéses: P’ (C P et
T'C T, que PX T=0. Le produit PX T se réduit donc dans

ce cas & un point et on a
S=P+ 0k+1+T‘

Ainsi, en tout cas, ce sont les cloisons F,_, et F, de B qui ser-
veit de bases & la portion S.

Ceci établi, envisageons les portions P’ et T de B’

En vertu de I'hypothése que - <j et k<l auncune des portions
P et T n’est contenue dans Pautré. P’ et T’ étant des bandes de
passage, tout carré de P contient des carrés de P’ et tout carré
de T contient des carrés de T. Il en résuite done quaucune des
portions P’ et T' n’est contenue dans lautre. On pent évidemment
supposer les carrés de la bande B ordonnés de fagon que ce soit
P’ qui contienne un carré qui précéde ceux de 7¢. On aura par
conséquent A’ < j’, ce qui entraine que k¥ < I, puisquen cas con-
traire 7" serait contenu dans P’

Soit S’ la plus petite portion de B’ qui contient P4+ T Si
F<k41, on a 8’=P+ 77, Dans le cas contraire, oh a, en
vertu de (4): 7/ =¥ -+ 2, puisque, par hypothése, P’ X I"==0. Il
en résulte que dans ce cas S'= P'4+Crpy+T le produit P X T”
se réduisant & un seul point. En tout cas les inégalités h" <j et



ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

260 B. Knaster:

k' < I’ montrent que F,._; et F, sont les bases de S’. Or, elles mon=
trent en méme temps que S’ (C S.

En effet, on a par hypothése P’ + T" (C P+ I'(C S. Supposons
donc que le carré C,.., n'est pas situé dans P+ T\ Il en est donc
de méme du’carré de B qui contient C).;. Cependant, €, étant
contigu aux carrés Cp. C P 'C P et Ciuyy C T C T, chacun des
produits C..y X P et Cpyy X T constitue un segment. Le carré de
B qui contient Cy,, doit par conséquent avoir une segment commun
avec chacune des portions P et 7. Or, il n'existe dans une bande
qu'un seul carré ayant des segments communs avec deux de ses portions
sans y étre contenu: & savoir, le carréd situé entre ces portions.
Comme le seul carré de B qui puisse étre situé entre P et 7}
cest le carré G, (en cas ol j=k+2), on a Cuyy C Gy, ot
comme C,; (C S, on obtient C,.; C S. L’inclusion S'(C S est done
établie.

I nous reste & prouver que F,_, (C F,_, et F, C F. Or,
P’ étant une bande de passage par P, il n’y a que Fy._, et F, qui
puissent &tre situés sur la base F,_, de P.

Cependant, comme |

Fy =04 X Cips C Cups €t F,_y = Ciy X C, C Gy,

onal, 3 X Fp COoy X Cuyy. Si/<<K +1, ona CouCTCT,
d'od K,_; X Fi. C Cy X T. Comme, par hypothése h < j, le pro-
duit C,, X T est vide ou se réduit & un point, & savoir au point
Foy X F;. "A plus forte raison il en est done autant du produit .
Fi.1 X F) et par conséquent F',, n'est pas dans ce cas situé dans Fo_,.

Tout pareillement, lorsque j'= &'+ 2 et, par suite, C;, n'est
pas situé dans T, on a, comme on vient de voir, j =4k + 2 et
Ciy1 C Cipa- On a done dans ce cas F,_, X Fo Ciey X Gy, ot,

la portion P étant interposée entre ces carrés, leur produit est vide

ou se réduit au point F,_, X F,. Il en est done de méme du produit
F._y X F, de sorte qu'en tout cas Fy n'est pas situé sar F,.,. Cest
done Fj._; qui remplit Iinclusion F,_, Fh4.
On démontre par ur raisonnement analogue que Fy C F,. La

portion S’ est done une bande de passage par S, ¢ q f d
~ On remarquera que ' ne différe de P4 7 que tout au

plus d'un seul carré, i savoir, du carré Cyra C Cryy.
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Propriétés topologiques des bandes.

Théoréme I1I. C, et C, étant deux carrés quelconques de la bande
B ot L désignant un sous-continu de cetic bande, les inégalités

(29) LXC=F0 a LXCTF0
entrainent Uinégalité ,
(30) | LX F40

pour tout h<{i<C k.
Démonstration. Désignons respectivement par T; et 7, les
portions

CG+GCG+...+C et C'i+1+0i+2+"-+cm

de la bande B. On a en vertu de (4): 1) X Ty = F, Les ensembles
LX T, est L X T, étant fermés et. selon (29), non vides, on
a LX T, X T,30, dot LX F0,c q f d .

Comme, par définition, F,(C G, on peut remplacer £, par
C. dans 'énoncé du théoréme III, de sorte que linéga-
lité (30) prevne la forme L X G50, ,

Ce théoréme montre que toute eloison ainsi que toute portion
d'une bande coupe cette bande entre les carrés qui la précédent
et ceux qui la suivent.

Il en résulte, en particulier, que I, coupe f(B) entre tout carre
de I, et de I, + I, + I;; de méme I, coupe cette bande entre tout
carré de I,+1I,+1I, et de I;. Par conséquent, comme

LCW®B) e I CV(B),

chacune des portions W(B) et V(B) coupe la bande
F(B) en deux parties (pourvu, bien entendu, que Fune des por-
tions W(B) et V(B) ne soit pas contenue dans lautre). Comme
tout carré de B qui n’est situé ni dans W(B), ni dans V(B) con-
tient des carrés de I,, I, et I, on arrive an théoréme suivant:

Théoréme 1V. Lorsque F, X F,=0 & B'=f(B), il existe

- pour tout point p de B’ un tel carré Cy de B’ que la distance

Q(_p, C‘L)Q%g?— et que tout continu M satisfaisant aux Jormules

MCf(B), (p)CM, e MX C =0

remiplit l'inégalité
(31) | | M X W(B)=0.
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Démonstration, Si (p) C W(B), linégalité (31) est remplie en

“vertu de I'hypothése que (p) C L. Admettons done que le point p

n'est pas situé dans W(B) et soit C, le carré de B contenant ce
point. Le carré C, précéde done ceux de W(R).

Comme (p) C f(B), le point p est situé soit dans I,, soit dans
Iy + 1, + I;. 81 est situé dans I,, on désignera puar C; un ecarré
arbitraire de I, + [, + I; situé dans C;, lorsque ¢ >> 3, et dans C,
en cas contraire, Un tel carré de I, 4 I, + I, existe dans C,, puis-
que, en vertu de (16), C, n’est pas contenu dans F(B). La distance
des deux points situés dans un méme carré du réseau J2, ne dépas-
sant( pas %'2; la distance ¢(p, ;) ne dépasse pas ]—/5[;37,

ot 42

5 lorsque i< 4. Si, au contraire, le point p eost situé dans

lorsque 4> 3,

Iy 4+ 1, + I, on désignera par C; un carré quelconque de [, situé
dans C,. Comme C, précéde les carrés de W(B), un tel carré de

~ la bande I, existe en vertu de la définition de cette bande,

L'inégalité o(p, 0;)<%‘?~ est done remplie en tout cas.

Or, W(B) coupe la bande f(B) entre les carrés de I, et ceux
de I; + I, + I;. Par conséquent le sous continu M de f(B) contenant
des points situés dans ces deux bandes doit traversex W(B). Liné-

- galité (31) est ainsi établie.

La propriété analogue subsiste pour V(B), de sorte
que l'on peut remplacer dans 'énoncé du théordéme précédent W(B)

par V(B). L'inégalité (31) se transformera alors en M X V(B) = 0.

Je dis qu'un continu L est un continu de passage, lorsqu'il est
produit d'une suite de bandes

B., Bn+1a Bn+27---

satisfaisant pour tout » >>n aux conditions suivantes

(32) B. est une portion de Q,
(83) B,y est une bande de passage par B,.

La condition (32) n'interviendra d'ailleurs que dans la discussion
des exemples, ol je m’appuyerai sur les propriétds spécinles des
bandes {@,}. Pour le moment je ne ferai usage que de la propriété,
de . d’étre une bande du réseau R, inserite dans Q

Yo, *
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La définition montre que

(34) le continu de passage L contient des points situés sur les deuz
bases de B, pour tout r = n.

| Désignons, en effet, par F;+! la base de B,,, située sur la base
Fy de B, et par F;}P' Pautre base de B,+1 Comme Fy( B,, on a

II ¥y ” B, = L. Or, 'ensemble H F3;, comme prodmt d’une

r==i P r=n

suite décroissante des segments
Fy D Fe D Fert ...

(de longueur tendant vers 0) u’est pas vide en vertu du Durchschniti-
satz de G. Cantor (et se réduit & un point). Comme il est contenu
dans tout ¥y et dans L, on a pour tout,r»_>n L X F;==0. On
démontre l'inégalité L X F, ==0 par un raisonnement tout & fait
analogue. Ainsi la proposition (34) est démontrée.

Or voit que tout continu & défini par la formule (28) est tou-
jours un continu de passage.

Désignons désormais par m, le nombre de carrés du résean
E, qui forment la bande @, et par C7 le i-éme carré de cette
bande. Etant donné un sous continu quelconque M de o, désignons
par Pj la plus petite portion de @, qui contient M.

D'aprés cette notation on a M (C P}, quel que soit n, et comme
les carrés extrémes de P contiennent des points de M, le théo-
réme III implique que '

(35) tout carré de Py contient des points de M.

De méme, pour tout 7, < n, les carrés de P} contiennent des
carrés de P7. En effet, si un carré extréme de Py ne contenait
sucun carré de la portion P32, cette dernidre serait contenue dans
la portion de @, plus petite que P73 et comme M Py, la portion

% ne serait pas la plus petite portion de ¢, qui conhenne M,
contrairement & la définition de Pj.

Il en résulte donc en vertu du théoréme III que

(86) powr tout n,<n, chaque carré de Py contient au moins un carré
de P3.
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La proposition (85) implique que T'on a

(&)

(37) - u=Jfr,

puisque le diamétre des carrés de P te;nd vers O lorsque n eroit

indéfiniment
Théoréme V. Dans tout sous- vontmu M de J¢ il existe une suile

infinie de continus de passage {L,} telle que pour une suite in finic
quelconque {L,} extraite de {L.} on ¢ Vinégalité

Q
(38) - JL=M
' Il
Démonstration. Envisageons la suite (Py). Lie continu M ne #e
réduisant pas & un point, on peut évidemment trouver un n assez
grand pour que la portion I} contienne plus de deux carrés de (.

Soient Cp et Cp ses carrés extrémes et posons:
Boy=Cl s + Chgs + e+ Uiy
En posant dans le théoréme I
B=P,, B =P e P=25B,
.on en conclut en vertu de (36) qu’il existe dans Pj't une portion

Cr 4 Cpfa o+ Of,
telle que-

?"11—{-1 > h n1 et jn-{-l g /Cw_}_l;su
et que la bande |

— nodel n 1 1
B, = Cltﬁ-l + i-*_;_1+2 +:.+ ;:::ﬂlwl

est une bande de passage par B,.
Supposons A présent que pour un r > 0 il existe dans Pit" une
portion
- B, = Cﬂ+r+1 + C‘n—{-r’*‘a Foeet 0,:!';*
qui est une bande de passage par B._, et que 4.y, 22 My Jotr S Koo
Comme en vertu de (36) les carrés Ctr et Cjtr  contiennent des

Ineer
carrés de FPjyt*!, le théoréme I 1mp11que l'existence d’une portion

= (-t L 1
B vy = Cr +r+1+ + G”"ﬁ:"{;] i + + ;':5:{:'*..1”‘”1

de P3rt' qui est une bande de passage par B, et telle que

in+r+-1 }" hn—}«r—{-i, j tisheraf=], ﬁ k11+r-+1 .
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Il existe donc une suite de bandes {B,} qui remplit les condi-
tions (32) et (33). Le produit

est done un continu de passage.
Comme pour tout » >0, on a B, (C Py, on conclut que

L, = II B.C IIP:;*", d'ou selon (37) L, C M

ro() ()

De plus, tout earré de Pj contient daprés le théo-
réme III, des points de L,. puisqu'en vertu de (34) le continu
L, contient des points situés sur les bases F, = C; X C;_, et

v a=C; ;X C; de B. On en conclut selon (35) que p désig-
nant un point arbitraire de M, on a \

-t

o(p, Ly) <

En procédant pour un » > 0 avee la portion Pjf™ tout comme
je viens de le faire avec P}, on montre que P3™7! contient un sous-
gontinu L,, qui est un continu de passage, et tel que p déswnant
un point arbitraire de M, on a l'inégalité

yz

(39) | o(p L)< -

On parvient done i une suite infinie {L,} de continus de pas--
sage situés dans M. Etant donnée une suite infinie quelconque
{L.} extraite de {L,} et un £>>0, on peut trouver pour tout point
p de M un tel nombre naturel { que I'on ait I'inégalité

2
B < ¢
et, comme d’aprés (39)
‘/'2

Q(P; Lr‘)'\<s 5u+r 2

que l'on ait l'inégalite
o(m L) e
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Par conséquent, dans tout entourage d'un point arbitraire p de

M oun trouve des points de Z‘Lq. L'égnlité (38) est done établie.
{ vl
Les mémes prémisses, que j'ai employées pour prouver Iexi-

> v r A ra e ’
stence dans la portion Cp . -+ C; .+ ...+ C; .y de P du con
tinu de passage L, situé dans M, permettent de montrer aussitét que

(40) toute portion [ "= A O b O (e <y Jo ey r 200)
o
de P} contient un continu de passage L = ” B, situé dang M,

ron]

ol B, = P,
Je m’appuyerai sur cet ¢énoncé dans la discussion de I'excemple o7,

Théoréme VI. La sonume de dewx continus de passage ayant des
points communs est un continu de passage.

Démonstration. Soient L et N deux continus de passage ayant
des points communs et n'étant pas contenus l'un dans Vautre. Soit
{P}(r=mn) la suite des bandes de passage correspondante i L et
{T"}(r==n,) la suite analogue correspondante & N.

On peut trouver un » plus grand que », et n, et assez grand
pour que chacune des bandes P’ et 1" pour tout »>>n contienne
des carrés qui ne sont pas situés dans Vautre. On aura done

(41) L= ijpr ot N= ﬁ T,

¥ o 1}
| ]

Les suites (41) satisfaisant par hypothdse aux conditions (32)
et (33), pour tout » >n la bande P! est une bande de passage
par P et T™+1 par 7". Comme d'aprés Uhypotheése, on a L X N =k 0,
la somme L+ N est un continu. En méme temps cette inégalité
entraine pour tout r>>n que Pr X T"=0. En désignant par 87 la
plus petite portion de @, qui contient P* + 7%, on econclut, en posant
dans I'énoncé du théordme II: |

P="pFPr T o T 8= 8
P’ = pPrt+i 1= Trtr 8 =

que S7+ est une bande de passage par .57, quel que soit > n.
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La suite {87} satisfait donc également aux conditions (32) et (33),

ce qui pronve qie le produit ]I S™ est un continu de passage.

Or, d'apres (34) L contient des points des deux bases de P et
N contient de ceux des deux bases de T pour tout » Z==n. Tout
S7 ayant, par définition, pour bases une des bases de P’ et une de
celles de T, le continu L 4+ N a des points communs avee les deux
bases de tout S°. Il en résulte en vertu du théoréme III que tout
carré de ST contient des points de L + N, quel que soit » Z>n. On
en conclut done que '

L+N=HS' ¢. q. . d
Théoréme VII. L étant un continu de passwje et {B,} la suite
correspondante & L — si om a pour une infinité de valeurs de r:
(42) B, =f(B.),

le continu L est indécomposable.
Démonstration. On a par hypothese

L= [JB.

Admettons que L ne se réduit pas & un point. Pour démontrer
que L est un continu indécomposable, il suffit de prouver
que tout vrai sous-continu de L en est un continu de
condensation?), cest-h-dire, que } désignant un vral SQUS-CON-
tina quelconque de L et p un point arbitraire de M, on trouve
des points de l'ensemble L — M situés & une distance de p aussi
petite que I'on veut. On I'exprime tout court par la formule L — M=L.

Soit ¢ un point de L — M. Parmi les nombres satisfaisant

a l'égalité (42) on peut trouver un r assez grand pour que l'on ait:
G

La bande B. contient alors au moins trois carrés successifs
(dont un contient en tout cas le point ¢) et qui sont tous disjoints

o(g, M) >

1) §. Janiszewski et C, Kuratowski, L ¢. p. 212, théoréme 1L
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de M. Il en résulte en vertu du théoréme IIl .que soit frois
premiers, soit trois derniers carrés de B, sont disjoints de M. On
peut évidemment admettre que c’est la premidre de ces altern. tives
qui se présente. B, contenant plus que frois carrés du réseau K,

les bases de B, sont selon (6) disjointes et par suite c'est la for-

mule (11) qui représente la bande f(B,. En vertu de (16) on
a done

(43) M X V(B,)==0.
Or, d’aprés le théoréme IV, il existe dans /(B,) un tel carré

CyE, que Yon ait

S
(44) | o(p, G < !r/,

et que les formules

MCrB) (HpCM  MXCH 0
entrainent l'inégalité M X V(B,) = 0.

La formule (43) implique done par contraposition que

(45) | M X Ot =0,

En méme temps, Cjt' étant en vertn de (42) un curré de la
bando B, ., lo théoréme 1T implique selon (84) que L X 7t = 0
Soit done g un point de L X Citi. On a d'aprés (40)

@CL—M

et, le diamétre du carré G:r":] étant "5"/7?;’ Pinégalité (44) donne

N N -
(46) 0(p 9) < g—:b'/;q,'z-

Comme le nombre » peut étre par hypothése aussi grand que
L'on veut, la distance ¢(p, g) pour un p fixe peut étre faite en vertu
de (46) inférieure & tout £ > 0 donné & Iavance, c. q. f. d.

Corollaire VIIL 8i pour wune infinité de valewrs de n  on
a Qo= 1(Q.), le continu I est indécomposable.
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l.e theoréme VII qui vient d'8tre démontré est essentiel pour la méthode de
construction des bandes {Q,} présentée ici. Il garantie la formation des sous-
continus indécomposables de o entre toutes deux cloisons arbitrairement
choisies dans un Q,, pourvu que la suite S, ait été définie de fagon que I'cpération

f soit effectuée une infinité de tois sur les portions situées emire ces cloisons.

Ce théoréme nous donne donc un moyen de condeunser amtant que I'on veut
la propriété d'un continu de contenir les sous-continus indécomposables. Lies exem-
ples %, ¥y et Hg, que je vais construire, en présentent trois dégrés d’application.

On remarquera aussi que la méthode des bandes se préte immédiatement
4 une généralisation sur lespace 4 7 > 2 dimensions, sans que les propriéiés
fondamentales de la ,méthode des tubes® ainsi congne différent de celles qui ont
été établies pour les bandes. ‘

Exemples.

(9f,) Exemple d'un continu indécomposable. Assignons & tout
terme S, de la suite (26) une valeur constante; posons notamment

S, = les bases de €.

Comme les bases de Q, ne coupent par définition aucun @,, on
a done pour tout n>0

(47) 'Qn :f(Qu—la Sn—l) ==.f( Quw—‘l)
et, en vertn du corollaire VIIL le continw
‘;’{; = | Qw
n={_

est un continu indécomposable (voir fig. III, p. 270).

D'aprés un théoréme de M. Mazurkiewiez?) il existe dans
tout continu indécomposable trois points tels que ce continu est
irréductible entre tous deux de ces points. Or, en remarquant
que tout ¢, (et par suite le continu &%) est symétrique par rapport
au point (§, §), ru peut prouver que ¢, est irréductible entre tous

deux des points R
0y G GO

Le continu &% équivaut au sens d'Analysis Situs?)

% un continu que j'ai construit antérieurement d'une facon diffé-

1) 8. Mazurkiewiesz, Un théoréme sur les continus indécomposables, r und.

Math. I, p. 38.
) Deux ensembles A ot B sont dguivalents au sens d' Analysis Situs, lors-
que non seulement ils sont homéomorphes, mais aussi il existe une transformation

biunivoque et bicontinue de l'espace (du plan) tout entier en lui méme qui trans-

forme 4 en B,
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rente et dont M. Kuratowski a trouvé des applications intéres-
santes 1),

Le econtinu % équivant également dans le méme sens au
continu un peu plus compliqué, qui fut construit récemment par

Fig. I11.
Cette figure représente ting premiers termes de la suite {@,)} définis par la
formule (47). _ _
Les parties de ¢) qui ne sont pas comprises dans ¢, sont délimitées par un
large trait noir, les parties analogues de @, par un trait fin discontinu ot celles
de ¢, par un trait fin continu. ¢, est représenté en blanc ot ¢), on noir,

1) La définition remarquablemeut simple do ce continu (aceompagnéo d'anoe
tigure) est citde dans Pouvrage: C. Kuratowski, Thdorie des continus srréduc-
tebles, Fund. Math, ce:volume, p. 216
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M. Vietoris?) & titre d'exemple d'un continu irréductible entre
deux points a et b qui ne contient auncun ensemble con-
nexe irréductible (,Liniensttick*) entre ces points.

Or, cette propriété est commune & tous les continus indécom posables irré
ductibles entre @ et b (voir p. 286) ot elle peut &tre condensée autant que
I'on veul. Je vais démontrer notamment que le continu g ne contient aucun
ensemble connexe irréductible entre deux points, quels gu'ils soient.

() Exemple d'un continu dont tout sous-continu contient

des continus indécomposables. Le nombre naturel = étant mis
sous la forme

n=2%49v ol v 2"

soit dans la formule (26)
(48) 8, =les bases et les cloisons de la ba.ncle Q.

Le continu &%, = llQ" répond au probléme.

n=0

Soit, en effet, M un sous-continu quelconque de d&%. Je vais
prouver qu’il contient un continu indécomposable.

M ne se réduisant pas & un point, on peut trouver un unombre
naturel v assez grand pour que P%, (c'est-a-dire la plus petite portion
de ¢). contenant M) soit composée de plus que cing carrés. Il suffit
pour cela que l'on ait

6 (M) > 5V—
0(M) désignant le diamétre de M. Parmi les carrés de cette portion
situés entre ses carrés extrémes C;;,- et G,’ju se trouve au molins un
qui n'est pas un carré d’inflexion, puisque, en vertu de (25). jamais
quatre carrés successifs d'un @, ne sont des carrés d'inflexion.
G, désignant ce carré de P, on a donc |

(49) h, <4, <k,
et
(50) i X Fi =

1) Vietoris, Steligr Mangen Monatschr, fir Math u. Phys. XXXI Vienne
1921, p. 198.



ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

272 B. Knaster:

L’inégalité (49) montre en vertn de (40) que Uy contient un
continu de passage L situé dans M et tel que

B‘,.’ B,-_i_]: B,,_i_g LR

désignant la suite des bandes correqundante a L, on a B, = 0;‘",

'En méme temps linégalité (H0) montre en vertu de (34) que L

Fig. 1V.
Cette figure répresente cinq premiers termes de la suite {¢),} déterminds sclon
la formule (48). Pour la déscription graphiyue se reporter & la fig, ILL,

ne se réduit pas & un seul point. Je dis qne L ‘est un coulinu in-
décomposable,
Soit » un nombre naturel quelconque de la forme

(1) r=2"49v ol wv<{2%
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b

On a done par définition de S, (la formule (48):

(52) S, = F} k.., F:,n.
Soit |
(53) ' Ftr)a F:';a Fir,r": R,,a-~-: Emr

la suite composée de bases et de cloisons de (, situdes sur celles
de @,, c'est-d-dire, sur celles qui figurent dans la suite (52).

La suite (52) détermine — comme il a été dit, p. 264 — use
décomposition de @, en k portions {P,}(h=1,2,... %) telles que

k k
(5% (9., 8. me(P,,, d'ot selon (27) Q.4 =2f(P,,).
h=1 ' hae]

La bande B, étant en vertu de (33) une bande de passage par
', ses bases sont situées respectivement sur F; . et Fy; elles
figurent done dans la suite (63). D'autre part elles y figurent I'une
immédiatement aprés l'autre, car il n'en était pas ainsi, la
cloison figurant dans (53) entre les bases de B, serait une cloison
de B,; or, aucune cloison de B, n'est situde sur un terme de (52),
puisque B, C Cj..

Aipsi, parmi les portions {P,} il existe une qui-est identique
a4 B,. On a done d’aprés (54) f{B)(C@Q.4y. Or, £(B,) étant selon (13)
une bande de passage par B, et .., n’en contenant selon (54) au-
cune autre bande de passage par B,, on a - -

B., = f(B,).

Cette égalité étant réalisée pour chaque valeur de r assujettie
4 la formule (D1), on conclut en vertu du théordme VII que L est
ur continu indécomposable, c. q. f. d.

On remarque en outre qu.'en. posant M= 07*53, »0}: = Q&) et

r=20, 20, 2%,... 2% ... on arrive 4 la conclusion que Ky est lui-méme
un continu indécomposable, Comme la symétrie des Q,.', ohservée pour oy,

- persiste pour My, on peut montrer que o, est également un continu irréducﬁbla

entre tous deux des points ‘
1) &4 @0

La propriété d'stre un continu indécomposable étant un inva-
riant de 'Analysis Situs, il en est de méme de la propriété

i
Fundamenta Mathematicae 11l 18
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de Jf, d'aprés laquelle tout sous-continu de ¢%, contient un continy
indécomposable. |

Or, cette propriété de &%, en implique d’autres, (également in-
variantes) sur lesquelles je vais m'arréter un instant.

Elle implique notamment que %, ne contient aucun arc
simple, puisque tout sous-continu d'un arc simple est un are sim-
ple, et partant, un continu décomposable. Comme, d’autre part toute,
ligne de Jordan contient un arc simple ), il en résnlte que

I, ne contient aucune ligne de Jordan.

L’existence d'un continu qui ne contient aucune ligne de Jordan
a été signalée par S. Janiszewski en 1912 dans une commu-
nication ®) faite au Congrés International des Mathématiciens & Cam-
bridge. On obtiendrait ce continu comme ,limite d’une suite de

. ' . M 1 } » .
. lignes dont la premiére est y==sin— et les suivantes s'en obtiennent

par la méthode de condensation des singularités en remplagant
partout les arcs simples par des lignes homéomorphes de la premitre.
Il faut cependant procéder de fagon que les modifications introduites
convergent suffisamment vite vers 0“. La remarque, qui accompagne
cette bréve indication, nous apprend que le méme exemple était

' déjd connn de M. L. E. J. Brouwenr.

Le passage cité ne peut évidemment servir ni de définition
exacte ni de démonstration de la propriété considérée de ce continu
et il parait d’ailleurs' impossible d’en donner une en des termes si
concis. Or, autant que je sais, aucune définition d’'un pareil continu
D'a été publiée dépuis, de sorte que o serait le premier exemple
d’un continu possédant la singularité en question.

Janiszewski a signalé lapplication suivante de la ligne cantorienne ne
contenant aucune ligne de Jordan: wune swurface de cylindre construite sur une

" telle ligne", prise comme’ directrice (c'est-ii-dire, par exemple, la somme des

normales dressées au plan 2==0 A4 tous les points deo ), ne contient aucune
image homédomorphe de lintérieur dun cercle,

En effet, tous deux points de l'intérieur a'un corcle 8’y laissent relier par un
arc simple, tandis que deux points de cette ,surfuce“ situds sur des génératricos

différentes ne se laissent relier que par un continu dont la projection sur lo plan
#==0 contient un continu indécomposable.

') 8. Mazurkiewice, Sur Varithmétisation des continug (en polonais), C, R.
de la Soc, des Sc. de Varsovie, 1918. R. L, Moore, A theorem concerning con-
tinuous curves, Bull, Amer. Math, Soc,, t, XXIII, 1917,

*) Ueber die Begriffe ,Linie* und wFldches p, 8,
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Le continu o} fournit done un exemple bien déterminé dune surface
pareille,

(¢#%;) Exemple d'un continu dont tout sous-continu est indé-
cumposable. Pour obtenir ce continu, je vais définir la suite (26)
par induction & l'aide d’une suite auxiliaire

(D) Upy Ugsen oy Unye oo

de nombres naturels.
Soit uy =1 et S, = les bases du carré (.
Admettons que les u, pour tous p<{= ainsi que les S, pour

tous g < u, solent définis. On en obtient la définition du nombre
4,y ot de la suite

(5 6) S"n“"l ? S“u+2 L Suﬂ"H

de la fagon suivante: -
Considérons tous les couples

(67)  F, Fu O<Ti <j<m,)

extraits de la suite

u e
o‘ , ]n "-.

des bases et cloisons de la bande @, = f(Q,_, S, ) Soit ¢, le
nombre de ces couples (on prouve par voie de calcul que m, dé-
' . m, (m, +1)
signant le nombre de carrés de @, , on a toujours f,= ——1'———5”—-——)
Posons |
Uy = U+ Tn

et rangeons les couples (B7) en wne suile, en désignant par S, .,

(L<<o<Ct,) le v-éme couple de ceite suite. '
Lesnombre u,,, et la suite (D6) se trouve ainsi défini. Il en

est done de méme de la suite (26) tout entiére et de celle des 0Q,.

Le continu \ )
s~ I

présente la singularité signalée. _
Il s'agit de prouver que tout sous-continu de & est un continu
indécomposable. La démonstration résulte des trois propriétés sul-

vantes de %, que je vais établir au préalable. |
. 18+
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(58) Tout continu de passage L situé dans Hy est indécomposable.

{B,}(r Z=mn,) désignant la suite des bandes correspondante & L,
- s0it %, un nombre quelconque de la suite (5D) plus grand que n,.
La définition de la suite (H6) montre qu’il existe dans cette suite
un terme S, (u, < 7<Tu,q,) tel que l'on ait |

S, = les bases de B, .

]
1
4

- Fig, V.

- Cette figure représente cing premiers termes de la suite {@n}, en supposant
les couples des bases ot cloisons de @, ordonnés de fagon que I'on ait:

Si==Fy, F1; S=F}, F} o 8 =F}, F;.

On voit que les bandes Q,, @,,... ne sont pas symétriques dans ce cas.
La déscription grgphiquc coincide avec celle de la fig. XII, p. 270,
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J'affirme que
(59) B, =f(B,)

Le couple S, détermine une décomposition de la bande Q, en
portions
Py, Py Pry... PY
et on a selon (21) et (27)

(60) Orpr = S (BL).

Comme les bases de B, sont en vertu de (33) situées sur celles
de B, et aucune cloison de B, n’y est située (puisqu'on a B, B, ),
il existe une telle valeur de h.+que B,=— P;. Or, f(B,) étant selon
(18) une bande de passage par B, et en méme temps la seule qu
soit — d'aprés (60) — contenue dans @),,,, on obtient, en vertu
de (32), précisément I'égalité (59).

Comme il existe une infinité de valeurs de n telles que u, >n,
et, par conséquent, une infinité de valeurs de r (v, <r<Cu,pa) qui
remplissent la formule (59), on en conclut en vertu du théoréme VII

que le continu de passage L — H B, est indécomposable.

] rasng .
(61) M étant un sous-continu quelconque de %, toul continu de pas-
sage L tel que LCM et L= M est un continu de condensation de M.

Il existe d’aprés le théoréme V une suite {L}(r>>0) de con-
tinus de passage telle que pour une suite infinie quelconque

(62) Ty Tagensy Fiyees
on a _ |

(63) M-_—_zw'p,‘.'

fm]

Or, si pour tout ¢{=>1 on a L X L,=0, on conclut que

. ZL,‘ CM—L, dol ZL,‘ (C M — L et en vertu de (63):

i ! tel

evar———

M=M—L,

ce qui prouve que L est continu de condensation de M.
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; : o, :
Supposons done qu'd partir d'un certain r==7' on ait

(64) L XL 20 | '
Il en résulte‘qu"a partic d’un certain » == " on a
(65) L=L+4 L.

En effet, il n'en était pas ainsi, on pourrait former la suite
(62) de fagon que l'ou ait pour tout ¢ =>1

LmL—{—Lrl

d'olt L=L+2L,.‘ et, L étant par définition un ensemble fermé,

te=]

L=1L +‘2L,‘, ce qui implique selon (63) que L =L+ M. Or,
| -

comme L(_ M, on aurait donec L= M, contrairement  'hypothése,
Ainsi r, désignant le plus ‘grand des nombres » et +”, il est
établi que les inégalités (64) et (6D) subsistent simultanément
pour tout r_>=r,. |
Cependant, le continu L + L, est, selon le théoréme VI, un
continu de passage. Il est done en vertu de (68) un continu indé-
composable. I étant d’aprés (65) un vrai sous-continu de L+ L,, on

"conclut que L est un continu de condensation de L + L,, done

& plus forte raison, de M, puisque L + L (_'_'M La propriété (61)

est ainsi établie.

(66) N étant un sous-continu arbitraire de My, et L un continu de
passage situé dans Iy, les inégalités

NXL:{:O et N-—-—L:{:O
entrament l’mcluszon L CN. |

En vertu de (61) L est un continu de condensation du continu
N+L c¢’est-d-dire, que l'on a.

(N+L)—L=N+L.
Il en résulte selon Pidentité (N+L) — L= N— L que

"N—L=N+1L



ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

Un continu indécomposable | 279

et comme on a toujours pour les ensembles fermés
N—-LCNCN+L
on conclut que N= N+ L, o LCN.

Ceci établi, je passe i la démonstration que fout sous-continu M
de Hy est in_décomposable. I1 s'agit de prouver que tout vrai sous-
continu N de M est un continu de condensation de M.

Posons done -
(67) NCM e M—NZ+0
et soit, comme auparavant, {L,} la svite des continus de passage

situés dans M et établis par le théoréeme V. En vertu de ce théo-
réme, N ne peut contenir une infinité {L.} de ces continus de

passage, car on aurait M =‘-2Lr, CN ét, par suite, M — N =0,
tua]

contrairement & (67). Il en résulte par comtraposition de (66) que
dans le cas od N X L,==0 pour une infinité de valeurs de r, on
a N—L,=0, dod NCL, Or tout L, étant d'aprés (61) un
continu de condensation de M, il en est de méme
de N & plus forte raison.

Il ne nous reste donc i envisager que le cas contraire, notam-
ment celui, o & partir d'un certain r=r, on a NX L,=0. Or,

on & dans ce cas ZL, C M— N, dot ZL, (C M— N. En posant

— r=rg
daps 16 théoréme V r,=—r, +f, on en conclut que M= M — N,
ce qui prouve que N est dans ce cas également un con-
tinu de condensation de M, ¢ gq. f d. Il est done - établi
que J, ne contient que des continus indécomposables !).

Je vais discuter, pour terminer, quelques problémes de topologie
qui se rattachent étroitement & cette singularité de J% et quelle

permet facilement de résoudre.

Problemes connexes. Appelons w la propriété d’'un continu de
ne cobntenir que des continus indécomposables et désignons par K
un continu borné queleonque jouissant de la propriété o (cette
propriéte est dvidemment aussi un invariant de I'Analysis Situs).

1) 1l en résulte immédiatement que Jfy ne contient & plus forte raison aucune

ligne de Jordan.
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1. Théoréme. Pour qu'un continu borné K posséde la propriéié
w, il suffit que tout vrai sous-conlinu de K svit indécomposable.
Démonstration. Supposons, par contre, que l'on ait

(68) K=K, 4+ K, ou K = KF K.

Soit a un point queleonque de l'ensemble K; X K, et b un
point arbitraire de I'ensemble K, — K, situé sur le composant
B(a, K;)*) de K,. Un tel point existe, puisque K, étant par hy-
pothése un vrai sous-continu- de K, il est un continu indécompo-
sable borné, ce qui implique que tout composant de K, est dense
dans K, 2). H désignant un continu tel que

(@) + (b) C H C S’B(aa KB)?

on n'a ni H(C K, (puisque & appartient & H— K;), n1 K, CH
(puisque cette inelusion entraine K, C K, et, par suite, K=K,
contrairement b 'hypothése). |

Ainsi on a K, == K, + H== H, ce qui prouve que le continu
K, + H est décomposable. Il en résulte par hypothése que K, + H
n'est pas un vrai sous-continu de K. On a done K=K, + H,
d'ot K — H(C K, et |

(69) K—HCK,.

Or, K, étant un continu. indécomposable et H éftant par défi-
nition un vrai sous-continu de K,, on conclut que H est un con-
tinu de condensation de K,, done & plus forte raison, de K, puisque
K, K. Par conséquent K — H=K, ce qui implique en vertu de
(69) que K K,, et, comme on a d’autre part K, K, on obtient
I'égalité K, =K, contrairement & 'hypothése. La décomposition (68)
de K ‘est donc impossible, c¢. q. f. d.

2. Désignons par & la classe de tous ]les sous-continus
de K qui contiennent un.point donné p de & (I'ensemble
composé du seul point p étant aussi regardé comme continu). La

~classe & possdde les propriétés suivantes:

1) C'est-d-dire, 'ensemble de tous les points de K, qui peuvent &tro relids au
point @ par un vrai sous-continu de K, (S. Janisrewski ot O, Kuratowski,
L e, p. 218). |

) L c. p. 220, lemme. Ce lemme ne subsiste puas pour les continus non-bornés.
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(10) ElUe est ordonnée selon la grandeur, c'est-a-dire, que K, et K,
désignant deux éléments arbitraires de R, on a

K,CK, ou K, K,.

En eftet, comme K, X K, D (p)3F0, la somme K, + K, est
un continu. Ce continu est indécomposable en verta de I'hypothése
que K posséde la propriété @. On a done soit K, = K, + K,,
soit K, == K, 4 K,, ce qui entraine que K; C K, ou K, CK,.

(11) Le type d'ordre de la classe & est celui du continu linéaire,
c'est-h dire, de Iensemble 0<{z<C1 ordonné selon la grandeur.

Le type d’ordre de § n'admet pas de lacunes. En effet, soient
A et B deux sous classes de R telles que |

AN V=0, A+B=8, Y+0+DB

et que tout élément de ¥ soit un sous-continu des éléments de 8.
S désignant la somme de tous les continus qui appartiennent

59, S est un continu appartenant & R De plus,

st X appaftient o A, ona XC8 C§
si X appartient & B, on a SC X, do SCX

S est done le dernier élément de ¥ oi le premier élément de B.
. Pour démontrer que le type d’ordre de & est celui du contiuw,
il nous reste donc & définir une suite

M, M,,..., M,,...

de sous-continus de K qui remplisse la condition: K, et K, étant

deux éléments différents de & (ot K, (CK,), il existe un #n tel que

K, CMCK, e KFM+FEK.

Considérons la suite des sphéres de centres et rayons rationnels
et ne contenant pas de point p. En désignant par U, l’inﬁérieur
de la #-éme sphére, soit M, le plus grand sous-continu de K — U, qui

contienne (p). Or, il existe un = tel que
(72) K, XU, =0 et K, XUF0
Comme M, appartient par définition a K on a,se-loﬁ (70)
| K CI o M CE,.
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D'autre parf, M, contenant des points frontierves de U, 1)
on a M, XU,==0 et comme on a par définition M, X U, =0,
on en déduit en vertu de (72) que

Kl #M‘n:#'(Ké‘

On remarquera que l'on peut, & Paide de la suite {M,}, établir
une correspondance biunivoque entre les éléments de la classe & et
les nombres 0 <Cz<C1 de fagon que l'on ait

K, =(p) et K,=K

(13) Tout élément de la classe R est un continu de condensation
chaque élément qui lui succéde dams cette classe,

En effet, pour tout x <y on a en vertu de (70) K, C K, e
K.F K,; or, comme K, est un continu indécomposable en vertu
de la propriété w, K, est un continu de condensation de I,.

Les propriétés (70)—(73) de la classe & impliquent que

Etant donné un nombre transfini . quelcongue o de premidre ou
deuxitéme classe, il existe sur le plan une suite transfinie de type a

de continus dont chacun est un continu de condensation de tous ceux

qué le suivent®). Il en est de méme pour le nombre inverse a¥.

3. A l'aide des propriétés de & qui viennent d’4tre établies, je
vais définir dans le plan une ‘classe M de puissance e dont tous les
éléments sont des continus disjoints & propriété w8).

K.(x > 0) désignant un élément arbitraire de §, la somme de
tous les éléments de cette classe qui précédent K, colncide en vertu
de (71) avec la somme de tous les vrais sous-continus de K, qui
contiennent le point p. Elle est done le composant¢) P(p, K,)
de K,. Or, aucun continu indéeomposable n’étant formé d'un seul
composant, soit maintenant M, un sous-continu queleconque de K,
situé sur un composant de K, distinet de PB(p, &)

1) 8. Janiszewski, Bull de I'Acad. des Se. de Cracovie 1912, p. 907, lemme I.
%) Le probléme de I'existence des suites transfinics de continus de conden-
sation a été posé par S. Janiszewski en 1917. On voit que le continu ¢ en

~ fournit une solution affirmative (et effective), mime si I'on ajoute aux condi-

tions du probléme celle que tous les termes do cotte suite possddent la propriété w.

%) Ce probléme se rattache au probléme auivant, qui fut résolu par M. Mounchoff
et par M. N ikgdym ‘existe-t-il dans le plun une classe de prussance C dont fous
les éléments soient des continus disjoints contenant des continus de condensationé.

On voit que la solution de'ce ce probléme est donnée @ for f1ors par lu clusse M.
*) Voir p, 280, note.
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Le continn M, peut étre déterminé d'une fagon effective ot sans l'axiome
du chaix de M, Zermelo, En effet, pour tout point effectivement donné p,
io‘ composant qui contient ce point peut &tre mis d'une fa(;oxi effective sous la
forme de somme d'une suite croissante de continus contenant ce point, et partant.
sous la forme d'un Fyt). On peut done choisir d'une fagon effective un point g, sitné
dans Kx——-s:ﬁ(p_, K.). Le composant s-B(C)',,, K,) étant mis également sous la forme
de somme d'une suite croissante de continus contenant ¢, soit M. le premier
terme de cette suite,

~ La classe M des continus M, (0 <2< 1) repond au probleme.
Pour tout x <y, on a en effet M, C K. C K,. Or, comme
K. C P(p, K,) et M, esi situé, par définition, dans un composant
R(g,. K,) distinet de P(p, K,), on a Pégalité K, X P(g,. K,)=0,
puisque tous deux composants d’un confinu indécomposable sont
disjoints. On a done & plus forte raison M, X M,=0. e q. f d.

4. Soit D un domaine queleonque et admettons quun continu
K borné contienne des points situés i lintérienr et & l'extérieur
de D. En désignant par C(D) le complémentaire et par F(D) la
frontidre de ce domaine, envisageons la classe composée de tous
les constituants?) du produit K X D qui contiennent des points
de D; la classe § de tous les constituants du produit K X C(D)
qui contiennent des points extérieurs i D et enfin la classe B
de tous les constituants du produit K X F(D) qui sont disjoints
des éléments des classes T et 3. |

Les produits considérés étant des ensembles fermés, tous ces
‘constituants sont des continus. : | . |

Les classes %8, B et § sont donc disjointes et W, B. Z dési-
‘gnant réspectivement les éléments quelconques de ces classes, on
a toujours WX B=0 et Z X B=0, tandis que l'égalité WX Z=0
peut se présenter ou mnon. | | |

Or, je vais démontrer le théoréme suivant: 4

Théoréme. Pour quun continu borné K posside la propriété , il
Faut et il suffit que, quel que soit D, l'égalité W X Z=0 se présente

* pour tout élément W de T et pour tout lément Z de 3.

1) § Mazurkiewicsz, Fund. Math, 1, L ¢c., p. 36, 37.

)).C. Kuratowski, Une définition topologique de la ligne de Jordan, Fond.
Math, I, p. 41, Un constituant d'un ensemble M est l'ensemble de tous les points
que l'on peut joindre & un certain point p de M par un con
ce constituant est determiné par p.

tinu situé dans M;
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Démonstration. 1° La condition est nécessaire. Supposons, en
effet, que pour un élément W de T et un élément Z de 3 on ait
W X Z+0. Comme W contient des points de D, qui par définition
n’appartiennent pas a Z, tandis que Z contient des points de C(D),
extérieurs & D, qui n’appartiennent donc & W, ona WeW4 2427
de sorte que le sous-continu W Z de K est décomposable. Ainsi,
la propriété w n'est pas réalisée.

2° La condition est suffisante. Supposons, en effet, que la pro-
priété @ ne soit pas réalisée. Il existe dome un sous-continu M de
K tel que

M:MI+M2 et M;_:#:.M:*:Mgu

Je vais prouver que pour un certain domaine D il existe de
tels W et Z que l'on a W X Z==0.

Entourons chaque point p, de M; — M, d'unc sphére de centre
p. et de rayon r —ig(pl,M,)

Up, désignant l'intérieur de cette sphére, soit D la somme des
Up, ainsi obtenus. D est donc un domaine. On a M, — M, C D
et par suite

(74) (M, — M,) X F(D) =0,

puisque tout point de M, — M, est entouré d’une gphére - située
entiérement dans D,

On remarque que tout point p, de M, X F(D) est un point d'ac-
cumulation de M; —M,. En effet, aucun point p, de M, situé sur
F(D) n’appartient & un Up,, le rayon de Up, étant par définition
plus petit que ¢(p,, p;). Ce point est donc un point d’accumulation
de ces sphéres. On trouve done pour tout &> 0 un point ¢ d'un
Up, qui remplit la condition

- 15) Q(Q'7Pz)<%'

Or, d'autre part

(76) \ o(p1y ) << 0(p1y @) + 0(95 Pa)
OO‘mme (py) C M, «—--M,“, la définition de Up, ontraine que

o(p1, DS ho(ps, My)
(’(P:y M) < (’(Pn Pa)-

et comme

on a

(77) - o(P1, ) SHe(pry o).
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Par substifution de la somme des membres droits des inégalités
(1) et (77) & celui de linégalité (76) on obtient

o(py; 1) ho(pay 1) + _;'
done | _
| (P, ) &
Il est donc établi que
(78) M, X F(D) C M, — M,.
On en conclut que

- (19) M, 4= M, X F(D),

D —— ]

puisque Vinclusion M, (C_F(D) entraine selon (78) que M, M, — M,,
d'ou M, C M, e¢ M= M,, contrairement & I'hypothese.
~ Comme M, X Up, =0 quel que soit p,;, on a M, X D=0, dol

en verta de (79) My== M, X D, ce qui prouve que M, contient

des points extérieurs a D.
Il en résulte l'existence d'un tel élément Z de 3 que

- (80) | M,CZ

Soit ¥ un constituant du produit M X D contenant un point

~ p, de M; — M,. Ce point appartenant par définition & D, il existe

un tel élément W de W que
(81) | - VCw.
Or, comme V(M X DCM, on a

V— M, CM— My C(M+ M) — M, =M, — M,
d’ot :
(V— My) X F(D) C (M, — M) X F(D)

et en vertu de (74) |
(V—M,;) X F(D)=0.

Lidentité (V— M,) X F(D)= [V X F(D)] — M, entraine donc que
(VX F(D)] — My =0, &oi [VX F(D)]C My
et comme on a selon la définition de V1)
v X F(D) 0,
VX My A0

1) Voir le lomme de 8. Janiszowski, cité p. 282, note 1). Ce lemme ne
subsiste pas pour les continus non-bornés,

on obtient
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Tl en résnlte d'aprés (80) et (81) que l'on a, & plus forte raison,
WXZZF0, cq f d

5. Lorsquun continu K (borné ou non-borné), posséde la pro-
priété o, il n'existe dans K aucun ensemble connexe irréductible entre

deux poinis?).
Cette proposition résulte immédiatement du théoréme suivant:

Théoreme. I étant un ensemble’ conneze irréductible entre deux

points, le continu I est décomposable.

Démonstration, En désignant par a et b les points entre les-
quels T est irréductible, envisageons un point quelconque z de I
distinct de a et b. Or, x détermine une décomposition de / en deux

ensembles A(z) et B(x) qui remplissent les conditions:

(82) A(x) est un ensemble connexe irréductible entre a et z; B(z)
est un ensemble connexe irréductible entre x et .

(83) 2) X B@) = (2) = Alz) X Bl@) + A(z) XX B(x) *).

La condition (82) entraine que I==A(x)+ B(z) et la condition
(83) implique que A(r) ne contient pas b et que B(x) ne contient
pas a, de sorte que A(z) 4= 1= B(x), c. q. f. d.

En particulier, le continu &%, ne contient donc aucun
ensemble connexe irréductible entre deux pointsy,
quels qu'ils soient.

1) L'existence des ensembles conmexes ne contenant pas d’ensembles connexes
irréductibles entre deux points a été signalée par M. Kurato wski et moi dans
la Note: Sur les engembles comnexes, Fund, Math, II, p. 225, théoréme XXIX.
Nous y avons montré qu'en particulier, tous les ensembles biconnexes jouissent
de cette propriéié. Le probléme de l'existence des continus ne contenant pas d'en-
sembles connexes irréductibles entre deux points restait toutefois mnom résolu. On
pourrait démontrer que, outre de g, le continu K, présente la singularité en
question,

%) Sur les enseimbles connexes, Fund, Math. 11, p. 219, théoréme XIX.






