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Sur l'unicité du développement itrigonométrique.

Par

Alexandre Rajchman (Varsovie).

1. Le probléme de Yunicité du développement ‘trigonométrique

‘implique la question suivante:

,quelles hypotheses suffit-il de faire sur I'ensemble E pour que
le théoréme suivant soit exact: |

si une série trigonométrique converge vers 2zéro partout, sawf
peut-étre aur points de Uensemble K, |

tous les coefficients de la série sont nuls‘. |

La question toute analogue se pose, si au liew de la conver-
sence (dans les points qui n’appartiennent pas & E) on suppose
lu sommabilité par le procédé de Riemann, ou plus généralement
par la methode des moyennes arithmétiques de Hslder-Cesaro,
ou plus généralement encore, par le procédé de Poisson ).

Cependant, si l'on considére ces procédés de sommation, il faut
faire I'hypothése additionnelle, que les coefficients de la série tri-
gonométrique considérée tendent vers zero, quand leur rang augmente

=00

(En effet: la série 271 sin nr a pour somme généralisée (par pro-

n=1

cédé de Riemanmn, par celui‘de la deuxi®me moyenne et, par con-

1) Toute série a termes tendant vers géro sommable par le procédé de Rie-
mann est sommable par celui de la troisiéme moyenne arithmétique. {J'ai esquissé
incidemment la démonstration de ce résultat dans la note ,Sur le principe de
Jocalisation de Riemann® — Comptes rendus de la Société des Seiences de Varsovie,
1918, X1 année, note d’en bas des pages 116—118, en polonais). Toute série som-
mable par le procédé des moyennes arithmétiques I'est également par celai de
Poisson (0. Hslder: Grenzwerte von Reihen an der Convergenzgrenze, Ma-

thematische Annalen, Bd. 33, p. 246; 1882).
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séquent par celui de Poisson) zéro pour toute valeur de x). Nous
admettons ici cette hypothése sur les coefficients une fois pour toutes,
et c'est seulement & la fin de cette note que nous y reviendrons pour
montrer qu’au cas de la convergence ordinaire elle est inutile,

2, M. Ch. de la Vallée Poussin (C. E. t. 1566, p. 951 ss,
1912) a donné wne réponse & la question de tout-h-I'heure, en dé-
montrant qu'il suffit de supposer que Fensemble £ ne contient aucun
sous ensemble parfait. (J'ai prouvé dans ma These (Prace matema-
tycano-fizycane t. 30, p. 19, ss,, Varsovie 1919, en polonais) que ce
résultat subsiste, si au heu de la convergence ordinaire on prend
la sommabilité par le procédé de Poisson)

Parmi les ensembles qui contiennent des sous- _ensembles parfaits
les premiers & examiner sont des ensembles parfaits eux-mémes.

Il est bien -clair quaucun ensemble parfait de mesure positive
ne vérifie les conditions du probléme; en effet: il suffit de déve-
lopper la fonction caractéristique de 'ensemble (la fonetion qui prend
la valeur un pour tout = appartenant & l'ensemble et la valeur zéro
pour toute autre valeur de z) en série de Fourier-Lebesgue
pour avoir une série trigonométrique avec le premier coefficient
positif .égal & la mesure de I'ensemble divisée par 2:7) qui converge
vers zéro pour tout z situé en dehors de I'ensemble considéré.
M.D.Menchoff(C R. t. 163. 1916, p. 438 ss.) a prouvé qu'sl ewiste
des ensembles parfaits de mesure nulle ne vérifiant pas les conditions
du probléme du § 1; cet auteur a construit I'exemple d'une série
trigonométrique i coefficients non nuls qui, en dehors d’un ensemble
parfait de mesure nulle, converge vers zéro.

Il est naturel de se demander: ce résultat est-il susceptible d'une
généralisation? Peut-on construire une série trigonométrique conver-
gente presque partout vers zéro, en mettant & la place de l'ensem-
ble particulier employé par M. Menchoff un ensemble parfait de
mesure nulle, absolument guelcongue? Ou, au contraire, existe-i-il
des ensembles parfaits auxquels s'étend le théordme sur lunicité
du développement trigonométrique?

Nous croyons pouvoir répondre affirmativement & cette derniére
question, en définissant une classe d’ensembles parfaits auxquels
s'applique le théoreme sur 'unicité du développement trigonométrique.
Il nous sera commode de parler, plus généralement, d'une classe
d'ensembles fermés, mais tout l'intérét de nos comsidérations réside
dans le cas, ol les ensembles en question sont parfaits.
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3. Les ensembles fermés du type Hurdy-Littlewood-Steinhaus.

Soit Z un ensemble fermé de nombres réels compris (au sens
Jarge) entre zéro et un?), ‘A chaque x appartenant & Z faisons
correspondre un point P(z), dont les coordonnées polaires somt
r==1 et 8=2nx. Quand x décrit 'ensemble fermé Z, le point P(z)
décrit sur la circonférence du cercle -de rayon un un ensemble
fermé que nous allons appeler 3.

Soit & un entier positif quelconque et appelons §, l'ensemble
déerit par le point P(kx) quand z déerit Z. Le point P(kz) est
évidemment identique au point P(kx— Ekz), Ekz désignant le plus
grand entier ne dépassant pas kz. Pour qu'un point P(y) 0=y <1)
o'appartienne pas & 3, il faut et il suffit que les i nombres

y y 1 oy k-]
A + AL %

n’appartiennent pas i Z

En considérant chaque point de 8, comme un P(y) avee 0 <y =1,
on peut faire correspondre & chaque J, l'ensemble des y corres-
pondants. Nous allons désigner cet ensemble par Z. (51 Tun de
nombres 0 et 1 appartient & Z,, lautre y appartient également).

Soit 27d, la longueur du plus grand arc de cercle ne contenant
b son intérieur (au sens strict) aucun point de § (la longuear
du plus long are contigu & 8.

On a pour toute valeur de k:

0=d =1
et, par suite, ou bien
(1) lim sup d, > 0
kreo '

ou
lim sup d, = lim d, = 0.
k—v0 k=00

L'ensemble fermé Z sera dit du type Hardy-Littlewood-Steinhaus ou,
pour abréger, du type (H), lorsqudl vérifie Dinédgalité (1).
Pour Pensemble bien connu de Cantor, on a

dgn = % :(h=l}2...)

done cet ensemble est du type (H).

1) Nous supposerons, gue «i l'un de mombres O et 1 appartient & Z, Vautre

y appartient également.
19

Rundamonta Mathematicae UL
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Sans donner explicitement la définition que nous venons d’énon.
cer, MM. Hardy, Littlevood et Steinhausg (les deux pre-
miers auteurs dans un cas particulier important, le dernier — d’une
maniére absolument générale) ont démontré que tous les ensembles
fermés du type (H) sont de mesure nulle?).

Ce théoreéme est un corollaire immédiat du résultat principal de
cette note que nous pouvons maintenant énoncer sous forme préeise;

Si la série trigonomébrique

LR
(2) %‘-’ +2'(a,, cos 2na + b, 8in 2mwnx),

Na)
dont les coefficients a,, b, tendent vers zéro quand n--»oo, converge
vers 2éro partout, sauf peut-éire aux points d'un engemble fermé Z,

oy, plus généralement, si partout, sauf peut-élre aux poinls de Z, on a

7 v DQ

(3) -6—129— -+ ]imZ(a,, cos 2xnx - b, 8in 2wnx)r = 0,

resl
ywm L

alors, pourvu que Vensemble Z soit du type (H), on aura
| a, = 0, a"mbn‘mo (nxl,?...‘).

4. M. Steinhaus (loc. cit.) a démontré, que Yon a presque par-
tout (au sens de Liebesgue)

d e
(S) lim sup |a, cos 2nwna + b, sin 2awnw| == lim sup Vad + 2

[ - ] i S o]

Cette proposition est une généralisation du théoréme hien connu

" de Cantor-Bernstein (,Yensemble de points de convergence
~d'une série trigonométrique, dont les coefficients ne tendent pas

I

1) Hardy-Littlewood: Some Problems concerning Diophantine Approxi-
mation Acta Mathematica, tome 37 (1914). Sans connaitre co mémoire j'ai retrouvé
le résultat en question de MM. Hardy et Littlewood ot le fls publier comme
nouveau dans le tome 24 de Wiladomosei Matematyczne (Varsovio, 1920), (Dans
le tome suivant de Wiadomodei jo m'excuso devant lem lectewrs on reconnuisaunt
le droit de priorité acquis par MM, Hardy-Littlew ood dont lo mémoire cité
contient non sewlement lo résultat en qaestion, mais encore bien do choses auire-
ment importantes) M, H, Steinhaus qui dans une note publide en langue polo-
naise dabs le méme volume de Wiudomodei Matomalyczns t. 24, p. 197 s 1920)
démontra le premier le théordme on yuostion en toute sn généralité, fait lo rat-
acher & ma répétition inconsciente du théoréme Hardy-Littlewood,



ICM Bi_blioteka Wirtualna Matematyki

L'ynicité du développement 291

vers zéro quand leur rang augmente et, d’'une maniére plus géné-
rale, I'ensemble de points, ol (a, cos Znnx+b sin 274n%)—> 0 pour
n—>oo, est, quand a, et b, ne tendent pas vers zéro, un ensemble
de mesure nulle“). Ce théoréme, et plus directement encore le théo-
réme (S), permettent de supprimer I'hypothése a,— 0, 5,—0 dans
le théorgme sur I'unicité du développement trigonométrique convergent.

La relation (S) est une conséquence du fait, que les ensembles
du type (H) sont de mesure nulle.

5. Nous aurons besoin de quelques préliminaires.

Posons

H==00

F(z) = aow —3 n’ @, Cos 2mnax -1»; b, sin Zmzm

T

Supposons, que la série (2), dont les coefficients a,, b, tendent
vers z€ro pour n—>oo, converge vers zéro dans un intervalle (e, ),
ou, plus généralement, que la relation /3) est vérifiée par tout =
compris (an sens strict) entre a et .

Je dis que F(x) est une fonction linéaire dans Vintfervalle (a, )
considéré.

En effet: dans le cas de la convergence on aura pour a <z < f

i Flath) + Fla—h) —2F@) _ o

h—sr} hﬂ

(4)
%

(d’aprés le théoréme classique de Riemann (Riemanns Werke,
gme ¢dition allemande, p. 247 ss.) la limite qui figure an premier
membre de la relation (4), existe et est égale & la somme de la

série (2) en tout point de convergence).

\ Posons 1 (x) == F{x) — Fa) F(ﬂ; — Flal (x—a); ona P(a) = 1.;;(,6’); sup-

—a
posons, par I'impossible, que pour une valeur de =z, comprise entre « et £

(a: — a)(f — ); le maximum du tri-

m
®(e) = m > 0; posons: g(x)==P(x) — 7o
néme de second degré que nous avons retranché de (p( ) étant égal & }m, on

aura ‘)‘(%)R $m > 0; puisque g(a)=g(f) == 0, g(x) posséde un maximum positif
dans (e, §) “atteint pAr ex. pour @ ==y; on a pour h assez petit

oy -Fh) + gy — —h) — 29) _ 7+h)+F(7 h—2Fy) , 2m
0> X FE—ap

o qui contredit la seconde des inégalités (6); de mame I'hypothése (x) < O est

en contradiction avec la premiére partie de (B). |
- 19*
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Dans le cas plus général, celui de la relation (3), on peut appli-
quer la proposition suivante (que j’ai démontrée dans ma Thése
polonaise, citée au § 2).

»o1 la limite

$(x,) = g" -+ liﬂ Z(a,, cos 27wna, -+ b, 8in 2w nay)r"

]

existe, et si de plus a,—0, b,—0, quand n—> oo, alors les inéga.-
lités suivantes sont vérifides :

Flay + k) + Fxy—h) — 2 F(z,) = 3(m)

fi Jnf =2
S(ap) = lim up TG+ + Foo 1) — 2 Hlgo),
h—0

Dans l'intervalle (a, 8) on a, par hypothése, $(x) =0, on aura
done pour a << x < f:

5) hri ‘}onf —
| < lim sup F(x+h) + F(:;:z;—- h) — 217'(:0)'

Cette rélation renferme (4) comme un cas particulier.

D’aprés le théorpme de Schwarz, la fonetion continue F(w)
vérifiant dans (@, 8) simultanément les deux inégalités (D), est une
fonction linéaire (cf. page précédente, note d'en bas) pour e =z
e. q f. d

6. Lemme. a) Si la série (2) converge vers zéro pour tout z
n‘appartenant pas a2 I'ensemble Z, la série suivante:

p=00

(6) a?,, + Za.;k cos 2npx —f—vb“,,t sin 2np2

converge vers zéro pour tout x n'appartenant pas & Z (notatlons
du § 3 ‘

b) Sl la relation (3) est vérifice par tout = n'appartenant pas
a Yensemble Z, on aura pour tout n'appartenant pas i Z, I'équation.
sulvante:

P00
) + hmz(a,,,‘ cos 2apx+b,, sin 2rpz)r’ =0

r—+]
p=1
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Démonstration. Posons

L L1

sn(®) = %’— + 2((1‘, cos 2amz+b,, sin 2 wmz),
: mesl »

N0

. a
p(r, 2) = 20 +2(a_ cos 2nnz+b, sin Zanz)”,

ne}

Jenk—1

1 -
0n(k’ x): -’;an (%4‘%)’

=0

Jak—1

ﬂMhﬁz%;gﬂm%+ﬂ-

=0
Si x n’appartient pas 3 Z,, les quantités

x x x k—1

1
FetE T TR
sont extérieurs & Z (cf. § 3) et alors on &
. x __]_ . . z .«L A
im s,(%--{j k) = 0, resP, 1}1[:})(1‘, 7T k) =0

| (=0,1,2... k—1)

ot, par conseéquant,

(6 bis) lim o,(k,2)=0, resp. (7bis) lim=n(r kz)=0.
00 ‘ r—>1

Les relations (6 bis) et (7 bis) expriment déja la thése & démontrer;

<
m .
en effet: quand — n’est pas entier, alors

k
Fombem] . b1 ~ 7
A . z )

2 cos 2mn(k—+ 7;) -——2 sIn Qnm(k + k)
o =m0

j-_=rk-—1 % .

| =Zez"'"'(~+’*) =0
j w0

~et, quand m=pk, les termes dont on prend la moyenne sont égaux
entre eux. Pour passer de (7bis) & (7) on a encore & subsntt?qr
r au lieu de 7%, mais cela n'altére pas le sens de I'équation (7 bis). .
Le lemme est done démontré. |
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7. Nous pouvons maintenant démontrer une partie de notre
résultat principal, & savoir qu'il résulte des hypothéses faites au § 3:

ay =0
(examen des valeurs des a,, 6, pour #» > 0 sera fait un peu plus
loin).
Posons
¢ = lim sup d,.
ko= 00

L’ensemble Z du § 3 est, par hypothése, du type (H)— c'est-a-dire
on a 0> 0; il existe done une suite d’entlers positifs infiniment

cromaants
(8) foyy bog o ..

telle que I'on a
, 0 '
(9) b, > 9 m=1,2,3...).

Soient

Pa,) et PB) 0=a, <1; &, <f, <2

(on conserve toujours les notations du § 3) les extrémités du plus
grand arc contign a Z, ; il résulte de I'inégalité (9) — que I'on aura

| :
(10) Br,—a,=d, >, (n=1,23..)

Soit # une quantité positive quelconque. Puisque les coefficients
a, et b, tendent vers zéro quand n—> co, nous pouvons choisir dans
la suite (8) un nombre k=%, tel, que Ion ait pour tout n» =k

(11) l/a +b,,__

Pour fixer les idées on pourra supposer que k est le plus petit

terme de la suite (8) vérifiant cette condition,
Posons

Y=o

?(z) = ao"f 1 2 ay €o8 2mpx 4 b, 8in 2rpa

2 )

47 s P

1 J"_moz cos 2nmpx 4+ b, 8in 2 p:
o) =y 300 250 bt Sp

p=1
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on aura pour toute valeur réelle de z:

a, x*

pe) =22 1 o(0); " sla+1) = o(a),

p=00

<l — —
'p(x) | 4 5t sz 24'

p=1

Posons encore

¢P+%“Wh—%?

fl@)= , 7
'3 |
4 )
T :z:—}-—)———'z r— —
o) = i)t
9.8
"8
on aura pour toute valeur réelle de z:
(12) J@) =22+ t(a)
t(x-+ 1) = i(x),
2.
. 24 7
(13) )| S —5 =g
2. —
8
(14)  fet)—l@=

D'aprés le lemme du § 6 et le théortme du § D, la fonction
@(z) est linéaire dans lintervalle (g, B,) et, par suite, f(z) garde
. 0 d
une valeur constante dans lintervalle (a"+—8_’ }3,;—--8).

%

Posons ; 5
Ad=e+5 4=5—75
on aura
S(B)=71(4),

et, d’aprés (10), il viendra:
d 20 0
(16) B——A>2—"8———-—1—-v
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Subsitituons dans la formule (14) r=4 et décomposowus Vinter~
valle (4, 4+ 1) en (4. B) et (B, 4+ 1).
On aura |
F=LA+1) = f(A)=F(4+1)— f(B) +/(B)— F(4),
et, puisque f(B)=_f(4):
F=/4+1)— f(B)
En décomposant f(w) d’aprés Videntité (12), on aura

a,

2=T(A41—B)+ (4 +1)— (B,

c'est-a-dire

ay __ H(A+1)—t(B)

p—

2 B— A4 k
en appliquant les inégalités (18) et (15), on en déduit
| G| 29,0 8y
2 | =387 500
et puisque 7 est arbitraire:
Ay =0 C. q. fn d.‘

8. Maintenant il est aisé¢ de voir que les ensembles fermés du
type (H) sont de mesure nulle.
En effet: soit (Z) un ensemble fermé du type (H) et soit W {x)

sa fonction caractéristique. Si Von développe w(z) en série de
Fourier
1

(16) | J@@w+

=200

T . 1
+ 2 5 (cos 2rnz [ W(t) cos 2antdt + sin 2nnxf¢(t) sin Znntdt)
. 1
0

n=] Q

on obtient une série trigonométrique, & coefficients tendant vers.
zéro, convergente vers zéro pour tout z extérienr & Z 1Y),

1) ,La suite des coefficients d'une série de Fourjer (F

ourier-Lebesgue) con-
verge toujonrs vers zéro®,

,Liebesgue: Lecons sur les séries trigonométriques,
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La série (16) vérifie les conditions du § 3. On aura done, en
vertu du résultat démontré au § 7:

1
a
-29=f1p(t)dtz mesure de Z =<0, e q. f. d.
0

9. Reprenons le résultat du § 7 et présentons-le sous une forme
un peu différente,

Soit

(17) Yoonyro o ¥zs Y=y Yo3 Y1: Yoy-ooPu---

une suite de quantités complexes tendant vers zéro pour 2 3 oo
et pour 7 —» —- co; posons (x étant réel)

matf-n
(18) (@) =4 Yyt

TN )

Nous allons démontrer le théoréme suivant:

,S0it Z un ensemble fermé du type (H); si Yon a pour tout -
n'appartenant pas & Z
(19) | lim s,(x)=0
ou, d'une maniére plus génerale, si I'on a pour tout z n'apparte-
nant pas & Z et une valeur particuliére fixe, de N,

Ll

(20) lim (1— r)28n(m) =0

alors .
v == 0%.

Démonstration. Soient ¢, et id, respectivement la partie réelle
et imaginaire de y,: |

Yo == €, + id,.

Paris, 1906, p. 61. — ,La convergence de la série do Fourier de f pour une
valeur déterminée do z ne dépend gue de la maniére dont se comporte f autour
de catie valeur ¥ Lebesgue, loe, cit, p. 60. Or, I'ensemble Z étant, par hypo-
thése, fermé, tout point @ n'appartenant pas i Z peut étre entouré d'un intervalle
ne contenant nucun point de Z; si #(x)=0, on aura aussi, autounr de , w==0.
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On aura:
80(37) = %70 = 'kco -+ (P 'L‘d();
(21) 2[8, (%) — 84y (%)] = y, 2™ - y_ € P ==
= [(¢, +c~.) co8 2nnx + (d_, — d,) sin 2wna] 4
+ i[(d, 4 d..,) cos 2mnz + (¢, — c_,) sin 2wna] ;

pour toute valeur fixe de N

"

.
li — ()1 =0,
im (1 r)z.s (x)7

nw{)

par suite

(22) hm (1—17) ¥s,(x)r" = hm (1 —7) s,,(ar) "
HmQl 1 s 03 1o 00

(23) (1—7)2's @) = Ys.(0)r ——23 (@)t =
n=0 na=0 n()

=D

=@+ o) — @)

Nem]

En rapprochant les formules (21), (22) et (23), on voit immé-
diatement que la rélation (20) exprime la sommabilité vers zéro
par le procédé de Poisson de deux séries trigonométriques

NOQ

%"**—2("" D)

2]

c_ d_
" cos 2nay 4 —>

; d, sin 27 'mc)

ot

" §1n 2mzm).

+2(d +d " co8 2:nm.n+

naxl

~ D'aprés la conelusion du § 7. il en résulte:
Co == dy == ¢y + tdy ==y, == 0 ¢. q f d,

Si Pon voulait restreindre ces considérations au cas de la con-
vergence ordinaire, on dirait que la relation (19) entrafne la con-
vergence vers zéro de deux séries de tout-i-I’heure, et on obtiendrait,
en vertu du § 7, sans passer par le procédé de Poisson,

% =0, . e. q. £ d
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10. Achevons-la démonstration du théordme principal du § 3.
Posons

| a,=a,; b_.=—b,
et appellons n, la plus grande parmi les quantités
Vo + & pour n=k>0;
on aura pour tout |#|=Fk et pour toute valeur réelle de z et de m:

| (@, —ib,) et | < m,.

Soit ¢ un entier positif queleconque et n > 2g¢.
Posons

8, (x) = ;" +2(a,,"cos 2nmz+-b, sin 2eme) =

m]

m-fon

= &2 (@, — ib,)e¥™"

Tt

p=n—g

5@ =1 @ ib)e

-

On a
mesfn :

s,.(x) AT e %Z(ammibm)ean(m-—q)ﬁ —

M= —n

pe—atg—1

= 5, () + § 3 (@ — il ™,
p=-{ntq) ‘

puisque » > 2¢,
| —(ntg) +g<—n+g—l+e=—1L
on aura, pour |
—n—g=p=—n+g¢—L
(A 0pp) €™ | = Trtaag = Tt

et par suite
. pn—-n+¢~'~1

%Z(aﬁ‘*‘q—— i6P+P) (ﬂﬂﬂ‘x < q ‘ nnw&#

pom—{n-}-q)

done on a pour toute valeur réelle de z et pour n> 2¢:

su’ 1(x) _____8” (w) 8"‘"27‘1‘; . < ql']. ‘M .
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Il est aisé de voir que, puisque %,5,—0 quand n— o0, les
quantités s, () et s,(x) tendent en méme temps vers zéro; ceci
est aussi vrai pour le passage a limite ordinaire que pour la limite
généralisée par le procédé de Poisson,

Mais pour m—>co, s, ,(%) devient

p=-ton

%2‘ (al»-{-v"” ibr-M) ezmlv; :

pe=—00

si 'on pose |
Yo = Gy — ibr—{-q:
la convergence vers zéro de la série (2) s'exprime par la relation
(19), et Phypothése (3) devient (20), avee N= 2q
En appliquant le théoréme de § 9, on en déduit
Yo = @, — 1b, =0,
c¢’est-d-dire '
a,=0 et b =0.

Le théoréme fondamental du § 3 est donc entiérement démontrs,
11. Pour montrer que dans le théordme du § 3 restreint au
cas de la convergence ordinaire, I'hypothése:

lim a, =lim b, == 0 n’est pas indépendante de celle de la con-

A -=»00 Ny O

‘vergence, commengons par établir lo théoréme de M. Steinhau 8,

exprimé par la rélation (S) du § 4. Nous avons & prouver que lon
a presque partout (au sens de Lebesgue):

lim sup | a, cos 2nnxz 4 b sin 2nnz| = lim sup l/a: + .

B L~ n—-»

Nous alons préciser ceci davantage. Appelons E I'ensemble de solu--
tions réelles de l'inégalité |

(24) lim sup |a, cos 2nnz -+ b, sin 2wnz| < lim sup }a? + b2

Hp 0O

L'ensemble F' est non seulement de mesure nulle: il est encore
un ensemble de premidre catégorie de forme particulidre: il est
sous-ensemble d’'une somme des ensembles formés du type (H).

En effet: posons | |

| - a . b
co8 2nh, =—; sin2mnh, = -~

n

.‘.ﬂ
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On aura '
a, cos 2ntnzx + b, sin 2nz = @, cos 2nn (x—h,).

La relation (24) prendra alors la forme suivante:

n-a0C

lim sup | ¢, cos 27w (z —h)| < lim sup g,.
Appelons £* Pensemble de solutions réelles de l'inégalitd suivante

(25) lim sup | o, cos 27n (x—h,)| < (1 —= %) lix?  SUp g,

A—-»D0

On aura évidemment

(26) E=E 4+ E*+.. +E4..
Soit

- (2D | Mgy Ng oo My,

une suite d’entiers positifs infiniment croissants, tels que l'on ait
lim g, = lim sup ¢, ;
k—>0Q "—>00

toute valeur z vérifiant Vinégalité (25) vérifie aussi la suivante

(28) . lim sap cos 27n, (z "‘"h,.k). =1 _”'11’

k—>00

on peut donc extraire de la suite (27) une suite partielle infinie

nh’ n.gu.onkj'--

telle que l'on ait pour tout x vérifiant (28):

| 1 .
(29)) cos 27n, (2 — h,,kJ) <1— 2p (1=1,2..)

Les indgalités (29;) définissent les ensembles fermes 2(j) — (z’ (1)
est lensemble de solutions de Vinégalite (29;). 27 (2) — celui. de
(29,), ete.) — appelons Z* leur produit:

Zr=2r(1).2@)...20). -

11 est aisé de voir que pour lensemble Z* tous les d, (notations
du § 3) sont supérieurs & une quantité fixe ne dépendant que
de p: on aura donc

lim sup d, >0,
k=00

ot Z* est du type (H), et par suite (§8) de mesure nulle.
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Puisque évidemment
| £ C 27,

le rélation (26) exprime le théoréme de M. Steinhaus, tel qu'il
a été énoncé plus haut. |

12, La convergence de la série (2) en déhors d’'un ensemble Z
appartenant au type (H) enlraine comme conclusion

a,—>0 b, —0 pour n-—>oo0.

En effet: tout ensemble du type (H) étant de mesure nulle (§ 8)
la convergence a lieu dans un ensemble de mesure un (0. <<1).
On a donc dans un ensemble de mesure un

" lim | a, cos 2 ne + b, sin 2rny| ==

. n-rC
= lim sup |a, cos 2wnz + b, sin 2w ne | == 0.
H— S
D’autre part, en vertu du théoréme de M, Steinhaus la rela-
tion (S) est vérifide dans un ensemble de mesure yn. Or, deux en-
sembles de mesure wun situés tous les deux sur le segment (0, 1)
ont nécessairement des points communs. En ces points communs
on aura

0 = lim sup | a, cos 2xnx + b, sin 2nnx| = lim sup l/a,? + 82,

R=>0C U~00

On aura done limg,=1limb, =0 e. q. f. d.

Tives OO H=roQ

L’hypothése superflue est donc éliminée.






