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Sur une propriété des ensembles frontiéres.
- Par

~W. Sierpinski (Varsovie).
1, Dans un travail publiée dans le tome I de ce journal?)

M. Mazurkiewicz considére comme probable que tout ensemble
plan ne contenant aucun domaine est homéomorphe avec un ensem-

ble plan non dense. Le but de cette Note est de démontrer cette

supposition de M. Mazurkiewicz. Nous prouverons méme un
théoréme plus général qui suit: |

Théoréme. Tout ensemble frontiére dans lespace
4 m dimensions est homéomorphe d'un ensemble non
dense, situé dans le méme espace. | |

2. Soit F un ensemble frontiére donné dans R, 9), Cest-b-dire
ne contenant aucun point intérieur. Il existe donc un ensemble
dénombrable D, dense dans R,, dont aucun point n’appartient & F.
Pour démontrer notre théoréme, il suffira évidemment de prouver
que l'ensemble E=2R, — D est homéomorphe d'un ensemble non
dense, situé dans R,. | |

3. Nous démontrerons d’abord que tout ensemble G de R,,,, ho-
méomorphe de E est un ensemble frontiére 3). |

Soit done ¢, un point de G, &€ — un nombre positif donné. Il
suffit de démontrer qu'il existe un point % n’appartenant pas & G

et tel que @(go,h) <&

1) Sur un ensemble Gy etc. Fund. Math. t. I, p. 81.

3) Nous désignerons par R, l'ensemble de tous les points de l'espace A m
dimensions, -

3) Cela résulte d'ailleurs d'un théoréme général sur Pinvariance topologique
des points intérieurs pour les transformations biunivoques et bicontinues dans
R (V. p. e. H. Lebosgue: Fund. Math, t. II, p. 270); or nous donnons icj
une pveuw;e directe de la propriété en question de I'ensemble E, sans faire usage
du théoréme général signalé, dont la démonsiration est assez compliquée,
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Soit p, 'image de g, dans Z. I’ensemble G étant une image
continue de FE, il existe un nombre 6 > 0 tel que l'image ¢ de
tout point p de E satisfaisant & Iinégalité 0(pe, p) < 0, vérifie
Vinégalit¢ o(g,,9) <e. Or D étant dense dans R,, il existe un
point g de R, uw'appartenant pas & E et tel que 0(py, 9) < 0.
L'ensemble D étant dénombrable, il existe une suite infinie p, de
points de £ — R, =D, telle que ¢(p,, p.) <6 et lim p,=g. Soit

n =00

g. limage du point p, dans G: nous aurons done g(g,, g.) < & pour

=1,2,... La suite g, est donc bornée et parsuite on en peut
extraire une suite convergente g, (n=1,2,...): soit % sa limite;
h ne peut étre un point de @, puisque alors, £ étant une image
continue de , la suite P, (n=1,2,...) convergerait vers un point
de E (image de % dans E), ce qui est impossible, p, convergeant

~vers g. Done A=lim ¢, v'appartient pas & @; or, d'aprés ¢(q,, 9.) <&,

pour n=1,2, 3,.., nous trouvens ¢(¢,, %) <¢, ¢. q. f. d.
4. g étant un point donné de R, et 6 un nombre positif donné,
désignons par T'(g, 6) la transformation faisant correspondre A tout

‘point p de R,, autre que g, un point p, situé sur la demi-droite

gp et tel que ¢(g, p)) = o(g,p) + 6. | |
Il est bien évident que la transformation T(g,d) établit une
correspondance biunivoque et bicontinue entre ensemble de tous

les points de R, autres que g, et l'ensemble de tous les points de

R, ayant une distance > du point 9. On a évidéemment pour
tout point p=fg de R: |

| o(p, P)=24
et on yoit sans peine qu'on a toujours pour deux points p et p’

-autres que g

o(p1, 17) < 0(py, 1) + e(p, 0') + o(p', pi) = o(p, p') + 29,
e(p; 1) = e(p, p) V).

1) En effet, en désignant par ¢ I'angle entre les demi-droites gp ot gp’ et
on possat @(9,0) =1, 0(g,p) =7, (g, p) =11, 0(g,p}) =7}, on

trouve sans peine

e(pp)= l/ (_r — ) 4 4y sin’—g-;

e(pap)= V(n — ) + 47, r| sintd;
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5. On peut, comme on sait, ranger dans une suite infinie

(1) ' Sl: Sz: Ssa

toutes les sphéres m-dimensionnelles aux rayons rationnels et dont
les centres ont des coordonnées rationnelles.

L’ensemble E étant frontidre, il existe un point g, n‘appartenant
pas & E et intérieur & S;. Appliquons i lensemble E,—(g,)?) la

transformation T (g,, i) soit T, I'ensemble ainsi obtenu et soit F,

la transformée de E. L'ensemble E, sera homéomorphe 4 E, done,
comme nous avons démontré au § 3, un ensemble frontiére, Il

‘existe donc un point g, n'appartepant pas & E, et intérieur & S,.

Appliquons 3 lensemble R,—(g,) la transformation T (g,, %;) et

soit T, l'ensemble ainsi obtenu et E, — la transformée de E,. Gé-

_ néralement, supposons que nous avons déjh défini les ensembles
" T., et E,_, et que E,., est ‘homéomorphe & E. D’aprés le lemme

du § 3, E,_, est un ensemble frontiére: il existe done un point g,
intérieur & S, et n’appartenant pas & E,,__1 Apphquons a 'ensemble

R.—(g.) la transformation. T (g,,, %) nous démgnerons par T,

Pensemble ainsi obtenu et par E, la transformée de E,,. Les
ensembles T, et K, (n=1,2,3,...) sont ainsi définis par l'induction
et les ensembles E, sont tous homéomorphes de E.

6. Soit p un point donné de E, p=@.(p) — son image dans E,;

@.(p) étant la transformée du point Pu-1 (p) obtenue par la trans-

formation T (g,,,-‘%;), IOUS AVOons (d’aprés la propnété de la tranvs-'
formation T'(g, 6), § 4):.
@ @ epl=F  @=125.)

On en conclut que.la suite @.(p) (n.... 1,2,..)) est convergente
(pour tout pomt p de E): posons
® lim g.(p) = ¢(p)

na=os

or; ry—r== '7”;-—-7"“'——-‘_'6, done ‘f-—?"——-—'-'l'l —-—-Ti et T1T;>’)‘r'; par conséquent

 elpny )= e(p )
1) (g) désigne V’ensemble formé d'un sea! é!ément, g.
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E, étant une image continue de £, les fonctions (p,,(p? sont con-
tinues dans £: d'aprés (3) et (2) la fonction @(p) est limite d'une
suite uniformément convergente de fonctions continues dans K-
done @(p) est une fonction continue dans K. Désignons par H
Fensemble de tous les points @(p) correspondant aux points p
de &; H sera donc une image continue de E.

Soient maintenant p et p’ deux points de £. Nous avons, d’aprés
la propriété de la transformation T, démontrée au § 4:

| 0l (p), @ (2] = o (p, 1)
et, généralement:

elp.(ph @ (P = 0(p, p')y  pour n=1, 2, 3,...
ee qui donne, d’aprés (3):
(4) — ele(®), (1= o(p, p).

Done, si p == p', nous avons ¢(p) = p(p"). L'ensemble H est done
une image biunivoque de E. |

Soit maintenant ¢, = @(p,) un point de H et 9. = @(p,) une
suite de points de H convergente vers ¢,. Je dis que
©) lim p, =,

En ‘eﬁ‘ét,\ admettons que la formule (5) ne subsiste pas. Il exi-

~ sterait donc un nombre positif ¢ et une suite infinie croissante

d'indices k,(n=1,2,...) tels que

(6) 0P, p) =0 pour n=1,2,3,...
D'aprés (4), 1a formule (6) doune:

qu’(Pk,): P (po)] = Q(Pk.l;. Po) == 0, Pﬂui‘ n=12,...,

ce qui est incompatible avee l’hypothése que

- lim g(p) = p(p).

Nou.;s' avons ainsi démontré
continue (dans H),
L'ensemble H est done un

que la fonetion inverse de P(p) est

e image biunivoque et bicontinue

de E, cest-A-dire H est homéomorphe & E.

7. Soit maintenant 9o =9(p,) un point donné de H, &¢— un

demment une sphére de la suite (1),
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soit S, intérieur & la sphére de centre g, et de rayon & D'aprés

la définition de I'ensemble I, (§ B), nous avons pour tout point
q de E,:

1
o(g; 9) > 1

c'est-h-dire pour tout point p de E:

1
(7) 0 [9, 2:(p)] > T
Or, d'aprés (2), nous trouvons sans peine, pour n=1,2,3,...

0[Pu(0); Pup(P)] << 0[@u(P)y Pega (D] + -+ + 0[Pitnr (), Prsn(pD)] =

1
::415-{-] +4k+g+"'+ 4k+1a< 3.4k"

done, pour #n = oo. d’aprés (3):

® op(p) PPN < 5o

Les inégalités (7) et (8) donnent pour tout point p de E:

2
9 gk: p)] > 3 4“

c'est-d-dire pour tout point h de H:

C‘

[gk, ]>3 4k

Le point g, est donc extérleur 4 l'ensemble H. Or g, est intérieur
a S, et parsuite ¢(g., q,) < &

Nous avons ainsi démontré que dans tout emtourage d'un point
quelconque ¢, de H existent des points extérieurs 4 H. Il 'en suit
que H est un epsemble non dense (dans R,). E étant homéomorphe
4 H, nous pouvons done regarder le théoréme du § 1 comme dé-
montré,

8. I’ensemble H étant non dense, il est de méme de l'ensemble
fermé H=H + H’. En cas du plan (m=2) H sera, comme on voit
sans peine, une courbe cantorienne. Or, comme j'ai démontré ), il
existe une courbe (plane) C,, cantorienne et jordunienne & la fois,

1) C. R. t. 162, p. 625 (Note du 25 avril 1916),
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qui contient une imé.ge biunivoque et continue de toute courbe
cantorienne (plane) donnée?). Donc ¢, contient un sous-ensemble
homéomorphe & H. Il en césulte tout de suite que, F éf:ant‘ un
ensemble frontiere (plan) donné arbitraivement & priori, il ‘e?cmte
toujours un sous-ensemble de C, homéomorphe de F. En ut111‘saut
la terminologie de M. Fréchet on pourrait done dire quil existe
an ensemble plan fermé et non dense C,, dont le type
de dimension est le plus grand de tous ceux qui sont
inférieurs & dR, (Cest-h-dire au type de dimension du plan) ).
Un théorsme analogue subsiste pour E, 5.

Envisageons encore le cas particulier de ce théoréme pouk #== 1.
Tous les ensembles linéaires parfaits non denses étant, comme o
sait, homéomorphes, on en conclut sans peine que les ensembles
linéaires parfaits non denses ont le plus grand type de dimension
inférieure 2 d RB,: désignons-le par d;.

Soit maintenant M un ensemble linéaire non dénombrable, me-
surable B. D’aprés le théortme de Alexandroff-Hausdorff
M contient un sous-ensemble parfait, donc a le type de dimension
=4,. II en résulte tout de suite quil existe seulement deux types
de dimension d’ensembles linéaires non dénombrables mesurables B:
le type d, et le type dR,.

Tes ensembles linéaires non dénombrables (monm mesurables B),
peuvent avoir encore d’autres types de dimension: p. e. le type de
dimension d'un ensemble linésire non déhombrable ne contemant
aucun sous ensemble parfait est évidemment <(d;. Il gerait inté-
ressant d'examiner combien il y a de types de dimension < d R, 4).

1) On obtient la courbe €, corame il suit. On prend un carré @, on le divise
en neunf carrés plus petits et on exclue I'intérieur de celui qui contient lo centre
de Q. Sur chacun des huits carrés restant on opére de méme et ainai de suite
in infiitum. L'ensemble de tous les points du carré ), qui ne seront pas oxclus,
est la coarbe C. _ o

3 Cf. M. Fréchet: Math. Ann. 68, p. 168,

%) Pour le démontrer il suffirait de s’appuyor sur le théoréme de¢ M, F'ré-
chet, d’aprés lequel tout ensemble contenu dans R, et qui est complémentaire
dans R, d'un ensemble dénombrable partout denso est homéomorphe do 4, , A dé-
signant Vensemble de tous les points de R, dont les coordonndas mo sont pan
toutes rationnelles (L c. p. 169).

9 M. Kuratowski 5 observé qu'on pourrait démontrer A I'aide du théordme
de M. Zermelo que l'ensemble de tous les types do dimonsion (différonts) < d R,
a une puissance supérieure a celle du continu, Cf. P, Mahlo Leipz. Ber, 68, (1911),
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Or, d’aprés un théoréme de M. Mahlo, l'ensemble de tous les
types de dimension d’ensembles linéaires clairsemés a la puissance x, 1),
done aussi I'ensemble de tous les types linéaires dénombrables (puis-
que tous les ensembles dénombrables non clairsemés ont le méme
type de dimension). Il en résulte qu'il y a &, types de dimension
d'ensembles linéaires mesurables B. Il est autrement pour K,:
M. Kuratowski a démontré qu'il y a 2% types de dimension de
continus plaps: il en résulte le méme pour les ensembles mesurables
B dans R,, pour m > 2.

) V, p.e. A, Schoenflies: Entw. d. Mengenlehre, I Halfte (Teubner 1913)
p. 384 :






