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Sur un ensemble abstrait, dont chaque élément
est un élémént limite de chaque sous-ensemble
non dénombrable.

Par
B. Knaster et W. Sierpifiski (Varsovie).

Le but de cette Note est de prouver I'existence et, en méme temps,
d'indiquer quelques caractéres fondamentaux des classes £1) non
dénombrables jouissant de la propriété P suivante:

chaque élément de la classe considérée est un élément lLimite de
chaque ensemble non dénombrable qui en fait partie.

Il est évident qu'une classe (£) pourvue de la propriété P mne
renferme ancun vrai sous-ensemble nondénombrable
et fermé. De plus, tout son élément est un élément de conden-
sation de chacun de ses sous-ensembles non dénombrables. Enfin,
a, et a, désignant deux éléments arbitraires d'une classe pareille,
E, un sous-ensemble de cette classe dans lequel «, est intérieur,
et K, un ensemble analogue par rapport & a,, les ensembles E, et K,
ont une infinité non dénombrable délements com-
muns, puisque chacun d'eux ne difftre de la classe entiére que
par un ensemble tout au plus dénombrable. I1 n'existe done d’en-
tourages disjoints pour aucun couple déléments dune
classe (£) qui jouit de la propriété P. ‘

Théoréme I. Toule classe (£) & propriété P est de puissance non
supérieure & celle du continu.

Démonstration. Soit, en effet, C' une classe (£) non dénombrable
b propriété P et K un ensemble quelconque de puissance 8; con-
tenu dans cette classe. Il existe x,% ==c suites infinies d'éléments
de E, par conséquent E admet tout au plus ¢ éléments limites.

) Au sens de M. Fréchet,
g¥
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Comme chaque &lément de C est par définition un élément limite
de E, la puissance de C ne peut dépasser celle du continu,

e théoréme nous conduit d'une fagon naturelle i chercher une
classe (£) & propriété P parmi les ensembles composés des nom.
bres réels. |

Nous allons employer désormais le torme élément limite exelu.
sivement dans le sens abstrait, c'est-b-dire, pour désigner I'élément
aspigné par la définition d'une classe (£) & une suite infinio de ses
dléments, Quant au nombre vers lequel cette suito puisse converger
(au sens habituel du mot), convenons de Tuppeler son élément & acey-
mulation. Tous les sutres tormes, par exemplo, celui d’ensomble
dérivé ' d'un ensemble E, seront regardds commo définis & Taide
d'élément d'accumulation, & moins do mention oxprosse. Kufin,

* #(x) étant une fonetion & variablo réelle, lo wigne f(F) nous servira

, désigner Vensemble de valeurs de /f(x) pour tous les @ qui appar-
tiennent » l'snsemble E et le signe Z(y) — l'ensemble de valeurs
de x, qui satisfont b I'équation f(x) = y.

Ceci posé, soit C un ensemble quelconque de nombres réels ot
f(z) une fonetion qui vérifie la formule

(1) SO Ce

Lorsque pour tout élément ¢ de €' on considére /(¢) comme -
ment limite de chaque suite infinie d'élémonts de € qui & ¢ pour
élement &' accumulation, l'ensemble € constitue une classe (£), Nous
appellerons ,classe (£),% toute classe (£) de nombres réels qui est

‘définie de la sorte ).

Théordme IL. C étant une classe (£),, la condition suivante est
nécessaire et suffisante pour que C jouisse de la propriété P:

chaque ensemble parfait P qui a une infinité non dénombrable
(2) { d'éléments communs avee C vérifie I'dgalité

| f(P.C)= C.
Démonstration, 1° Soit ' une classe (), & propriéié P ot P
un ensemble parfait tel que lo produit /. ost non dénombrable.

Chaque 8lément ¢ de ' ost en vortw do la propridié # de C
un élément limite de P.C. Il existe done duns ¢ eonformément

' ) Ce proeédd de eonstruction do classes £) o 616 prdeisd par M, Kuratow
ski, ¥1 e;t & remarquer que tous les théordmes de cotto Noto vesbont vrais, quand
C désigne un ensomble quolconquo do points d'wn espneo & 2 dimonsions (niz1).
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b la définition d’élément limite adoptée pour les classes (£);, un
élément d'accumulation p de P.C appartenant & C et satisfaisant
4 l'équation f(p) = ¢. L'ensemble P étant parfait, p appartient
A P.C ef, par suite, ¢ est un élément de f(P.C). Il en résulte que

) CCAP.C)

D’autre part, on a sn vertu de la formule (1):
@ " aroce

Les formules (3) et (4) donnent

| fP.0)=0,

ce qui prouve que la condition (2) est nécessaire.

20, ( désignant une classe (£),, supposons la condition (2) réa-
lisée. Soit N un sous-ensemble non dénombrable de C et ¢ un élé-
ment arbitraire de cette classe. Il s'agit de prouver que ¢ est un
élément limite de NV. |

Or, l'ensemble fermé et non dénombrable N+ N’ contient un
noyau parfait P et le produit P.N est non dénombrable. Comme
NCC, le produit P.C est non dénombrable & plus forte raison
et on a selon (2):

f(P.C)=C
Il existe donc un élément p de P.C qui vérifie I'équation
® J(p) =e.

P étant un sous-ensemble parfait de N 4 N’, chaque élément
de P, et par conséquent p, est un élément d'accumulation de N.
On en conclut en vertu de (B) que ¢ est un élément limite de N.
La condition (2) est donc suffisante. |

Théoréme YII. Il existe une classe (£), non dénombrable qui
posséde la propriété P.

Démonstration. MM. Lusin et Sierpiniskil) ont établi, en
gappuyant sur le théoréme de M. Zermelo; l'existence d'une dé-
composition de l'ensemble de tous les nombres réels en une infinité
de puissance du continu d'ensembles disjoints E,, dont chacun a des
éléments communs avec chaque ensemble parfait (z admettant toutes

les valeurs réelles).

) C. R. t. 165; voir anssi W, Sierpifski, Bull. de PAc. des Sc. de Cra-
covie, 1918, p. 150. '
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Posons pour tout e de E,

JIOET:

et considérons la classe (£); ainsi définie, composée de tous les
nombres réels. En vertu du théoréme II cette classe posséde la
propriété P.

L'existence des classes (£) non dénombrgbles & propriété P est
done établie. |

Covollaire, Pour quil emiste une classe (£), & propriéié P de
puissance M >, il faut et il -suffit que m<c. |

Démonstration. En vertu du théoréme I la condition est né-
cessaire. |

D'autre part, il existe d’aprds le théoréme III une classe (£),
de puissance c. pourvue de la propriété P. C désignant cette classe,
I'inégalité m<Cc entraine l'existence d'un sous-ensemble M de C,
qui est de puissance m. Or, il est évident que tout sous-ensemble

" d’une classe (£), pourvue de la propriété P en est pourvu égale-

ment. M est donc une classe (£), de puissance m et jouit de la
propriété P, ce qui prouve que la condition est suffisante.

On pourrait encore dire: pour que dans un ensemble
non dénombrable la limite puisse é&tre définie de
sorte quil soit ume classe (£) & propriété P, il faut
et il suffit que cet ensemble ait une pu1ssance non
supérieure & celle du continu.

Le théoreme III suggére d'une fagon naturelle deux problémes
suivants, :

La premier consiste & donner un exemple effectifl) d’une
classe (£) & propriété P. La fonction f(¢) envisagée dans ce théo-
réme n'a pas ét¢ défimrie; cest seulement son existence qui
a ét¢ démontrée?). Le théortme III ne donne pour cette raison
ancun moyen de définir.individuellement une classe (£) non dé-
nombrable qui posséde la propriété P.

Toutefois ce théoréme nous permet d'anticiper une con-
séquence qui se présenterait, si I'on savait définir une classe

1) Cf. W. Sierpinski, Sur les excmples eﬂ‘ecttfs st laxiome de M. Zer-

| melo, Fund, Math, II, 1921.

%) On voit sans peine que cette fonctmn est non mesurable au sens de
M. Lebesgue.
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non dénombrable (£) & propriété P et qui soit en méme
temps une classe (£),

Supposons, en effet, que l'on sache définir une classe pareille et
qu'on en puisse nommer d'une fagon effective un élément indivi-
duel ¢. Or, cette hypothé¢se donne lieu immédiatement & la défi-
nition d’'un ensemble non dénombrable ne contenant
aucun ensemble parfait. Cest évident, lorsque la classe elle
méme ne contient aucun ensemble parfait. Admettons done qu'elle en
contient un et désignons par P un sous-ensemble parfait de cette classe.

L'ensemble P étant parfait, il y existe, comme on voit sans
peine, ¢ sous ensembles parfaits disjoints et chacun d'eux admet
des éléments communs avec E(c) en vertu du théoréme II. L'ensem-
ble E(c) est donc non dénombrable. En méme temps il ne
contient amcun ensemhle parfait, puisque chaque sous-ensem-
ble parfait de la classe considérée a des éléments communs avec
tout E(z), ob x=c..

Ainsi notre hypothése entraine en tout cas une définition dun
ensemble non dénombrable ne contenant ancun ensemble parfait.

Le second probléme est de savoir, 8'il existe des classes (§)
pourvues de la propriété P. Le théoréme suivant en donne une
golution partielle.

Théoreme 1V. Aucune classe non dénombrable (£), @ proprzété
P rest pas une classe (8).

Démonstration. C désignant une classe non dénombrable (£),
& propriété P, soit | -

(7) ' Cyy Cay Cgyerry Cugeoo
une suite contenue dans C et ayant un élément ¢ de C pour I'élé-
ment d’accumulation. On peut évidemment admettre que tous les
éléments de cette suite soient distinets de f(c). Soit d’autre part @
l'ensemble de tous les éléments de condensation de C qui appar-
tiennent 3 C et

Quy Qos Gayeees Qnye e

une suite décroissante contenue dans @ et ayant pour I'élément
d'accumulation un élément g de @, choisi de fagon que f(g) soit

également distinct de f(c). Chaque intervalle (g, g.) contenant une
infinité non dénombrable d'éléments de C, il y existe en vertu de
la propriété P de C une suite S, ayant ¢, pour I'élément limite,
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Envisageons la somme

3.

Or, on voit sans peine que l'ensemble limite L de § se com-
pose de f(¢q) et de tous les éléments de la suite (7). Mais il ne
contient pas- f(¢), tandis que c'est justement f (c) qui est le seul
élément limite de L.

- I existe donc dans C un ensemble S dont 'ensemble limite L
n'est pas fermé (au sens abstrait du terme). Par conséquent C
n'est pas une classe (§).






