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Nouveaux fondements du calcul des probabilités.
(Définition de la probabilité fondée sur la théorie des ensembles).

Par

Antoine Lomnicki (Léopol).

Introduction.

Le calcul des probabilités o‘ccupe parmi les sciences mathéma-
tiques une place ‘tout & fait infime. Le manque de définitions nettes

et, ce qui en est la conséquence, quantité des paradoxes, ne peuvent

en effet, malgré l'immense champ d’application de cette branche des
mathématiques, lui valoir la faveur de la génération moderne des
mathématiciens, habituée &4 des raisonnements subtils et rigoureux,

C’est ainsi, par exemple, que Poincaré commence son , Caleul
des probabilités® 1) par cet aveu désespéré:

,On ne peut guére donner une définition satisfaisante de la
probabilité“.

Dans larticle ,La théorie des probabilités” de M. S. Mazur-
kiewicz?) on trouve cette remarque fort peu encourageante:

,La théorie des probabilités n'est pas un élément indispensable
de linstruction mathématique; il est toutefois biem désirable pour
un mathématicien d’'en connaitre les principes généraux... Lies no-
tions fondamentales y sont incomplétement fixées: elles contiennent
beaucoup de difficultés inexpliquées, '

Dans une vaste étude récemment publice M. R. v. Mises?)
déclare simplement:

1) II éd. Paris 1912, p. 24.
%) Poradnik dla samoukdéw t. I, 1915, p. 488.
Y Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung, Math, Zeitschrift, Berlin

11919, V Band, p. 52— 99.
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n+-- 10 der Tat kann man den gegenwirtigen Zustand kaum
anders als dahin kennzeichnen, dass die Wahrscheinlichkeitsrechnung
heute eine mathematische Disziplin nicht ist“.

Il construit cependant une théorie des probabilités qu'il eoncoit
comme une science naturelle (,Die vorliegenge Darstellung geht von
der Auffassung aus, dass die Wahrscheinlichkeitsrechrung eine Natur-
wissenschaft gleicher Art wie die Geometrie oder dic theoretische Me-
chanik 4st“) et qui est tout & fait insuffisante, puisqu’elle exclue
d'avance ,eine besondere Klasse mathematischer Fragen, die in neuerer
Zeit unter Verwendung der Ausdruckweise der Wahrscheinlichkeits-
rechnung zur Sprache gebracht wurden...%, c'est & dire, justement
les problémes qui intéressent le plus les mathématiciens contem-
porains.

Les tentatives de donner un systtme d’axiomes suffisant pour
construire le caleul des probabilités soit se bornérent aux probabi-
lités d’'un nombre fini de casy), soit se contentérent de douner
les lois principales de la théorie des probabilités, sans en examiner
la suffisance et I'indépendance réciproque et sans tenir compte d’une
maniére suffisante des probabilités pour les eas ,inégalement possi-
bles“, c’'est & dire — selon notre terminologie — pour les ensembles
& distribution hétérogéne des poids (voir p. 83), ot la loi de la
multiplication des probabilités ne s'applique pas toujours?). Dans
toutes ces tentatives on trouve de plus de nombreux termes étrangers
aux mathématiques et non définis (par exemple: événement, possi-
bilité, indépendance des €vénements, cause ete.), ce qui rend la que-
stion encore plus obscure. | |

Eu m’efforcant de m’expliquer les notions fondamentales du caleul
des probabilités et de remonter jusqu’aux sources, ot prend son
origine le flot trouble des paradoxes (p. ex. ceux de Bertrund),
j'al acquis la conviction que le calcul des probabilités tout entier est
un probléme bien déterminé de la théorie des ensembles, étroitement
lie' & la théorie de la mesure des ensembles et absolument
indépendant de tout fucteur métaphysique ou empirique.

Les paradoxes naissent, en particulier, lorsqu'on parle de la
probabilité par rapport aux ensembles, pour lesquels la notion de la

) P ex. J. Lhukasicwicz. Die logischen Grundlagen der Wahrscheinlich-

keitsrechnung, Cracovie 1913. ,
5°Cf. G. Bohlmann, Encyklop. der math, Wissensch. I, Band 2, p. 859.

3*
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mesure n'a pas été préalablement définie (tel est le cas d’ensemble
de toutes les droites d'un plan) et, en général, lorsque les données
du probléme ne sont pas précisées d'une fagon assez nette.

Ainsi, la difficulté qui concerne la notion-méme, n’est plus dans
la théorie des probabilités, mais bien dans la théorie de la mesure,
donc dans celle des ensembles. Ainsi congue, la théorie des proba-
bilités devient une science tout au moins aussi ,mathématique“ que
la théorie des ensembles et, quant & son applicabilité & telle ou
telle branche des sciences expérimentales ou méme mathématiques,
cela intéresse point la théorie des probabilités, mais bien chacune
de ces branches. C’est pourquoi je ne me pronose pas de m'occuper
ici de ces questions.

Le présent Mémoire a pour but de présenter une
définition ,constructive® de la probabilité mathéma-
tique, embrassant tous les cas particuliers qu'il est
possible de traiter & I'état actuel du développement
de la théorie des ensembles, & savoir: la.définition classique
des probabilités finies, celle des probabilités continues (uniquement
pour les ensembles de points), ensuite celle des probabilités dénom-
brables et enfin celle des probabilités non-dénombrables mesurables.
Je développe tous les raisonnements, en m'appuyant conséquemment
sur la théorie des emsembles.

1 est vrai que dans la littérature mathématique on voit ¢a et
1 rattacher certains problémes de la théorie des probabilités & la
théorie des ensembles 7); cependant je n'ai jamais rencontré une
application systématique de ce principe ?). Déja la notation tradi-
tionnelle ,p“, sans indices ni variables, prouve combien on se ren-
dait peu compte de ce que la probabilité est une fonction d'ensemble.

En me basant sur la définition construite de cette fagon, j'envi-
sage sous ce jour nouveau les notions fondamentales de la théorie
des probabilités. Je discute ensuite les principales lois formelles du cal-
cul, surtout celle des probabilités composées, et j'applique les résultats

! Cf. p. ex. F. Hausdorff, Grundzilge der Mengenlehre, Leipzig 1914,

p. 416 et E. Borol, Remarques sur certaines questions de probabilité, Bull, de

la Soc. math. 1905, p. 123 —128.

*) Je n'ai pas eu occasion de consulter la dissertation de R. Limmel
(1904), citée par Czuber, ol I'auteur distingue 144 types de problemes de proba-
bilité, en combinant entre eux les ensembles qui se comportsnt 'différemment au
point de vue d'énumération, de densité et de mesure,
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obtenus & la démonstration de la loi des erreurs de Gauss, en
mettant en méme temps en évidence les hypothéses mathématiéues.
sur lesquelles repose cette loi. Enfin je montre ot faut.il chercher
les sources de différents paradoxes dans les probabilités dites ,géo-
métriques®; je discute, en particulier, le paradoxe de Bertrand
et le probléme de Buffon. ‘

Je désire que cet essai d’élucider les principes du calcul des
probabilités eontribue, ne fit-ce que partiellement, & dissiper la
méfiance — d'ailleurs parfaitement justifide par I'état actuel de cette
sclence— qu’elle inspirait & ceux qui presque 3 chaque pas de leur
travail ont fait usage de ce calcul. Je me permettrai de citer & ce
sujet les paroles significatives de mon professeur feu M. Smolun-
chowskil):

nBlen que le champ d'applications du caleul des probabilités se
soit énormément élargi. Panalyse rigoureuse des notions fondamen-
tales de ce calcul a fait des progrés insignifiants; aujourd’hui en-
core il est vrai qu'aucune autre branche de mathématiques ne repose
sur des fondements aussi vagues et précairest. :

Cette constatation était pour moi le plus fort encouragement
pendant le travail.

§ 1. Les éléments constitutifs de la notion de la probabilits.

Lorsqu’on parle de probabilité, en a toujours en vue deux en-
sembles m et 8f, dont le premier fait partie du second (Cest
h dire, en est un sous-ensemble, vrai ou non; dans le dernier cas
les ensembles m et &N coincident). Les éléments de ces ensembles
g'appellent ,cas“ dans la théorie classique, & savoir: les éléments
de m ,cas favorables pour un événement* et les éléments de A7
ncas possibles’. A chaque élément de 7 et, & plus forte raison,
de m, qui en fait partie, on fait corréspondre un nombre positif
fini, infériear & un nombre constant L arbitrairement donné;
appelons-le: poids de l'élément. Si & tous les éléments on fait corres-
pondre le méme poids, ou — comme on dit dans la théorie classique —
si tous les ,cas“ ou ,événements‘ sont ,également possiblest, la
distribution des poids sera dite homogéne; dans le cas contraire nous

'} Ueber den Begriff des Zufalls und den Ursprung der Wahrscheinlich-
keitsgesetze in der [hysik, Die. Naturwissenschaften, Berlin 1918, Hefi 17,
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l'appellerons hétérogine. Nous avons défini ainsi pour tont ensem-
ble @7 une fonction de ses éléments cpém(e) qui, dans le cas spé-

cial de la distribution homogéne, est constante pour chaque élement ¢:

P @75(6) =0

et qui, en tout cas, est une fonetion bornée. Nous admettons, de
plus, que cest une fonction mesurable, done sommahle.

Quelle distribution des poids doit-on adopter dans chaque pro-
bléme donné ou— ce qui revient au méme — quelle forme et quelles
propriétés doit avoir la fonction @(e¢) — cela n’appartient pas au
calcul des probabilités, mais doit étre donné du dehors par la
science qui veut appliquer motre théorie & la résolution de ses pro-
bléemes. Ici on peut tout au plus discuter quelle influence exercent
sur les régles de notre théorie divers genres déterminés des fone-
tions ¢(e). Nous allons le faire dans la suite pour quelques cas les
plus importants au point de vue des applications. Quelques auteurs!)
appellent Ia fonetion qui représente la distribution des poids ,densité“
de la probabilité; ils ne l'appliquent cependant qu'aux ensembles
continus. |

Enfin, le dernier élément constitutif, indispensable & Ja con-
struction d'une définition de la probabilité est la notion de la me-
sure dun ensemble ou — comme on dit improprement dans la
théorie classique — du ,nombre des cas“. Suivant la mesure attri-
buée & l'ensemble des poids correspondant & un ensemble donné 87
on peut obtenir des probabilités différentes pour les mémes ,événe-
ments® ou — d'une maniére plus précise — pour le méme ensem-
ble m dans le méme ensemble &7 et pour la méme distribution

des poids.

Nous allons done restreindre notre définition de la probabilité

~ aux ensembles pour lesquels la notion de la mesure a été établie,

notamment-aux ensembles de points d'un espace & un nombre fini
quelconque de dimensions et aux ensembles de nombres, isomorphes
des précédents, comme l'ensemble des nombres réels, des paires
de nombres (p. ex. celui des nombres complexes ordinaires), l'en-
semble des systémes de trois nombres (p. ex. celui des vecteurs) et
ainsi de suite, en nous bornant naturellement aux ensembles m e-

') P, ex, Markoff, Wahrscheinlichkeitsrechnung, 1911,
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surables. Nous emploierons la mesure de Lebesgue étendue
également sur les ensembles non-bornés et, lorsque cette mesure est
nulle, celle de Car athéodory?) n'tant pas nulle dans un}espace
b un nombre inférieur de dimensions, nous emploierons la mesure
de Carathéodory.

L’emploi de la notion de la mesure dans une forme s générale
dépasse considérablement les cadres de la théorie classique des pro-
babilités, oit la mesure habituelle de volume, de surface et de lon-
gueur était suffisante. Or, nous introduisons dés le premier abord les
notions les plus générales de la théorie moderne des ensembles
pour faire voir d'une part le rapport intime, qui existe entre les
notions de la théorie des ensembles et celles du caleul des proba-
bilités, et d'autre part l'dtendue de ses applications. Par contre,

- nous n'allons pas développer ici la théorie des probabilités pour les

ensembles, pour lesquels la notion de la mesure n’est pas suffi-
samment fixée (p. ex. I'ensemble des droites d’un plan, I'ensemble
de toutes les cordes d'up cercle), hien que les problémes concernant
de tels ensembles occupent une place assez notable dans la théorie
classique, ol ils sont traités, & la vérité, sans aucun esprit -de critique.

Pour déterminer une probabilité il faut donc spécifier:

19 L’ensemble 8F; dans lequel on examine la probabilité (en-
semble des ,cas possibles®). '

20 L'ensemble m, dont on examine la probabilité dans &7 (en-
semble des ,cas favorables pour I'événement considérs®).

3 La distribution des poids, c'est & dire, la fonection assignant
b tout élément ¢ de &% un nombre p(e) (dégré de ,possibilité® de
chaque ,cas¥).

4% Le mode de mensuration de l'ensemble de tous les poids
assignés aux éléments de 97 et le mode de mensuration de chacun
de ses sous-ensembles (mesurables).

Le symbole désignant une probabilité doit par conséquent renfer-
mer ceux de tous les quatre éléments de cette notion, du moins si Fon
veut éviter qu'il ne soit plurivoque. Or, nous nous sommes décidés
une fois pour toutes & n’employer ici que la mesure de Lebesgue

1) Ueber das lineare Mass von Punkimengen — eine Verallgemeinerung des
Ldngenbegriffs, Gotting, Nachr. 1914,

Ce mémoire renferme une définition de la mesure p-dimensionnelle dans un
ospace & ¢ dimensions.
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ou celle de Catathéodory; nous pouvons done renoncer i la
représenter dans nos symboles, & moins de nécessité absolue.

Ceci posé, la probabilité ne dépendra que des ensembles &7
et m et de la fonction g(e). Plus exactement — en employant le
langage de la théorie des ensembles — la probabilité est une fonc-
tion d'ensemble définie dans I'ensemble &% pour chacun de ses sous-
ensembles m mesurables (sauf, peut-étre, certains sous-ensembles
nsingaliers‘, qui correspondent aux points singuliers de la définition
commune de la fonction & une ou plusieurs variables) et dépen-
dant, en outre, d'une fonction arbitrairement choisie ¢ @”(e) définie
pour chaque élément de 7

Le symbole de la probabilité, qui spécifie ces trois éléments
constitutifs, peut done 4tre, par exemple, de la forme suivante:

(1) - Py @ g (€)),

ce quon lira: la probabilité de m dans 87 o la distribution des
poids est determinée par Pop(e) Lorsque la distribution des poids

est homogéne, on peut supprimer le sighe‘ de la fonetion ¢ éW(e),

mais il ne faut jamais négliger d'indiquer explicitement ceux des
ensembles m et 87 Lemploi notoire du signe p dépourvu d’argu-
ments, en usage constant dans la théorie classique, donne toujours
lien & des explications verbales supplémentaires et peut donner lieu
& des facheux malentendus. - -

§ 2. Probabilité dans les ensembles finis.

Pour plus de clarté nous allons construire la définition de la
probabilité successivement pour les ensembles de plus en plus com-
pliqués: d'abord pour les ensembles finis, ensuite pour les ensem-

- bles dénombrables et enfin pour les ensembles ‘non-dénombrables.

Nous -appelons probabilité d'un sous-ensemble w  de l'ensemble o7
dans Uensemble 3 composé d'un nombre fini b déléments 4 poids
Oy, 85,..., 0, le quotient, dont le dividende est Ia somme  des poids
des éléments de m et dont le divisewr est celle des poids des éléments
de 9. ' -

Par conséquent, 9% étant composé d’éléments

61, e,,.-.’ eb
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et m étant composé de a dléments

8,1, 8&7..., e'-a
de 8%, on a:
- 040, ... 46
2) , = : 'a
@ Por™ =515

En termes de géomeétrie, on peut se représenter 9% comme un
ensemble fini de points d'un espace & un nombre finj quelconque
de dimensions et s'imaginer une sordonnée* dressée dans chacun
de ees points et qui soit de longueur égale au poids de I'élément corre-
spoudant. La probabilité de m dans 87 s'obtient comme une fraction
qui a pour numérateur la mesure de ensemble-somme des poids
des éléments de m et pour dénominateur la mesure de I'ensemble-
sommé des poids des éléments de 87 Dans le cas considérs la
mesure est simplement la somme des longueurs des segments qui
représentent les poids: c’est done la mesure lihéaire. *

8i T'espace dans lequel on a placé l'ensemble 977 est & g dimen-
sious, celui oll sont repartis les poids assignés aux éléments de %
est évidemment & ¢+ 1 dimensions. La mesnre lebesguienne de
Vensemble-somme des poids, comme mesure (¢ + 1) dimensionnelle,
est nulle, le nombre des éléments de &% étant fini. On doit done
employer une mesure & un nombre plus petit de dimensions. Dans
le cas considéré c'est la mesure 1-dimensionnelle ou linéaire qu’il
taut prendre, ce qui veut dire qu'on emploie la mesure de Cara-
théodory et non plus celle de Lebesgue. Dans le cas contraire
on obtiendrait comme expression de la probabilité un quotient non-
défini de deux zéros, A moins de renoncer & définir la probabilité
comme quotient de deux mesures ou comme limite, vers laquelle
tend ce quotient.
~ Or, pour les ensembles 7% continus, c'est précisément la défini-
tion universellement employée et, puisque nous nous proposons de
parvenir & une définition de la -probabilité commune A toutes les
espdces d’ensemble 97 et embrassant comme cas particulier celle,
qui vient d’étre donnée pour les eusembles finis, nous sommes con-
traints d’employer dés le début la notion de la mesure. Je crois,
en oxitre, que cette maniére de concevoir la probabilité est la plus
recommandable. ne fiit ce que pour les raisons didactiques, car elle
nous offre aussitét une image, facile & saisir, des ,cas“ et de divers
dégrés de leur ,possibilité.
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Lorsque la distribution des poids est homogéne, c'est & dire,
lorsque chaque élément de 97 a le méme poids J, on a:

___a.d____ a
3) PogM)=3—5=7

conformément & la définition classique, ot la probabilité signifie le
rapport du nombre des cas ,favorables® & celui de tous les cas
npossibles®, dans I'hypothése que tous les cas sont ,également possi-
bles®. ,

On sait que la probabilité définie de la maniére classique satis-
fait & certaines lois formelles trés simples, sur lesquelles le caleul
entier est fondé et que l'on s'efforgait & utiliser pour construire
une définition axiomatique de la probabilité. Nous allons
établir cependant I'existence des probabilités qui satisfont aussi bien
& notre définition qu'aux définitions classiques concernant les ensem-
bles & distribution hétérogéne des poids, mais pour lesquelles
le théoréme sur la multiplication des probabilitds n’est pas vrai.
L'applicabilit¢ ou non-applicabilité de cette loi ,fondamentale®
est intimement liée au mode de distribution des poids et nous allons
le bien mettre en évidence. Nous établirons notamment une condi-
tion nécessaire et suffisante, que doit remplir un mode de distribu-
tion des poids, pour que la probahilité soit multiplicative, c'est & dire,
pour que le théoréme sur la multiplication des probabilités soit vrai.

- Nous donnerons en méme temps un exemple d’'un mode de distri-

bution ot la probabilité n'est pas multiplicative.

Dans un systéme d’axiomes de la théorie générale des pro-
babilités il faut done en tout cas_ supprimer I'axiome concernant
la multiplication des probabilités. Les cas échappant & cet axiome
se présentaient également dans la théorie classique. On disait alors
que les ,cas“ étaient dépendants. Or. si I'on se donne la peine de
chercher dans la littérature ce que veut dire Iexpression ,cas dé-
pendants“, on n'en trouve que chez A. Markoff ') une explication
assez nette et d'ailleurs trés proche de la nétre. Cest pourquoi nous
préférons de mous servir désormais du terme bien défini probabilité
multiplicative au lieu du terme confus — au moins jusqu'a présent —
de ,cas dépendants“. La mise en lumidre du sens de ce dernier terme
ou plutdt Femploi & sa place de la notion parfaitement précise de

1) L e, p. 158.
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la ,mnltiplicativité“ est une des qualités peut-étre les plus impor-
tantes de notre définition nouvelle de la probabilité.

Les lois fondamentales du caleul des probabilités s’expriment
dans notre systéme de notation, comme il suit:
I, Lorsque m est vide, on a

oM 9 g(6) = 0.
II. Lorsque m est identiqlie a i, on a
P@”(m; ‘P@/g(e)) = 1.

ILI. m, "et m, étant deux sous-ensembles disjoints (sans élé
ments communs) de 3/ et m, + m, désignant leur somme (I'en-
semble de tous tes éléments de ces deux ensembles), on a toujours:

(4) P@yz(ml + my; ‘P@/g(e)) = pé’iz(m“; (P@/Z(")) + P@/z(mﬁ ‘P@/Z(e))-

Remarque: Si les ensembles an, et m, avaient des éléments com-
muns, on aurait (en symboles abrégés):

p(n, +my) =pmy) + p(my)  p(D(m,, m,)),

ot D(m;. m,) désigne I'ensemble des éléments communs & n, et m, ).
On exprime la loi ITT tout court, en disant que la probabilité
est une fonetion additive. Dans la théorie classique cette loi porte
le nom du théordme sur la probabilité totale.
IV. m, et m, étant des sous-ensembles quelconques des ensem-
bles &7, et o/, (ot w, et m, ainsi que O, et &/, peuvent avoir
des éléments communs et méme &tre identiques), on a — en dési-

gnant d'une fagon générale par 4 B I'ensemble de toutes les paires
que l'on peut former des éléments de 4 et de B —

(5) p@;zl @@(mlm‘z; E@yzl @7;2(3)) ==
= p@]zl(ml; ‘Pé)?z’ () - p@][z(miﬁ ‘P@]zz(e))
pour tous les sous-ensembles m,, m, et m,.m,. Les signes P iz (),
possey . \ ' - !
(p@lzﬂ(c), [ o, @/[2(3) représentent les fonctions d'élement ¢ qui défi-

uissent la distribution des poids dans les ensembles 377, o7, et
7L, o1, .
Or, c'est cette loi qui ne s'applique qu'aux probabilités & une

1) Nous le désignons ici par D(my, M,) et non par My .My ou Wy Ny,
parce-que lo symbole W, My a dans notre théorie une signification différente (voir Iv).
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distribution convenable des poids (en particulier homogéne) et nous
allons démontrer que cette loi n'est pas vraie pour le cas général
Elle porte le nom du théordme sur la probabilité composdée,
mais il serait bien plus naturel de Dappeler loi multiplicative. Nous
dirons donc d'une fonetion d'ensemble qui satisfait & la loi IV
qu'elle est une fonction multiplicative.

Il est aisé de vérifier que dans les ensemblés finis & distribution
homogéne des poids la probabilité remplit toutes les lois I...IV,I
pourvu que Pensemble des paires soit également A *distribution ho-
mogéne des poids. Pour vérifier, par exemple, la loi multiplicative,

" on remarquera que mi, contenant @, éléments et m, en contenant Ay,

on peut former a, X a, paires des éléments de ces ensembles. D'une
fagon analogue on forme b, X b, paires d'éléments, en associant
ceux de I & ceux de 8/. Soit &, le poids commun aux él¢-
ments de I et d, le poids commun & ceux de 87%,. Toutes les

~ paires des éléments ayant les poids égaux, par exemple A, nous

avons par définition:

(53)

psse——

a.a.4  ay.a,  @a,.0,.0a5.6,

‘ (1, mg) = =
ALY by by AT B by b 0, .5
=P@7Z1(m1) ' P@”a(m’).
Cette. formule fait apparaitre clairement Putilité du mode
adopté de [I'écriture. Pour obtenir la probabilité composée il

faut calculer la probabilité de chaque événement par rapport i I'en-
semble correspondant, done p(m,) par rapport & 97, et p(um,)

2

~par rapport & Pensemble &7%,. La difficulté fondamentale dans la
- théorie des probabilités consiste justement dans ’évaluation correcte

de ces probabilités par rapports aux ensembles o7, et o7,. Il
arrive que l'ensemble &7%; est une modification de ensemble /A
et que cette modification dépend d’'un événement, auquel appartient
la probabilité p‘aﬁl(m,). Dans ce cas on dit dans la théorie classique

que les probabilités p(m,) et p(m,) appartiennent aux événements

dépendants et que la loi de la probabilité composée ne s’appli-

que pas sans réstriction. Cette loi n’était vraiment pas applicable, si

l'on voulait écrire d'une manitre inadmissible p oz (M) - p o7z (W) & 1a
1 1

place de an, (my).» a”’(ml) (Bohlmann, 1. c., emploie dans ce cas V'écri-

ture p(a, b)=p(a). p,(b), ott a, b désignent les péveénements“). Il faut
remarquer pourtant, que I'ensemble &7 peut différer de l’ensemble
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Ok, non seulement & cause d’un événement dont la probabilité est

Por, (my), mais aussi & cause des circonstances qui ont modifid

I'ensemble 97, tout en étant indépendantes du premier événement.
Done il n'est pas suffisant de dire: la loj IV s'applique, si les pro-
babilités sont indépendantes; par contre il suffit de dire: il faut évaluer

correctement p(m,) et p(im,) par rapport aux ensembles ¢oxr-
respondants 87, et of,.

Nous dirons done en résumant: lg loi (5 a) de multiplication des
probabilités homogénes s'applique sans aucune restriction,

Remarque. Avant d’aller plus loin nous signalerons encore un
exemple !) dans lequel on verra la notion de la probabilits composée
confondue avec la notion de la probabilité d’une autre nature. On
cherche la probabilité pour qu'un nombre entier 1 =n=90 soit
divisible & la fois par 10 et par 6; or, les probabilités partielles étant
iz et &, la probabilité ,composée* n'est Pas {5 .4 mais . 4; on
regarde donc les événements comme dépendants et par cette voie on
cherche & élucider ce paradoxe apparent. Or, ce que I'on veut ici
évaluer, ce n'est point la probahilité composée dans notre sens:
P o, o, (m, 1mty), mgis la probabilité simple Por, (D(my, my)) (voir

1II, remarque). On peut — il est vrai — transformer cette pro-
bubilité en probabilité composée : P, ml(mlD(ml,m,)), comme
il est facile de le voir, et appliquer la formule (6 a), qui donne
en effet p o, (m]).pml(D(ml, m,)), mais la voie la plus simple est

sans doute celle d’utiliser la formule I1I, remarque:
p@7Z1 (D(my, m,)) = p@”: (m,) +P@7zl (m,) — p@m(ml +m,).

Passons au cas géneral de distribution hétérogéne des poids.

Les lois I, IT et III sont faciles & vérifier pour une distribution
hétérogéne des poids dans les ensembles finis. Lorsqu'on en veut
vérifier, pur exemple, la loi additive, il suffit d'écrire les formules:

0, + 6‘g+...+6im
}f)@/z(ml; (]7@”(6)): F NI R P@”(mea 9’@7[(3))2
Gt byt b,
- 61 +6g+--~+66',

Yy Voir p. ox, E. Borol, Elements de lo théorie des probabilités, Paris 1909,
p. 29 et 30,
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de les ajouter ensuite membre 4 membre et de comparer le résultat
a la formule de p@ﬂ(ml + My (p@”{e)) donnée par cette loi.

Or, quant & la loi IV, il est évident & priori, que la distribu-
tion des poids étant supposée arbitraire, cette loi ne s'applique pas
toujours. En effet, on ne sait pas d'avance quels poids doit-on
attribuer aux paires des éléments, lorsque les poids des éléments
de 3, sont 0, 0dy,..., 0, et ceux des éléments de &7, sont
8, 0y,..., &, On peut done attribuer & leurs paires des poids tout
3 fait arbitraives; par exemples, les sommes des poids des éléments
formant la paire, les quotients ou les produits de ees poids, ou
méme des poids qui en sont absolument indépendants. Dans le
dernier cas la fonction 35@][1 o7, (¢) - et par conséquent l'expression

p@]gl /A (a5 Eé’ﬂ] o)A (3))3 qui en dépend — prend des * valeurs

- tout A fait arbitraires et, d’'une fagon générale, différentes pour les

P oy oy, (¢) différentes. Done elle n'est pas constamment égale au
ey oM, ‘

produit
P ang, (M3 Poopg, (6)) - P gy, M Py ()

comme la loi LIV D'éxige.

Supposons, par exemple, que &% soit composé de deux éléments
e, et ¢ et assignons le poids 6 au premier, le poids 26 au second.
La probabilité de I'ensemble m;, composé de l'élément e, seul est

0
Por(™) =g 5=

~tandis que celle de m,, que nous supposerons composé de Vélément

ey, est

20
P@E(mz) = 5+ 20 = §.

Le produit est . Or, mym, ne se compose que d’une seule
paire (e, &) et XS/ de quatre paires

(eh &)y (&, €) (32: €;) et (€3, €).

Assignons & chacune de ces paires le poids égal & la somme
des poids de ses éléments constitutifs: |

26, 30, 36 et 40
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Nous aurons:
: 36
p p@ﬁ‘@”’(ml ms ; s(e)) = 198 1+3,

ce qui prouve que la loi IV ne s'applique pas ici.
En prenant les quotients des poids au lien de leurs sommes
on obtient tout pareillement:
_— 3

P omonMam g(e)) = 1 Fi+orio¢FE

3

Pax contre, lorsqu'on attribue & chacune des paires le poids
égal au produit des poids de ses éléments;
0%, 240% 20® et 442
on obtient:.
242
P@”@”(m: mz?P(e)‘) =§”3§=%'
de sorte que la loi multiplicative se trouve dans ce cas vérifide.

Nous allons démontrer le théoréme suivant, dont I'importance
est fondamentale: \

Théoréme. Pour que la probabilité soit multiplicative pour tous
deur sous-ensembles m, et m, de O, et O/, il faut et il sufjit que
le poids de chaque paire composée d'un élément de 91, et dun élément
de &k, soit dgal au produit.des poids de ces léments multiplié par
un facteur arbitraire constant (cest-b-dire, le méme pour toutes les
paires)

Ainsi toutes les fois que pour une raison quelconque on est
foreé de distribuer aux paires les poids suivant une loi différente,
la. probabilité n'est pas multiplicative ou - comme on l'énonce
dans la théorie classique — ,les événements sont dépendants®.

Démonstration. Les probabilités de m, dans 0%, et de m,
dans 9/, s'expriment par les quotients:

b+ Byt o+ 0,
0+ 0, +... + disl
_ O+ O + ... + 0i,
Par, Msi o, ) = g T g
et la probabilité de l'ensemble des paires m,m, dans l'ensemble de
toutes les paires 87,9/, s'exprime par la formule:

(1) A+ Ao+ e A,%+ A + A+ + A-'al*a,

Pout, o, ™ M Poi, o\ 4 By F Ay T A o ey

pé)]zl (m,y; ‘paﬂl (€)) =
(6)
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En multiplianf les formules {6) membre 3 membre, on obtient

la formule:
Pan, (my 3 ‘p@k'l (€)) 'p@k, (s ; 6@752 () =
(8) 0,0+ 0,0, + ... 0,0, + 0,0, + 0,0, + ... + 6y, O,
T 0,0+ 0,0+ ...+ 0,0, + 0,0; + 0y 0y + ... + G5, 3’

ot le numérateur et le dénominateur contiennent — conformément
& la loi de la multiplication des polynémes — autant de somman-
des quil y en a dans ceux de la fraction (7).

Nous affirmons que pour que les membres droits des formules

(7) et (B) solent éganx, quels que soient m, et m,, il faut et il
suffit qu'on ait

A,=c.6,.8,

ol A, désigne le poids de la paire dont les éléments ont les poids

-0, et 0,.

1° La condition est suffisante. En effet, si l'on - substitue aux
4,, dans la formule (7) les produits des poids correspondants mul-
tipliés par ¢, on obtient — toutes réductions faites — la fraction (8).
2° La condition est nécessaire. En effet, les membres droits des
formules (7) et (8) étant par hypothése égaux pour tous les sous-
ensembles possibles de 87 et o/, on a, en désignant tout court

par ¢, et ¢, les dénominateurs qui restent invariables quand on
passe d’un sous-ensemble & un autre:

1
| E;(A""‘ + A+ ... +'A""‘.'*+ Ag, + A, + ... + 4.;)=

' 1 ’ . ’ ’
— E"(dﬁ 61:1 + 6116}, + ...+ 6‘416’%,)’
} _
¢'est-h-dire:
Aﬁn + Ailkg +...+ Ai,_ka’ + Af,ll + A;,k. + ...+ Af,11q=
=o(d,0, + 6,0, +...+ 6, 3, ).
Cette égalité étant vraie, quels que soient m, et m,, elle sub-

siste en particolier dans le cas, ol chacun de ces sous-ensembles

nest composé que d'un seul dlément. On aura donc par exemple

Ay, =c. 0,0, et dune fagon générale, en formant successivement
toutes les paires possibles:

4, =c.4d,6}, 4,,=c. 0,0s,..., 4, =c¢. d,d,,..
c'est-a-dire, préeisément la condition proposée.
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Jinsiste sur le fait que lu mulj

propriété des ensembles 87 of Ol, pris isolément, mais hien une
propriété de l'ensemble des paires de leups éléments. Cette di-
stinction, peu importante pour le cas de- la distribution
des poids (que Ion peut d'ordinaire ‘étend
semble des paires), est cependant d'une im
distributions hétérogénes, dont on ne
communiquer cette hétérogéndité aux P
deux ensembles considérgs.

~ Envisageons maintenant de Plus prés linfluence qulexerce la
valeur des poids sur la probabilité, En premier Heu, il est évident que
la probabilité, comme quotient, ne change pas de valeur lorsqu’on fait
varier simultanément celle de tous les poids dans une méme proportion.
On peut done, pour plus de commodité, ,normer* les poids de fagon que
leur somme soit égale & 1. Tl suffit & ce but de diviser chaque poids par
la somme des poids de tous les éléments de 877 La distribution des poids.
modifiée de la sorte sera dite normée. Ce procédé conduit & une simplifi-
cation notable des formules, notamment & la disparition des dénomi-
nateurs compliqués dans la plupart de démonstrations. Les poids
étant des nombres positifs finis, leur somme est distincte de O et
de co. Lies poids normés sont donc également les nombres positifs finis.
(Yest & présent que se revéle en toute nettets la signification mathé-
matique des poids: on constate que chaque poids normé représente la
probabilité de I'élément considéré dans tout I'ensemble donné (ou plus exac-
texent, la probabilité de I'ensemble composé de cet élément unique).
On, peut done appeler les poids normés: probabilitds élémentaires, bien
entendu sans attacher & ce terme un sens métaphysique et sans avoir
b craindre un cercle vicieux consistant & définir »la probabilité par
la probabilité“. La probabilité d’'un élément e, dans &7 est, en effet,

. d" ‘
P = G e T AT T h

plicativité n'est pas une

homogéne
re sang scrupules 4 len-
Portance capitale pour les
sait de quelle fagon faut-il
aires formées d’éléments des

et, son poids normé étant aussi

. 6‘ '
(AR A IR A A
on &: .

Pont

8‘) == Y.

Fundamenta Mathematicas 1V,
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Ensuite, il est intéressant de savoir comment se comporte la
probabilité, lorsqu'on fait varier les poids autrement que d'ans une
méme proportion. Supposons, par exemple, que l'on modifie leur
valeur de fagon que les nouveaux poids soient:

La probabilité p, d'un élément ¢, devient évidemment

, a,d,
) P‘=a161+a26,+.--+a¢6:+-~+“bdb

ou, si on a eu soin de normer les poids primitifs,

(10) = T ar
p‘_aipl'f‘“z}’e‘l"---+a¢p"+"'+a5pb

La formule de cefte transformation est trés importante au point
de vue de la théorie classique des probabilités. D'une part, elle
projette un jour nouveau sur la loi de B ayes concernant la probabi-
Lité de la cause et, d'autre part, elle est en relation directe avee
la notion de ,l'espoir mathématique¥.

La loi de Bayes s'exprime en effet justement par la formaule (10),
pourvu qu'on assigne un sens convenable aux poids a,, a,,..., a, et
aux probabilités primitives p,, P2y ps. Ce sens est le suivant:

Certain effet ne peut étre produit que par les causes A, , dg,..., A4,
mais pas en méme mesure par ‘chacune d'elles. La cause A4, est
par rapport & leffet considéré de poids p: (poids normé ou proba-
bilité; d'ailleurs on peut se passer sans cette hypothése, en normant
les poids plus tard, dans la formule toute faite), la cause 4, est de
poids p, et ainsi de suite. En outre, le fait que c'est la cause 4, qui
8¢ présente et non pas une autre n’est pas également ,possible¥
pour. chaque cause, mais il a des poids ay, ay,..., a; différents pour
chacune. Dans ce cas, la probabilité pour que ce soit la cause 4, qui
surviendra et produira précisément l'effet considéré (et non pas un
autre) s'exprime par notre formule (10) ou bien par la formule (9),
s les poids primitifs n'ont pas été normés auparavant,

Cette formule montre aussi que les probabilités des éléments ne

subissent pas la méme variation que les poids (multiplication par
le facteur ), mais une variation proportionnelle & celle des

poids. En désignant par N le dénominatenr de notre formule, nous
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anrons.
‘o E}__)_l_ ’ a2p2 ' abpb
1= PRI ey P =
4 N
et
(11) N=a1p1 + a2P2+---+aanEa;-& - azv}")—%:...zaa-&.
D1 P Ps

C'est ce coefficient constant qui s'appelle espoir mathématique de
la grandeur x=aq,, a,,..., a,. La formule (11) peut étre aussi inter-
prétée comme une transformation de la formule évidente

Pitprt. tp=1

par introduction des nouveaux poids.

Ces deux exemples suffisent pour faire voir comment diverses
notions de la théorie classique, méme trés ¢loignées entre elles,
viennent — grice & notre définition — se lier une & l'antre, pour
ainsi dire, organiquement, tandis que dans la théorie classique ot
elles ne servent que pour exprimer le méme fait, & savoir, que les
pevenements® ont souvent des poids différents, elles sont introduites
d’une fagon tout & fait artificielle ot comme ndeus ex machina¥,
Les notions que l'on cherchait & dévoiler dans des trajtés classiques,
en leur consucrant des chapitres, ici se trouvent en quelque sorte
comprimées dans uue seule formule qui est au point de vue logique
une prémisse indispensable pour la considération des lois fondamen-
tales de ce calcul,

L'analyse des suites des ,essais devient également plus acces-
sible grice & lintroduction des poids. On peut, en effet, considérer
chaque ,essai* comme un élément, dont le poids est égal & la
probabilité de I',événement* examiné, L'ensemble des essais devient
done en méme temps un ensemble des éléments et on peut y appli-
quer directement les lois du caleul des probabilités. Si une suite
des essais s'effectue dans des conditions invariables, la distribution
des poids dans l'ensemble des essais est homogéne. Elle est hé-
térogéne dans le cas contraire. En admettant une svite infinie
des essais, on entre dans la seconde partie du calcul des probabi-
lités, consacrée aux ensembles dénombrubles.

Nous nous sommes arrétés un peu plus longtemps sur les
probabilités finies. Nous Vavons fait pour deux raisons: d’abord,

pour présenter un systéme complet des lois et des notions sur les-
4
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quelles repose cette partie — close et libre de fautes logiques -— du
caleul des probabilités, partie ayant pour elle seule un trés vaste champ
d’applications. D’autre part, parce que les considérations qui vont
suivre seront modelées précisément sur ces fuits simples, <©€ qui
se manifestera d'une maniére particuliérement ‘apparente aw mo-
ment de l'introduction des intégrales & la place des sommes finies.
La notation un peu compliquée, qui a été employée jusqu'ici, peut
étre considérablement simplifiée, si I'on renonce i des généralisations
nouvelles pour n’envisager que les probabilités finies (comme dans
les mathématiques des assurances, par exemple).

§ 3. Probabilité dans les ensembles dénombrables.

Titant donné un ensemble dénombrable 97 des éléments e, €5,-.-3 ...
b poids 6y, ds,..., 0,,..., 51 0on veut calculer la probabilité d’un
sous-ensemble quelconque m composé des éléments e, &,,..., €, ,-..,
on ne peut faire usage de la définition admise pour les ensernbles
finis, car aussi bien le ,nombre“ des éléments que la mesu r e de
la somme de leurs poids est infinie (du moins dans le cas gémnéral;
on peut, en effet, donner des exemples des distributions des jpoids
telles que leur somme soit convergente).

Toutefois, en considérant les sous-ensembles finis 87, 975;,..., &77,,..
de &7, composés respectivement d'éléments e,;¢ et ¢ e , € et
é;..., on peut calculer pour chaque &7, la probabilité de 'ensemble
des éléments communs de m et 97, dans 87Z. Posons m, = D (m, @75.).

Si les probabilités finies

.”@751 (m1): P@ﬁ; (M), oy 'P@ZZ,;(IT[")5 e

tendent vers une limite, cette limite prendra le nom de ,proba bilité

- dans un ensemble dénombrable® ou bien (daprés M. Borel 2)) tout

court “,probabilité dénombrable“.
On Yéerira:

(12 Popt) = lim p o (11,).

On peut l'exprimer aussi, en disant qu'on examine la limite du
quotient des mesures (linéaires) des sommes des poids assignés

1) Les probabilités clénombrables et leurs opplications arithmdtiques, IRendi-
conti del Circolo Math, di Palermo, XXVII, 1 sem. 1909, p. 247—271.
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aux sous-ensembles finis suivants:

m, et O, m, et Miy.o.y m, et on,,...

‘A Taide des théortmes connus concernant la somme et le pro-
duit des limites on démontre aisément que la probabilité dénom.-
brable ainsi définie satisfait aux lois L II et IT1. La loi IV n'est -
satisfaite que lorsque la distribution des poids est multiplicative.

Notre définition a été construite, bien entendu, dans Ihypothése
que la suite considérée des probabilités partielles admet une limite,
Or, il n'en est pas toujours ainsi, malgré qu'une telle suite soit
toujours bornéde (puisqu'en tout cas OSSPy (m) <<1). Méme la

distribution des poids étant homogbne, la limite peut ne pas exister,
de sorte que 1,événement® considérd est dans ce cas — confor-
mément & notre définition — dépowrvu de toute probabilité déterminde.

Dans le cas d’une distribution homogéne des poids notre formule
de la probabilité dénombrable peut &tre mise sous une forme plus
claire. Désignons par ¢, l'unité ou le zéro suivant que I'élément
b indice 4 appartient & m ou non. Nous aurons:

n n

Sus 3
(13) " papm)=lim = = Jim =L

Cette expression, connue dans I'Analyse sous le nom de moyenne
de Cesaro, a été objet de plusieurs études et on a constaté que
le quotient . | '

ata ...t
ea—

tend vers la limite 4 — il est vrai — presque parfout (c'est-h-dire,
pour presque toutes les suites c,, Cyyrevy Cuye+-)y MBS, quand méme,
pas pour toutes les suites. Notamment, si & chacune de telles suites
divergeutes on fait correspondre un nombre dont le developpement
diadique se compose précisément de termes de cette suite, l'ensem-
ble des npmbres ainsi obtenu est — il est vrai — non dénombrable,
mais se mesure (lebesguienne) est nulle, u

~IL est facile, en effet, de construire une suite {c,} telle que la

- probabilité oscille towjours entre § et §. En voici un exemple:

1001111 00000000 1111 1111 1111 1111 000000000000.. .
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Nous n'insisterons pas davantage sur cette définition, aujourd’hui
universellement admise, & 'aide de laquelle on a résolu déja beau-
coup de beaux problémes (par exemple, celui de Tchebycheff
sur la probabilité pour qu'une fraction soit irréductible) 1); il est toute-
fois 3 remarquer que dans le cas d'une distribution homogéne des
poids la probabilité d'un ensemble fini dans un ensemble dénombrable
est toujours nulle, ce qui a donné lien & des attaques ,du point de
vue expérimental® contre cette définition, malgré que dans une
expérience on n'aif jamais & comparer un nombre fini de cas & un
nombre infini,

Cependant, si on admet, par contre, une suite infinie d’expériences
(ou essais), la question devient moins ,paradoxale“. En général,
dans les vérifications ,expérimentales® de toute sorte il serait dé-
girable de se baser sur la théorie des suites d’essais finies et lout au
plus dénombrables. Les principaux points de cette théorie sont traités
dans le mémoire déja cité de M. Borel. Liattention y est attirée
surtout sur la convergence et la divergence des processus
de ce genre. Nous observerons en terminant que les poids ne peu-
vent étre normés que lorsque leur somme est convergente. Dans
ce cas, méme le sous-ensemble m étant fini, la probabilité de m
dans 97 cesse d’étre égale & 0.

§ 4. Probabilité dans les ensembles non-dénombrables.

Nous allons maintenant étendre la notion de la probabilité sur
les ensembles non-dénombrables de points de I'espace & » dimensions
ou, ce qui revient su méme, sur les systémes (z,, ©,..., 2,) de r
nombres réels. Pour plus de clarté nous allons nous servir du lan-

" gage géométrique. Nous -ferons correspondre & chaque point, tout

comme auparavant, un certain poids que nous nous figurerons sous
forme dun segment, & savoir, sous forme de l'ordonnée dressée
en ce point. Désignons par 7 I'ensemble-somme des ordonnées qui
correspondent & un ensemble non-dénombrable &7 et par @(x,, «3,.., )
ou par ¢, (e) la fonction mesurable bornée, partout positive, qui -

détermine cette correspondance.

Nous appellerons probabilité de m dans 9% le quotient ou la limite
des quotients des mesures lebesguiennes (r 1) - dimensionnelles des
sommes de leurs ordonnées, si la mesure de 7% différe de 0.

1) Cf. A. Markoff, ], c., p. 148.
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La limite des quotients est & prendre dans le cas oh 97 est
non borné: on caleule le quotient des mesures pour la partie de 877"
comprise dans un domaine borné 3 (r+1) dimensions et on fait
augmenter ce domaine de fagon qu'il contienne, & la limite, Ien-
semble &%’ tout entier. Si le quotient des mesures tend en méme
temps vers une limite, c'est cette limite que I'on appellera , proba-
bilité de l'ensemble m dans I'ensemble non-borné gy« Si,‘pour un
m, quelconque, cette limite n’existe pas, la probabilité Poplm) est

indéterminée et m, sera dit ,sous-ensemble singulier” de la fone-
tion péW(m) .

Les mesures & employer sont (r+ 1)-dimensionnelles. Si, par
exemple, &% est situé dans un plan, les ordonnées occupent, d’'une
fagon générale, un certain volume et c'est précisément le quotient
des volumes (ou sa limite, lorsque 77 est non-borné) qui représente
la probabilité de m dans o7 :

Nous ne définirons pas, pour le moment, la probabilité de m
dans &% pour le cas ol les volumes (mesures 3-dimensionnelles)
de m’ et &7’ sont nuls malgré que les ensembles m et % enx-mémes
soient non-dénombrables.

La définition qui vient d'étre présentée embrasse les probabilités
continues, traitées déjd dans la théorie classique. Elles concernent
la probabilité dun domaine m dans un domaine plus grand oW
d nombre égal de dimensions. Telles sont, par exemple, la proba-
bilité d'un volume dans un autre volume ou méme dans tout l'es-
pace & 3 dimensions, celle d'un domaine plan dans un autre domaine
plan ou dans le plan tout entier, celle des ensembles de segments
d'une droite dans des segments plus longs ou dans la droite tout
entiére. Il s’y rattachent également les probabilités souvent envisa-
gées aujourd’hui dans la théorie des ensembles et concernant un
ensemble arbitraire (pas nécessairement un ,domaine*) dans un
domaine ou dans un autre ensemble arbitraire & nombre égal de
dimensions. | -

Nous avons exclu le cas ot les mesures des deux ensembles-
sommes d’ordonnées sont nulles malgré que les ensembles m et &7
soient non-dénombrables. Ce cas n'a pas été étudié jusqu'a présent

1) Cette remarque concerne dgalement les ensembles dénombrables, lorsque la
limite d'une suite do probabilités partielles n'existe pas.
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au point de vue de la théorie des ensembles, quoique la théorie
classique se soit occupée méme des cas pareils. Ainsi, par exemple,
on peut étudier la probabilité pour qu'un point soit situé sur .un
arc donné d'une courbe, en admettant qu’il peut occuper une position
quelconque sur cette courbe tout entiére?); il en est de méme des
surfaces courbes ete. Si 'on employait dans ces cas la mesure de
Lebesgue, on aboutirait toujours & un quotient de deux zéros,
c'est-4-dire & une probabilité indéterminéde, de sorte qu’a laide de
la définition précédente, qui est aujourd’hui . universellement admise
dans la théorie des ensembles, il nous serait impossible de resoudre
des problémes si intéressants. Il est donc nécessaire d’élargir de
nouveau notre définition, en introduisant la notion des mesures dordre
inférieur pour les ensembles placés dans un espace i un nombre
supérieur de dimensions. Ainsi, il faut introduire la mesure linéaire
pour les enmsembles situés dans un plan, la mesure plane et linéaire
pour les ensembles & 3 dimensions et, d'une fagon générale, la me-
sure ¢-dimensionnelle pour l'espace & r-dimensions (ot g <C r).

Or, on trouve ces notions toutes prétes dans les travaux de
Carathéodory, comme nous l'avons déjh signalé dans § 1. Avant
d'énoncerr la définition générale, mnous ferons encore observer une
différence essentielle qui existe entre la mesure de L.ebesgue et
celle de Carathéodory.

La mesure (L) est finie pour tout ensemble borné, tandis que la’
mesure (C) peut devenir infiniment grande méme pour les ensem-

bles contenus dans les domaines finis, comme le prouvent, par

exemple, les courbes ayant un arc infiniment grand dans un domaine
fini plan et ne remplissant aucun domaine. Il suffit & titre d’exem-
ple de cdnstruire un ,volute“ composé de segments de ‘longueur:
L 4 iy |

Ces préparatlfs terminés, nous pPouvons reprendre le fil condue-
teur de rotre définition. |

Lorsque la mesure (L) (r+1)-dimensionrelle de &7’ (ensemble-
somme des ordonnées) est nulle et la mesure (C) r-dimensionelle ne
Pest pas, on envisagera le quotient de ces mesures d'ordre wnférieur.

Si ce quotient est fini, c'est lui qué lon appellera probabzlzté de m
dans O

') Cf B. Cauber, Geometrische Wohracheinlichkeiten und Mittelworte,
Leipzig 1884, :
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Dans le cas ol la mesure (C) r-dimensionnelle est également
nulle on passe A la mesure (r —1)-dimensionnelle et ainsi de suite
Or, ce procédé ne peut-étre repété qu'vn nombre fini de fois EI;
effet, » est un nombre ﬁrfi, Car mous ne nous oceupons iei quf; des
espaces & un nomhre fini de dimensions, et les mesures 1-dimen-
sionnelles ne sont stirement pas nulles, puisque les poids, et par
conséquent les ordonnées qui les figurent, " sont, par hypotl;ése 0-
sitives, done de mesure lindaire distincte de 0, P

Ceci dit, il ne nous reste & discuter que le cas des probabilités
limites; c'est-d-dire, telles qu'en procédant comme plus haut on arrive
aux mesures de wm’ et O’ qui sont infiniment grandes toutes les
deux. Deux cas sont & distinguer:

10 Les parties des ensembles m et @7 contenues dans les do-
maines finis de I'espace & (r + 1)-dimensions ont les mesures de
Carathéodory finies. On procéde alors selon la définition pri-
mitive, ¢'est-d-dire, on considére lim P gy ().

- n

2° Les parties des ensembles m’ et 7’ contenues dans les do-
maines finis ont une mesure infinie. Ce n'est que pour les cas spéeiaux
que l'on sait dire dans ces conditions si le quotient des mesures
admet une limite ou non. Tel est, notamment, le cas ot 'ensemble
des ordonnées est dénombrable (A ce cas nous appliquerons
les définitions du § 3), ensuite le cas od m ne differe de 87 que
par un ensemble de mesure finie (il est évident que dans ce cas

- nous- attribuerons au quotient des mesures la valeur 1).

Dans d’autres cas la probabilité de m dans &7 n'est pas définie.
Un tel sous-ensemble m sera dit aussi ,sous-ensemble singulier
de la fonetion p o (m)“.

Nous sommes ainsi arrivés & la fin de notre définition. Pour la
résumer, nous dirons bridvement: |

La probabilité d'un ensemble dans un autre $exprime par le
quotient des- mesures (b nombre de dimeusions le plus grand de
ceux pour lesquels elles sont toutes les deux distinctes de 0) des
ensembles-sommes des poids correspondant & ees ensembles ou par’la
limite de ce quotient, quand ces mesures sont infiniment grandes.

Cette définition comprend toutes les précédentes -et en particulier
celle ‘de la probabilité dans les ensembles finis (donnée au § 1),
puisque, les ensembles considérés étant finis, toutes les mesures
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successives sont nulles sauf la mésure linéaire, qui est toujours finie
comme somme des longueurs d'un nombre fini de segments.

Elle comprend également toutes les définitions classiques des
probabilités continues, dénombrables ete., excepté les cas
ou on employait le mot ,probabilité“ sans avoir établi au préalable
la notion de lamesure. On trouvera dans le § 6 quelques remar-

- ques concernant cette application, incorrecte & mon avis, de la notion

de la probabilité.

La possibilit¢ d’enfermer dans une seule définition claire tous
les cas traités est entiérement due & ce que nous DOuUS sommes
décidés d'introduire dés le premier abord la notion du poids, et
partant, d’envisager aussitdt les ,dévénements A divers dégré de
possibilité“. Ko eftet, si nous nous étions bornés au quotient des
mesures des ensembles m et 9%, nous aurions obtenu up quotient
de deux.zéros aussi bien pour les probabilités finies que pour les
probabilités dénombrables. Dans ce cas il nous serait impossible de
les comprendre dans une définition commune avec les probabilités
continues. |

La question se pose, si la définition que nous venons de propo-
ser satisfait aux lois formelles du calcul des probabilités, c’est-a-dire,
aux lois [—IV. Or, pour les lois T et II cela se voit immédiatement

et la loi additive III résulte du fait que la mesure de Lebes-

gue ainsi que celle de Carathéodory est une fonction additive.
Quant & la loi IV, elle reclame une analyse un peu plus profonde,
qui nous conduira d’ailleurs — comme nous allons le voir — & un
résultat bien simple n’étant qu'une généralisation du théoréme dé-
montré pour les ensembles finis (page 47). |
Pour commencer, cherchons & représenter la probabilité par une
formule analytique. Envisageons en premier lieu le cas, ol les me-
sures lebesguiennes des ensembles m’ et. &%’ ne sont simultanément
ni nulles, ni infinies, Elles sont dans ce cas — comme on le sait —

~les intégrales de Lebesgue de la fonction P (T, Xgy.0.y x,), qui

represente la distribution des poids (des ordonnées), prises, bien
entendu, dans les ensembles m et o7

~ Si on veut employer les intégrales ordinaires, prises dans les
domaines contenant m et &7, on n'a qu'd remplacer ¢(r,, a,,...,2,)
par la fonction f(r,, @,,..., x,), qui lui soit égale pour les points de
ces ensembles et qui soit égale & O pour tous les autres points. On
a done, dans lespace & r 4 1 dimensions, le suivant quotient des
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intégrales r** de Lebesgue (se réduisant, comme on saif, aux
intégrales multiples ordinaires dans les cas réguliers, qui seuls
entrent en jeu dans les applications):

f/ /‘P("rla‘ra z,)dx, dxy ... dr,
P o (M3 @ ge)) =
ff f‘}?(xu“'aa )d-r1d-‘"2 .dr,
(”77

Si les mesures en question étaient infinies, on représenterait la
probabilité par la limite vers laquelle tend ce quotient, lorsqu'on
fait augmenter indéfiniment le domaine correspondant.

Si la mesure lebesguienne de &7’ est nulle, il faut passer i la
mesure +-dimensionnelle de Carathéodory. Elle peut étre repré-
sentée par une expression que nous appellerons intégrale de Cara-
théodory. Pour expliquer ce que nous entendons par ce nom, trans-
portons nos considérations dans l'espace & 3 dimensions. Admettons
que m et &7 sont plans et, par suite, que m’ et &%’ (les ensembles-
sommes des ordonnées ou des poids) sont & 3 dimensions, Leurs me-
sures 3-dimensionnelles (les intégrales de Lebesgue) sont done nulles.

Or, les mesures de surface de ces ensembles 3-dimension-
nels peuvent étre finies; elles peuvent, par exemple, remplir les
surfaces latérales de certains cylindres. Nous appellerons, pour un
cas régulier, ,intégrale de Carathéodory“ lintégrale ordinaire qui
sert & calculer la surface latérale de ce cylindre, c'est-i-dire l'intégrale:

(14)

Sz, y)ds.
(1)

En étendant cette définition aux ensembles irréguliers quelcon-
ques, nous allons appeler ,intégrale de Carathéodory prise
dans un ensemble d7“ simplement la mesure carathéodory’enne
de I'ensemble &7’

Or, si la mesure (C) g-dimensionnelle de &%’ (ol ¢>r) est
distinete de 0, la probabilité de m dans 9%, s'exprime par le quo-
tient de deux intégrales (g—1)" de cette nouvelle espéce. Le symbole

ff(x, y)ds désignapt un intégrale simple, on obtient pour la
probabilité cherchée la formule |
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m‘}’(‘”u Ta) "'a> z,)d o

S Sy Sriszrie

Les simples propriétés -des intégrales de cette espeéce se laissent.
déduire sans peine de celles de la mesure (C) signalées par Cara-
théodory. Nous croyons que la généralisation proposée peut se
montrer utile aussi dans d’autres parties de 'Analyse: elle permettra,
en effet, d'exprimer par une seule formule bien concise I'aire de
certaines surfaces dans Pespace a 3 dimensions, les aires et les vo-
lumes dans celui & 4 dimensions et, d'une fagon générale, les gran-

(15)  paylm; 9 g0 =

- deurs & un nombre quelconque de dimensions contenues dans les

espaces & un nombre .de dimensions plus grand. ,

Sans insister ici sur les considérations évidentes concernant les
frobab‘z'lités‘ limites, nous. allons continuer la discussion, en nous
bornant aux ensembles & nombre de dimensions le plus petit, c’est-

-dire, aux ensembles &% lindaires. -

La probabilité s'exprime dans ce cas par un quotient de-deux

‘intégrales (lebesguiennes pour le cas le plus général et ordi-
naires pour les cas réguliers):

IRCL S F(e)da

(16) - P orm; P o (€)= ‘ =" '
, . pl@)ds f S(x)dz
\ RAC A
Si tous les poids sont égaux, on a @(x) = ¢, par éonséquent:
| _eXm __m | |
| P@”(m)",“cXM""E’

ol m et M désignent les mesures des ensembles m et 977
~ On a done le théoréme suivant:

Théoréme. La distribution des poids étant homogéne, la probd~
bilité de m dans O est égale aw quotient des mesures des ensembles

m et M eux-mémes (done non seulement au quotient des mesures

des ensembles-sommes des ordonnées wm’ et OMN') — pourvu, bien
entendu, que ce quotient ne soit pas indétérming.
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Sans entrer en discussion minutieuse des  cas exceptionnels,
voyons encore si le théoréme concernant la multiplication des pro-
babilités est vrai pour la distribution homogéne des poids.

Or, cela résulte déjd du théoréme qui précéde. Démgnons res-
pectivement par m,, my, M, et M, les mesures des ensembles m,, m,,
8, et ON,.

L’ensemble 87, &, composé de toutes les paires possibles d’élé-
ments de &/, et de 87, se présentera comme un ensemble plan
de mesure M, X M,. D'une fagon analogue l'ensemble m,m, sera
de mesure m, X m,, de sorte que, en conservant la distribution
bomogene des poids aussi pour ces ensembles & 2 dimensions, on aura:

my X My

P@”l /A (my gm) = ;T{““>“<‘ M, '—P@;z (my) X P@” (m,)
e. q. f d
Il existe toutefois — comme nous allons le démontrer — des

distributions hétérogénes des poids pour lesquelles le théordme sur -
la multiplication des probabilités subsiste. :

Soit @, (x) la fonction (bornée et mesurable, done sommable) qui
caractérise la distribution des poids dans &7, et @, (y) une fonetion
analogue pour 87%,. Soit enfin f(z, y) une fonction — naturellement
& deux variables — qui représente la distribution des poids dans
Y'ensemble des paires 87 o7,.

On demande que le théoréme sur la multiplication des proba—
bilités s'applique, c'est-a-dire, que Ton ait:

j/ o, mf(w y)dzdy f qvl(w)dm fm @s (y)dy

/. f( o o] @2 dzdy B f o Pu)dy

Les mtégrales du membre droit de cette égalité peuvent étre
également mises sous la forme d'intégrales doubles?!). On aura done:

f/mlmzf(x, y)dzd;l/ f/ (1) (p1 () X @5 (y) dy da
S oo 9% ff R

1) Ce théordme, connu pour les cas réguliers (pour les domaines), a été gé-
néralisd pour les ensembles guelconques par Lebesgue et Fubini (Cf. De la
Vallée-Poussin, 1912, t. II, p. 117 et suivantes).
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Cette égalité subsiste, par hypothése, pour tous les sous-ensem-
bles (mesurables) des ensembles donnés 9%, et 87,. Désignons par
¢, et ¢, les dénominateurs constants et par ¢ leur quotient. Il reste:

1 o (V) dx dy = f(x y)d dy.
cxf(mimz)sv(w)«p(y) x dy f/(mlmg) (2, ¥ x d

Or, puisque cette égalité subsiste, quel que soit I'ensemble dans le-
quel on effectue l'intégration, les fonctions sous le signe d’intégrale
sont toujours égales:

(17) J@y)=cX g (2) X ¢y ().

Il est done démontré que l'égalité (17) est une condition néces-
saire pour que laloi de multiplication des probabilités soit applica-
ble. En substituant cette formule & des expressions correspondantes
dans la formule de la probabilité, il est aisé de prouver qu’inversement,
l'égalité (17) est en méme temps une condition suffisante pour que
la loi considérée s'applique.

Nous pouvons done énoncer le théoréme suivant, qui est d’une
importance capitale pour tout le caleul des probabilités:

Théordme. Pour qwon puisse appliquer la loi des probabilités

neomposdes, il faut et il suffit que la distribution des poids remplisse

la condition suivante: le poids de chaque paire des éléments est égal
au produit des poids de ces éléments multiplid par un coefficient con-
stant pour toufes les paires. |

Nous avons ainsi ohtenu — on g'en apercoit aussitét — pour
ce cas tres général la méme loi, qui a été établie pour les proba-
bilités finies (voir p. 47). Cette loi nous explique d'olt vient cette
relation étroite qui existe entre le théoréme sur les probabilités
ncomposées” d'une part et la distribution des poids ou ndensité“ de la
probabilité de l'autre. En méme temps, elle donne une signification
précise et bien définie aux termes assez confus des névénements
dépendants“ et ,indépendants®. Il serait plus juste de dire: une
distribution des poids multiplicative ou non-multiplicative dans un
ensemble des paires. ~

Pour les ensembles & un nombre plus grand de dimensions les
raisonnements sont tout & fait analogues. Par contre, nous n’avons
pas examiné au point de vue de la loi multiplicative les probabi-
lités qui s'expriment par un quotient des intégrales de Carathéo-
dory. Aussi estl facile d’étendre aux ensembles non-dén 0 m-
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brables (et, en particulier, continus) Is f ’ .
Ja loi de Bayes et la noti;n de l’e) ormule (10) et, par suite,

Fn terminant ) Spoir mathématique,
\ Ot par ceci les considérations pénd i
. rale _ -
cipes du calcul des g 3 sur les prin

probabilités,. nous allons montrer s

s du _ il ur un exemple
particulier, avec quelle facilité se laissent resoudre certains problénll)es
complexes de la théorie classique, lorsqu'on les aborde de notre
point de vue.

§ 5. Une démonstration nouvelle de la loi de distribution
des erreurs d’observation.

I?ar?icul‘iérement ir{aportante au point de vue des applications est
la dmtrlbut.lo'n des poids symétrique, c'est-a-dire, telle que les élé-
ments équidistants de lorigine des axes des ordonnées aient des
poids égaux.

Ainsi par exemple, pour les ensembles plans, la distribution des
poids est dite symétrique, lorsque les extrémités des segments qui
représentent ces poids sont situdes sur une surface queleconque de
révolution ayant Z pour axe de rotation.

Nous appellerons une distribution: parfaifement symétrigue, lors-
que la symdétrie se conserve également pour Iensemble des paires
d'éléments, qui est & considérer, bien entendu, dans Pespace & un
nombre double de dimensions.

Nous montrerons & présent, comment la loi connue de la distribu-
tion des erreurs (loi de Grauss) se déduit d'une maniére trés simple

- de notre théorie, sans qu'il faille faire appel & des hypothéses arti-

ficielles ou opérer avec des formules asymptotiques.

On demande qu'une distribution des poids dans I'ensemble de
tous les points d’une droite soit multiplicative (pour l'ensemble des
paires de ces points), qu'elle soit en méme temps parfaitement
symétrigue et, enfin, qu’elle s’exprime par une fonction continue po-
gitive. Bn termes connus de théorie des erreurs cela revient & dire:
les erreurs positives et négatives de méme valeur absolue sont regar-
déos comme ,également probables“, de sorte que la fouection re-
présentant la repartition des ,probabilités“ de ces erreurs est
symétrique. Cette fonction doit étre, en outre, continue et partout
positive. Lia question posée est la suivante: quelle doit étre la di-
slribution de ces ,probabilités“ pour gqu'on puisse y appliquer les
lois fondamentales du caleul des probabilités (en particulier, la loi IV
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ou loi multiplicative) et pour que la symétrie subsiste aussi pour
les paires des erreurs, représentées par les points du plan? La
nprobabilité” considérée doit, en outre, tendre vers 0, lorsque les

~ erreurs croissent indéfiniment.

Dans I'énoncé qui précéde il faut évidemment remplacer le mot
nprobabilité“ (mis entre,*) par le mot ,poids®,

Ceci établi, désignons par @(x) la fonetion inconnue, continue
et partout positive, qui représente la distribution cherchée des poids.
Désignons encore par f(z, %) la fonetion qui représente la distribution
des poids dans l'ensemble composé de toutes les paires possibles
des erreurs (s'étendant, par conséquent, sur le plan tout entier),

La distribution des poids pour les points situés sur axe X

est done: »
' ‘ JS(r, 0) = @, (2)
et pour ceux de l'axe I

f(oa ?/) == ‘pz (.7/)

La distribution demandée étant multiplicative, on a en vertu du
théoréme, page 62: |

is S y) = ¢ X 91(2) X pu().
De plus, la distribution représentée par S(#, y) étant symétrique,

- 2=f{(z, y) présente une surface de révolution, et par suite doit étre

de la forme:
(19) 2=z y) = F{z* 1 ).

En rapprochant les formules (18) et (19), on obtient I'équation
fonetionnelle suivante & trois fonctions inconnues:
(20) e X @@ X 9u(y) = Flat 1 0.

Au moyen de différentiation logarithmique suivant les variables
z et y1), on en déduit ce résultat surprenant que toutes les trois

fonctions inconnues de cette équation doivent avoir 1a méme forme

bien déterminée:
(21) - @ (1) = ae™,

La distribution cherchée des poids sur laxe X (la fonction ¢,(x))
doit, par conséquent, avoir la forme suivante:

(22) ‘ P (x) = ae™

Y} Cf. H, Poincaré, Calcul des prababilite’s, 1912, p. 42.
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Cette démonstration concise de la loi de Gauss suppose toute-
fois que la fonetion cherchée est dérivable, de sorte que on se eroit
forcé d’ajouter cette nouvelle restriction & nos anciennes hypothéses.

Or, la restriction en question se montre parfaitement super-
flue ef, partant, étrangére i la nature de notre probléme. CYest
notamment, grice 4 une remarque que MM. Banach et Ruzie-
wicz ont bien voulu me communiquer, que j’al trouvé une démon-
stration tout & fait élémentaire et n'éxigeant pas l'existence des
dérivées des fonctions inconnues. |

Cette démonstration, basée uniquement sur les hypothéses an-
térieurement admises, & savoir, que la fonction cherchée est continue
et positive (de sorte que le poids d’aucun élément n’est égal 3 0),
est la suivante:

Posons y =0 dans la formule (20). On en conelut que pour
chaque z:
eXps0) ¢
puisque ¢, (0) est par hypothése un nombre fixe et différent de 0.

D’une fagon analogue, en posant #=0; on déduit de cette formule
que pour chaque y:

@1 (2) =

= FO) _F)
P = e @ o
¢
— = k.
¢1 X ¢y
La formule (20) prend donc la forme suivante:

(28) - kX F@) X Fly) = FJa* + 3).

Nous avons ainsi obtenu une équation fonetionnelle ne contenant
quune seule fonction inconnue, ce qui est une conséquence directe

de la symétrie. Or, non seulement JS(®, y), mais aussi. F(z) est une
fonction symétrique. La formule (23) implique en effet que

_Flo 1y
e =75 Fly) ’

ce qui prouve que F(z) ne change pas de valeur, lorsqu’on y sub-
stitue — y & a.

On peut done mettre F(x) sous Ia forme

F(2) = p(a9),

Soit, pour plus de bridveté:

Fundamenta Mathematicae 1V.
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d'od
EX YY) X)) = v+

Déjh cette forme d'une équation fonetionnelle suffit pour faire
naftre la supposition que 1 est une fonction exponentielle. Loga-
rythmons done notre équation — ce qui est parfaitement légitime,

la fonction cherchée étant par hypothése continue et positive. Nous
AUrons:

log k + log ¢ (%) + log y(y?) = log w(w2+y2).

Posons
log 9 (2?) = g(=?).
Done |
(24) < log k+ g(@*) + g(y?) =g(a* + y?).
Posons

log & + g() = h()

~ et ajoutons log k aux deux membres de I'équation (24). Nous aurons:

h@) + k() = e+ Y.
- En prenant maintenant pour z* et y* deux valeurs positives arbi-

traires v, et v,, nous arrivons finalement & une équation fonction-
nelle bien simple, qui est la suivante:

(25) | h(v1) 4 A(v5) = (v, +0,)
et qui subsiste pour tous v, et v, positifs.
Or, la seule solution continue (et méme 'unique solution mesu-

rable 1)) de cette équation — étudide déja par Cauchy — est
représentée, comme on sait, par la fonction linéaire

h(v) = mo,
ou m désigne un constant,
En revenant & nos notations antérieures, nous aurons successivement:

- 9(v) = h(v) — log k= mv —log k;
" log ¢(2?) = mat — log k;
" 1

Y (@) = Flz) = o=t = g

1) Les démonstrations en ont &t§ donndes (dans les hypothdses les plus géné-

rales) par M, Fréchoet ot par MM. Sierpinski et Banach, Fund. Math, t, I,
p. 116 et 124, '
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Or, étant donné que ¢, (a:):E@ posons 1 =a et nous

Cy ’ k X 01
aurons finalement la loi suivante de distribution des poids sur 'axe X:
(26) ¢ @) =@, (z) =ae™

conformément au résultat précédent que nous avons obtenu en
supposant l'existence de la dérivée.

Si, en outre, on tient compte de la condition aceessoire d’aprés
laquelle @(z) tend vers 0, lorsque x tend vers oo, on a

m ==-— k?
et la formule (26) prend la forme connue de la théorie des erreurs
27 P (x) = ae™™".

Ce résultat peut s'énoncer sous la forme du théoréme suivant:
Il weziste qu'une seule distribution des poids & lo fois continue,
multiplicative, parfaitement syméirique et telle que lim @(z) =0,

Tr=0Q

A savoir, lo distribution suivant la loi ‘des erreurs de Gauss:
¢ () =ae ™

Un raisonnement analogue, mais appliqué au cas de espace & 3-di-
mensions, permet d’établir une relation de méme genre entre notre
théorie et laloi de distribution des vitesses, donnée par Maxwell:

P (3, , o) = ag-mthrin,

Il wexiste dans les ensembles & 3 dimensions qu'une seule distri-
bution des poids & la fois conmtinue, multiplicative et parfuitement
symétrique, notamment, la distribution suivant la loi des vitesses
de Maxwell. | |

Le théoréme précédent nous explique bien suffisamment le role
assez mystérieux de la fonction ™' dans le calcul des probabilités;
on la rattachait jusqua présent & la formule asymptotique de Stir-
ling ou bien on employait des hypothéses assez ohscures. Or, nous
venons de voir que la loi des erreurs résulte au contraire des
hypothéses fort simples ne faisant usage que des notions du caleul
des probabilités et n'invoquant aucune hypothése supplémentaire,
créée ad hoe. Il en est de méme de la loi de Maxwell

Aipsi les obJectlons soulevées par Bertrand, repétées par

Poincaré et acceptées par les physiciens, paraissent tout a fait

P
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mal fondées. Cette confusion est issue, comme je crois, de I'emploi
imprécis du terme ,phénoménes indépendants® qui n’a pourtant:
d’autre signification dans le calcul des probabilités que celle du pos- |
tulat de ,multiplicativité,

La voie qui nous a conduit & la démonstration de la loi des
erreurs me parait liée si naturellement 3 la théorie des probabilités
et fondée sur des prémisses si évidentes et générales, qu'elle est
particuliérement propre 4 entrer dans un exposé rigoureux de la
théorie des erreurs.

La distribution homogéne des poids est comprise dans la
formule (22) comme un cas spéeial, ear pour m =0 on a

P(@) = a.

Enfin, les poids exprimés par la formule (22) peuvent étre aussi
normés, cest-i-dire, divisés par'un facteur constant et tel qu’on ait:

’ ae ™ de = 1.

00

. k
On en déduit que a = V;-i—, ce qui donne une distribution nor-

mée des poids:
k
(28) | p(z) = Ve e,

Dans ce cas, la probabilité ne sera plus représentée par un quo-
tient de deux intégrales, mais par une seule intégrale. Ce procédé
peut étre fréquemment appliqué & des cas plus généraux.

On pourrait pousser encore plus loin l'analogie avec les ensem-
bles finis et se demander quelle est la signification des poids normés.
Dans le cas des ensembles finis les poids normés désignaient les
nprobabilités élémentaires“ ou probabilités d’un élément. Iei une »pTO-
babilité élémentaire* doit étre entendue d’une fagon un peu différente.

Or, @(x) étant évidemment égal & la dérivde de la probabilité
évaluée pour un segment quelconque qui se termine par le point z,
on pourrait appeler ce poids wvitesse de variation de la probabilité

dans le point donné. On appelle aussi @(x) la ,densité“ de la
probabilité. |
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§ 6. Remarques sur 1’application de la notion de la proba-
bilité aux ensembles autres que ceux des points. Le paradoxe
de Bertrand et le probléme de Buffon,

Au cours du développement de calcul classique des probabilités on
se posait quelquefois des problémes concernant la probabilité d'un
sous-ensemble dans un ensemble dont la mesure n'a pas été
préalablement fixée d'une facon assez nette et générale.” On ne se
demandait pas quelle est la mesure d’'un sous-ensemble par rapport
& celle de I'ensemble entier, mais on se demandait quel est le nombre
des éléments d'un ensemble par rapport &4 celui des éléments d'un
autre. Méme chez Czuber %) on rencontre une certaine indécision en
ce qui concerne le choix entre les nombres cardinaur et la mesure
comme notion constitutive fondamentale de celle de la probabilité.
La probabilité dans les ensembles transfinis, Czuber la fait dépen-
dre d'une ,structure“ des ensembles pas plus précisée.

Cependant, dans tous les problémes de ce genre il est sans doute
question du rapport des mesures (convenablement définies) des
ensembles considérés. Lorsqu'on a vonlu, par exemple, assigner
une mesure & l'ensemble des droites d'un plan, méme en admettant
que la distribution de leurs poids est homogéne, on faisait cqrres-
pondre & chaque droite un point du plan et on considérait implici-
tement la mesure de surface de cet enmsemble des points comme

‘mesure de celui des droites. Or, aucun procédé fixé d'établir cette

correspondance n'existant pas A ce temps la (et méme aujourd’hui),
on la variait méme pour un probléme donné. On obtenait de cette
fagon plusieurs ensembles différents de points d’un plan et, par suite,
des aires différentes pour exprimer la mesure de 'ensemble des droites.

A défaut de travaux systématiques  sur ce sujet, nous ne pou-
vons pas rejeter & priori aucune notion, méme la plus fantastique,
de la mesure, créée pour des ensembles tels que celui de toutes les
droites d'un plan, de tous les segments d’'un plan, de toutes les
cordes d’un cercle, de toutes les positions possibles d'une courbe sur
une surface sphérique (comme c'est le cas, par exemple, des-pro-
bldmes astronomiques étudiés par Poincaré) ete.

En modifiant pour un probldme donné le mode de mensuration

- de Pensemble considéré, on peut obtenir plusieurs resultats différents

91, o, I B, II édition 1908, p. 82—86.
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et il n’y a l& rien de paradoxal. On peut tout au plus reprocher

aux auteurs de ces ,paradoxes“ de ne pas avoir mis en évidence
d'une fagon assez claire la relation entre la probabilité et Vespéce
de la mesure employée, comme c'est le cas, par exemple, du paradoxe
de Bertrand.

 La chose devient plus grave, lorsque dans les problémes de ce
genre on ne tient pas compte explicitement de la possibilité de
plusieurs solutions différentes et lorsqu'on regarde implicitement le
résultat acquis au moyen d'une mesure spécialement choisie (qui
n'est pas nécessairement la plus convenable au point de vue ma-
thématique — i on peut toutefois parler dans les mathématiques
des conventions convenables et pas convenables) comme le seul
résultat possible. Ce qui est pire, on ,vérifie* ensuite un résultat
pareil par ,expérience“, comme on I'a fait pour le probléme connu
de Buffon concernant la projection d’une aiguille “sur un plan
couvert des droites paralltles?), et on fait naltre ainsi l'idée que

‘ce résultat soit le seul justifié.

Or, en étudiant le probléme de Buffon & notre point de vue,
Jai trouvé naturellement, outre de la vieille solution, une solution
nouvelle, aussi bien justifiée mathématiquement que la premidre et
méme plus suggéstive, |

Je renonce & développer ici plus amplement ces faits trés sim-
ples, d’autant plus que — comme je me suis convaineu — M, Borel
était déja parvenu an méme résultat?),

Il serait trés intéressant de voir si les expériences faites au sujet
du probléme de Buffon, mais exécutées dans les conditions dif-
férentes de celles des essais ,classiques® ne puissent fournir aussi
des résultats différents, mais prévus théoriquement; en d’autres termes,

') On trouve une déscription de ces oxpériences chex Czuber, Geomeirische

Wahrscheinlichkeiten, p. 8b.

?) Notamment, dans le livre de E. Borel, Le hasard, Paris 1914, p. 8b on
frouve cette remarque:

»On peut aigément traiter un probléme qui est la généralisation du précédent
(probabilité pour qu'une corde d'um cercle ait une longueur supérieure a4 une
longueur- donnée) et déduire de la solution de ce probléme celle du probléme do
I'aiguille, On obtiendra ainsi pour le probléme de I'aiguille trois solutions différentes,
suivant que I'on aura choisi la promiére, la seconde ou la troisidme des solutions
proposées par Bertrand. Comme la solation expérimentale du probléme de I'ai-
guille n'est pas contestde, on est conduit, dans ce cas pratique, & constater que
la premiére des solutions de Bertrand est la seule bonne".
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si les sciences expérimentales n'éxigent que Pon choisisse parmi tous
les procédés possibles de mesurer un ensemble (d’ ’
les points) un procédé spéeial se réalisant d
pratiques. Cette question, si importante quelle ne soit au peint de
vie des applications du ealeal des probabilités, ne peut éxerwr;

bien ejlten.du, aucune Iinfluence sur la liberté créatrice d'une théare
mathématique.

¢iéments autres que
ans les expériences

Poinearé congolt la question & un point de vue différent
(au moins théoriquement) aussi bien justifié que celui qui fut exposs
icl et, peut-étre, méme dquivalent X lul, bien que moins _évident~
Nous avons supposé implicitement, pendant toute la discussion de
ces problémes, que la distribution des poids est hom ogdue, cest
d-dire — pour employer 'ancienne expression — que tous les dlé-
ments des ensembles considérés sont otgalement possiblest. Les
différentes solutions d'un méme probleéme s'obtenaient par les dif-
férents choix des mesures. Or, Poincaré parvient au méme groupe
des résultats différents, en faisant varier non pas le systéime des
mesures, mais celui des poids, ¢'est-h-dire —- en termes classiques
en regardant les éléments des ensembles considérés comme prisen-
tant divers ,dégrés de possibilité“. Cette hypothese, hien gu'elle
soit équivalente & la ndtre, me parait moins naturelle & cause de
I'absence d'une ,raison suffisante“ qui nous fasse distinguer les uns
des autres les éléments tout & fait semblables d’'un méme enscmble,
par exemple, les druites situées dans un plan. Cependant, le fait que
I'on peut parvenir & des résultats identiques par ces deux voies dif-
férentes est trés instructif par lui méme. Ce fait devient plus clair
dans la théorie des transformations des intégrales par lintroduetion
des nouvelles variables d'intégration.

LIRS

Léopol, te 19 Novembre 1920.






