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Sur les suites de fonctions analytiques bornées
dans leur ensemble. |
| Par

A. Khintchine (Moscou).

M. Montel a démontré que, pour une suite

(1) | J1(@)y f3(2),-- oy ful@),e ..

de fonctions holomorphes bornées danms leur ensemble & Vintérieur
d'un contour simple et sur le contour lui-méme, la convergence en
tout point d'un arc quelconque du contour entraine la convergence
uniforme dans tout domaine complétement intérieur au contour. Je
me propose dans la note présente de généraliser cette proposition, -
en démontrant que, pour un contour rectifiable, la condition indi-
quée peut étre remplacée par une moins restrictive, & savoir ceile
de la convergence de la suite (1) en tout pont d'un ensemble de mesure
non nulle situé sur le contour. Ein wutilisant urie représentation con-
forme convenablement choisie, on voit de suite 1) qu’il suffit de démon-
trer la proposition pour le cas d’un cercle quelconque. |
‘Soit deme, par impossible, la suite (1) convergente en tout point
d'un ensemble & de mesure non nulle situé sur la circonférence C

1 . . .
de rayon 5, ayant I'origine pour centre, et divergente en un point

intérieur & C. D'aprds les résultats bien connus de M. Montel, on

- peut alors extraire de la suite (1) deux suites: So@), T (@) oy S (2.

1) 11 fant faire appel & un théoréme important de MM, Lusin et Privaloff.
(voir I. X, Privaloff, L'intdgrale de Cawchy, Saratow 1919 [en russe]} d’aprds
lequel toute reprdsentation conforme qui fait correspondre Vintérieur d’'un con-

- tour rvectifiable C' & Dintdriewr d'un autre contour rectifiable @, irangforme un

ensemble queleonque de mesure non nulle situd sur C en un ensemble de méme
sorte situé sur @ '
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et 1., (2), f,,,,(z),: -3 Jm(#),-.. qui convergent en tout point intérienr
du eercle considéré, en représentant i lintérieur de ce cercle deux
fonetions holomorphes différentes. Posons

Pu(2) =1, e (2) — S, (2)-

La suite

(2) P1(2), Py(2),--., P2), ...

converge vers zéro en tout point de & et vers une fonetion nom
identiquement nulle & Iintérieur du cercle. De plus, les fonctions
@ sont bornées dans leur ensemble. Nous allons montrer que ce
fait conduit & une contradietion. |

A cet effet, démontrons un lemme géométrique.

Soit E un ensemble mesurable situé sur la circonférence en
question. Je désigne par E, Yensemble obtenu de £ par une rotation
d’angle «.autour de lorigine.

Lemme géométrique. — La mesure de E étant supposée plus
petite que 1 et & désignant un nombre positif quelconque, on peut
trouver un ensemble jfini d’angles @, ay,.... a, tels que la mesure de
la partie commune auz ensembles B, E,, ..., K, soit plus petite que &

Voici les éléments de la démonstration Soit g(z) la fonction
égale 4 1 dans K et & zéro dans le complémentaire £’ de E par
rapport & la circonférence totale. La mesure de I'ensemble en ques-

.tion sexprime par l'intégrale

PJ0

1
ors gxe ) g(xe).. glze~Ydp = I(ay, a4,..., @,),
0

: 1
U Von a posé == —e%'.
° P 27
Or, intégrons cette fonction entre les limites

on 2 2 27
(3) O<a1<-§,——gga2<2.—?lz—t,...,(;z-—nl).?gaug?m

On voit aisément que l'intégrale est égale &
1 T r o -1 N | P
—Q—ﬁf [”Mes{E, (D, xel » )} dep,
0 k=1

Mes{E, (a, b)} désignant‘ la mesure de la partie de l'ensemble E
comprise entre les points a et b de la circonférence. Supposons
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que parmi les » ares
2 n
(205, metat) (k=1,2,.... n)
il y a p renfermant une partie de £ de mesure plus grande que

E,’ ¢ étant un nombre positif donné d’avance. On s'assure de suite
7 |

Yy

E ..
que p reste plus grand que n e; - & partir d’une valeur suffisam-

ment grande de #, et cela uniformément par rapport & x; on
trouve done

1 nHe®
fI(aU .oy @) A0 Ay, ... de, < e T

b . ) .
en désignant par D le domaine défini par les inégalités (3). En
2
choisissant o < &%# I'intégrale devient plus petite que €"; done, le
volume de D étant 7-21;, on doit pour des valeurs convenables de
@y ..., @, AVOIr
(e, a,,..., @) < &
ce qui démontre 'affirmation.
Ce point acquis, soient » et +' deux nombres positifs tels que

1 : . -
ry <-27z et solent ¢ et ¢’ les circonférences de rayons r et »

respectivement, ayant leurs centres & l'origine. Appliquons le lemme
& Vensemble 8'1) et posons

() =g, (ze) g, (ee™)... Pr(26%").
La suite '

@ WG B )

converge & lintérieur de C' vers une fonetion holomorphe ¢(z); de

plus, elle converge vers zéro en tout point de C sauf peut-8tre aux

points d'un ensemble M de mesure < ¢, enfin, on peut supposer
[¥(2)| <1 dans C,

~ Soit & un point de ¢ Soit P un ensemble parfait contenu dans
M =C—M ot de mesure > 1 —¢&" Considérons un contour

I provenant de C par remplacement des arcs contigus i P par des

1) Complémentaire de & par rapport i la circonférence C,
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lignes queleonques intérieures 3 C, extérieures 3 ¢ et de longueur

totale < e&", ce qui est dvidemment toujours possible. La suite 4)

étant convergente sur I, on g daprés les résultats de M. Montel

1 > =

Or, i) = p(@e™) p(we)... p(rem)
Par conséquent, on a tout au moins pour une valeur de

p(?’:la 2y...,n)

&
|p (e | < 5 ;
'/Zn(r’ — )
e étant aussi petit que l'on veut, ¢(2) doit s'annuler sur ¢; done,
r étant quelconque, @(2) est identiquement nulle, C, Q. F. D.






