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Sur un probléme de la théorie de la mesure. 1.
Par

D. Mirimanoff (Genéve)

Dans l'étude de certaines questions relatives a la théorie des
fonctions on est conduit parfois & envisager le probléme suivant ?).

Soient E, un ensemble de mesure nulle réparti sur 'axe Ox, E, un
ensemble de mesure nulle réparti sur 'axe Oy (axes rectangulaires).
Menons par les points de F, des paralléles & Oy et par les points
de F, des paralitles &4 Ox, et soit E l'ensemble de fous les points
d'intersection de ces deux familles de droites. Désignons par K, la
projection orthogonale de £ sur une droite OA faisant avee Oz un
angle quelconque . La mesure de [, est une fonction f(3) de &

qui s'annule pour 3 =0 et ¥ = g Quelle est cette fonction, admet

elle d'autres zéros?

La solution est immédiate, lorsque 'un au moins des ensembles
E,, E, est dénombrable. En effet, dans ce cas la mesure de K, est
nulle quel que soit &, done f(#) ==0. Mais il n'en est plus de méme
si aucun des ensembles E,, E, n’est dénombrable.
~ Je donnerai la solution de ce probléme dans le cas particuliére-
ment simple, ot chacun des ensembles E., E, est un ensemble par-
fait de Cantor. Cette étude se rattache par certains cotés i I'intéressante
note de M. Sierpifiski ,Sur la question de la mesurabilité de la
base de M. Hamel“ parue dans le t. I. des Fundamenta. |

1. Je m'appuierai sur quelques propriétés, en partie connues,
de l'ensemble parfait de Cantor. |
~ Soit K I'ensemble parfait de Cantor construit sur un intervalle
(ay b). Je rappelle que I'ensemble complémentaire C(£) se compose

1) C'est M. M, Plancherel qui a attir6 mon attention sur ce probléme.
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d'upe infinité d'intervalles (intervalles noirs d’aprées M. W. H. Young),
qu’on construit & l'aide d’une suite @ d’opérations connues. La n opé-
ration ou opération de rang n introduit 2"—! intervalles noirs de rang =,
chacun desquels est bordé de deux intervalles blancs de méme lon-
gueur. Ces intervalles blanes sont morcelés par les opérations sui-
vantes. Il est commode de considérer les deux parties de la droite.
qui sont extérieures & (a, b)) comme un seul intervalle de rang 0.

Propriété 1. La longueur de l'intervalle qui sépare deux inter-
valles noirs 0, 0’ de rangs m et n (m<Cn) n'est pas inférieure
a celle de d'.

En effet, chaque fois qu'un intervalle noir est introduit par une
opération de Cantor il apparait bordé de deux intervalles blancs de
méme longueur que lui; par conséquent d’ est séparé des intervalles
noirs 0 de méme rang ou de rang inférieur par des intervalles
dont la longueur est au moins égale & celle de & |

Propriété II. Si o, sont deux points quelconques de (a, b)
n’appartenant pas & un méme intervalle noir de I'ensemble de Cantor
E construit sur (@, 5) (I'un des points «, § peut étre situé en dehors
de (a, b)) et si & est I'ensemble de Cantor construit sur (e, ), les
ensembles F et & ont des points communs.

Dém. I suffit de démontrer la propriété TI dans le cas o
chacun des pomts e, # appartient & un intervalle noir de E. Con-
struisons sur (@, 3) l'ensemble de Cantor 8 La premiére opération
(opération de rang 1) introduit un intervalle noir de &; soient &, §’
ses extrémités. En vertun de la propriété I, l'un au moins des in-
tervalles (o, @), (', 8), par exemple (e, &'), contient des points de Ej;
en effet (', ') ne peut pas recouvrir entidrement 'espace qui sépare
les intervalles noirs de E dont font partie o et g.

On raisonnera sur (@, ) comme on a raisonné sur (e, §). On
aura ainsi une suite d'intervalles (e, g), (@, @’),... Semboitant les
uns dans les autres et dont la longueur tend vers 0. Cette suite
définit un point ¢ Or chacun de nos intervalles contient des points
de E et des points de & par conséquent ¢ est & la fois un point
limite de E et de & et comme les ensembles E et & sont fermés,
¢ appartient & & et & 8 La propriété JI est démontrée.

2. Supposons les axes Oz, Oy rectangulaires et soient 4, B, C les
poibts dont les coordonnées sont 1, 0; 0, 13 1, 1. Désignons par
E, Vensemble parfait de Cantor.construit sur Od, par k&, I'ensemble
de Cantor construit sur OB. Par les points de B, menons des droites
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paralléles & Oy, par les points de &, des droites paralleles & Oz et
soit F Pensemble de fous les points d'intersection de ces deux fa-

milles de droites.
Projetons E orthogonalement sur une droite OZ faisant un angle

4 avec l'axe Ox.
Quelle est la mesure de l'ensemble E, ainsi défini?

Je chercherai & résoudre ce probléme,
Par des raisons de symétrie, on peut se borner au cas ou l'angle

3 est compris entre 0 et z Supposons done que 4 vérifié I'inégalité

09

AR

Remarque. Les droites de la premitre famille (droites verticales)
déterminent sur BC un ensemble de Cantor que jappellerai &¥;
& tout point @ de E, correspond un point a* de £ et & un inter-
valle noir 0 de E, un intervalle noir 6* de E¥* Tout intervalle
noir 0 détermine une bande noire verticale limitée par deux droites
de la premiére famille passant par les extrémités de J. Hinvisageons
maintenant une droite quelconque d coupant le carré OABC et
normale & O1. Soient a* et 8 les points ol cette droite rencontre

- les droites BC et 0A4; l'un au moins de ces points est situé sur

le périmétre du carré. On a alors le théoréme suivant:
Théoréme. Si a* et 8 n'appartiennent pas & une méme bande

~ noire verticale, la droite d passe par un point de F.

Dém. Les droites de la seconde famille (droites paralldles a Ox)

~déterminent sur (a*, 8) un ensemble parfait de Cantor 8’. Projetons

cet ensemble sur Oz; on aura un ensemble de Cantor & construit
sur (e, 8), ol o est la projection de a¥.

Or les points a, 8 n’appartiennent pas & un méme intervalle
noir de %,; lensemble & et I'ensemble £, ont.donmc des points
communs, en vertu de la propriété II. Soit ¢ I'un de ces points.
Le points ¢ est la projection sur Or d'un point ¢’ de la droite d.
Or ¢’ est l'intersection d'une droite de la I™ famille, puisque ¢ est
un point de E,, et d’une droite de la 2™° famille, puisque ¢ fait
partié de & et par conséquent ¢’ de &; ¢’ est donc un point de E.

¢, Q F.D.

© 8. Mesure de E,. L'ensemble K, est réparti sur OC’, ¢’ étant
la projection du sommet ¢ du carré OBAC sur O4. Or, la longueur

3
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de OC'=sina 4 cos 4. 1l suffira done, pour avoir la mesure de
kE,, de retrancher de sin 2+ cos 4 la mesure de Pensemble complé-
mentaire ¢(E,) c'est-d-dire la mesure de I'ensemble de tous les points
noirs de F£,.

Or les points noirs de E, sont fournis pas les droites d nor-
males & O4 et telles que o¥ « appartiennent A une méme bande
noire. Considérons l'une de ces bandes dont la section est un Inter-
valle noir 0 de E, de rang n La longueur de 4 étant égale & 31; ;
pour que cette bande fournisse des points noirs E,, il faut et il

suffit que tgd < ;ﬂ Par conséquent I'ensemble des points noirs dus

4 1a bande est un intervalle dont la longueunr est (% ~——tg8)co=s G =

3

cos & i ]
3 sinJ, et comme le nombre des intervalles & de rang

ety

est égal & 2"71, la mesure de ensemble des intervalles noirs four-
cosd
3+ —sin 3).
Il en résulte que la mesure de I'ensemble complémentaire est
égale 2

nis par les bandes de rang = est 2"“’(

n=n(9)

;Srﬂfﬁf_ﬁm&}

Rua]

ol n(J) vérifie les inégalités

1 1

Par conséquent la mesure du complémentaire
m(c(E;)) = sin & + cos & — (§™* cos & —2"P sin J.
Enfin |
1
m(E,) = 2%® (sin &+ ) 08 3),
ou < est un angle vérifiant Pinégalité |

0<&<%
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4. On voit que 'ensemble complémentaire C(E,) se compose d’'un
nombre fini d'intervalles noirs. Ce nombre, qui est égal a 2" _—1
peut du reste étre nul (lorsque tg & >3); Pensemble E, épuise
alors I'intervalle ()C’ sur lequel il est réparti. En particuler E, épuise
la diagonale du carré pour 9 = ;Z-

Cette dernidre propriété peut du reste étre établie directement 1)
de la manitre suivante. Soit P un point quelconque de E, z et y
ses coordonnées. La projection OP' de OP sur 04 est alors
zcosJ + ysin J, et pour & 277:, OP’=!/—§—(x+y). Or les nombres
x et y s'éerivent dans le systéme de numération de base 3 avec
les seuls chiffres 0 et 2, et 'on sait que les sommes z + y de deux
nombres quelconques de cette forme fournissent tous les nombres
réels compris entre O et 2. Ce fait est & rapprocher d’un exemple
intéressant donné par M. Sierpifiski dans la note citée des Fun-

~ damenta p. 106.

b. Nous venons de voir que F, est 'ensemble des points P’
tels que OP'=2xcos % + ysin &. Les sommes de cette forme four-
nissent done tous les nombres réels compris entre 0 et cos & + sin 9,
si tgd >}, mais pour tg$ < 4 des espaces lacunaires apparaissent
qui se calculent facilement.

Envisageons maintenant la forme uz+vy, o u et ¥ sont denx

~nombres réels positifs. Supposons, pour fixer les idées, qu’on ait

k=7 et posons g=rcosd, »=rsind donc 9}%. La somme

nz + v y d'écrira
(2 cos ¥ 4 ysin J).

Si done x et y sont deux nombres quelcohques de I'ensemble par-
fait de Cantor construit sur (0, 1) (c’est-a-dire deux nombres qui dans
le systéme de numération de base 3 s'écrivent avee les seuls chiffres

, . u 1 . -
0 et 2) et si —‘g<~3-, les sommes wz + vy ne fournissent pas tous

}) Cette propriété a ét6 obtenue déja en 1917 par M. H. Steinhaus et
prouvée par une voie géomsétrique (dans une note publide en polonais dans la revue-
n Woktort, t.). M, Steinhaus en déduit pour tout.z réel de I'intervalle 0, 1)
'existence de deux points de l'ensemble E de Cantor, dont la distance est «
(ltemarque de la Rédaction). |
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les nombres réels compris entre O et »(cos J+sin$); il y a des
espaces lacunaires.

Les propriétés que j'établis dans cette note peuvent étre étendues
en partie aux ensembles parfaits possédant la propriété I Il serait
intéressant aussi de généraliser la propriété arithmétique que je viens
de signaler,

Errata.

Page 79, ligne 19:

_ 1 1 1
o Tiow do o SV <M 5y B g S8 ¥ < g e

Page 80, ligne 23:

. 7
au liew de U ’>/Z lire & <Z

Fundamenta Mathematicae IV.





